Sur la mesure dans les corps indépendants

Parl S Banacn | (Lwow)

Soit T un ensemble quelconque. Nous considérons des corps?) d’en-
sembles dont les éléments appartiewnent ¢ ’ensemile 7. Nous dirons
qu'un ensemble K des corps A est une famille des corps indépendants,
si le produit d’un nombre fini d’ensembles non’ vides appartenant a des
divers corps de l'ensemble K n’est jamais vide.Dans le cas o cette
propriété subsiste pour le produit d'une infinité dénombrable des
ensembles appartenant a des divers-corps de I’ensemble K, celui-ci sera
appelé une famille des corps complétement indépendants.

La notion d’une famille des corps indépendants, complétement ou
non, est due a E. Szpilrajn, ainsi que le théoréme suivant:

Soit K une famille des corps indépendans telle que
dans chaque corps Ac¢K est difinié une mesure m. Si U(K)
désigne le plus petit corps qui contient tous les corps
de la famille X, alors on peut définir dans U(K) une (et
une seule) mesure m*2) remplissant les conditions

1° m*H=mH (He¢AcK),
2% m*IH;=IIm*H,(Hic Aic K, A == A, pour r=+s),

=1 =1
Dans le travail présent je me propose de démontrer le théoréme
suivant: .
Si K estune famille des corps compléetement additifs
et competement indépendants, telle que dans chaque
corps AecK est définie une mesure m complétement ad-

) Une classe A des sous-ensembles de T s’appelle nn corps, lorsque l'ensemble
complémentaire, la somme et le produit d’un nombre fini des ensembies contenus
dans 4 appartient a cette classe. Le corps 4 est dit completément additif si la
somme et le produit d’une infinité dénombrable des ensembles contenus dans A sont
toujours des ensembles du corps A.

?) Dans un corps A est définie une mesure, lorsqu’a chaque ensemble H¢ 4
correspond un nombre mH >0 de mainiére que m(T)=1 et m(&H, -+ H))=mH, 4 mH,
pour Hy, H,€A et H H,=0. Orn dit, que la mesure est complétement additive,
si, pour chaque suite {H;} d‘ensembles disjoints contenns dans le corps A telle que
THi€A, m2 H1==§ mH;. 11 est aisé de voir que cette condition est équivalente a la

i=1 i=1
condition suivante: )
St HieA, Hi D Hi+1 (i=1,2,. . .) et ﬁH1=0 alors on a lim mH;=0.
=1 i

On peut démontrer que dans le cas od la mesure m définie dans un corps A
est compléterment additive, il en existe un corps A* D A complétement additif avee
une mesure m* complétement additive de sorte que Ion a mH=m*H pour He¢A
(voir O. Nikodym, Sur 'existence d’une mesure parfaitement additiveet non
séparable, Mémoires Acad. R. de Belgique, 1938). i ‘
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ditive, si de plus V est le plus petit corps compléte-
ment additif qui contient tous les corps dela famille K, il
existe alors dans V une et une seule mesure m* com-
plétement additive, jouissant des propriétés suivantes:

a) m* H=mH (He Ac K),
b) m*ﬁlﬂi=ﬁm*Hi (Hie Aic K, A; § A; pour i=xj).
=) i=1

Ce théoréme a été proposé par E. Szpilrajn qui I'a démontré dans
ie cas particulier ou chaque corps Ac K contient seulement quatre en-
sembles, 3 savoir un ensemble non vide H, I’ensemble complémentaire
T— H, 'ensemble vide et I’ensemle 7. Il est évident, que dans ce cas,
chaque corps Ac K et la mesure m correspondante sont complétement
additifs.

Un autre cas particulier de ce théoréme, dans lequel la classe K
contient deux corps seulement et les mesures sont d'une forme spéciale,
a été formulé par M. P. Lévy?).

Les § 1 et 2 contiennent quelques lemmes, le § 3 contient la démon-
stration du théoréme de E.Szpilrajn etle dernier paragraphe celle du
théoréme que nous venons d’énoncer.

Certaines applications de notre théoréme se trouvent dans un tra-
vail encore non publié de E. Szpilrajn sur les mesures dans les produ-
its cartésiens.

§ 1
Soit K une famille de corps d‘ensembles. Désignons par U(K) le
plus petit corps qui contient tous les ensembles appartenant aux corps
de la famille K. On voit sans peine que U(K) se compose de tous les
ensembles de la forme

HoREG ®
ou n, m; sont des entiers positifs quelconques et
Gye Aje K, Air A (rks).
Nous désignerons par
A, . . ., An(4,F A, pour r¥s)

les corps Ay, Si 'un des ensembles Gy appartient au corps A, il sera
désigné par H,. Dans le cas contraire, nous poserons -

Hy=T.

1) Pauyl Levy, Théorie de l‘addition des variables aléatoires. Paris, Gauthier—-
Villars, 1937, p. 27.
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Avec ces notations, la formule (I) s’écrit

H=2" [T Hy : dn
=1 j=1 .
ol
HyeA;e K (4.5 As pour r == s).
Puisque les ensembles Hj; figurant dans cette formule appartiennent
au corps A, il existe des ensembles disjoints non vides
Nire Afk=1,. . ., )

tels que chaque H; est la somme de certains Ny En remplagant dans (I1)
chaque ensemble H; par la somme correspondante on obtient

H=2 I L; (I1)
i=1 j=1
ou Lie A4; et les produits figurant au second membre sont des ensem-
bles disjoints.
Soit F [ U(K)] 1ensemble des fonctions réelles y(¢) définies dans 7,
ne prenant qu'un nombre fini des valeurs et telles que
Ely(h=cleU(K).

En vertu de la formule (III), cet ensemble est celui des fonctions repré-
sentables scus la forme

n my
yO=2'e [T uy(t) (1)
=1 j=1
ot n, m; sont des entiers positifs quelconques et les uy(f) désignent les
fonctions caractéristiques des ensembles
Gye AyeK (dirsk A pour r=ks).
En raisonnant comme précédemment, on obtient la formule
n m
y (&)= [T x4(), ar
=1 =t :
ol x;(?) sont les fonctions caractéristiques des ensembles
Hjc AjeK (A= A; pour rs).

Si Nj sont les ensembles définis plus haut et Z () Jeurs fonctions
caractéristiques, on peut définir les nombres

- ﬂl’jk ( = 09 1)
de maniére que

Ty
xy (=2 Byrzp(t) (1)
=1

En portant dans (11’), on obtient

y(t)=k2 ...y LT 2, (D) )

2 v e .km j=1



ou la somme s‘étend sur tous les systémes d’entiers positifs

-
kb * o 7km
tels que
1<y ((=1,. . ., m
et
n .
iy k= X B, . o Cimey, )
i=1

Les produits fignurants au second membre de (I1I) sont évidemment
les fonctions caractéristiques des ensembles disjoints, notamment des
ensembles

m
Liy.cv=J] Ny 3)
j=1
§ 2
Nous supposerons maintenant que K est une famille des corps

indénendants.
Lemme 1. Si la fonction y () est de la forme (III') et si
Yy >al(te D),
alors tous les coefficients correspondants satisfont a I'inégalité
(27 N . > a. (4)
Démonstration. Les corps de la famille elant indépendants, il
s’ensuit que les ensembles (3) sunt nou vides. Comme ces ensembles
sont de plus disjoints, l'inégalité (4) résulte de (IE').
Lemme 2. Si la fonction y(f) est de la forme (II') et si

y@) > a(teT),
alors on a

CXa @) >a (5)
=1 =1
quels que soient les éléments
. tl! s s =y tm-
Démonstration. Les formules (II'), (III") donnent
2(2,- Hxij(fj)=20b, .k szkj (fj) (6)
i=1 j=I - j=t

D’aprés le lemme 1 on a l'inégalité (4). Si donec a>0, la relation (6)
entraine (5), puisque l‘un des produits au second membre de (6) est
égal a 1 et les autres sont nuls. Si

a0,

tous les produits sont nuls, ou bien un seul produit est égal a 1 et les
dutres sont nuls; dans les deux -cas, la formule (5) résulte de (6).



Lemme 3. Lorsqu‘une foncticn y(f) de la forme (II') satisfait a
I‘inégalite (5) pour un systéme partlcuhev‘ d‘éléments #,. . ., 0w il

existe des ensembles Hied; (j=1,. . . m)tels que
ty¢ H; (i=1 R )] , (@)
y)>a (te ]]Hf) (®)
=1
Démonstration. Supposons que l'on ait
ijeélfﬂj g=1,. .., m). ‘ )

Dans ce cas, il existe un seul systéme d’indices o,. . .0, tel
que 216,(f) . . . Zmo, (tm)=1. 1l en résulte, en vertu de (6), que l'on a
@, ..o, >a. Silon pose H;=N;, la condition (@) sera remplie et en
vertu de (II') aussi la condition (8).

Si la relation n’est pas verifiée pour j=r, alors on a x,(#)=0
(i=1,. . ., n), done, en vertu de (5), a<<0. ‘

Supposons que la relation (7) n’a pas lieu pour I=r, e « o, i

Posons H;=T—_3' H;pour j—r., .. . ,rpet Hi= Z'H,, pour les autres
i=1
J- On voit sans peine que les enSembles H, a1ns1 définis remplissent
les conditions (), (8).
Lemme 4. Soient K une famille des corps complétement additifs et

complétement indépendants et {y.(f)} une suite de fonctions dela forme

ar:

y(= 2: @i []ij ® @®
pour laquelle il existe une sultel—d elements {t;} de maniére que
%awjl?xw(tj)> a »=1,2,...) 9)
Alors il existe un élément 4 tel que
gy (H>a =12,. . .) (10)

Démonstration. D‘aprés le lemme 3, on peut faire correspondre
a chaque » des ensembles Hy¢ 4; (j=1,. . ., m,) jouissants des proprié-
tés suivantes:

tie Hy G=1,. . ., m), (@)
pO>a (te [ Hy). #)
j=1
Posons !
N=[TH, (=1,2...) (11)

v—1

ou H.=T pour j> m..
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L’ensemble N; appartient au corps A4; complétement additif et n’est
pas vide, parce que, en vertu de (a'),

tjEM g=12 .. .)

Les corps A; étant par hypothése = complétement indépendants, le

produit
N-[7¥,
=1
n’est pas vide. Il résulte aisément des relations (') et (11) que pour
deNonag(N>a @=12,, . .)

§3
Supposons que K soit une famille des corps indépendants et que
dans chaque corps de K soit définie une mesure.
Lemme 5. Si la fonktion y(f) est de la forme (I') et si y(¢) >0,
on a

Zai Hm GU}/ 0. (12)
=1 =1
Démonstration. En écrivant y(#) sous la forme (II'), on voit que
n my n m
Z'a,-an,-,: 20‘1 anij. (13)
i=1 j=1 i=1 j=1

D’apres (1)
15
m Hy= 2 fyxm N,
k=1

d’ou, en vertu de (13),

n my m
2uflmG=2a,. . . .4, ﬂNanj (14
j=1

i=1 j=t Ryers By

Puisque y(#)>>0, il résulte du lemme 1 (pour «=0) que l'on a
@ . . . r, >0. Par coséquent, le premier membre de (14) est > 0.

Lemme 6. Sila fonction y(#) est de la forme (I') et si y(f)=0
pour f¢7, on a

n my

2 ainm Gl:,'=0-

=1 f=1
Lemme 7. Si la fonction y(f) est de la forme (I'):
yO=2"6 [] vy,
i=1 Jj=l1

ot les v;(f) désiguent les fonctions caractéristiques des ensembles



Eje Byc K (B, B, pour r==s), on a

n m; v my
3 o J]m Gy= 36 [[m Ey-
=t J=t =1 J=1
Les lemes 6 et 7 sont des conséquences immédiates du lemme 5.
Lemme 8. Si la fonction y(t) est de la forme (II') etsi y(#)>0,ona

w(t)= Eaxxn(t)lImH, 0 (e T).

i=1
Démonstratlon. On a d‘apres )

i
m Hy= 2 8jx m Njx.
k=1
Il en résulte, en vertu de (1), que

w(t) =2alz, e By Ry (t)ﬂm Mkj
B Ry =2
En se servant du lemme I (pour a=0) on en déduit la formule a
démontrer.
Définition de lintégrale. La fonction y ()¢ F[U(K)]?) étant de
la forme (I") posons.

ydi= 3 o [Jmé, (15)

e j=1
T =1

En vertu du lemme (7), cette intégrale est bien définie. Au moyen
des lemmes b et 7 il est aisé de vérifier les formules suivantes dans
les quelles y(f), y, (f), y.(f) désignent des fonctions contenues dans
F[U(K)] et a un nombre quelconque :

J1de=1 (a)
Tfy(r)dt>0; sri y(t)>0 pour teT (b)
fay(t)dt=a fy(t)dt ()

f g (B)+ys (D) dt = f 3 () dt +f p(Ddt @

Si gy, (DeF(A), ys (D F (4s), ot AeK, A e K, A, F4,,
alors on a

[nou©a=([noa([sno dt) \ @

1) Si A est un corps d’ensembles, nous désignons par F(4) I‘'ensemble des fonc-
tions f ne prenant qu'un nombre fini de valeurs et telles que E(f==c)e A.



Nous définissons encore une mesure m* de la fagon suivante:
Si He U(K) et si y(t) est lafonetion caractéri-tique de l’ensemble H,
alors:

m*H= [ y(dt. (16)
T

Des formules (a) — (d) on déduit les bien connnues propriétés de
la mesure. La définition (15) et la propriété (e) de l'intégrale entrai-
nent les propriétés (I), (II) formulées dans le théoréme de E. Szpilrajn.

§ 4

Nous considérons maintenant une famille K de corps compeétement
additifs et complétement i dépenda..ts dont chacun est pourvu d‘une
mesure m complétement additive.

L mesure m* est alors complétement additive dans chaque corps
AeK puisquelle se confond par hypothése avee la mesure correspon-
dante m. 1. en résulte une propriété bien connue de I'intégrale fondée
sur une mesure complétement additive, & savo :

Si les fonctions w,(f) appartenant a F(4) ot A cK, remplissent les

conditions
wy () 2> Wity () (te T), (a)
[ o @dt=0; (b)
T

alors il existe un element $¢T tel que
w"(&)>0 (V=13 2’ LA )'

Lemme 9. La mesure m* définie d’aprés le § 3 dans le corps
U(K) est complétement additive.

Démonstration. Supposons, par impossible, que la mesure m*
ne soit pas complétement additive. 11 existe alors une suite d’ensembles
{fl.} appartenant & U(K) de maniére que

H,> H,4y (17)
M H>a>0 (18)
JTH.=o. (19)

=1

Soinet y.(t) les fonctions caractéristiques des ensembles H,. Puis-
jgue ces fonctions appratiennnet a F[U(K)], elles admettent la répresen-
tation (II"):

n, m,

y'v (t)=2aviﬂxav[j(t)7 (20)
i=1 j=1 .

ou les x.;(?) sont les fonctions caractéristiques des ensembles

H.ye Aie K et A, A; pour rs.
Posons
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D’aprés (17), (18) et (20) on a pour v=1,2 ., .:

YO >y () (teD), (22)
Syv(t)dt=2awﬂmllm>a 23)
T i=1 j=1
Posons encore
wy ()= 3 @ X () []m Hey. (24)
i=l j=2

La différence y,(t)—y»t1(f) étant >0 et de la forme (II), Ia relation
(21) et le lemme 8 donnent ’

wy () > wppq (£) (teT, v=1,2,. . .) (25)
En vertu de (23), on a

[ dt= [y®dt>a
T T

Puisque les fonections w,(f) appartiennent a l'ensemble F4)), il
existe, d'aprés la propriété de l'intégrale signalée plus haut, un élément
t, tel que

wy (h)>a (v=1,2,. . .),

on a donc, en vertu de (24),

2 avinil (tl) HIIZ H'vu> a > O. (26)l
i=1 =2
Posons
Yo )= Y@ xw (t,) [ ] 2u(t). (27)
=\ j=2
On a, en vertu de (21), (22) et du lemme 2,
Y (t)>y4’+171 5 (te T, v=1, 2. .. ) (28)
et, d’aprés (26), (21),
[gm@dt>a>0 (¢=1,2,...) (29)
1

Les relations (28), (29) sont analogues aux relations (22), (23) rem-
plies par les fonctions y.(f).

On établit de méme I’existence d’'un élément f; satisfaisant a la
condition '

Zavixa'il (t])‘xwg (tg)ﬂm Hm]} a > O,
i=1 Jj=3



analogue a (26). En répétant ce procédé, on obtient une suite d’éléments
{t} telle que

n, ©
Zawi xﬂl'il (tl) - e x'vir(tr)anvi]> a (V, r= 1, 2, . s e ).
i=1 J=r+41

Il en résulte, en vertu de (21), que

bt

n, my
2o [[oi(t) >a>0 (»=1,2,. . ).
i=1 j=t

De cette inégalité et du lemme (4) il s’ensiut qu’il existe un &lé-
ment & tel que

ypH>ae>0 (»=1,2,. . .).

Par conséquent $e H, (v=1,2,. . .), contrairement a (19).

Démonstration du théoréme. D'aprés le lemme 9 et la re-
lmarque 2) de la page 81 il s’ensuit que I'on peut ét endre la définition de
la mesure m* au plus petit corps complétement additit I/ qui contient
tous les corps de la famille X

La condition (b) du théoréme résulte aisément de la propriété 2°de
la mesure formulée dans le théoréme de Szpilrajn et de l'additivité com-
pléete de la mesure m* et du corps V. L’unicité de la mesure m* ré-
:sulte facilement de notre construction.
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