ROZDZIAL T

TEORIA WEKTOROW

I. Dzialania na wektorach

§ 1. Okreslenia wstepne. Wielkodci, ktére mozemy okreslié
przy pomocy jednej liczby rzeczywistej, nazywamy skalarami. Ska-
larem jest wigc masa, praca, energia kinetyczna i t.p.

Wektorem nazywamy odcinek, w ktérym wyrézniony jest po-
czgtek i koniec. Do wektoréw zaliczamy punkty i nazywamy je
wektorams zerowymi.

Wielkosei takie jak np. predkosé, przysépieszenie, sita, mozemy
przedstawié¢ przy pomocy wektoréw. Wektor oznaczamy bad7 jedng
literg z kreskg u géry np. @, badz symbolem AB, gdzie A oznacza
poczatek, za$ B koniec (rys. 1). Na rysunku koniec wektora zazna-
czamy strzatkg. Poczatek wektora nazywamy takze punktem za-
czepienia.

Diugosciq lub wartosciq bezwegledng wektora AB nazywamy
diugoéé odcinka AB i oznaczamy ja przez |AB).

Dwa wektory majace ten sam kierunek (t. zn. réwnolegle) mogs
mieé¢ zwroty zgodne lub przeciwne (rys. 2).

5 —_—— a
4B £l — _ a 1
———— “D -
4 —— 3 =5 as=b
1. 2. 3. 4.

Wektory @ i b majace réwne dlugosei, kierunki i zwroty nazy-
wamy rownymi (rys. 3), piszge

a=b.

Dwa wektory majace réwne dingosei i kierunki, lecz zwroty
przeciwne, nazywamy przeciwnymi. Wektor przeciwny do @ ozna-
czamy przez, —a (p. str. 4, rys. 3).

S. Banach, Mechanika. 1
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Polozeniem wektora nazywamy prosta, na ktérej wektor lezy.
Wektory @ib réwne i majace to samo polozenie (t. zn. lezace
na jednej prostej) nazywamy wektorami réwnowainyms (str. 1, rys. 4):

a=b.

Dwa wektory zerowe uwazamy za réwne i réwnowazne.

Wektory réwne oznaczaé¢ bedziemy czesto jedng i ta samg
literg (gdy nie bedzie obawy pomylki).

Rzutem wektora @ na prostag (lub plaszezyzne) nazywamy wek-
tor, ktérego poczatkiem jest rzut poczatku wektora @, za§ koncem
rzut jego kofica.

Przypuiémy, ze mamy dany w przestrzeni uklad wspohrzednych
O(x,y,2) prostokatny lub skosnokatny. Obréémy of = okolo O

w plaszezyZnie xy o kat <z tak,

2 by dodatnia cze$é osi & padla

na dodatnia czesé osi y. Jezeli

dla widza znajdujacego sie po

tej stronie plaszezyzny xy, po

(] ktorej lezy dodatnia ezedé osi 2,

2. ruch ten odbywa sie zgodnie

z ruchem wskazéwek zegara,

wowezas uklad O (2, y,2) nazywamy lewoskretnym, w przeciwnym razie
prawoskretnym.

W ksiqéce tej wusywaé bedziemy stale uktadu prostokqmego
lewoskretnego (6. j. jak na rys. 1, a nie 2).

Powiadamy, ze wuklad wektorow (@, b, ¢) nie réwnolegtych do
jednej plaszezyzny ma zwrot lewy (wzgl. pra.wy), jezeli prowadzac
przez dowolny punkt O osie z, y, 2 ré6wnolegle do wektoréw @, b, &
i zgodnie z nimi skierowane, otrzyma,my uklad lewoskretny (Wzgl
prawoskretny).

§ 2. Wspélrzedne wektora. Niechaj @ hedzie dowolnym
wektorem, za$ @’ rzutem jego na dana of .

Wspdtrzedng wektora @ wzgledem osi x nazywamy liczbe, ktérg
oznaczamy przez a., okreflong jak nastepuje: a.=|@’|, jezeli @’ ma
zgodny kierunek z osia #, za$§ a,=—|@'| w przypadku przeciwnym.

Mamy oczywiscie

1) a.= [a| cos a,

gdzie a oznacza kat miedzy wektorem @ a osig x (str. 3, rys. 2).
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Przypusémy, ze mamy dany prostokatny uklad wspélrzednych
(@, y,2). Oznaczajac wspélrzedne wektora @ wzgledem osi ukladu
przez a., ay, a., za$ katy, jakie @ tworzy z osiami przez e, 8,y
(rys. 1), otrzymamy na mocy (1):

(I) a,=|a| cos a, ay= |d| cos 8, a,=|al cos y.

A wiee: wektory rowne majq réwne wspdlrzedne wezgledem osi
ukladu.

Poniewaz wedlug znanego wzoru z geometrii analitycznej
jest cos?a—+-cos?f+cos?y=1, wiec na mocy (I)

(I1) | [al = Va2+a2+a?,
(I1T) cosa=a./l@,  cosB=ay,/ld, cos y=a,./|dl.

Z réwnan (I1) i (III) wynika, ze wspolrzedne wektora okreflaja
jego diugosé, kierunek i zwrot,

A wiec dwa wektory @ i b, majace odpowiednio réwne wspdl-
rzgdne wzgledem osi ukladu prostokatnego (t. zn. dla ktérych a.= b,,
ay=by,, a,=b.), sq réwne.

Jezeli wektor @ lezy w plaszezyZnie zy (rys. 2), to

(IV) a.= |d| cos e, a, = |d|sin e,
(V) {6|=Va§—|—@, cos @ = a, /|d, sin ¢ =a,/|al.
Czesto (gdy pomylka jest

wykluczona) rzutami wektora
@ na osie ukladu nazywamy
takze wspolrzedne a., a,, a..
Latwo mozna okazad,
ze jezeli punkty 4 i A’ ma-
ja wspoélrzedne odpowiednio 1. 2.
x,y,2 1 a2,y 2, to wektor
a=AA’' ma wspéhrzedne: a,=a'—u, =y —y i a,=z2'—=2.

§ 3. Suma i rézinica wektoréw. Sumg wektoréw @i b na-

zywamy kazdy wektor, ktory daje sie otrzymaé w sposéb nastepujacy:

Z dowolnego punktu O kredlimy wektor ré6wny wektorowi @,

z korica tego wektora drugi wektor ré6wny wektorowi b; wektor,

ktérego poczatkiem jest O, konicem za$§ koniec drugiego wektora,

nazywamy sumq wektoréw @ i b (str. 4, rys. 1) i oznaczamy przez
a+b.

1*
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Dla wektoréw przeciwnych (rys. 3) otrzymamy wiec w szcze-

go6lnosei
@ (—a)=2~0.

~ Sume kilku wektoréw np. @ +b--¢ otrzymujemy, tworzac sume
b+¢, a nastepnie dodajac otrzymang sume do wektora @ (rys. 2).

Do sumy wektorow sto-
suje sie prawa przemiennosci
i lgcznosei. A wiee:

b-La,
a--(b-+¢).

Rl

a+
(@4b)+

ol

prra,w tych wynika, ze suma ilukolwiek wektoréw nie zmieni
sie, jezeli zmienimy porzadek skladnikéw lub jezeli kilka z nich
zastapimy ich sumg. Np.:

Réémice @—0b okre- 5 : )
§lamy jako sume a+-(—b). ? P a-b
Zatem wedle definicji -3 £l .

. H

@—b=a -+ (—b). 3. 4. 5.

Rys. 4 i 5 przedstawiajg, jak wyznacza sie réznice.
Poniewaz ~ o
(@—B) + b=a+(—b)+b=7,
wiec résnica dodana do odjemnika daje w wyniku odjemng.

§ 4. Nloezyn wektora przez liczbe. Iloczynem wektora @
przez liccbe m nazywamy wektor, ktory ma ten sam kierunek co 4,
dlugodé |m| razy wiekszg, a zwrot zgodny z @ lub przeciwny, zaleznie
od tego czy m>0,-czy m<<0. Iloczyn @ przez m 0znaczamy przez

ma.
Jezeli m=0 lub @=0, to ma=0.
Mamy oczywiscie (p. str. b, rys.1 dla m = 2):
(—m)a =—ma.
Wrynika stad, ze

(—1) G=—a.
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Dla iloczynu latwo dowiedé¢ prawa rozdzielnosei sumy wzgle-
dem iloczynu i prawa lacznosei:
m(@-+b)=ma-}mb, (m+-p) @a=ma-+pa, m(pa)=(mp)a,

gdzie m 1 p oznaczaja liczby (rys. 2 i 3). Z powyzszych praw
wynikaja zwykle reguly algebraiczne dodawania i mnozenia.

ma £a
a

3.
Drzielenie wektora przez licebe (rézna od zera) okreslamy jako
mnozenie przez odwrotnos$é tej liczby. A wiec:

1 _
=—a.
m

3=

§ 5. Wspélrzedne sumy i iloezynu. Latwo mozna okazad,
ze rzut (na prosty lub plaszezyzne) sumy wektoréw réwna sie
sumie rzutdw tych wektoréw (rys. 4). A wiec:

Rzut (@+b) = Rzut @ + Rzut b.

Podobnie rzut iloczynu wektora przez liczbe réwna sie ¢loczy-
nowt rzutu wektora przez te liczbe (rys. ). A wiec:

Rzut (ma)=m Rzut a.
Jezeli wektor @ ma wspol-
rzedne a., g, a., a wektor b ma

wspolrzedne by, by, b,, woOwczas
wektor $=a--b ma wspolrzedne

Sx=tbyy Sy=ay+by, s:=a.+b..

Wynika to z twierdzenia 4. 5.
0 rzucie sumy.

Podobnie z twierdzenia o rzucie iloczynu wektora przez liczbe wy-
nika, ze wektor ¢=ma ma wspoélrzedune ¢,=ma,, ¢,=ma,, ¢,=ma..

3b— 2¢, to:

dx="50ax— 3bx— 2¢x, dy=>5ay,— 3by—-2cy, dz=50z— 3bz— 2¢z.

Jezeli np. d=5a
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§ 6. Rozklad wektora. Sume wektoréw @ i b o wspélnym
poczatku, lecz réznym polozeniu (tj. nie lezgcych na jednej prostej),
przedstawia przekatna réownolegloboku zbudowanego na tych wek-
torach. Podobnie sume trzech wektor6w @, b, ¢, o wspélnym po-
czgtku, lecz nie lezacych na jednej plaszezyznie, przedstawia prze-
katna réwnolegloscianu zbudowanego na tych wektorach.

Na powyzszych twierdzeniach opiera si¢ rozklad danego wek-
tora na sume dwdéch lub trzech wektoréow o danych kierunkach.

Przypusémy, ze mamy dany wektor 5 i dwie proste ! i m nie
ré6wnolegle, lezace w pewnej plaszczyZnie réwnoleglej do 5. Jezeli
chcemy przedstawié¢ wektor § jako sume dwéch wektoréw @ i b
réwnolegltych do ! i m, to tworzymy réwnolegltobok o bokach réwno-
legtych do ! i m, ktérego przekgtng jest 5. W tym celu krelimy
z poczgtku i konica wektora 5 proste réwnolegle do 1 i m. Boki
otrzymanego réwnolegloboku wyznacza wektory @ i b (rys. 1).

Latwo zauwazyé, ze taki rozklad jest mozliwy w jeden tylko
sposob.

Podobnie, jezeli dany jest wektor § i trzy proste !, m, n nie
réwnolegle do jednej plaszezyzny i chcemy przedstawié¢ wektor s
jako sume trzech wektoréw @, b, ¢ réwnolegltych do I, m, n, to bu-
dujemy réwnolegloscian o krawedziach réwnoleglych do 1, m, n,
ktérego, przekatng
jest 5. Kredlimy za-
tem z poczatku O

ol Az wektora 3 proste
7| U, m’, n’ r6wnoleglte

b d [ do 1, m,n; nastepnie
i % 0 z konca wektora 3

1. 2. 3. prosta réwnolegla do
n az do punktu@
przeciecia tej prostej z plaszezyzng prostych I, m’; wreszcie z pun-
ktu @ kredlimy proste rownolegle do I i m. Punkty przecigcia tych
prostych z prostymi I’ i m’ sg koncami wektoréw « i b, ktérych
poczatkiem jest 0. Wektor ¢ jest réwny wektorowi Ilaczacemu
punkt G z koidcem wektora 5 (rys. 2).
Jeden tylko taki rozklad jest mozliwy, poniewaz istnieje
jeden tylko réwnoleglodcian o krawedziach réwnolegltych do I, m, »
i o przekatnej s.
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Szczegélnym przypadkiem takiego rozkladu jest przedsta-
wienie wektora przy pomocy wektoréw jednostkowych.
Oznaczamy rzuty wektora @ na osie ukladu («,y,2) przez a’,a’’,a@’".
Mamy oczywiscie (str. 6, rys. 3):

ﬁ:d’—-{—-d”—i—-a”’.

Obierzmy na osiach ukladu wektory 3, §, £ o dlugosci 1, skie-
rowane zgodnie z odpowiednimi osiami. Z okreslenia wspéirzednych
Ay Oy, @, (§2, str. 2) wynika, ze

0’ = Oy, a'’'=ay9, a''=a.k.

Zatem
(I) T=a.t +ay]+a. k.

Wektory 3, §, k nazywamy wektorami jednostkowymi. Wzér (I)

wyraza wektor @ przy pomocy wspélrzednych i wektoréow jedno-
stkowych.

§ 7. Nloczyn skalarowy. Iloczynem skalarowym wektoréw
@ i b tworzacych kat @ (p. rys. obok), nazywamy liczbe |a]|b|cos @.
Tloczyn skalarowy oznaczamy przez a-b
lub a@b. Zatem

|
- — b 1
I) - ab=|al|b| cos @. i
]
Tloczyn skalarowy jest zerem nie tylko — >
w przypadku gdy @=0 lub b=0, lecz takie Rzuéb

gdy @l b, wtedy bowiem p=n/2, wiec cosp=0.

Jezeli za§ a0 i 630, to iloczyn skalarowy moze byé dodatni lub
ujemny zaleinie od tego, czy ¢ jest katem ostrym czy rozwartym.
Tloczyn nie zaledy od porzadku czynnikéw. Mamy bowiem

ba =1b|a| cos =] [b] cos p =ab. b
Wyrazenie |[b|cos ¢ przedstawia rzut wektora b na of wy-
znaczony przez wektor @ i zgodnie z nim skierowang. Rzut ten na-

zywamy rzutem b na kierunek @ i oznaczamy przez Rzutg b. Zatem:
Rzut;b = |bjcos p, Rzut;a == [a@] cos ¢.
Na mocy wiec (I):
) ab=|a| Rzut; b=|b| Rzut;a.

Zatem iloczyn skalarowy réwna sie iloczynowi dlugosci jednego
wektora przez rzut drugieqo na kierunek pierwszego.
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Prawo rozdzielnosci. Na mocy okreslenia iloczynu mamy
(@+b)e=ic| Rzutg (a+b).
Poniewaz Rzut;(a-+b)=Razut, sa-+Rzut; b, wiec
(@+b)e=lc| Rzut;a--|e| Rzut, b.
Lecz [¢| Rzutza=ac i |6 Rzut,b=>5b¢; zatem
(I1) (@a+b)e=ac+be.
Podobnie postepujae, otrzymamy
(I11) (@—b)e=ac — be.
A wigc dla sumy i réznicy zachodzi prawo rozdzielnosci wzgle-

dem iloczynu. Wynikaja stad zwyczajne prawa mnozenia sumy
przez sume. '

Np. (G+b) (6+d)=(a+b)é +(@-+b) d=aé+bi-ad-+bd.

Prawo 1lgcznodci. Niechaj m oznacza jakakolwiek liczbe,
Zatem

(m@)b=(b| Rzut; (ma)=mb Rzut, @, skad (ma)b=m(ab).
Niechaj teraz m,n oznaczaja liczby. Na mocy poprzednlego
wzoru jest (ma) (nb)=mia- (nb),_m\n(ab),, wiec
(Iv) (m@) (nb)= (mn) (ab).

Wynikaja stad zwykle prawa mnozenia wielomianu przez
wielomian.

Np. (28— 3b) 5¢=10a¢ — 15be, (40— 2b) (36+d)=12ié — 6D6--4ad — 2bd.

Kwadrat wektora. Kwadrat skalarowy a@® okreslamy jako
iloezyn @-@. Zatem @*=a-a=la)|alcos 0, wiec, @=|al?, stad |a|=}a>.
Otfrzymujemy stad:

(V) (@+b2=(a+b) (i 5)—@3—{—‘)ab+bz
(@—b)=(a—b) (G—b)=a>—2ab+ b2,
(@+b) (a—b)=az—b2.
Dwa pierwsze wzory mozemy napisa¢ w postaci:
(VI) [@+b|2=|a|?+2|a] |b| cos ¢+|b2,

|a—b[*=al*—2]a] [} cos @-+-|BJ2.

Wzory te wyrazaja t.zw.twierdzenie Carnota, znane z trygono-
metrii. .
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Przedstawienie analityczne iloczynu skalarowego.
Niech 7, j, k oznaczaja wektory jednostkowe (str. 7). Z okres-
lenia iloczynu skalarowego otrzymujemy:

(2) 12=j2=f2=1, 1j=tk=jk=0.

Przedstawiajac wektory @ i b w postaci @a=a.i+a,j+a:k,
by=byi+b,j+b.k (p. str.7), mozemy iloczyn @b napisa¢ w postaci
ab=(ayi+a,i+a. k) (bt +byj+b.k).

Wymnazajac w mys$]l regul mnozenia i opierajac si¢ na wzo-
rach (2), dostajemy
(VII) ab=a,b.+a,b,~+ ab..

Wzér powyzszy pozwala obliczyé iloczyn skalarowy dwdch
wektorow, gdy znane sg ich wspohzedne.

Jezeli wektory @ i b sa do siebie prostopadle, to @b=0, zatem
(VIII) acbe+azby-+ab,=0.

Naodwrét, jezeli @-b=0, to wektory @ i b sa do siebie prosto-
padle, o ile sg r6zne od zera. Zatem wzor (VIII) przedstawia warunek
prostopadiosci wektorow @ i b (réznych od zera).

§ 8. lloezyn wektorowy. Iloczynem wektorowym wektorow
@ i b nazywamy wektor ¢ spelniajagcy warunki nastepujace:

1) Dlugo$é. Jezeli ¢ oznacza kat, jaki tworzg wektory @ i b, to
(1) el = 5] sin .

2) Kierunek. Wektor ¢ jest prostopadly do wektordw @ i h.

Jezeli wige np. wektory @ i b wychodzy z jednego punktu, to wektor ¢ jest
prostopadly do plaszezyzny, w ktorej lezy wektory @ i b (p. rysunek).

3) Zwrot. Zwrot ukladu wektoréw (@, b, ¢) jest zgodny z przy-
jetym ukladem wspdlrzednych, t. zn. lewy.

Iloczyn wektorowy oznaczamy przez C-axb

axh.
Ze wzoru (1) wynika, ze [¢| jest ze-
rem wtedy i tylko wtedy, gdy @=0 lub =10
Iub =0 lub ¢=am.,

Zatem: iloczyn wektorowy jest zerem wtedy i tylko wiedy, gdy je-
den z czynnikdw jest zerem, lub gdy czynniki sq do siebie réwnolegle.



10 ROZDZIAL 1. Teoria wektoréw.

Jezeli iloczyn jest zerem, to odpadaja oczywidcie warunki 2)
i 3). W szczegblnosei mamy
(IT1) GXa@=0.

_ Uwaga. Wartos¢é bezwzgledna iloczynu wektorowego wynosi
|a| 6] sin @ (p. wzér (I)). Wyrazenie to przedstawia pole réwnoleglo-
bOkl}_ zbudowanego na wektorach odpowiednio réwnych wektorom
@ i b i wychodzacych z jednego punktu (p.rys. na str. 9).

Zmiana porzgdku czynnikéw. Jezeli zmienimy -porzadek
czynnikéw, to otrzymamy iloczyn
bxa.
Tloczyn @x b ma (na mocy okreslenia iloczynu) dlugosé i kierunek
te same, co iloczyn bx @, lecz zwrot przeciwny. Zatem
(I11) bxa@=—(axb).
A wiee: wraz ze zmiang porzadku c‘zynmko'w emienta sie znak

tloczynu wektorowego.

Prawo lgcznosdci. Opierajac sie na okrefleniu iloczynu wekto-
rowego, latwo mozna wykazaé nastepujace zwigzki (gdzie m i n
oznaczaja liezby):

(IV) m(@X b)=(m@) X b=a X (mb),
(V) (ma) X (nE): (mn)(ax b).
Np. . axb=3(axb); 2ax 3b=6(a xb).

Prawo rozdzielnodei wzgledem sumy. Dlailoczynu wek-
torowego zachodza wzory:
(VI) tx(@+b)=exa+txb; (@G+D)xe=axe+bxe.

Wyprowadzimy najpierw wzér pierwszy. Mozemy oczywiscie
przyjaé, ze @, b i ¢ maja wspélny poczatek O.

Zatézmy na razie, ze |¢|=1. Poprowadimy przez O plaszczyzne
II'| &. Potézmy

1) §=a-+b
i oznaczmy przez @', b’, §' rzuty wektoréw @, b, 5 na plaszezyzne II
(p. rys. na str. 11). Mamy oczywiscie
(2) §=a'+b

a —+b'.
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Niechaj ¢ bedzie katem zawartym miedzy ¢ i a@. Zatem
{@'|=a| sin ¢ = |a@| |¢| sin @, gdyz zalozyliSmy, ze |§|=1. A wiec
(3) la'|=[cxal i podobnie |b'|=|exb|, [|&]|=][ex3|.

Obréémy teraz wektory a@’, b’, 3 0 90° w plaszezyznie II okolo O
od reki lewej ku prawej, wzgledem cztowieka majacego stopy w po-
czgtkn, zad glowe w koricu wektora ¢. Otrzymamy wektory a’’, 5", 5",
Bedzie na mocy (2)

(4) §”=d"+5"’
(5) @] =la'l, 6”1 = ['], 5" = ['].

Wektor @'’ jest prostopadly do @ i ¢; zwrot ukladu wektoréw
(¢, @, @’’) jest lewy. Poniewaz nadto na mocy (3) i (5) mamy
e ><_6|, wiec @''=¢xa@ i podobnie
b =Exb, 3" =tx5 Na mocy wiec ¢
(4) 1 (1) otrzymujemy

eX(@+b) =exa-+exb.

Wzér powyzszy udowodniliSmy
przy zalozeniu, ze |¢|=1. Udowodnimy
go teraz w przypadku ogélnym. Nie-
chaj % bedzie wektorem o dlugosci 1,
zgodnie skierowanym z wektorem .
Zatem

S

(6) Al=1 i o=k,
skad na mocy prawa lgcznosdei
) ex(@a+b) =g hx(a+b) =) {hx(a+b).

Ale na mocy wzoru udowodnionego dla przypadku |¢/=1 i na
mocy prawa lgcznodei jest kolejno:

|g|{hx@-+hx b} = |e|(hxa)+|e| (= xb) =([¢| k) x @ + (|¢| )X b,
skad na mocy (6) i (7) otrzymujemy juz w caltej ogélnogei:
Ex(a-+4b)=cxa-+texb.

Drugi ze wzoréow (VI) mozemy otrzymad z pierwszego, stosujac
wzor (I1I):
(@+B)xe=—{cX(a+b))=—{EXB+EXD}=—(EXT)—(EXb)=aXE}+bXE.

Ze wzoru (VI) wynika latwo wzor '
(VII) (@+b)X(64-d) = axé+axd+bxe+bxd.
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Np. (28— 3b)x(5¢+2d)=10axe+4axd—15bxe-—6bxd.
(@+-b)x (G—b) =axa —axb+bxid —bxb=—2axb.
(3a-+2b)% (5a— 2b)= — 16@xb.
Wspélrzedne iloczynu wektorowego. Oznaczajac przez
i, 7, k wektory jednostkowe (str. 7), mamy:

(8) ixi=ixj=kxk=0,
(9) ixj=—(xi)=Fk jxk=—(kxj)=1i, kxi=—/(ixk)=].

Kladace

a=ac+a,jtak, b="b,i+b,j+b.k,
otrzymamy
X b = (a1 4]+ a k)X (byi+byj+b.k).
Wykonujac mnozenie, dostajemy na mocy (8) 1 (9):
axbh=(ayb, — a:b,)i+(a:be — a.b.) I+ (aby —aybo) k.

Dla e=axb jest wiee
(VIII)  ev=ayb.—a.b,, ey= b —a.b., 2= Gy — ay by

§9. Iloczyn kilku wektoréw. 1° Wezmy najpierw pod
uwage iloczyn a(bxc). Kladge 7= bX¢, otrzymamy

A(DXE) = ar = @ Fotayryta,r..
Poniewaz r,=byc,—b.e¢, i.t.d., wige
A(bxE) = a. (b, ¢, — b,cy)+a, bz — b)) Faz(becy — eyby).

Wzoér powyzszy mozemy napisa¢ w postaci

- gy Qy,y Az
(1) a(bxe)=1by, by, b |.

Cxy Cyy Cz
Ze znanych wlasno$ei wyznacznikow wynika latwo wzor
(I1) @(bxe)=b(cxa)==c(axbh).

Przypusémy, ze wektory @, b, ¢ maja poczatek w poczatku
ukladu. Z geometrii analitycznej wiadomo, ze objetos¢ V .czworo-

$cianu o krawedziach @, h,¢ wynosi § wartodci wyznacznika (I).
A wiee V=1a(bxe).
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Zatem: warunkiem koniecznym i wystarczajgcym nd to, aby
wektory @, b,¢ (o wspdlnym poczatku) leialy w jednej plaszezyinie,
jest, by V=0, ceyli by a(bxc)=0.

Jezeli za$ nie zakladamy, ze @,b,¢ maja wspélny poczatek, to
— jak latwo widzie¢ — warunek a(bxe)=0 jest warunkiem ko-
niecenym 1 wystarczajacym na to, by wektory a, b, c byly réwnolegle
do jednej plaszczyzny.

20 Wezmy teraz pod uwage iloczyn @x (bx¢). Oznaczmy ten
iloczyn przez # i polézmy 7=bx ¢. Zatem

U == s — @ Vy== Ay (b Cy—by €) — @z (b0 — b.C2).
Dodajae i odejmujgc skladnik a.b.c., otrzymamy
Ur=b (A +a 05+ ab,) — cx(a’xbx+a!1by+azb2)’

skad wx— b.(@8)— ex(@b) i podobnie u,— b,(GC)— c,(@b), u.= b.(@c)—ec.(ab).
Zatem

(I11) ax (bx¢) = b(ac)—c(ab).

(IV) (@xb) (€xd) = (@c) (bd) — (ad) (bc),
(V) (@xb)x

§ 10. Funkeje wektorowe. Jezeli kazdej liczbie ¢ przedziatu
(', t"") przypisany jest wektor w, woéwezas powiadamy, ze w prze-
dziale (t',t"’) okreslona mamy funkeje wektorowq 1 piszemy

(1) w=F(t),

Wspoélrzedne w,, w,, w. sa rowniez funkejami (juz w zwyklym
sensie czyli liczbowymi) zmiennej {. Zatem:

(2) - wy= (1), wy = @ (1), w, =Y (¢).
Powyizsze trzy funkcje okreslaja dokladnie funkcje wektorowa(1).

Granica. Powiadamy, ze funkcja wektorowa (1) ma granice W,
dla t dazacego do t, co piszemy ‘

lim F(t) = ,,
t>t,
gdy i : . \
Lim f(t) = wo, vy, M@ () =1wo, i Hm () =1ws,..
1>t t>1, >,
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_Cigglosé. Funkeja wektorowa (1) jest ciqgla dla t,, jezeli
lim F(t) = w,, gdzie wy=F(t,).

>4,
Oczywiscie zachodzg wéwcezas zwigzki:

lim £(t) = f(t,), lim ¢ (1) = ¢ (%), Lim 4 (2) =9 (#).

>, >4, >4,

Funkeje f, ¢, ¥ sa wige wtedy ciagle dla t=¢,. Na odwrét, jezeli

1,9, ¢ sa ciagle dla #,, to funkeja wektorowa w==F (t) jest ré6wniez
ciagla dla i,. '

Pochodna. Oznaczamy przez At przyrost zmiennej ¢, a przez
4w odpowiedni przyrost wektora w. Wiee w-+A4w= F(t+4t), zatem
Aw = F(t+4t) — F(t), skad

dw _F(t+4)—F(2)
a At

4 -
Granice ilma—:) nazywamy pochodng funkeji F(tf) w punkecie .
At->0

Pochodna oznaczamy przez ‘fl—?, w lub F'(t).

Poniewaz wektor 4w ma wspolrzedne ‘
dw,=f(t-+4t) —f(t), Adw,=ot+4t)—o(t), dw,=p(-+4t)— (1),
wiee |
we=f'(t), wy=@'(t), w, =’ (t).

Pochodne wyzszych rzedéw okreslamy w zwykly sposéb: a
wige drugg pochodng jako pochodng pierwszej pochodnej, trzecig
pochodng jako pochodng drugiej pochodnej i t.d. Wyzsze pochod-
ne 0zhaczamy przez

dzw d3w 1 —_1tt —tr’ o
R 7y lnb @, @', .. it.d.

Latwo wykazaé, ze
wy =1"(1), wy, = @"'(1), w, =v"(t) it.d.

Jezeli funkcje w=F(t) i 7= §(t) maja pochodne, to zachodza wzory:
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d(wj;v) dw dv

() @ Cata

(1IT) d(g;w) C(l;tu (gdzie m jest liczby),
(I17) ‘—”Z";’) dw ‘+— s

(IV) d‘@f”) 'z@t"x —f—wxgt

Wyprowadzimy wzér (III). Mamy A(@?) = (w4 4w) (94 45)— w7,
wiec :

=——v—|—“ +Aw

At’
skad, przechodzac do granicy, otrzymu]emy (I1I).

Funkcje wektorowe wielu zmiennych. Mozemy réwniez
rozpatrywaé funkcje wektorowe wielu zmiennych. Np. funkcja wek-

torowa _
w=F (5, 7y g)

jest funkejg trzech zmiennych &, #, {. Rzuty wektora % sa wéwczas
okreslone pewnemi funkcjami

wx=f(§, ny g)y Wy = q)(§, H, C)’ ’w2=¢’(§, )y é_)

Granice, cigglo$é i pochodne czastkowe funkeyj wektorowych
kilku zmiennych tatwo juz podaé, wzorujac si¢ na przypadku jednej
zmiennej.

§ 11. Moment wektora. Moment wektora wzgledem
punktu. Przypusémy, ze mamy dany wektor AB i punkt 0. Mo-
mentem wektora AB wzgledem punktu O nazywamy wektor M, spel-
niajgey warunki nastepujgce:

(1) | M| réwna si¢ podwéjnemu polu tréj-
kata OAB czyli

|M |= lA_B—l'ha
gdzie h oznacza odlegltosé punktu-O od AB.

(2) Kierunek wektora M jest prostopadly do plaszezyzny prze-
chodzacej przez O i AB.

(3) Uklad wektoréw (AB, 04, M) ma zwrot zgodny z ukladem
wspolrzednych, t. j. zwrot lewy.



16 ROZDZIAL 1. Teoria wektoréw.

Moment wektora AB wzgledem punktu O oznaczaé bedziemy
symbolem o
Momg AB.

Moment jest zerem tylko w przypadkach, gdy AB=0 lub gdy
przedtuzenie wektora AB przechodzi przez 0. Jezeli moment jest
zerem, wowcezas warunki (2) i (3) odpadaja.

Dla wektoréow rownowaznych (str. 2) zachodzi nastepujace

Twierdzewie 1, Wektory réwnowaine majq wzgledem tego sa-
mego punktu momenty réowne. '

Dowoéd. Przyjmijmy, ze AB=A'B. Zatem wektory AB
i A'B’ 53 réwne i leza na tej samej prostej. Latwo stwierdzié, ze mo-
menty obu wektoréw wzgledem O maja ten sam kierunek i zwrot.
Majg réwniez te samg dlugosé, gdyz trojkaty OAB i OA'B’ maja
réwne powierzchnie (réwne podstawy i wspélng wysokosé). A wiee
Momo AB = Momo4'B’, ¢.b.d.d.

Moment jako iloczyn wektorowy. Weimy pod uwage
iloczyn wektorowy ABXO0A. Zauwazmy, ze iloczyn powyzszy ma
ten sam kierunek i zwrot, co Momo AB. Mamy réwniez |ABxOAl=
=[MomoAB|. Bezwzgledna bowiem wartosé iloczynu réwna si¢ polu
réwnolegloboku OABC (p. rys. na str.15), zatem podwdjnemu
polu trojkata OAB. A wiec

Momoﬁzfrﬁx()_fl.

Gdyby$my zamiast wektora AB wiieli wektor réwnowazny A'B’,
wowezas mielibysmy

MomopA' B'=A'B'x0A".

Na mocy wiee poprzedniego twierdzenia

Momp AB = A B'X0A" = ABx0A’.

A wige: jeseli A’ jest dowolnym punktem na prostej, na ktorej
lesy wektor AB, wowczas

Momo AB=ABx0A’.
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Twierdzenie 2. Jezeli dwa wektory rowne majq wzgledem
pewnego punktu réwne momenty, to sq réwnowaine.

Dowdd. Zakladamy, ze

AB=A'B i Momo AB =Momo A'B'.
Zatem ABxOA=AB x0A', skad ABXO0A= ABx0A4’, wige
ABX(0A—O0A')=0. Poniewaz za$ 0A—0A" = A"A, wige
ABxA'A=0.
Lecz ABxXA'A =Momy AB, wige
Mom 4 AB=0.
Wynika stad, ze punkt 4’ lezy na przedluzeniu wektora AB.

Poniewaz nadto AB jest rownolegly do A'B’, wigc AB i A'B' leigy
na tej samej prostej.
Moment sumy wektoréw o wspdélnym poczatku. Za-

16zmy, ze dane sa wektory AB i AC (t. j. oba o poczatku
w punkcie A). Niechaj A D bedzie ich sumag.

Mamy MomOAB c
— e — e Mom AC
Momop AD=ADX0A=(AB+AC)x0A, 0 4 B
zatem MomoAD = ABXxOA+ACX0A, wiec :O D
. . — Mom AD
Momp 4D = Momo AB-+Momg AC. 0

Podobny wzor otrzymamy dla sumy kilku wektoréw. A wige:
suma- momentow kilkw wektoréw o wspdlnym poczatku réwna sie mo-
mentowi ich sumy o tym samym poczaiku.

Wspélrzedne momentu. Polozenie wektora @ jest okreslone,
jesli dane sg jego rzuty i wspélrzedne x,y,z dowolnego punktu A
prostej I, na ktorej wektor @ lezy. Niechaj wxy, 4o, 2, beda wspolrzed-
nymi punktu 0. Mamy

Momg @ = ax0A.

Rzuty we_ktora 0A WYNOSZA, L—2g, Y——Yo &—72. Latem, ozna-
czajac przez M moment wzgledem 0, otrzymamy:

M= ay(z—2¢)—a(y—Yo), My=a.(x—u,)—a.z

Zo)y

(I)
M= a.(y—1yo)— a,(x—y).
S. Banach. Mechanika. 2
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Jezeli w szezegélnosei punkt O jest poczgtkiem ukladu, to

=0, Yg=0, 2,=0, a wiec

II) M.=a,2—a.y, My=a.x—a.z, M.=a.y—ayx.

Przypuséémy, ze & =a'. Zatem, oznaczajac przez Mi M’ momenty
wektoréw wzgledem dowolnego punktu, mamy a=a', M=M' czyli

’ ’ ’ + ’ ' ’
Op==Oyy Oy= Oy, =0y, My=M, M,=M,, M.=DM,.

Na odwrét, jezeli zachodzag powyisze rdwnosdel, to
i M=JI', zatem na mocy twierdzenia 2, str.17, wektory @ i
réwnowazne.

a=
a’

a’
38

A wiee: rzuty wektora @ i reuty momentu M wegledem dowolnego

punkiu wyznaczaje diugosé, kierunek, zwrot i poloienie wektora a.

Moment wektora wzgledem prostej. Niech dane beda
wektor @ 1 prosta I. Poprowadzmy przez dowolny punkt O prostej I
plaszezyzne Il prostopadly do I. Utwrzmy rzut @’ wektora @ na

plaszezyzne I1.

Moment wektora @’ wzgledem O nazywamy momentem wektora @

wegledem prostej 1 i oznaczamy symbolem Momya.
Mom;@ nie zalezy oczywiscie od obioru punktu O.

przypadkach:
1° gdy a=0,
20 ody alll, gdyz wtedy @'=0,

przediuzenie @’ przechodzi przez 0

Jezeli d oznacza odleglo§é @ od I, zas$ ¢ kat miedzy @ i I,

to latwo mozna okazaé, ze
(I1X) Momy,d| = d || sin .

Mom;@ jest zerem tylko w mnastepujacych

3% gdy przedtuzenie @ przecina l gdyz wtedy

Obierzmy prosta ! za of 2, plaszezyzne II za plaszczyzn@ xy.

Polozmy M =Momo@ i L=Mom,d. Poniewaz @ ma rzuty a.=a,
ay=ay, a,=0, wiec L,=0, L,=0 i L,=a,y—a,x, gdzie x,y, 2 83
wspolrzednymi poczatku wektora @. Widzimy wiee, ze M,=L,.

A zatem: Mom, & jest rzutem na prostg 1 momentu weklora @

wzgledem dowolnego punktu tej prostej.

i



