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II. Uklady wektoréw

§ 12. Moment ogélny ukladu wektoréw. Niech dany
bedzie uklad wektoréw:

@yy By on y G-
Oznaczmy przez § sumg ukladw (t.j. sume wektoréw ukladu).
A wiee
§=0;+ Tyt ... +n.

Obierzmy dowolny punkt O.

Momentem ogdlnym lub krétko momentem ukladu wzgledem O
nazywamy sume momentow poszezegélnych wektoréw wzgledem O.
Oznaczamy go przez

Mo.
Mamy wiec
M o= Momo @y + Momg Gy + ... + Momo .
Moment ogélny czasem oznaczamy tez przez
Mom (@1, Gsy ... Gn).
Obierzmy inny punkt O’. Mamy
o = Momy @-+Momo @y+... Momo . L=
Poniewaz Momo@, =@, X 0’4, gdzie 4, jest \’=/:/::Z':,E7\caL
poczagtkiem wektora @, i t.d., wiec [
Mo=a,x0'A,+ G, x0"4, +...
Lecz O’_4411=0"—0—{—0_AT1 it. d., zatem
Mo =8, x(0'0+04,) + @, x(0'0+04,) + ...
Po wymnozeniu otrzymujemy:
(1) Mo=(a,X0°0 + @x00 + ..)+(@x04, + G,x04, + ...).

Lecz @, X 00 + @X 00 + ..=(y + Gy +...)X0'0=5%x00.
Suma zawarta w drugim nawiasie réwnosci (1) przedstawia moment
ukladu wzgledem 0. Zatem

(1) My=3x0'0+M,.
Iloczyn §x0°'0 jest momentem wzgledem O’ sumy ukladu

wektoréw o poczatku O.
2%
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A wiec: jedeli zmieniamy punkt, wagledem kicrego wyznaczamy
ogolny moment ukladu, wowczas moment ten zmienia sie 0 moment sumy
uktadu zaczepionej w dawnym punkeie, wezigtej wzgledem nowego punkiu.

7 twierdzenia powyzszego wynikaja nastepujace wnioski:

1. Jeieli suma ukladu jest zerem, to moment ogdlny jest staty
(t. j. nie zalezy od punktu, wzgledem ktdrego sie go wyznacza).

Jezeli bowiem §=0, wowezas §xX0'0=0, wiec My = M.

2. Jezeli momenty ogdlne wzgledem trzech punktéw nie leiqeych
na jednej prostej sq rowne, to suma ukladu jest zerem.

‘ Zalozmy bowiem, ze momenty ogolne wzgledem punktow
0, 0', 0" nie lezacych na jednej prostej sa rowne. Zatem

M()::M()':M(;”, skad §X0'0=0 i 5x070=0.

Jezeli wiee 540, to §/00’ i §,0”0, co niemozliwe, gdy 0,0, 0"
nie leza na jednej prostej.

3. Jesli punkt, wzgledem kidrego wyznaczamy wmoment ogolny,
przesuwa sie wzadtui prostej rownolegtej do sumy ukladu, wowezas
moment nie ulega zmianie. .

O—"(), to 3)((7(7:: 0, \Vi(;(‘ ﬂ?()'wAT().

Jesli bowiem 5|

4. Iloczyn skalarowy momentu ogdlnego przez sume ukladu jest
wielkosciq stalg (t. j. nie zalezy od punktu, wzgledem ktérego mo-
ment jest wyznaczony).

Pomnézmy bowiem obustronnie réwnosé (1) skalarowo przez 3.
Otrzymamy §My=3Ex00)+5Mp, lecz 5x0'015" zatem
§(sx0'0)=0, skad

SMy=3sM,.

Tloczyn skalarowy momentu ogdlnego przez sume nazywa sie
parametrem ukladu.

5. Reut momentu na kierunek sumy jest wielkosciq stalq (przy-
czem zaklada sie, ze suma jest rozna od zera).

Mamy bowiem na mocy wniosku 4 i okreflenia iloczynu ska-
larowego |s|Rzut, M o =|5|Rzut, Mo, skad

Rzut, My = Rzut, M.
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§ 13. Parametr. Wyznaczymy obecnie parametr (t. j. iloczyn
skalarowy momentu ogdlnego przez sume) dla pewnych uklaglow
wystepujacych czesto w mechanice.

Ukladem srodkowym lub centralnym nazywamy uklad, w kté-
rym przedluzenia poszczegélnych wektoréw przechodza przez pe-
wien staly punkt O, zwany $rodkiem (rys.1).

Moment ukladu wzgledem grodka jest zerem, gdyz moment
kazdego wektora jest zerem. Zatem i parametr jest zerem.

A wiec: parametr ukladu $rodkowego jest zerem.

Ukladem plaskim nazywamy uklad, w ktérym wszystkie wek-
tory leza w jednej plaszezyznie II (rys. 2).

Moment ogolny ukladu wzgledem dowolnego punktu O plasz-
czyzny II jest prostopadly do II, gdyz momenty poszczégélnych
wektorow wzgledem O s3 prostopadle do II. Poniewaz suma lezy
w plaszezyznie 11, wige suma }est prostopadla do momentu ogélnego.
Wynika stad, ze parametr jest zerem.

A wiec: parametr ukladu plaskiego jest zerem.

Ukladem réwnoleglym nazywamy uklad, w ktérym wszystkie
wektory sa rownolegle (rys. 3).

Jezeli suma 3 jest zerem, to parametr jest oczywiscie réwny zeru.
Zalézmy wige, ze 5= 0. Obierzmy dowolny punkt O. Momenty
poszezegllnych wektoréw wzgledem O lezg w plaszezyznie II prosto-
padltej do wektoréw ukladu i przechodzacej przez 0. Zatem moment
0g0lny lezy réwniez w plaszezyznie I1. Poniewaz 51 7, wiec 5 jest
prostopadle do momentu ogélnego, wobec czego parametr jest
zerem. .

A wige: parametr uktadu réwnoleglego jest zerem.

Zatézmy teraz, ze wektory @ i b sa skosne (t. j. nie lezace w je-
dnej plaszezyznie). Niechaj O bedzie poczatkiem wektora b (rys. 4).

Moment M ukladu (@, b) wzgledem O réwny jest oczywi-
§cie Momgod. Parametr K wynosi K = Ms= M(a-+b)= IMa- Ib.
Lecz M =Momo@ jest prostopadty do plaszezyzny I7 przechodzacej
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przez O i wektor a@. Poniewaz w plaszezyznie II lezy wektor @, zad
nie lezy wektor 5, wigc moment M jest prostopadly do @, nie jest
natomiast prostopadly do b, skad na mocy ostatniej réwnosei
K= Mb0.

A wiec: parametr ukladu zlotonego z dwdch wektoréw skosnych
jest roiny od zera.

§14. Uklady ré6wnowaine. Dwa uklady wektoréw (a,, @,, ...)
i (@, @ ...) nazywamy réwnowainymg, jezeli maja rOwne sumy i réwne
momenty ogélne wzgledem kazdego punktu.

Jezeli mamy uklad (@) zlozony z jednego tylko wektora @
i uklad (@') zlozony z jednego tylko wektora a’, to — jak wynika
z twierdzenia 2, str. 17 — warunkiem koniecznym i wystarcza-
jacym na to, by uklady (@) i (@’) byly réwnowaine, jest a=a’.
A wiec w tym przypadku pojecie réwnowaznosei ukladéw pokrywa
sie z pojeciem réwnowaznosei wektorow.

W przypadku ogélnym mamy nastepujace twierdzenia:

1. Jeseli dwa uklady majg réwne samy ¢ réwne momenty ogolne
wegledem pewnego punkiu, to uklady te sq réwnowaéne.

Wynika to ze wzoru (I), str. 19. Jezeli bowiem momenty wzgle-
dem punktu O s3 réwne i sumy sa réwne, to momenty wzgledem
kazdego punktu O’ beda réwne, gdyz przy zastapieniu punktu O
przez O’ ulegng one réwnym zmianom w obu ukladach.

2. Jeseli dwa uklady majg wzgledem trzech punktow nie leiqeych
na jednej prostej réwne momenty, to uklady te sq réwnowaéne.

Jezeli bowiem oznaczymy przez Oy, 0,,0; punkty, wzgledem
ktérych momenty ogélne obu ukladéw sa réwne, za$ przez §1i 8’ sumy
tych uktadéw, to otrzymamy ze wzoru (I), str. 19, §X0,0,= 5% 0,04
i §x0,0;=35X0.0,, skad

(5—5’)X0102=0 i (5—5’)X0103= 0.

Gdyby bylo §—35 30, to mielibysmy 5—5110,0, i 5—50,0,,
co niemozliwe, bo 0y, 0, O; nie lezg na jednej prostej. Jest zatem
§—s' =0, czyli 3=7, skad na mocy poprzedniego twierdzenia wy-
nika réwnowaznosé ukladow.

7 okre$lenia parametru wnosimy natychmiast, ze uklady réwno-
waine majq réowne parametry.

Twierdzenie odwrotne jest oczywiscie falszywe.
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Uklady réwnowazne zeru. Jezeli suma ukladu jest zerem,
to —jak wiemy — moment ogélny jest staty. Otéz jezeli suma ukladu
jest zerem i moment ogélny jest zerem, uklad nazywamy wukladem
réwnowainym zeru.

Uklad réwnowazny zeru jest rownowazny wektorowl zerowemu.

Aby przekonaé sie, czy uklad jest rOwnowazny zeru, wystarczy
zbadad, czy jego suma i moment wzgledem jakiego§ dowolnego
punktu s3 réwne zeru.

7 twierdzenia 2, str. 20 wynika latwo, ze wklad jest réwno-
watny zerw, jeieli moment ogdlny ukladu wzgledem trzech punktow
nie lesgeych ma jednej prostej jest rowny zeru.

Uklad trzech wektorow réwnowaznych zeru. Jezeli
uklad zlozony 2 trzech wektoréw, jest réwnowasny zeru, to praedtuzenia
tych wektoréw przechodzq przez jeden punkt (lub wektory sq réwnolegle).

Przyjmijmy, ze uklad wektoréw @, b, ¢ jest réwnowazny zeru.
Moment ogélny wzgledem A (poczatku wektora @) jest wige zerem,
skad Momyb +Momyé=0, a wigc Momub=—Mom,¢é. Wynika
stad, ze wektory b i ¢ lezg w plaszczyznie II przechodzgcej przez A.
Ponjewaz G-+b+E=0, wieec a=—b—=, zatem @ takze lezy w plasz-
czyznie IT. Oznaczmy przez O punkt, w ktérym przecinajg sie wek-
tory @ i b. Poniewaz moment ogélny ukladu wzgledem O redukuje
sie do momentu wektora ¢ wzgledem O, wiec Momoet=0, zatem ¢
przechodzi réwniez przez 0. Wreszei® jezeli @|b, to réwniez a@|¢,
bo é=—a—>b (p. str. 21, rys. 1).

§ 15. Para wektoréw. Parg wektordw nazywamy uklad zto-
zony z dwu wektoré6w @ i —a@ réwnoleglych, lecz przeciwnie skiero-
wanych i réwnych co do diugosei.

Poniewaz suma pary wektorow jest réwna zeru, wigc mo-
ment pary jest staly. Obliczajac go wzgle-
dem poczatku wektora @, widzimy, ze mo-
ment wektora @ jest zerem, moment zad
wektora —a, jest prostopadty do plaszczyzny
pary i réwny polu réwnolegtoboku zbudowa-
nego na wektorach wehodzacych w sklad pary.

A wiec: moment pary wektoréw jest réwny polu réwnolegtoboku
zbudowanego na wektorach pary i jest prostopadly do plaszezyzny pary.

Jezeli wektory pary leza na tej samej prostej, to oczywiscie
moment jest zerem.
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Jesli h oznacza odleglosé wektoréw @ i —a za$ M moment pary, to
(1) | M| =|al:h.

Do danego wektora M mozna zawsze znalezé pare o momencie
réownym M. Wystarezy na plaszezyznie prostopadlej do M obraé
dowolny réwnoleglobok o polu réwnym |M|. Przeciwlegle boki, od-
powiednio skierowane, utworza szukang pare wektoréw. Oczywiscie,
zadanie to mozemy rozwigzaé na nieskonczenie wiele sposobow.

Dwie pary o-réwnych momentach tworzg uklady rownowazne.
Jezeli wiec pare wektoréw dowolnie przesuniemy lub skrecimy
w plaszezyZnie pary, to otrzymamy pare rownowazng.

§ 16. Redukcja ukladu wektoréw. Niech dany bedzie
uklad S zlozony z wektoréw ay, @y, ..., @n. Zajmiemy si¢ wyzna-
czeniem najprostszego ukladu réwnowaznego ukladowi 8.

Obierzmy dowolny punkt 0. Oznaczmy przez § sume ukladu S,
przez M moment ogélny wzgledem 0. Wezmy pod uwage uklad B
zlozony z pary (@,—a) o momencie réwnym M i z wektora s o po-
czatku O. Uklady R i 8 s oczywiscie rownowazne, bo maja sumy
réwne 5 i momenty wzgledem O réwne M.

A wiee: kasdy uktad wektoréw réwnowainy jest uktadowi zloZo-
nemu ze sumy o Doczatku w dowolnym punkeie O i pary o momencie
réwnym momentowi uktadu wzgledem 0. :

Jest to t. zw. twierdzenie o redukeji. Punkt O nazywamy
srodkiem redukeje. )

Pare (4@,—a@) mozemy tak dobra¢, by punkt O byl poczatkiem wek-
tora —i. Zastapmy wektory 5 i —a ich suma b o poczatku O (vys. 1).
Uklad zlozony z wektoréw @ib jest oczywidcie rownowazny uktadowi 8.

Zatem: kaidy uktad wektoréw réwnowainy jest uktadowi dwu wek-
tordw, z ktorych jeden ma poczatek w punkcie dowolnie obranym.

Wiszelki uklad \\vektoréw jest wiee réwnowazny pewnemu
ukladowi zloZonemu z wektora
i pary, lub z dwdéch wektorow.
Zajmiemy si¢ teraz wyzna-
0% czeniem warunkow, przy ktd-
/ f rych dany uklad jest réowno-
wazny jednemu tylko wekto-
rowi lub jednej parze.

Rozpatrzmy kolejno przypadki, w ktérych parametr ukladu
jest rézny od zera i rowny zeru.
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19 Parametr roézny od zera. Uklad zlozony z jednego
wektora lub jednej pary jest ukladem plaskim, ma zatem parametr
K =0. Jezeli wiec parametr ukladu S jest rozny od zera, to uklad S
nie moze by¢ réownowazny jednemu wektorowi ani parze wektorow,
poniewaz uklady réwnowazne majg rowne parametry.

Zalézmy teraz, ze uklad S o parametrze K =0 r&wnowazny
jest ukladowi R zlozonemu z dwu wektorow @ i b. Parametr ukladu R
jest zatem takze réiny od zera. Wynika stad, ze wektory @ i b nie
mogy leze¢ w jednej plaszezyinie, sg wiec skosne (p. § 13, str. 21122).

Zatem: jeieli parametr ukladu jest réiny od zera, to uklad jest
réwnowainy ukladowi dwu wektorow skosnych. \

20 Parametr rowny zeru, suma rézna od zera. Przy-
pusémy, ze parametr K ukladu S jest zerem, za$ suma 35=0. Obierzmy
dowolny punkt O i oznaczmy przez M moment ukladu 8 wzgledem O.
Poniewaz K—M5=0, wiee M | 5. PrzeprowadZmy przez () plasz-
czyzne II prostopadly do M (str. 24, rys. 2). Na II mozemy obraé
wektor 7 réwny wektorowi 5, tak, by Momg7F=M. Odleglos¢ h
wektora 7 od .0 dostaniemy z réwnosei |M|=hl7|. Latwo zauwazyé,
ze uklad S réwnowazny jest wektorowi 7.

A wiec: jezeli parametr ukladu jest rowny zeru, za$ suma réing
od zera, to uklad réwnowainy jest jednemu wektorowt.

Wektor 7, ktéremu réwnowazny jest caty uklad 8, nazywa sie
wektorem wypadkowym lub krétko wypadkowq ukladu 8.

Nie nalezy mieszaé¢ sumy z wypadkowg. Suma ma tylko okre-
dlong dlugosé, kierunek i zwrot; wypadkowa ma pénadto okreslone
polozenie, t.j. prosta,  na ktoérej lezy. '

30 Parametr i suma réwne zeru. Zalézmy wreszcie, ze
zaréwno parametr jak suma ukladu sg réwne zeru. Na mocy twierdze-
nia o redukeji wynika stad, ze uklad jest rOwnowainy parze wekto-
réw. Poniewaz suma jest zerem, wige moment ogdlny M jest staly.

Jezeli M = 0, wowezas para wektoréw jest najprostszym ukla-
dem réwnowaznym danemu. Jezeli zas M=0, to poniewaz z zalto-
7enia suma rowna sie zeru, wiec uklad jest réwnowazny zeru, czyli
wektorowi zerowemu.

A wiee: uklad o parametrze ¢ sumie réwnych zeru jest rowno-
wainy parze wektoréw lub wektorowi zerowemu, zaleinie od tego czy mo-
ment ogdlny jest véiny od zera czy réwny zeru.
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Powyisze wyniki zebrane sa w nastepujacej tabelce:

Parametr| Suma | Moment | Najprostszy uklad réwnowazny

wektor i para lub
KE=+0 dwa wektory skosne

l
I

-ﬁl
l

wektor wypadkowy

=
it
<o
TIJI
>
=
.H_
<>

para wektoréw

v}
[
<o
=
i
el

wektor zerowy

L
Wynikaja z nich latwo twierdzenia nastepujace:
1. Jedeli moment ukladu jest zerem wzgledem pewnego punktu O,
to uklad ma wypadkowa o poczathu w O.
2. Uklad srodkowy ma wypadkowaq zaczepiong w $rodku.

Twierdzenia te wynikajg z twierdzenia o redukcji (str. 24), je-
zeli za Srodek redukeji wzigé punkt O (wzgl. §rodek ukladu).

3. Uklad plaski ma wypadkowq albo jest réwnowlaz‘ny parze.
4. Uklad réwnolegly ma wypadkowq albo jest réwnowainy parze.

Twierdzenia 3 i 4 otrzymujemy od razu z tabelki, gdyz w obu
przypadkach parametr K jest zerem.

§ 17. OS sSrodkowa. Skretnik. Niech dany bedzie uklad S
o sumie réznej od zera. Wyznaczmy miejsce geometryczne punktéw,
wzgledem ktérych moment ogélny jest réwnolegly do s (lub =3)).

Obierzmy w tym celu dowolny punkt O. Niechaj M= OA
bedzie momentem ogélnym ukiadu wzgledem punktu O, za$ OB
rzutem Mo na 3.

Wyznaczmy teraz punkt 0, wzgledem ktorego moment sumy 3
o poczgtku w O, réwna sie AB. Punkt taki znajdziemy w odle-

glosei d od O na prostej prostopadlej w punkcie O do AB i 3,
gdzie d spelnia warunek:

d-|s|=|AB,.
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Mamy zatem Momgy35=AB czyli
5% 0’0 = 4B,

wiee na mocy (I), str. 19

05 Srodkowa

M0,=§xﬁ¥ﬂo, 7 lZOmO,S#Ag’

skad L
My=AB+0A4=0B,.

A wige Mo jest réwnolegly do 5 (lub =0, gdy Mol3).
Przeprowadzmy przez O’ prostg ! réwnolegla do sumy 3. Dla do-

wolnego punktu 0"’ prostej I zachodzi zwigzek 5]0'0", wige 5x0'0"'=0,
skad Mo = My (p. str. 20, wniosek 3).

A wige: moment ogélny wzgledem dowolnego punktu prostej I
jest rownoleglty do 5 (lub =0).

Punkty poza prosta ! nie posiadaja powyzszej wlasnosci. Jezeli
bowiem dla jakiego$ punktu O, moment M, jest réwnolegly do 3
lub réwny zeru, to na mocy twierdzenia 5, str. 20, mamy
Rzut; Mo, = Rzuty M. Zatem Mo = My. Wynika stad na moey
wzoru (I), str. 19, ze §x0'0,=0, czyli ze 5]|0'0,. Punkt O, lezy
wiec na prostej I

Udowodnilismy zatem, ze szukanym miejscem geometrycznym
jest prosta réwnolegla do 5. Prostg te nazywamy osiq srodkowq ukladu.

t

O§ drodkowa ukladu jest to wiec prosta o tej wlasnosei, ze
moment ogdlny wzgledem dowolnego jej punktu jest réwnolegly do
sumy lub réwny zeru.

A wige: uklad, ktorego suma jest rééma od zera, posiada jedng
(i tylko jedna) os $rodkowq.

Uklad zlozony z wektora i pary o momencie réwnoleglym do
wektora nazywamy skretnikiem.

W szczegdlnosei skretnikiem nazywamy jeden wektor lub pare.

Obierajae punkt na osi §rodkowej, widzimy, ze na mocy tw.
o redukeji, str. 24, uklad redukuje si¢ do skretnika. Jesli suma
ukladu jest zerem, to uklad redukuje sie do pary wektoréw, a wiec
rowniez do skretnika.

Zatem: wseelki uklad jest rownowasny pewnemu skretnikows.
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§ 18. Srodek wektoréw réwnoleglych. Niech dany bedzie
uklad wektoréw réwnoleglych (@, @,, ..., @,) o sumi> réznej od zera.
Oznaczmy przez w wektor o dlugosci 1, réwnolegly do wektoréw
ukladu. Wektory @,,da,,..., @, mozemy przedstawi¢ w postaci

y = ay W, Gy == by W, ey Ay = A W
gdzie liczby ay, ay, ..., @, 53 co do wartosei bezwzglednej réwne dlugo-
sciom  wektoréow @, @,..., @, Zatem 3= (a,-+ay,+...+a,)®. Ponie-
waz 540, wiee a,+ay+...+a, + 0.
Obierzmy dowolny punkt 0’ i oznaczmy

/ 5 praen P, ..., Fa wektory 07Ay, 07 Ay, .., O'dn,
4, gdzie A4y, A, ..., A, s3 poczatkami wektoréw

] ‘ﬁ/ - Uy @sy ...y n. A wWiee
0"«:\/2"
~, ——

,;ft\yaﬂ My =a,® X Ty + 4y X Ty + oo + ap & X
A czyli

(1) Mo =wxda;7.

Obierzmy punkt O tak, by ¢
) F=0'0 = lli‘a’”

Na mocy wzoru (I), str. 19, jest
(3) Mo=35x00"+ M.

Poniewaz -

SXO0' = (XY WYX (—F) = —BXT N0y,

wiee wedlug (2) jest 3xX00'=—wx Ya; 7. Stad na mocy (1) i (3)

wynika, ze Mo=0.
Zatem wypadkowa ukladu przechodzi przez O (str.26, tw.1).
Zauwazmy, ze wedle (2) polozenie punktu O nie zalezy od kie-
runku @ wektorow a;. Jezeli wiee skrecimy wektory @; okolo ich punk-
toOw zaczepienia, to wypadkowa znowu przejdzie przez O.

Punkt O nazywa sie $rodkiem ukladu wektoréw @i, @y, ..., @n.

Jezeli wspolrzedne poezatkéw A, oznaczymy przez wx, y, 2,
wspolrzedne zas Srodka przez xy, y,, 29, t0 obierajac punkt O’ w po-
czgtku ukladu, otrzymamy na mocy'(2)

~
\'W \7 h
4 o = 20, . a,z
(4) Xy = Sa. 2 DT Na. !’ z"_Tw.

— — L
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§ 19. Przeksztalcenia elemenjarne ukladu. Nastepujace
przeksztalcenia ukladu /wektorow nazywamy elementarnymi:

a) dodanie do ukladu (lub usuniecie z niego) dwdéch wektorow
lezgcych na jednej prostej, rownych co do dlugosei, lecz przeciwnie
skierowanych,

b) dodanie do ukladu (lub usuniecie z niego) kilku wektorow
0 wspolnym poczatku i o sumie réwnej zeru.

Przeksztatcenia elementarne nie zmieniaja oczywiscie sumy ani
momentu ukladu. Stosujac zatem do ukladu przeksztalcenia elemen-
tarne, otrzymamy zawsze uklady z nim réwnowazne. Przeksztalcenia
elementarne grajg wazng role w teorii ciala sztywnego.

Latwo wykazaé, ze przy pomocy przeksztatcen elementarnych
mezemy:

1) punkt zaczepienia wektora przesunqé do dowolnie obranego
punkiu na prostej, na kidrej wektor leiy,

2) kilka wektordw o wspdlnym poczqthu zastqpié ich sumq
o tym samym poczatku,

3) jedew wektor zastqpié kilkoma wektorami o tym samym
poczathu co weklor dany i o sumie réwnej wektorowi danemu.

Dowdd: 1) Przypuslmy, ze wsrod wektoréw danego ukladu
wystepuje wektor @ o poczatku 4.

Obierzmy na prostej I, na ktorej @ lezy, dowolny punkt B. Do-
dajmy do ukladu dwa wektory @ i —a@ o poezatku B. Wykona-
lismy wiec przeksztalcenie ele-
mentarne (a). Usuimy teraz
z ukladu wektory: @ (o po-
czgtku A4) i —a. Bedzie
to przeksztalcenie elemen-
tarne (b). Operacje, jakie wy-
konalismy na ukladzie, sprowadzaja sie do przesuniecia punktu za-
czepienia wektora @ z A do B (p. rys. 1).

2) Przypusémy, ze punkt A jest poczatkiem wektorow
1y @3y ey @y Dodajmy do uktadu dwa wektory o poczatku A wektor
S=d; + G+ ...+, i wektor —s (przeksztalcenie elementarne (a)).
Usuimy teraz wektory @i, ,...,0, — 5 (przeksztatcenie elemen-
tarne (b)). Operacje, jakie wykonali$my, sprowadzaja si¢ do zastg-
pienia wektorow @, @, ..., @, ich sumg 3 (p. rys. 2).

1l

3) dowodzi sie podobnie.
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Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 1. Wszelki uklad wektorow moina sprowadzié
przy pomocy przeksztateens elementarnych do ukladu z nim réwnowas-
nego, zlozonego 2 trzech wektordw.

Dowéd. Przypudémy, ze mamy uklad wektoréow (@i, @y, ..., @)
zaczepionych odpowiednio w punktach 4,, 4,, ... ; 4,. Obierzemy trzy
dowolne punkty L, M, N nie lezgce na jednej prostej i takie, by
W plaszezyznie przechodzacej przez L, M, N nie lezal zaden z punktéw
Ay Ay, ...y Aj

Poniewaz proste 4,L, A, M i A;N nie lezg w jednej plaszczyznie,
wiee wektor @, mozemy zastapié trzema wektorami %, v;, W, 0 po-
czatku A4, lezgeymi na prostych 4,L, A, M, A, N, przyczem oczywiscie
) =u + v, + W (rys. 1). Wektory %, v, @, mozemy przesunaé
wzdluz prostych, na ktérych leza, odpowiednio do punktéw L, M, N.
W ten sposéb zastapiliSmy wektor @, wektorami #,, 7, W, zaczepio-
nymi w punktach L, M, N. Podobnie zastagpimy kazdy z wekto-
YOW @y, ...,a, trzema wektorami zaczepionymi w L, M, N.

Wektory o poczatku L zastapmy teraz ich sumg %, zaczepiong
réowniez w L. Podobnie wektory o poczatkach M i N zastapmy
sumami ¥ i @ zaczepionymi odpowiednio w M i N.

W ten sposéb przy pomocy przeksztatcen elementarnych
sprowadzilismy dany uklad do ukladu zlozonego z trzech wektoréw,
c. b. d. o.

]
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Twierdzenie 2. Uklad réwnowainy zeru moina przy pomocy
przeksztaleen. elementarnych sprowadzié do wekiora zerowego.

Dowdd. Zaléimy, ze uklad (@i, @, ..., a,) jest réwnowazny
zeru. Na mocy tw. 1 mozemy go zastagpié przy pomocy przeksztal-
cen elementarnych ukladem zlozonym z trzech wektoréw #, o, w,
zaczepionych odpowiednio w punktach L, M, N. Uklad (z, o, w)
jest rownowazny zeru, bo jest réwnowazny ukladowi danemu (prze-
ksztalcenia elementarne nii zmieniajg bowiem sumy ani momentu).
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Na moey twierdzenia ze str. 23, wektory #, v, w sg allp réwno-
legle albo ich przediuzenia przecinaja sie w jednym punkeie O (str. 30,
rys. 2). W drugim przypadku mozemy punkty zaczepienia wekto-
réw @, ¥, W przeniesé dv O, a nastepnie wektory te usungé, gdyz
suma ich jest zerem.

Zalézmy wiece, ze wektory @, ¥, w s3 rownolegle (str. 30, rys. 3).
Gdyby #-+v=0, byloby oczywiscie w=0. Uklad sprowadzalby si¢
zatem do pary %, v. Poniewaz moment jest zerem, wiec wektory # i 7
lezalyby na tej samej prostej; poniewaz nadto #+4v=0, wiec mogli-
by$my wektory # i ¥ usunaé. Niech wiee #4770. Dodajmy dwa
wektory 7 i —7 lezace na prostej LM i zaczepione odpowiednio
wLi M. Wektory # i 7 o poezatku L mozemy zastgpié ich sumg %’
zaczepiong réwniez w L. Podobnie wektory 7 i —7 mozemy za-
stgpié ich sumg ¥’ zaczepiong w M. Wektory #’ i ¥’ nie sg réwno-
legle, zatem wektory %', %', w mozemy jak poprzednio usungé. A wiec
uklad réwnowazny zeru sprowadziliSmy przy pomocy przeksztal-
ceh elementarnych do wektora zerowego, ¢. b. d. o.

Twierdzenie 3. Jeieli dwa- uklady wektoréw sq réownowaine,
to przy pomocy przeksztatcen. elementarnych moina jeden wuktad prze-
prowadzié w drugs.

Dowéd. Zatézmy, ze uklad wektoréw (@, s, ..., a,) zaczepio-
nych w punktach A4i,A,,..,4, jest rownowazny ukladowi wekto-
réw (by, by, ..., b,) zaczepionych w punktach B, By, ..., B,.

Dodajmy do pierwszego ukladu wektory b,,—b, o poczatku B,
wektory b,,—b, 0o poczatku B, itd. Poniewaz wektory @i, @, ... , Gn,
—by, —bs,...,—b, tworzg uklad réwnowazny zeru, wiec na mocy
tw. 2 mozemy uklad ten przy pomocy przeksztalcen elementarnych
usunaé, t. j. zastapié wektorem zerowym. Po usunieciu zostanie
uktad (b, by, ..., b,).




