ROZDZIAL, 11

KINEMATYKA PUNKTU

I. Ruch wzgledem ukladu odniesienia

§ 1. Czas. W kinematyce oprocz poje¢ znanych z geometrii
wystepuje pojecie czasu. W rozwazaniach kinematyki teoretycznej
wystarczy przyjaé, ze kazdej chwili przypisana jest pewna liczba ft,
przycezem chwili wezesniejszej przypisana jest mniejsza liezba niz
pozniejszej; ponadto przy tym przyporzadkowaniu kazdej liczbie ¢
odpowiada¢ ma, na odwrét, pewna chwila: liczbie wigkszej chwila
poZniejsza.

Dla kinematyki teoretyeznej jest zupelnie obojetne, w jaki spo-
s6b powyzsze przyporzadkowanie zostalo okreslone. W zagadnie-
niach konkretnych postepujemy w sposob nastepujacy. Obieramy
dowolng jednostke czasu, np. sekunde, i dowolng chwile, ktdra nazy-
wamy chwilq poczatkowq. Chwili poczatkowe]j przypisujemy liczbe 0.
Kazdej innej chwili przyporzadkowujemy liczbe ¢, ktorej bezwzgledna
wartodé réwna sie liczbie sekund, jakie uptynely miedzy chwilg po-
czatkows a dang; liczba ¢ jest dodatnig dla chwil pO/nle]qzV(lh od
poczgtkowej, ujemng zas dla chwil wezesniejszych.

§ 2. Uklad odniesienia. W kinematyce przyjmujemy, ze
dany jest pewien uklad wspoélrzednych zwany wukladem odniesienia.

lialo porusza sie wzgledem ukladu odniesienia, jezeli zmie-
niaja si¢ wspélrzedne punktéw ciala. Zadaniem kinematyki jest opis
ruchu ciala wzgledem ukladu odniesienia, polegajacy na podaniu
wspolrzednyeh punktéw tego ciala dla kazdej chwili czasu.

Dla kinematyki jest rzecza obojetng, jak zostal obrany uklad
odniesienia. W zagadnieniach konkretnych obieramy uklad odnie-
sienia zwigzany z pewnymi cialami jak np. z ziemia, stoncem, gwiaz- -
dami statymi 1 t. p.
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Ruch ciala zalezy od ukladu odniesienia. Wzgledem jednego
ukladu odniesienia cialo moze byé w spoczynku, wzgledem inhego
za$ w ruchu. Podrézny siedzacy w wagonie kolejowym jest wzgle-
dem wagonu (tj. ukladu odniesienia zwigzanego z wagonem) w spo-
czynku, a wzgledem ziemi jest w ruchu.

Wylania sie pytanie czy w zadaniach konkretnych nie mozna
badaé ruchu ciala niezaleznie od innych cial. Ruch taki bylby t. zw.
ruchem bezwzglednym (absolutnym). Okazuje sie jednak (z uwagi
na to, ze punkty przestrzeni sa nierozrdznialne), ze przy pomocy po-
miaréw odleglosei i twierdzeri geometrycznych niepodobna stwierdzié
w Zaden sposob, czy cialo badane w dwu chwilach zmienilo swoje
potozenie czy nie. Pojecie ruchu absolutnego jest wige beznzyteczne.
Musimy sie zatem ograniczyé do badania ruchu wzglednego, t.j. ru-
chu ciala wzgledem innych ecial.

§ 3. Ruch punktu. Zajmiemy si¢ na poczatku ruchem je-
dnego punktu. Opis ruchu ciala sprowadza sie bowiem do opisu
ruchu jego punktéw. Nadto w wielu przypadkach opis ruchu ciata
sprowadza si¢ praktycznie do podania ruchu jednego jego punktu,
np. gdy wymiary ciata sa drobne w stosunku do przebywanej drogi
(ruch ziemi wkoto slonca, ruch kuli karabinowej) lub jezeli ruch
jednego punktu wyznacza ruch catego ciata (np. ruch wagonu).

Oznaczmy wspdlrzedne poruszajgcego sie punktu M wzgledem
pewnego ukladu odniesienia przez x, y, 2. Wspoblrzedne =z, y, 2 zalezy
od czasu, sg wiec funkejami zmiennej &:

= f(t), y=(t), =y (t).

Funkeje te dajg nam opis ruchu punktu M wzgledem przy-
jetego ukladu odniesienia. Znajac je, mozemy podaé¢ wspolrzedne
x, Yy, 2z punktu M w kazdej chwili ¢.

O funkcjach f, ¢ i v zakladamy, ze sg ciagle wraz z pierwszg
i drugg pochodng w pewnym przedziale {t,, {,>, w ktérym ruch badamy.

Ruch punktu mozna okredli¢ przy pomocy jednej funkeji wek-

torowej. Polézmy 7= OM (O poczgtek ukladu). Zatem
F=F(t).
Powyisza funkcja wektorowa opisuje ruch w zupetnosei, po-
dajac dla kazdej chwili czasu wektor 7, a wiec polozenie punktu M.

Zauwazmy, ze funkcje f, ¢ i ¢ podaja skltadowe wektora 7.
S. Banach, Mechanika. 3
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Linie, jaka zakresla punkt podezas ruchu nazywamy torem lub
trajektoriq.

Przypusémy, ze torem punktu jest luk L. Nadajmy tikowi
temu pewien zwrot i obierzmy na nim dowolny punkt O, ktéry
nazwiemy poczqtkiem (rys. 1). Polozenie punktu M na tuku L bedzie
wyzhaczone przez podanie liczby s, ktorej bezwzgledna wartosé rowna,
sie dlugodei tuku OM, przy czym liczba s jest dodatnia lub ujemna
zaleznie od tego, ezy zwrot luku OM jest zgodny ze zwrotem obra-
nym na L ¢zy nie. Liczbe s nazywamy wspotrzedng tukowq punktua M

na tuku L.
Ruch punktu M po luku L bedzie wyznaczony réwniez funkeja

S:f(t)7
podajaca w kazdej chwili ¢t wspélrzedna lukowsy s punktu M.

s
D
c Y
B T
Pl t
4 0 tp &, t
1 2. 3

§$4. Wykres ruchu. Niechaj ruch punktu po krzywej L
okreslony bedzie funkejg s=f(t). Obierzmy dwie osie prostopadle s i ¢.

Wykres funkeji s=f () nazywamy wykresem tub diagramem ruchu
(rys. 2).

Na rys. 3 mamy wykres ruchu dwéch pociagéw, z ktérych jeden
blegme od stacji A do stacji D (przez stacje B, (), drugi za$ od
stacji D do A. Z wykresu odezytujemy np., ze w chwili 0 pociag
wyjechal ze stacji A i przybyl do B w chwili ¢, Stacje B opuseil
w chwili ¢, i t. d. Wspélrzedne (¢, s') punktu przeciecia obu wykreséw
przedstawiajg chwile i miejsce spotkania obu pociggéw.

§ 8. Predkosé. Zalézmy, ze punkt poruszajacy sie po krzywej L
znajdowal si¢ w chwili ¢ w punkeie 4, a w chwili t4-4¢ w punkcie B.

Wektor AB nazywamy przesunigciem poruszajacego sie punktu
w czasie At. Iloraz

(1y AB/M=AC
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przedstawia przesuniecie przypadajace na jednostke czasu. Iloraz
powyzszy nazywamy takze wektorem predkosci sredniej lub krotko
predkosciq Sredniq w czasie A4t.

Zat6zmy, ze istnieje granica ilo-
razu (1) gdy przyrost czasu 4t dazy do 0.
Oznaczmy te granice przez v. Zatem

AB
1 F=lim =
(D r=lim =

Wektor 7 nazywamy wektorem predkosci lub krétko predkosciq
w chwili ¢.

Jezeli At 0, sieczna AB dazy do stycznej. A wiec: wektor
predkosci jest stycany do toru.

Niechaj ruch okreslony bedzie funkejami x={(¢), y= (¢), 2= (1).
Oznaczmy wspélrzedne punktu A przez x,y,z, a punktu B przez
x+Ax, y+4y, 2+42. Wektor AB ma zatem rzuty Aw,4y,dz. Rzu-

AB Az Ay A
tami ilorazun i beda wiee ilorazy W& A

Wynika stad, ze rzuty predkoseci ¥ wyrazajg si¢ wzorami:
de  dw dy _dx
=f'(t), Vy= =9 (t)’ V== P’ (2).

\

W mechanice pochodng wzgledem czasu przyjete jest oznaczaé

kropka u goéry. Zatem

Ve =lm — = —
YT a0 dt T dt

(IT) V=4, vy =1, V== 2.

A wiec: rzuty wektora predkosci na osie ukladu réwnaja si¢ po-
chodnym (wzgledem czasu) wspdlrzednych poruszajacego si¢ punktu.

Niech teraz ruch okres§lony bedzie funkejy wektorowg F=F(t).
Przyjmujae AB=47, otrzymamy
AB A7 dF -

p=lim=>" =lim— == =7
v A?—m At At—)oAt a="

A wiec

(1) ="
3*
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Predkosé jako pochodna drogi. Niech wreszcie ruch
punktu po torze L okreslony bedzie funkecja s=f(t), gdzie s oznacza
wspélrzednyg lukowa. Poniewaz predkoéé jest styczna do toru, wiee
dla wyznaczenia predkosci w punkcie 4 wystarczy podaé wielko$é
i zwrot predkosci. Z okreslenia predkosci wynika, ze

im AB| |4s
AS| At

ol =lim |——
i A ‘ At>0

At>0

|
gdzie A4s; oznacza dlugo$é huku AB. Poniewaz lim |——

As~—>0
IAg\

at|

=1, wiec

AS[

ds|

|9| = lim dt1 = §i.

At->0

Wykredlmy w punkcie 4 styezng i nadajmy jej zwrot zgodny
ze zwrotem obranym na krzywej L. Jezeli $>0, woéwczas dla ma-
lyeh At>0 jest A4s>0; zatem punkt porusza sie po torze w kierunku
dodatnim, wiec ¥ ma zwrot zgodny ze zwrotem stycznej. Podobnie,
jezeli §<0, to ¥ ma zwrot przeciwny do zwrotu stycznej. Jezeli
wiec przez v oznaczymy wspolrzedna wektora predkosci wzgledem
stycznej, ktérej nadaliSmy zwrot zgodny ze zwrotem toru, to

ds

(IV) 'c:%:‘g,

§ 6. PrzysSpieszenie. Zalézmy, ze w chwili { punkt byl w A4
i mial predkogé v, za§ w chwili ¢+ 4t byl w B i miat predkosé 7.
Polézmy A4v=7" —7.

A%
Granice lim — T =P nazywamy wekio-
Af->0

rem przyspieszenta lub krétko przyépie-
szeniem w chwili £.

Niech ruch okreslony bedzie funkejami

Av.
w=f(t), y=0(1), 2=y(t). Mamy p.=lim o
Ao At

Poniewaz v.=f'(t) i v.=f(t+4t), wiec
1 H—At —f' @)
g ="();

Mo, =v,— v, =f(t+4t)—f'(t). Zatem p,=1lim

A0

podobnie p,=¢"' () i p.=v¢"(t).

d?c d? 2 o
Pochodne w—f dtyz’ & oznaczamy przez z, ¥,z Stad:

de?
(D) D=1, Py=1, p.=%.
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Zatem: rzuty preyspieszenia na osie ukladw réwnaejq sie drugim
pochodnym wspdlrzednych poruszajqcego sie punktu.

Jezeli ruch okreslony jest funkejg wektorowsy

7:F(t)7
to — jak wynika z definicji drugiej pochodnej — mamy:
_ dv d¥F -

Prayklad 1. Punkt porusza si¢ w plaszezyznie w ten sposob,
ze jego wspohzedne w chwili ¢ wyrazaja sie wzorami:

(1) r=a cos kt, y=>bsinkt (a>0,b>0,k>0).

Wyznaczyé predkosé i przyspieszenie, oraz tor.

Mamy tutaj
&= — ak sin ki, y=bk cos kt,
- &= — ak?cos ki, i = — bk? sin ki,

a wiec wartosé bezwzgledna predkosci bedzie [v]=Fk Vazsin?kt+b2cos2kt,

Aby otrzymaé tor punktu, nalezy znalezé zwiazek miedzy
wspélrzednymi z,y, t. zn. wyrugowaé czas t. Dzielae rownania (1) od-
powiednio przez a i b, podnoszace do kwadratu i dodajae, otrzymujemy

r2la? + b2 =1.

A wiec tor jest elipsa o osiach 2a,2b. Wektor predkosei jest
oczywiscie styczny do elipsy. Wspolrzedne wektora przyépieszenia
mozna, z uwagi na réwnania (1), napisa¢ w postaci:

G=—km, Ge=—hkty, skad  p=R|PP+yE glé=yle.

Wektor przyspieszenia jest zatem proporcjonalny do odleglosei
od poczatku ukladu i zawsze skierowany ku poczatkowi ukladu.

Przyktad 2. Wyznaczyé predkosé, przyspieszenie i tor unktu
y y ’ y ’

ktorego ruch okredlony jest réwnaniami
a a

(2) w=75 (1+-cos1), y=3

| e

sin t, Z==a sin (a>0).

iy

[ &)
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Rozniczkujac, otrzymujemy

= gsint : '~gcost 4—gcos—t
- 2 H ?/——2 1 "_2 2?
X = gco t Y= a%int Z= 'as'nt
¥=—g5 COs1, Y= o SiNLE, =1 i o

o °

skad |5l=gl/1—f—0032% i Jp”zz—fVl—i—isinz;

Aby wyznaczyé tor punktu, nalezy z réwnan (2) Wyrugov»‘fayc'
czas, co da nam dwa zwigzki miedzy «,y, 2 okreslajgce krzywa prze-
strzenng, po ktérej si¢ punkt porusza. Rugowanie to w ogdlnosei
przedstawia duze trudnosci rachunkowe, w tym przykladzie jednak
latwo daje sie przeprowadzié. Podnoszgc réwnania (2) do kwadratu
i dodajae, otrzymujemy

X2+ y? 422 = a2,
Podobnie, z pierwszych dwu réwnan (2) wynika, ze
(# — a/2)+y*=(a/2)~

Z réownan otrzymanych widzimy, ze tor punktu jest krzywg

przekroju kuli i walca kolowego.

Przyllad 3. Ruch jednostajny prostolinijny. Punkt

porusza sie w ten sposob, ze przyspieszenie jest stale zerem. Zakla-
damy wiec, ze p=0. Zatem
x=0, y =0, 2= 0.

Wynika stad po scalkowaniu, ze
(3) T=cy, Y="0yy £-=ey,
gdzie ¢, ¢y, ¢; oznaczaja pewne state. Catkujac jeszeze raz, otrzymamy
(4) T=0 1+ dy, Y=cyt+dy, =03t +ds.

Tutaj d,, dy, d3 oznaczaja réwniez pewne stale. Réwnania (4)
przedstawiaja parametrycznie réwnanie linii prostej. Z réwnan (3)
wynika, ze wektor predkosci jest staty. Ruch wiec odbywa sie po
linii prostej z predkoseia staly. Ruch taki nazywamy ruchem jedno-
stagnym prostolinijnym.

Zauwazmy, ze zalozenie p=0 réwnowazne jest z zalozeniem,
ze wektor predkosei jest staly. Mamy bowiem p=75. Jeieli wiee
v=const., t0 p=0 i na odwrét, jezeli p=0, to #=0, zatem T=const.
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Hodograf. Niechaj punkt porusza sie po krzywej L (rys. 1).
Obierzmy dowolny punkt O. Dla kazdej chwili ¢ wykresimy
z punktu O wektor predkosei, jaka punkt ruchomy ma w danej
chwili (rys.2). Korce tych predkosci utworza krzywsg H zwang
hodografem.

Na hodografie oznaczylismy przez A’, B’, ' konce predkosei,
jakie punkt poruszajacy si¢ po krzywej L ma w A, B, C. Jezeli
wiee punkt pbrusza sig po torze L, to koniec odpowiedniej pred-
kosel porusza sie po hodografie.

Oznaczmy przez Ty predkosé punktu na hodografie w 4'. Z okres-
lenia predkofei mamy EH:EE}) 4 - Lieez A'B' =A%, wiec

Fu=lim Ao,
H‘_At—)() AP
Zatem: przySpieszenie poruszajqeeqo sie punkiu rowna sie pred-
kosci odpowiedniego punkin na hodografie.

Przyhktad 4, Jezeli punkt porusza sie po linii prostej, to kie-
runek predkodei jest staly. Zatem hodograf jest tez linig prosta.

Przyllad 5. Zatézmy, ze punkt porusza sie po kole K z pred-
koscia stala co do wartosci bezwzglednej (rys. 3).

Hodograf bedzie kolem (rys. 4). Punkt po hodografie bedzie po-
ruszat sie rowniez z predkoseig stalg co do wartodei bezwzglednej.

Poniewaz predko$é punktu Aj, na hodografie jest styczna do
hodografu, zatem jest prostopadia do »,. Wynika stad, ze przyspie-
szenie punktu poruszajacego sie po kole K jest skierowane ku srod-
kowi kola i jest stale co do wartoSci bezwzglednej.
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§ 7. Rozklad przysSpieszenia na styezne i normalne.

Rueh po torze plaskim. Niech ruch punktu A po torze L
okreslony bedzie funkcja s=f(t), gdzie s oznacza wspdlrzedng tukowg.
Wrykreslmy w punkcie 4 styczng ¢ i normalng n. Nadajmy stycznej
zwrot zgodny ze zwrotem krzywej L, za$
normalnej zwrot ku srodkowi krzywizny.

Rzut przyspieszenia p na styczng na-
zywamy przyspieszeniem stycznym p,. Rzub
przyspieszenia na normalna nazywamy
przyspieszeniem normalnym p,. Jest oczy-
wiscie

8y =P+ D,

Bt

Majac wige dane przys$pieszenie styczne i normalne, mozemy
wyznaczy¢ przyspieszenie p. Przy$pieszenie styczne bedzie okreslone
przez podanie wspolrzednej p, wzgledem stycznej. Podobnie, wspol-
rz¢dna p, wzgledem normalnej okresla przy$pieszenie normalne.

Oznaczmy przez da kat ostry zawarty miedzy styeznymi
w punkcie 4 o wspélrzednej lukowej s w bliskim od 4 punkeie B
0 wspolrzednej tukowej s-+4s. Zalézmy, ze As>0. Mamy woéwezas

. da 1 ‘
hm—:—,
>0 As 9

. - . . . AD
gdzie ¢ oznacza promien krzywizny. Jak wiemy, p:hmJ—t; zatem
’ At>0

A0 At

gdzie Rzut, 49 oznacza wspolrzedng Av wzgledem styeznej t. Lecz
Rzut,AE:Rzutt(ﬁ—i—AE)-—Rzu‘n,T;. A wiee Rzut, 45=(v+4v)cos da—o.
Stad

. (v-+4v)cosda—vp . eosda—1 . 4w
( = = Db il
(1)  p, EE% 17 011}_1:(1) T +B§3At cos da.
Lecz
2) lim cosAa—~1__]im cosda—1 ég_A_a
At 4t a0 da As At°

Ze znanej reguly na obliczanie symkboléw nieoznaczonych
otrzymujemy

. cosda—1 . cosda—1 . —sinda
lim = lim =lim = (),
Ai>0 A a0 Aa A0 1
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sda—
Zatem na mocy (2) lim 995—; —1_ 0 lv =0, skad na mocy (1):
A0 t @
p,=dvjdt=s

Przejdsmy teraz do obliczenia p,. Mamy

— lim Rzuts AE
P 50 AL

Lecz Rzut,,A@:Rzut,,(17+A17)—Rzut,,TJ:(v+Av)sinAa. Wiee

sinda sinda sinde Aa As 1
=lim Ap)2="". Poniewaz lim——=lim————— , =1.—
P =N (o 47) g tewaz lim === 00 =5 " A 4t ¢

wiec
pn:vz/g'

Zatem przyépieszenia: styczne p, i normalne p, wyrazaja sie
wzorami

(IT) p,=dv/dt=5, p,="0%¢,
gdzie ¢ jest promieniem krzywizny.

Poniewaz przyspieszenie styczne jest prostopadle do przyspie-
szenia normalnego, wiec

(111) pl=Vpi+p2.

Ze wzoru (1) wynika, ze p ==0. Zatem przyspieszenie normalne
ma zawsze zwrot ku $rodkowi krzywizny.

Zauwazmy, Ze przyspieszenie styczne zalezy tylko od zmiany
wartogci bezwzglednej predkosei, a nie zalezy od zmiany jej kie-
runku. Przyépieszenie styczne jest wtedy i tylko wtedy stale zerem,
gdy v = const.

Przyspieszenie normalne zalezy od promienia krzywizny e,
zatem od zmiany kierunku predkosci. Przyspieszenie normalne jest
stale zerem, jezeli stale v=0 lub 1/0=0. W pierwszym przypadku
punkt jest w spoczynku, w drugim ruch odbywa si¢ po linii prostej.

Przyklad. Punkt porusza si¢ po kole o promieniu r z predkoscia ¥
stala co do wartosel bezwzglednej. Zatem na mocy (I)

p;=duv/dt=0, p,=v*/r=const.

A wiee przyspieszenie jest wowezas stale skierowane ku érodkowi i stale
co do wartoiei bezwzglednej (por. str. 39, przyklad 5).
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Ruch po torze przestrzennym. Niech punkt porusza sie
po torze przestrzennym L. Oznaczmy przez & predkosé punktu w 4,
przez 5-+A4% predkosé jego w B.

PrzeprowadZzmy przez styczng w punkcie 4 plaszezyzne IT
rownolegly do stycznej w punkcie B. Na tej plaszezyznie leza wek-
tory v i 94-4¢ wykreslone z punktu A. Zatem w plaszezyznie IT lezy
wektor Av/dt. Gdy punkt B dazy do punktu A, plaszezyzna IT
zmierza do t. zw. plaszezyzny $cisle stycznej w punkeie A. Wynika

4o

stad, ze przyspieszenie p=lim = lezy w plaszezyznie $cigle stycznej.

a0 41

A wiee: wektor przyspieszenia ledy w plaszozyénie $cisle stycanej.

Na plaszezyinie {cisle stycznej lezy styczna. Prostg prosto-

padla do stycznej i lezaca w plaszezyznie {eisle styecznej nazywamy

normalng gldwng. Na normalnej gléwnej lezy srodek krzywizny.

Tworzge rzuty przyspieszenia na styczng i normaing, otrzymamy
analogicznie do wzoru (I), otrzymanego przy ruchu plaskim:

P=ptD,

Nadajac stycznej zwrot zgodny ze zwrotem krzywej, za$ nor-
malnej zwrot ku srodkowi krzywizny, otrzymamy postepujac jak
poprzednio . :

p,=dvojdt=s i p,=7v%o,

gdzie ¢ oznacza promien krzywizny.
Wzory powyzsze sg identyczne ze wzorami (I1) w przypadku
toru plaskiego.

Przyklad 1. Ruch jednostajny. Niech punkt 4 porusza sie
'po krzywej L, na ktérej obrany jest zwrot i poczatek O. Zatozmy
ze predkosé punktu A jest stala co do wielkosci (t. j. co do war-
tosci bezwzglednej). Ruch taki nazywamy ruchem jednostajnym
po krzywej L.

Zakladamy tedy, ze v=§$=const. Calkujac, otrzymamy
(3) § = vt + 8.

Podstawiajac t=0, dostajemy s—=s, A wiec stata 8y, 0ZNACZA
wspolrzedng lukowy punktu 4 w chwili ¢=0.
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Ruch jednostajny jest okreflony funkcja pierwszego stopnia
wzgledem t. Na odwrét, dowolna funkeja pierwszego stopnia s=at+b
okresla ruch jednostajny z predkoicig v—=é=a. Ponadto s,=b.

Na mocy (3) mamy

e Y e @ — —— 2
p,=v=8=0, p,=v%o.

Poniewaz przyépieszenie styczne jest zerem, wiec przyspieszenie
ma stale kierunek ku srodkowi krzywizny. Wielko§¢ przyspieszenia
wynosi p,. Zatem przys$pieszenie jest co do wielkogei odwrotnie
proporcjonalne do promienia krzywizny ¢ (czyli wprost proporcjo-
nalne do krzywizny K=1/¢).

Jezeli w szezegélnosei punkt porusza sie ruchem jednostajnym
po kole o promieniu r, wéwezas ¢=r, a wiec

e 92 g
p, = V.
Zatem: jeseli punkt porusza sie po kole ruchem jednostajnym,
to prayspieszenie jest stale co do wielkosci i skierowane kw srodkowi kota.

Przyklad 2. Ruch jednostajnie przyépieszony. Punkt
poruszajacy sie po krzywej L ma state przyspieszenie styczne. Ruch
taki nazywamy ruchem jednostajnie przyspieszonym po krzywej L.

Zakladajac, ze p,=p= const., dostajemy §=p,=p, Wwiec
(4) §=1v=pttey, s = L pt*+et+c,.

Ruch jednostajnie przyspieszony jest okreslony funkcja s=f(t)
drugiego stopnia wzgledem t. Na odwrét, dowolna funkcja drugiego

stopnia s= a2} bt +-¢ okresla ruch jedvostajnie przyspieszony. Mamy
bowiem, rézniczkujge:

p,=§=2a = const.

Przyjmijmy, ze w ruchu jednostajnie przyspieszonym okreslo-
nym funkcja (4) punkt w chwili {=0 mial predkosé v=1, i wspdl-
rzedng hukowg s=s,.

Kladage t=0, otrzymujemy z{(4) vy=¢y, 8$,=~0Cy Wistawiajac
w rownania (4), otrzymamy

v=pt 4 vy, s= s pt® vt + 5y
W szezegolnodei, jezeli vy=0 i s,=0, dostaniemy

v=pt 1 §=1Lpt.
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Przylltad 3. Ruch po cykloidzie. Niech kolo o pro-
mieniu r toezy sie po prostej. Zbadaé ruch dowolnego punktu
na obwodzie kola.

Zaléimy, ze dany punkt P obwodu kola jest poczatkowo
punktem stycznodei kola i prostej. Obierzmy ten punkt za poczatek
ukladu, za$ prosta za of z-6w. Jezeli koto obréci sie 0 kgt ¢, punkt

zajmie nowe polozenie P'(x,y).

QP @ y Aby wyrazié wspélrzedne x,y
s m jako funkeje kata ¢, zauwaz-
my, ze nowe polozenie punktu

mozemy otrzymad, najpierw obracajac kolo dokola srodka o kat ¢ wkie-
runku wskazowki zegara, a nastepnie przesuwajac je wzdluz osi z-6w
o odecinek P@ rowny lukowi P'Q nalezgcerhu do kata ¢, ktoérego
dlugo$é wynosi rep. Zatem x=—rsing fre, y=r—r cosp, czyli:

& =r(p —sin @), y=7r(1—-cosg).

Po wykonaniu przez kolo pelnego obrotu, t.j. dla p= 2n, punkt P
znowu jest punktem stycznosei, poczem ruch powtarza sie. Wyko-
nujac wykres, otrzymujemy krzywsg zlozong z przystajacych tukéow,
zwang cykloidq. '

Zalozmy, ze kolo obraca sie jednostajnie, t. j. ze kat ¢ jest pro-
porcjonalny do ezasu: g=wt (gdzie w stale). Ré6wnania ruchu punktu
P s3 wowcezas

x=r(wt —sin vt), y=1r(1—coswt).

Roézniczkujac je dwukrotnie wzgledem czasu, otrzymujemy

skladowe predkosei i przyépieszenia

Z=rw(l — cos wt), i = rw sin wt
&= rw?sin wt, Y == rw?cos wt.
Stad
| ; . ot [ _
(5) 5} =r2w2(2 — 2 cos wl) =271 ;sm T[’ || = rw?2.
| pe]

Ze wzgledu na to, Ze po wykonaniu pelnego obrotu ruch po-
wtarza si¢, mozemy sie ograniczyé¢ do przedzialu czasu 0=t 2n/w.
Ze wzor6w powyzszych widzimy, ze wielko$é prayspieszenia punktu P
jest stala, natomiast wielkosé predkosei zmienia sie. Mianowicie
w chwili 1=0 oraz ¢{=2n/e, t.j. gdy punkt znajduje sie na prostej,
predkosé réwna sig zeru, zas w chwili t= njw t. j. gdy punkt osigga
polozenie najwyzsze, predkosé jest najwieksza i wynosi 2re.

Nadajmy cykloidzie zwrot zgodny z ruchem punktu. W czasie
0<\?1<27/w mamy »=|7, zatem na mocy (5)
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. ot
7= 27rwsin o

Przydpieszenie styvezne bedzie wiec

ot
—— 2y — P2
P, =¥ =7r0?¢o0s 5

Aby wyznaczy¢ przyspieszenie normalne, obliczamy krzywizne
wedlug znanego wzoru

1 Jay—pi|  r*0¥(l—coswi) 1
¢ (2492 813w sind ot/2  4rsin wtf2
Zatem
p, =1%o =rw?sin (i)—t

2

Droga przebyta przez punkt do chwili { réwna sie, z uwagi
na to, ze ds=rvdi,
! d ‘ ot ot
s:/ds:/ vdt:/?rw sin —-di = 4r (1——008 —‘—)
. . . 2 2
o 0 0
W szezegdlnosei dla t=2a/w otrzymujemy dlugoié toru eykloidy
przy pelnym obrocie kola. Diugosé ta wynosi 8r.

§ 8. Predkos$é i przySpieszenie katowe. Niech punkt 4
porusza si¢ po kole o promieniu » i $rodkn M. Obierziny zwrot na
kole i punkt poczatkowy O (rys.1). Oznaczmy przez ¢ kat miedzy
promieniami MA i MO liczony zgodnie z obranym zwrotem. Mamy
s=rp, zatem

(1) §=rg i §=rp.

Pochodng ¢ nazywamy predkosciq katowq i oznaczamy zazwy-
czZaj przez o.

Pochodna ¢ nazywamy przy-
$pieszeniem  katowym i oznaczamy
przez e.

Mamy oczywidcie ¢g=w i w=e¢.
Na mocy (1) jest wiec

(L) v=reo i p,=r¢

a poniewaz p, =12/r, wiec
(IT) p,=rol
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Wektor predkosci katowej. Niech punkt obraca si¢ okolo
pewnej osi 1, t.zn. porusza si¢ po kole lezgcym w plaszezyZnie pro-
stopadlej do 1, ktdorego srodkiem jest punkt przebicia tej plaszezyzny
osig 1 (str. 45, rys. 2).

Niechaj punkt w pewnej chwili { ma predkosé¢ katowa .
Oznaczmy przez o wektor polozony na osi ! o dlugesci ‘w!. Zwrot
wektora o obierzmy tak, aby czlowiek, majacy glowe w koncu,
a stopy w poezatku wektora, widzial ruch od reki prawej ku lewej.

Wektor w nazywamy wektorem predkosci katowej.

Latwo sprawdzié, ze predkosé ¥ punktu 4 réwna si¢ momen-
towi @ wzgledem A:
(2) 7 = Momy w.

Jezeli przez 7 oznaczymy wektor 0A, gdzie 0 jest dowolnym
punktem na prostej I, to 7= wx A0, wige

(IIIL) D="FXw
Oznaczajac przez wy, wy, o, rzuty wektora o na osie ukladu,

przez z,vy,% wspolrzedne punktu A4 i przez x,,¥o,2, Wspolrzedne
punktu O, otrzymujemy

D= W, (Y — Yo)—wy {2 — 20), vy = Wy(2 —20) — w:(% — ),

(IV)
V= @y (& — Lo) — W{Y — Yo)-

Jezeli w szezegblnosei 1 przechodzi przez poczatek ukladu, to
przyjmujac o,=1y,=2,=0, otrzymamy

(V) Ve== 0 Y — Wy 2, Vy == W& — W, V= Wy & — Oy Y.

$ 9. Ruch plaski w ukladzie biegunowym. Jezeli punkt
porusza si¢ w plaszezyinie wy, to polozenie punktu wyznaczone
jest w zupelnosei przez dlugosé odcinka OA=r, zwanego pro-
‘ mieniem wodzgeym, oraz kat ¢, jaki
odcinek OA tworzy z osia x-6w. Ruch
punktu okreslony wiec bedzie dwiema
funkcjami
r=F(t), ¢ = f(t).
Poniewaz x=rcosg, y=rsing, wiee
tworzage pochodne wzgledem czasu f, do-
staniemy:
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(1) & =7 co8 p — rp Sin @, § = 7sin @-+re cos ¢,

2) G=7F cosg — 27psin g — re?cos ¢ — resing,
y=r sin @ -+ 27¢ cos ¢ — re?sin ¢ + ¥ coS @.

7Z réwnan (1) i (2) .mOZemy wyznaczy6é &, &, Y, j, Znajac
#, %, ¢, @ 1 na odwrét. Z réwnania (1) otrzymamy
(3) 0?2 = 8242 = P2 +r2p?
L wityy g —ye
"’.%2—}—_1/2, w24-y? ?
Ozesto wygodnem jest rozktadaé predkosé i przyspieszenie nie
w kierunkach osi wspoélrzednych, lecz w kierunku promienia wo-
dzacego i kierunku do niego prostopadlym; przyczem zwrob do-
datni w tych kierunkach obieramy jak na rysunku. Skladowe te
nazywamy odpowiednio sktadowg radialng 1 transwersalng.
Jezeli a,, a, sa wspélrzednymi dowolnego wektora @ wycho-
dzacego z punktu A(r,¢), to rzutujac ten wektor na o$ AR oraz AL,
otrzymujemy jako skladowsa radialng a, i transwersalng a,:

(4)

a,= a, cos p-+ay,sin ¢, gy = — Q81D P+ @y COS @P.
Stosujae te wzory do wektorow predkosei i przys$pieszenia,
otrzymujemy na mocy réownan (1) i(2):
() b=ty =T,

(II) pr=i—rg?  Py=rp+2ip=

| &

- 0%,

N
LN

Przyklad. Punkt porusza sie po linii spiralnej r=a-+byp w ten sposdb,
7e kat ¢ jest proporcjonalny do ezasu t. Jest wiec p=ot, gdzie o jest wspdl-
czynnikiem proporcjonalnosei. Wéwezas p=w, =0, F=bp=bw i F=0, skad

v,=ba, p,=— (a+bot)w?, 'v(/,=(a+bwt)w, p(p:waZ.

§ 10. Predko$é polowa. Niechaj ruch odbywa sie w plasz-
czyznie xy. Oznaczmy przez AS pole zakre§lone przez promien
wodzacy r w czasie od t do t--At. Ze wzora na obliczenie pola w ukla-
dzie biegunowym wspélrzednych otrzymamy

P4-d¢
As—ljﬁd
a =5 P,
¢
skad, na podstawie twierdzenia o wartosci $redniej,

(1) AS=1rdg,
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gdzie r, oznacza wartosé¢ posrednia miedzy maximum a minimum
promienia » w czasie od ¢ do {4At.
S _ - . .
Granice lim 4 hazywamy predkoseiq polowq i oznaczamy ja
At—>0
przez A. Zatem na mocy (1) jest

(I) A=1r2p.

Ze wzorow (4) str. 47 otrzymujemy (p—l (xy —yi). Zatem na
mocey (I)
(1) A=} (xy—y#).

Przyklad. Wyznaczyé
predkosé i przyspieszenie punk-
tu poruszajacego sie po kole
x?—2ax+y*=0 ze stalg pred-
kodcia polowa h.

Roéwnanie danego kola we
wspolrzednych biegunowych jest
r=2qacos . Warunek stalodei

L 9. predkosci polowej wyraza sie
rownaniem
(2) yrie=h, czyli @=2h)r%
Roézniczkujac réownanie kola, otrzymujemy
. o 4ah .
r=-— 2@ SN p=-— ?' sme.
Zatem
dah . 2h
@,-:—7 s @, 'Lc/:‘/}—

Z uwagi na to, ze predkosé polowa jest stata, wzor (II), str. 47,
p,= 1a(rg ), pociaga py=0. Zatem przyspieszenie ma zawsze kie-
P
runek promienia wodzgcego.
Rozniczkujgc pierwsze z rownan (2), otrzymujemy 2rrp-+1r%p =0,
27p 16ah?
rd

WlQC (]“ _——T

sin ¢; rozniczkujac za$ ¢, dostajemy

h? . 4h?
sin ¢ —2a cos ¢ A=

. . 16
= —2apsing — 2a¢?>cos p=— 2a sin ¢

2 a2 h? 4 p? __16a24*
—_ ?%h—sm?(p——4azzcos2 j a—(1+81n2 ).
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. . 2 LA N 1 16a%h> .
Poniewaz re?=r 7:7" F:Lia €o8 ¢F:—A~A cos? @, Wwiee

/,~5
ze wzoru p,=7 —re? otrzymujemy
p,=—32a2h*/r°.

§ 11. Wymiary wielkosci kinematyeznych. Miara pred-
kosei, przyspieszenia it. p. zalezy od jednostek diugodcii czasu. Zaj-
miemy si¢ pytaniem, jak zmieniaja si¢ te miary, gdy jednostki diu-
godei i czasu beda ulegalty zmianom.

Obierzmy dowolnie jednostke dhugosei L i jednostke czasu 7.
Przypusémy, ze punkt w ruchu jednostajnym przeby} droge dlugo-
dei sI w czasie tT (jezeli np. L oznacza cm, za$ T sek, to sL=scm,
tT=1t sek). Miara predkosci v przy jednostkach L i T wynosi

v=g/t.

Obierzmy teraz nowe jednostki diugosei i czasu L', T'. Zalézmy,
ze miedzy nowymi jednostkami a poprzednimi zachodza zwiazki
1) L—=AL', T=1T",
gdzie 2 i v wskazujg, ile jednostek nowych mieszezg jednostki starve.
Oznaczajac przez s',t,v’ miary dlugosei, ezasu i predkosel w no-
wych jednostkach, otrzymamy

v'=s"[t'.

Poniewaz sL=siL', za§ tT=ttT’, wiec §'=sd, t=tr
’ ’ ’ i

, sk s A .
skad » =r =1 a wiec
2 ~
17'=vz~ (lub  ¢'=vit ",

Jednostke predkosei (b. j. predkosé, ktorej miara wynosi 1) przy
jednostkach L i T oznaczamy przez

L -

= fub LT
T

Predkogé, ktorej miara wynosi ¢, oznaczamy przez
ng lub  oLT .

Np. 5em-sek ! oznacza predkoéé, ktérej miara wynosi 5, jezeli za jed-
nostke dlugosei przyjmiemy cm a za jednostke czasu sek.
S. Banach. Mechanika. 4
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Zalézmy teraz, ze obraliSmy nowe jednostki dlugosei i czasu,
L' i 1", zwigzane z dawnymi przez réwnania (1). Podstawmy
w wyrazeniu oLT ' zamiast Li T odpowiednio AL’ i 27", a nastepnie
przeksztalémy otrzymane wyrazenie tak, jak gdyby litery L' i TV
oznaczaly liczby. Otrzymamy:

VLT =oAL I =0l LT
Podstawmy »'=vdt"'. Zatem
LT =o' LT

Zauwazmy, ze v’ jest wedlug definicji miarg predko$ci przy
jednostkach L’ i T'; zatem wyrazenie v'L'T""" przedstawia pred-
kos¢ przy jednostkach dlugosei i czasu L', T

Widzimy stad, ze symbol LT pozwala wyznaczy¢ rachunkiem
formalnym miare predkosei przy zmianie jednostki.

Przyktad. Wyznaczyé miare predkoéei 12em. sek ™' przy jednost-
kach m i min. ’

Mamy em=0'0lm, sek=1/60 min. Rachujac formalnie, otrzymamy
12em, selk '=12.0-01 m . (1/60min) =12+ 001 - 60 m. min~'=7-2 m. min—".

A wige 7,2 jest miara danej predkoéci przy jednostkach' m i min.

Wyrazenie LT '1, w ktorym L i T nie oznaczajg szczegllnych

jednostek, lecz sg symbolami dowolnych jednostek ditugosei i czasu,
nazywamy wymiarem predkosed.

Ogdlne okreslenie wymiaru. Pojecie wymiaru podane wy-
zej dla predkosei mozna uogélni¢ na inne wielkosei, jak np. przy-
Spieszenie, predkosé i przyépieszenie katowe, ete,

Wymiarem jakiejkolwiek wielkosci A nazywadé bedziemy wy-
razenie

La 17;"1,
gdzie wykladniki e, 8 sg liczbami spelniajacymi warunek: jezeli a jest
miarg wielkosci 4 przy jednostkach dhugosci i czasu L, T, za$ o jej
miarg przy jednostkach L', T’ zwigzanych z L i T réwnaniami (1), to
(2) ' G;I:a,lufd-
Wymiar wielkosei 4 oznaczamy przez [A]. Zatem

[A]:L’f/ 1/7’
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Jednostke wielkodei A przy jednostkach dhugosei i czasu L, T
oznaczamy Pprzez L°T®. Jezeli wiec a jest miarg wielkosci A przy
jednostce L°T’, to wielkos¢ te oznaczamy przez :

aL“T",

Zalézmy teraz, ze wprowadzilismy nowe jednostki dilugosei
i czasu L', T’ zwigzane z poprzednimi przez réwnania (1), str. 49. Rachu-
jac formalnie, otrzymujemy aL” TP = @ (AL (+T") = ad“L' " /i
wiee aLT’=(ad“")L'“T". Stad, oznaczajac przez o’ miarg danej
wielkogci przy jednostkach L',T’, dostajemy na mocy (2)

(3) aL‘ T’=a'L'“ T".

A wiec rachunek formalny pozwala wyznaczy¢ miare

przy zmianie jednostek.

Przyklad. Wymiar przyspieszenia jest LT™? (co mozna stwierdzié po-
dobnie jak przy predkosci). Przedstawié przyspieszenie 5cm. sek % przy jednost-
kach m i min.

Poniewas em=0,01 m, sek=1/60 min., wieec A=0,01, 1=1/60, a=1, p=-—2,
skad na moey (3) 5 env:sek 2=5(0,01 m) (1/60 min) " 2=5.0,01-602m-min 2, esyli
5 ¢m - sek =180 m-min —2

A zatem 180 jest miara danego przyspieszenia w jednostkach m i min.

Wyznaczanie wymiaru. Do wyznaczania wymiarow po-
mocnym jest nastepujace

Twierdzewie. Niech dane bedq wielkosei A, B, dla ktorych
(4) [A]=L"T" [Bl=L'T°,
oraz trzecia wielkodé C uzalesniona-od A ¢ B w taki sposob, ie ozna-

czajac preez a,b,c miary wielkosct A, B, O wyraione w dowolnych
jednostkach L i T, mamy zawsze

(5) c=ga"b’,
gdzie liczby ¢, p, q nie zaleiq od jednostek L i T.

Przy tych zaloieniach jest
(I) [C]:Lpu—H];' Tp{i+q()'.

Wzér ten mozna napisaé jeszeze inaczej. Wymiar [C] mozemy
otrzymaé, rachujac formalnie jak nastepuje:

[C]:(L“ T.‘"f) p (Li' Td)q:LI"‘ TI)ﬂLflV T’l'i:Llﬂl'*qQ' Tﬁ(H“I‘*;
wzorowi (I) mozemy wiec réwniez nadaé postad
[C1=[4}"[BY".
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Dowdéd. Obierzmy nowe jednostki L’ i 1" zwigzane z po-
przednimi przez rownania (1), str. 49. Oznaczmy przez a',b’, ¢’
miary wielkosei A4, B, 0 przy nowych jednostkach. Mamy wedle
zalozenia (5) ¢'=ga”b". Na mocy (4) jest o'=A""a i b»'="1"p,
zatem ¢ =g (4“2’ a)’ (71" b)T= 20T POy, stad w mys$l definicji
wymiaru wynika wzér (L), ec.b.d. d.

7 twierdzenia powyzszego wyplywaja nastepujace wnioski:

Wwiosel 1. Jezeli wzér (5) ma postacé

¢=ab, to  [C]=[A][B]=L"7T""
o=afb, " [C]=[A)[B]=L“ "T* *
C:a,l)’ " [C]:[A]/):Lﬂp Tﬁ'p.

Przyhlady: 1. Predkos¢ wyraza si¢ wzorem v=s/t. Zatem
[vI=[s)/(t)=L/T=LT"".
2. Przyspieszenie p w ruchu jednostajnie przy$pieszonym wy-
raza si¢ wzorem p=v't. Zatem
[pI=[0)/[)=LT Y T=LT"".
Podobny wynik otrzymamy, opierajac sie na wzorze s=/pt2.
Obliczamy z niego p=2s/2. Zatem
[p]=[s]/[t)=L/1°=L1 ™.
3. Predkos¢ katowa jest w==dp/dt. Wymiar kata ¢ jest Lo T,
gdyz miara lukowa ¢ nie zalezy od jednostek dlugosei. Zatem
[w]=1/T=T .
4. Przyspieszenie katowe jest e=d?p/di2, wiec
[e)]=1/T"=1T""
Wniosel 2. Pewne state moga zaleze¢ od wyborn jednostek
dlugosci i czasu. Mozemy wtedy mowié o wymiarze tych stalych.

Przyktad. Np. w pewnym ruchu przyipieszenie jest co do wartosei
proporcjonalne do kwadratu predkosei. Oznaczajac wspélezynnik proporejonal-
noécl przez k, mamy

p=kv?.

Przy jednostkach em,sek jest k=2. Obliczy¢ k pray jednostkach m i min.

Mamy k=ppe?, zatem [k]=[p]/[v]2=LT ¥ (LT % wiee [k]=L~!, skad
2em “'=2(1/100 m) ' =200 m .

W ukladzie jednostek m 1 min jest wiec k=200.



