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II. Zmiana ukladu odniesienia

§ 12. Zwiazek miedzy wspoélrzednymi. Predkosé i przy-
dpieszenie punktu zalezg od ukladu odniesienia, wzgledem ktorego
padamy ruch punktu. Ruch tego samego punktu bedzie wiec opi-
sany odmiennie przez dwdéch obserwatoréw, ktdrzy poruszaja sie
wzgledem siebie.

Jezeli np. jedziemy pociagiem, wéwezas podrézni jadacy
z nami s wzgledem nas w spoczynku. Dla obserwatora stojacego
przy torze podrézni poruszaja sie z predkoseig pociggu. Mozemy to
wypowiedzie¢ w ten sposob: wzgledem ukladu odniesienia zwigza-
nego z pociagiem podrézni sg w spoczynku, a wzgledem ukladu od-
niesienia zwiazanego z ziemia podrézni poruszaja sie z predkoseia
pociggu.

Ruchy planet i storica wzgledem ukladu odniesienia zwigzanego
z ziemig sa bardzo skomplikowane. Kopernik zrobil odkrycie, ze
ruchy planet przedstawiaja sie o wiele prosciej, jezeli jako uklad
odniesienia obierzemy uklad zwiazany ze stoficem.

Niech dany bedzie uklad odniesienia O (x,y,2) 1 drugi jeszcze
uklad M(, 1, £) poruszajacy sie wzgledem poprzedniego (rys. 1).
Dla odréznienia uklad (,¥,z) nazywaé bedziemy ukladem statym,
a uktad (& n,§) ruchomym. Ruch tego samego punktu bedzie przed-
stawial sie rozmaicie w obu ukiadach.

Zajmiemy sie zadaniem wyznaczenia ruchu punktu 4 wzgledem
jednego ukladu, gdy znany jest ten ruch wzgledem innego ukladu.

Zadanie powyzsze jest bardzo wazne i spotykamy sie z nim
w wielu przypadkach.

Oznaczmy przez &g, ¥, 2y Wspolrzedne poczatku M W ukladzie
O(w,y,2), & przez &g, Nty wspolrzedne poczatku O w ukladzie
M(&,n,¢). Niechaj aj,@,, ...,7; beda katami miedzy osiami obu
ukladow, jak wskazuje tabelkas:

osie] § n €‘ 7
?Fx\ o é
y \73;}&1{33'3 & ;
%z‘yliyzihl 1 2.
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Jezeli x,y,2 i & 1,0 sa wspélrzednymi punktu 4 odpowiednio
w ukladzie pierwszym i drugim, wéwezas jak wiadomo z geometrii
analitycznej,
x=xy+& cos @, cos a,+{ cos ay
(1) Yy=Yo+8& cos -+ cos f,4§ cos B,
#=2y + & c08 y; +1 €08 Y, - cos v,

§=E +a cos a; +y cos 8,2 cos y,
I ="y +& CO8 &y+y COS fg--2 COS 7,
E=0o -+ cos a3+ cos f; -2 €os ¥s.

Ruch ukladu M(%,%,) wzgledem O(w,y,2) bedzie znany,
jezeli dla kazdej chwili ¢ podane beda wspélrzedne w,,y,, 2, i katy
@), Qg .oy Y3 Zatem wspolrzedne g, v,,2p, 1 KAty g, Qg e,y 83
funkcjami czasu f. Jezeli ruch punktu A wzgledem ukladu M(&, », {)
okredlony jest funkcjami E&=f(t), n=e¢(t), {=y(f), woéwczas ruch
wzgledem ukladu O(x,y,2) otrzymamy ze wzoréw (I)

2=+ (1) cos a,+@(t) cos a,—-(t) cos a;
i podobnie dla y, 2.

Jezeli ruch punktu A odbywa sie w plaszczyznie II, to obie-
rajac osie wx,y i §,7 w tej plaszezyZnie i oznaczajac przez ¢ kat
miedzy osiami x a § (str. 53, rys. 2), otrzymamy: "

(1) x=xy+£cos ¢ — 7 sin @, y=19o,+Esin p+ncosp
(IT") §=&, +a cos p 4 ysin @, N="1],-—& $in p+Y cos p.

Jezeli kierunki osi ukladu ruchomego M (&, n,{) nie zmieniaja
sie, powiadamy, Ze uklad ten porusza si¢ ruchem postepowym.

W tym przypadku katy e, a,,...,y; sa stale.

Méwimy, ze uklad ruchomy obraca si¢ okolo osi 1 z predkoscia
katowa o, jezeli punkty polozone na osiach &1, obracaja sie
okolo osi ! z predkoscia katows .

Niech uklad M (§, 4, {) obraca sie okolo osi { z predkoseig kato-
wg ©. Przyjmijmy, ze w chwili {= 0 uklad staly O(x,y,?) pokrywal sie
z ukladem ruchomym M(&,#,{). Mamy zatem xg=y,=2¢=Ey=0=5,=0.
Oznaczmy przez ¢ kat miedzy osiami x, . Oczywiscie g=wi. Po-
niewaz osie x,y i & n leig stale w jednej plaszezyZnie, wiec na
mocy (II i (IT');

(ITI) 2=§cos wt—7sin wt, y=E&sin wt+1n cos wt, z={

(IIT"')  é=wcos wi+ y sin wt, n=—x sin wt+y cos v, f=z.
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Przyktad 1. Ruch punktu wzgledem ukladu statego okreslony
jest réwnaniami

(1) x=a 008 wl, y="bsin wi,
a wiec tor punktu jest elipsa o réwnaniu x%/a® 4 y?/b*= 1.
Jak przedstawia sie ruch tego punktu w ukladzie ruchomym

o tym samym poczatku, jezeli uklad ten obraca sie w kierunku
dodatnim z predkoscia katows w?

Zakladamy przytem, ze w chwili poczatkowej t=0 oba uklady
sie pokrywajg.

Ot6z oznaczajac przez &7 wspblrzedne dowolnego punktu
wzgledem ukladu ruchomego, mamy

E=x cos wt+y sin wl, n=—usin wt+ y cos o,

gdyz na mocy zalozenia kat ¢ zawarty miedzy osiami x, § wynosi
tu wt. Podstawiajac po prawej stronie tych wzoréw wyrazenia (1},
otrzymujemy réwnania krzywej opisanej przez punkt w ukladzie
ruchomym

§=a00s2 wt4-bsin? wi, .n:(b_a) sin wt cos wt,
i ; o 1o 1+cos2mt . —cos 2 wt
czyli, z uwagi na zwigzki coszwtz__._~+ 28 _“’_’ sin? wt:l (;S 2 i

i sin wtcos wt=5sin2wt:

Eza—;—b+gj2j? 08 2 wt, n=b;'2:“1 sin 2 wt,

e (3

A wiec: ze wzgledu na uklad ruchomy punkt opisuje kolo,
gdy a-+b, zad znajduje si¢ W spoczynku, gdy a=b.

skad

Przyk'la) 2. Ruch po linii §rubowej. Waznym przykla-
dem ruchu punktu po krzywej przestrzennej jest ruch srubowy,
ktéry powstaje w sposob nastepujacy. Uklad ruchomy (&, n,{) obraca
sie z predkoscia katows stala o okolo osi ¢, za$ punkt porusza sie
wzgledem ukladu ruchomego ruchem jednostajnym z predkoseia ¢
po prostej. E=r, n=0 (t. j. po prostej réwnoleglej do osi { i prze-
cinajacej o§ & w punkcie &=r).
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~ Ruch taki powstaje np. gdy waleec obraca sie okolo swej osi
z predkoscig katowa o, za$ punkt porusza si¢ po tworzgcej walea
ruchem jednostajnym.

Niech w chwili t=0 uktad staly (x,y,z) pokrywa sie z ukladem
ruchomym (§,#,{), za$ punkt ruchomy ma wspohzedne r, 0, 0. Na
mocy (1II)

2) r=rcoswi, y=rsinwt, z=ct.

Réwnania powyzsze mozemy réwniez
odezyta¢ wprost z rysunku. Przedstawiajg
one parametrycznie réwnania linii sru-
bowej. Ruch punktu odbywa sie wiee po
linii srubowej. Rézniczkujac (2) otrzy-

mamy
i=-—7rwsin wl, Y=rwcoswl, d=c¢
T=—row*cos wt, Yy=—row?sinwt, z=0.
Zatem
2?:"/7'2&)2—}— c?, P =row

A wige: w ruchu Srubowym predkosé i przyspieszenie sq stale
co do wartosei bezwzglednej.

§ 13. Zwigzek miedzy predkosciami. Predkosé punktu 4
wzgledem ukladu stalego (x,y,2) nazywamy predkosciaq bezwzgledng
1 oznaczamy przez vy.

Predkod¢ punktu wzgledem ukladu ruchomego nazywamy
predkoseiq wegledng 1 oznaczamy przez o,.

Wyobrazmy sobie, ze punkt A, ktérego ruch badamy, zwig-
zany jest z ukladem ruchomym (&, 4,¢) sztywnie, t. zn. ze jego wspol-
rzedne £, 7, nie zmieniajg si¢. Przy tym zalczeniu punkt A4, zlaczony
z ukladem ruchomym, posiadatby pewnag predkodé wzgledem uklada
stalego. Predkosé te nazywamy prediosciq unoszenia i oznaczamy
przez v,

Mozemy takze powiedzieé, ze predkodcig unoszenia punktu A
w chwili danej nazywamy predko$é¢ punktu zlgezonego z ukladem
ruchomym i pokrywajacego si¢ w chwili tej z punktem A.
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Przypuéémy np., ze po korytarzu poeciggu biegnie podréiny. Za uklad
staly obierzmy uklad zwiazany z ziemia, za uklad ruchomy-—uklad zwiazany
z pociagiem.

Czlowiek stojacy przy torze bedzie obserwowal ruch podréinego wzgledem
ukladu stalego, a czlowiek siedzacy w wagonie — wzgledem ukladu ruchomego.

Predkoié podréznego, jaka zaobserwuje czlowiek stojacy przy torze, be-
dzie predkoscia bezwzgledng. Predkosé, jaka zaobserwuje cztowiek siedzacy w po-
ciagu, bedzie predkoscia wzgledng. Predkoscia unoszemia bedzie predkosé tego
punktu podlogi korytarza, ktérego dotyka w danej chwili podrézny biegnacy
przez korytarz.

Predkoi¢ unoszenia bedzie wiee w tym przypadku predkoscia pociagu.
Predkoéé bezwzgledna bedzie wieksza lub mniejsza od predkoéei unoszenia za-
leznie od tego, ezy podriézny bhiegnie w kierunku ruchu pociagu, czy przeciwiie.

Zajmiemy sie teraz zwigzkami zachodzgeymi miedzy predkodcia
bezwzgledna, wzgledng i unoszenia.

Punkt A ma wzgledem ukladu stalego wspélrzedne w«,y,2
Zatem rzuty predkosei bezwzglednej na osie ukiadu statego beda:

(1) v, =, v, =1, v, = 2.

X v z

Podobnie, rzuty predkodei wzglednej na osie ukladu rucho-
mego beda

(2) Uu's = §, vw,‘] = 777 w (’

Aby poréwnaé predkodé bezwzgledng ze wzglednag, utwérzmy
rzuty predkosei wzglednej na osie ukladu statego. Otrzymamy

(3) Uy = £ 6OS o, -+ 1) €08 ay+L €08 ay it.d.

Na moey (1), str. 54, wspélrzedne 2, y,z wzgledem ukladu
stalego wynoszag

X == 2y~ £ C08 o, + 1 €08 ¢y cos ay it.d.

Rézniczkujac powyzszy wzér, dostaniemy wiee na mocy (1)

dcow1+ deosaz_H
n

dcoa
(4) v, =d=dy+& 3+ccosa -1 CO8 e, --Leosa
b 1 2 3

B

Predkodé unoszenia otrzymamy, zakladajac, ze punkt A jest
zwigzany z ukladem ruchomym sztywnie, t. zn., Ze wspéirzedne &,7,8
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sa stale, ezyli ze =0, =0, {=0. Na mocy wiec (4) rzuty pred-
kofci unoszenia na osie ukladu (x,y,2) wyniosg

dcose,
dt

08 &,
dt

dcosa,
dt

it.d.

, de
(5) vy = do+£ TN P NH

Na mocy (3) 1 (5) otrzymujemy z (4) 1:bx=vux+vwx i podobnie

'vby=vuy+v 'vbzzvuz—l—vwz, ezyli

wy’
(I Up=0y+ Uy

UdowodniliSmy wiec, ze predkosé bezwzgledna rowna sie sumie
predkosci unoszenia © predkosci wezglednej.

Gdy uklad ruchomy porusza sie¢ ruchem postepowym, katy
dcosey, dcosa, dcosy,
a A T T

89 zerami. Ze wzoru (3) otrzymujemy przeto

%, O ..., Y3 59 stale, zatem pochodne

v, =2, v, =1 v, = Zp.
U, 09 u, Yo, u, 0

Jezeli wiee 7, jest predkodeia poczatku ukladu ruchomego, to
@u == 770. \

Zatem: jezeli uklad porusza sig ruchem postepowym, to predkosé
unoszenia jest dla wszystkich punktow ta sama i rowna sie predkosei
poczatku uktadu.

Uwaga. O punkcie 4 méwimy, ze wykonywa dwa ruchy
rownoczesnie: jeden z predkodcia wzgledng, a drugi z predkoscig
unoszenia. Ruch wzgledem ukladu stalego nazywamy ruchem zloio-
nym z obu ruchéw skladowych albo ich ruchem wypadkowym.

Predkoéé ruchu wypadkowego jest wiec suma predkodei ru-
chéw skladowych. Aby predkoséé ruchu wypadkowego byla okre-
§lona, wystarczy podaé¢ predkosé ruchéw skladowych; nie potrzeba
przy tym podawadé, ktora z predkosei jest wzgledna, a ktora jest
predkoscia unoszenia.

Przyklad 1. Pocigg porusza sie z predkoscia @#; po podiodze
wagonu toczy si¢ punkt 4 z predkodeia ¥ wzgledem podlogi. Jaka
jest predkodé punktu 4 wzgledem ziemi?
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Przyjmijmy, ze osie ukladu (z, y,2) zwigzane sg z ziemig, zas osie
& 7, { z wagonem (rys.1).
Predkog$cig unoszenia pun- n
ktu A jest wiec w. Taks
bowiem predkodé mialtby
punkt A wzgledem ziemi, 4
gdyby byt w spoczynku
wzgledem wagonu. Pred-
ko$¢ wzgledna punktu 4 1.
niechaj wynosi #. Zatem
jego predkosé bezwzgledna o, (6. j. predkosé wzgledem ziemi) wyniesie

<1

%

<

By = T+ B

Prayklad 2. Walec obraca sie okolo 0si z predkoscia katowg w.
Punkt A porusza sie po tworzace] walca z predkosdcia ¥ (wzgledem
tworzacej). Jaka jest predkosé bezwzgledna punktu Al

Predkosé wzgledna wynosi @. Aby wyznaczy¢ predkosé uno-
szenia, zauwazmy, ze gdyby punkt A byl z walcem zwigzany, wow-
czas poruszalby sie po kole K z predkodcig katowsa o (rys. 2). Jezeli
wiec r oznacza promien podstawy walca, to predkosé unoszenia %
jest styczna do kola K i || =7w. Predkosé bezwzgledna v, wynosi
zatem P,=0-+%, a poniewaz o | %, wige

|5 | = Vot u? = o202 (=1, w=a).

§14. Zwiazki miedzy przy$pieszeniami. Zajmiemy sie
teraz zwigzkami zachodzacymi miedzy przys$pieszeniami punktu
wizgledem roznych ukladow. Przyjmijmy, ze mamy dwa uklady:
staly (@, 9, 2) i ruchomy (&,7,5).

Przyspieszenie punktu A wzgledem ukladu stalego nazywamy
przyépieszeniem bezwzglednym Po.

Przyépieszenie punktu wzgledem ukladu ruchomego nazywainy
przy$pieszeniem waglednym Po.

Przyépieszenie, jakie by punkt A posiadat (wzgledem ukladu
statego), gdyby z ukladem ruchomym byl zwigzany sztywnie, na-
ZyWamy preys$pieszeniem unoszenit Pu.

Mozemy réwniez powiedzied, ze przyspieszeniem unoszenia na-
zywamy przyspieszenie takiego punktu zwigzanego z ukladem ru-
chomym, ktéry w danej chwili pokrywa sie z punktem A.
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Jezeli np. po korytarzu wagonu biegnie podrdzny i za uklad staly obie-
rzemy uklad zwiazany z ziemia, z igzany z wagonem, to:
przyépieszeniem bezwglednym podréinego bedzie przy$pieszenie, jakie zaobser-
wuje czlowiek stojacy przy torze, przyspieszeniem wzglednym bedzie przyspie-
szenie, jakie zauwaza podréini jadacy tym wagonem, wreszeie przyspieszeniem
unoszenia bedzie przyépieszenie wzgledem ziemi tego punktu podlogi, ktérego
w danej chwili dotyka biegnacy podrézny.

Oznaczmy przez x,y,2 wspolrzedne punktu 4 wzgledem ukladu
stalego, zas przez & 1, [ wzgledem ukladu ruchomego.
Rzuty przyspieszenia bezwzglednego p, na osie x,¥,z s3:

(1) P, =# Py, =l Dy =R

.1 z

Rzuty przys$pieszenia wzglednego p, na osie & n,{ 53:
(2) =5 p, =i p, =t

Utworzmy rzuty wektora p, na osie uk’mdu stalego. Otrzymamy
(3) P ™ £cos o, + n cos a, + eos ug it. d.

Na mocy (1), str. 54, mamy
(4) ‘ 1=y + £c0s o) + 5cos ay + Leos g it.d.
Przyspieszenie unoszenia otrzymamy, zakladajac, ze punkt 4
jest sztywnie zwigzany z ukladem ruchomym, czyli Ze &, sa

stale, a wigc ze pochodne 5,17,6, E,n, { sa réwne zeru.
Rzuty wektora p, na osie x,y,z otrzymamy, rozniczkujae

dwukrotnie réwnanie (4) przy zalozeniu, ze &,n,{ sa stalymi:

y d*cosa, d*cosa, d%cosay .
pu\:onrg s T it.d.

—_
(14
~

Jezeli aj, ay, ... 83 state, to pux:;}éo.

A wige: jeseli uktad porusza sig ruchem postepowym, to przy-
$pieszenie unoszenia jest dla wszystkich punkiéw réwne prays$pieszeniv
poczatku ukladu.

Zrézmiczkujmy dwukrotnie réwnanie (4). Otrzymamy

L d? dcoa d*cosa,
=g+ §T T g SRR T

(6) + Eeosa; + iy’cos @y + Lcosa, -

[.dcosa;  .dcosa, .dcosag .
: 1 t. d.
T2 (f a e Ta ) !
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Wedle (3) i (p) wyraZenia w pierwszym i w drugim wierszu
oznaczaja rzuty p, i p, na osie x,y,%.

Oznaczmy przez p, wektor, ktorego rzuty na osie x,y,8 Wy-
razaja sie wzorami

it. d.

- o[ cdeosay | . dceosay | . deOsa
(7 pcx:‘( S R A AR

Wektor p, nazywamy przys$pieszeniem Coriolisa.

Wzér (6) na mocy (1), (3), (5) 1 (7) mozemy napisa¢ w po-
staci /pbx:puerp,u.x—kpCv\. Podobnie otrzymamy Py, =P, +pu_u+p(

uy “u
i pr:puzJFT’wﬂ‘p ¢, Mozemy wiec napisac

(I) ph - pu + 7V)m dP T)C'

A wiec: przyspieszenie bexwzgledne rowna sig sumie prayspieszere:
wnoszenia, wzglednego @ Coriolisa.

Przy$pieszenie Coriolisa. Aby uzmystowié sobie znaczenie
przyspieszenia Coriolisa, wykre§lmy z poczatku M ukladu ruchomego
wektor predkosci wzglednej MB =%, Wspélrzedne punktu B wzgle-
dem ukladu (&, 7, 0) Wynosza vy, 0y 5P, czyli & 9,(. Wyobrazmy
sobie, ze punkt B jest sztywniebzwiéyza»riy z ukladem (&, ,{). Pred-
ko$é @ punktu B wzgledem ukladu statego (x,y,2) rOWNDa si¢ zatem
jego predkosei unoszenia (bo jego predkosé wzgledna jest zerem).

P

Piszae & 7,( zamiast & 7,§, otrzymamy wige na mocy (), str. ha:

- deos oy

. .dcosa, | . deosag
U= o+ & T S C

+7 it + T it.d.

Poréownujac ze wzorem (7), otrzymamy:
— 1 — 97 | — 4 1
=%, +2 pcx’ u, =Y + 'z'p(ru? ", =% + 'z'pcz'

Jezeli wiec przez §, oznaczymy predkosé poczatku uktadu ru-
chomego, to #=7%,+ }p,, zatem

(I1) pp=2(— B,).

Réznica —70, jest to predkosé punktu B wzgledem poczatku M
ukladu ruchomego (&,7,8) (por. § 14, str. 65, (1)).
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A wiee: aby otreymaé prayspieszenie Coriolisa, wykreslamy 2 po-
czqtbu ukladu ruchomego wektor predkosci weglednej o, i wyobrazamy
sobie, Ze wektor ten jest zwiqeany sztywnie z ukladem ruchomym.

Przyspieszenie Coriolisa réwna si¢ podwojonej predkosci kovica
wektora v, wzgledem jego poczatku.

Wynika stad, ze preyspieszenie Coriolisa jest zerem, jezeli pred-
kos¢ wegledna jest zerem lub jeseli uklad ruchomy porusza sie ruchem
postepowym.

W tyeh bowiem przypadkach poczatek i koniec wektora Py,
ma t¢ samg predkosé. Mozna to réwniez latwo odezytaé ze wzoru (7 )s
kladge £=0, =0, {=0 lub o,=const., a,=const., a,—const. it.d.

Niech uktad (¢, 7, L) obraca sie okolo pew-
t nej osi Iz predkoscig katows . Zachowujae
poprzednie znakowanie i obierajac dowolny
% punkt O na osi I, otrzymamy
#=0B X w, Po=O0M X .
Zatem p,=2(% — B,)=2(0B — OM) X o.
Lecz OB—OM=7%,. A wiec

(111) Pe=27, X .

Widzimy wigce, Ze przyspieszenie Coriolisa réwna sig podwojonemu
loczynows wektorowemu wektora predkosci waglednej i predkosei katowej.

Przyspieszenie Coriolisa jest tedy prostopadle do osi obrotu
1 predkosei wzglednej i wynosi

[Pl = 2| [7, | sin «,

gdzie a jest katem miedzy osig obrotu a predkoscia wzgledng. Wynika
stad, Ze przyspieszenie Coriolisa jest zerem (poza tym, gdy P, =0),
wowezas gdy a=0, t. j. gdy wektor 7, jest réwnolegly do .

Wykazemy poézniej (w rozdziale VII), ze w kazdej chwili
predkosei punktéw zwigzanych sztywnie z ukladem ruchomym
(&, u,0) sa takie, jak gdyby uklad wykonywal dwa ruchy réwno-
czesnie: jeden ruch postepowy z predkosciag poczatku ukladu,
a drugi obroto%vy okoto pewnej osi, przechodzacej przez poczatek
ukladu, z predkofcig katowsy w.

Te of obrotu nazywamy osiq chwilowego obrotu; w nazywamy
chwilowq predkoscia katowq.
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W kazdym momencie czasu moze byé inna of chwilowego
obrotu i inne w. A wige, oznaczajac przez 7,
predkosé poczatku ukladu M, otrzymamy na
predkosé unoszenia 7, punktu A wzoér

Bu=7y + MA X o.

Jezeli wiee przez B oznaczymy koniec
wektora predkosci wzglednej wykreslonej z po-
czgtku ukladu, za$ przez # (jak poprzednio)

predkosé unoszenia punktu B, to, #=7, + MB X & =Ty + Buw X @y
skad na mocy (II), str. 61
(IV) Pe=27,X w.

Wzoér (IV) przedstawia przyspieszenie Coriolisa w przypadku
ogdllnym.

Przy$pieszenie Coriolisa jest wiegc zerem: 1° gdy w=0, (t. ). gdy
uklad porusza sie ruchem postepowym), 2° gdy 7,=0, 3° gdy | V.

Przyktad 1. Pocigg porusza po torze prostolinijnym z pray-
$pieszeniem p. Po podlodze wagonu porusza si¢ punkt z przyspie-
szeniem @ wzgledem wagonu. Wyznaczyé przyspieszenie punktu
wzgledem ziemi.

Przyspieszenie wzgledne jest p =@, przyspieszenie unoszenia
p,=p- Poniewaz uklad odniesienia zwigzany z wagonem porusza
sie ruchem postepowym, wiec przyspieszenie Coriolisa p,=0. Zatem
przyspieszenie bezwzgledne (t. j. przyspieszenie wzgledem ziemi)
wynosi

Pp =0+ p.

Przylklad 2, Walec o promieniu r obraca si¢ okolo osi z pred-
koscig katowa o. Po tworzacej walca porusza sie punkt 4 z pred-
koscig stalag ¥ wzgledem tworzgeej. Wyznaczyé przyspieszenie pun-
ktu A wzgledem ukladu stalego.

Obierzmy uklad ruchomy zwigzany z walcem, przyjmujac os
walca za o . Gdyby punkt A byl sztywnie zwiazany z ukladem
(&, 7, 0), woéwezas posuwalby sie po kole K z predkoscia katowa o.
Przyspieszenie unoszenia p, jest wigc skierowane ku drodkowi kola A
i |p|=rw® Przyspieszenie wzgledne p =0, wedle zalozenia. Po-
niewaz predkosé¢ wzgledna 7,=7 jest réwnolegla do osi obrotu, wiec
przyspieszenie Coriolisa p,=0. Zatem

pl) - pu'
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Przyklad 3. Plaszezyzna pozioma obraca sie z predkoscia
katowa o okolo osi pionowej. Po plaszezyznie porusza sie punkt A,
majgcy w pewnej chwili wzgledem plaszezyzny predkosé @, i przy-
Spieszenie p,. Wyznaczyé przyspieszenie wzgledem ukladu stalego
w owej chwili.

Oznaczmy przez O punkt przebicia osi obrotu z plaszczyzng
ruchomg. Gdyby punkt 4 byt z plasz-
czyzng ruchomsa zwigzany, wowcezas
posuwalby si¢ po kole o srodku O
i promieniu 04 =r 2z predkoscig
katowa . Zatem przyspieszenie
unoszenia p ~ skierowane jest do
punktu O i [p |=red

Aby wyznaczyé¢ przyépieszenie Coriolisa Py Obierzmy punkt O
za poczatek ukladu ruchomego, zwiazanego z plaszezyzng ruchoma
i wykredlmy z punktu O wektor O B=75,. Poniewaz predkosé punktu O
jest zerem, wiec p, rowna sie predkosei punktu B. Zatem Dol 7,
i|p)=20Bw=2[7, |w.

To samo oczywiscie otrzymaliby$my, opierajac sie na wzorze
Pe=27, Xw 1 na tym, ze wektor predkosci katowej @ ma kierunek
osi obrotu, jest wige do plaszezyzny ruchomej prostopadly.

Przy$pieszenie bezwzgledne otrzymamy, dodajac do siebie
wektory p,, p, 1 Do

Przyklad 4. Kula o promieniu r obraca si¢ dokola stalej osi
ze stalg predkoscia katowa w. Po wielkim kole, przechodzacym
przez o§ obrotu, porusza si¢ punkt P ze staly predkodcig . Wy-
znaczy¢ predko$é i przydpieszenie tego punktu wzgledem ukladu
statego (x, v, 2).

Niech £, %,{ oznacza uklad ru-
chomy, ktorego o { jest ta sama co
dla ukitadu statego, zad plaszezyzna &7
jest plaszezyzng poludnika, po ktérym
porusza sie punkt P. Uklad ten obraca
sie wraz z kulg dokola osi z ze stalg
predkoscia katowa o (ktérg na rysunku
przedstawia wektor narvsowany naosi z).
Predkodé punktu P wzgledem ukladu ruchomego, t.j. predkosé
wzgledna o,, jest wektorem o dlugodei ¢, stycznym do poludnika (po

N oa="
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ktérym porusza sie P). Predkosé unoszenia %, roéwna sie predkosei
punktu réwnoleznika przechodzacego przez P. Poniewaz punkt ten
porusza sie po kole o promieniu p=rcos ¢, gdzie ¢ oznacza sze-
roko$é¢ geograficzng tego rownoleznika (t. j. kat zawarty miedzy
promieniem OP a plaszezyzng réwnika), wiec predkosé #, jest styczna
do réwnoleznika i wynosi gw=rw cos ¢. Predkosei v, i ¥, s3 do sie-
bie prostopadle, zatem |5,|=}*+r2w? cos? ¢. Predkosé bezwzgledna 7,
[0 ro
’5,1,‘ = '—C—LOS ®.
Poniewaz punkt P porusza sie po poludniku ze staty predkoscig c,
wige przyspieszenie wzgledne p,  jest skierowane ku Srodkowi
kuli i |p,|=¢*/r. Podobnie, przyspieszenie unoszenia p, jest skie-
rowane ku S$rodkowi réwnoleznika (przechodzacego przez P) 1
|p,|=0w?*= rw*cos ¢. Przyspieszenie Coriolisa p,=27, X jest pro-
stopadle do w i ¥, zatem jest prostopadle do plaszezyzny potudnika
i ma ten sam zwrot co 7,. Poniewaz, jak latwo widzieé, kat zawarty
miedzy o 2 7, wynosi v—g, wiee |p,| = 23 ||o|sin ¢ =2¢w sin ¢.
Dodajac wektory p,.,p, | P otrzymamy przyspieszenie bez-
wzgledne p,.

tworzy z potudnikami kat ¢ okreslony wzorem tgd=

§ 15. Wyznaczanie ruchu wzglednego. Dotychczas zaj-
mowalismy sie¢ wyznaczaniem ruchu wzgledem ukladu statego, majac
dany ruch wzgledem ukladu ruchomego. Czesto spotykamy sie
z zagadnieniem odwrotnym, t. zn. mamy znalezé¢ ruch wzgledem
uktadu ruchomego, znajac ten ruch wzgledem ukladu stalego.

Ze wzoréw (I), str. 58 i 61, otrzymujemy na predkoéé wzglednag
i przyspieszenie wzgledne:

‘(I) ) Ew = 7—)[, - ?_)m ﬁw = —pb - pu - pc

A wiee: predkosé wzgledng otreymamy, dodajac do predkosci bez-

wzglednej predkosé unoszenia ze zwrotem przeciwnym. Przys$pieszenie

wzgledne otrzymamy, dodajac do przyspieszenia bezwzglednego przy-
$pieszenie unoszenia i Coriolisa ze zwrotami przeciwnymsi.

Ruch wzgledem punktu. Niech punkty 4, i 4, poruszaja
sie wzgledem pewnego ukladu statego (z,y,2) z predkosciami o; 1 5.
Umiedémy w A, poczatek ukladu ruchomego (&,7,¢) i zaldézmy,
ze uklad ten porusza sie ruchem postepowym.

Ruch punktu 4, wzgledem ukladu (&, %, ) nazywaé bedziemy
ruchem wzglednym wzgledem punktu A,.

S. Banach. Mechanika 5
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Taki ruch zauwazylby obserwator poruszajacy sie ruchem po-
stepowym wraz z punktem A4,.

Oznaczmy przez ¥, predkosé punktu A, wzgledem punktu A,,
t. zn. wzgledem ukladu (&, 7, ). Poniewaz predko$é unoszenia réwna
si¢ predkosci ¥, punktu d,, za$ predko$é bezwzgledna wynosi oy,
WIQC 1—)1=’l_)1)2 -{—?72, sk@d ?_)1,2:-51—52 lub :

(II) Dy o=, (— By).

Oznaezajac przez D, przyspieszenie punktu A, wzgledem A,,
t. j. wzgledem ukladu (¢, 7, (), otrzymamy z uwagi na to, ze przy-
Spieszenie Coriolisa jest zerem, p,,=p,—Dp, lub
(III) ?1,2:ﬁ1+(—ﬁ2)'

A wige: predko$é (pray$pieszenie) punktu A, wegledem A, otrzy-
mamy, dodajae do predkosei (preyspieszenia) punktu A, predkodé (pray-
$pieszenie) punktu A, ze zwrotem Drzeciwnym.

Przyklad 1. Punkty A, i 4, poruszajgy sie odpowiednio po
osiach @ i y ruchem jednostajnym z predkosciami ¢ i ¢, Wyzna-
czy¢ predkosé punktu A4, wzgledem A,

Szukana predko$é 7, jest réznicg predkodei punktu A4,
i punktu A, A wiec ¥,=0,—7%, Razuty predkosci T2 na osie x i y
wynoszg ¢ i —e, Zatem

515 = Vet et

Przyktad 2, Punkt 4, porusza sie po kole o promieniu r
ruchem jednostajnym, za§ punkt A, porusza sie w ten sposéb, ze
znajduje sie zawsze na drugim koricu Srednicy przechodzacej przez A,.
Wyznaczy¢ predkosé i przyspieszenie punktu A4, wzgledem A4,

Oczywidcie predkosei i przy$pieszenia obu punktéw sg réwne
co do wartodei i majag zwroty przeciwne. Oznaczajac przez v i p
predkosé 1 przy$pieszenie punktu A4, otrzymamy

U =P—(—0)=2% i P ,=p—(—P)=2p.

Poniewaz [0;5|=const., wiec przyspieszenie styezne ruchu wzgled-
nego jest zerem; zatem D, jest przy$pieszeniem normalnym. Stad
1?1,2‘3 = 1‘51,2‘2/9: 4 l5\2/97 a poniewaz Iﬁhzlz 2 ﬁl: 2 |77‘2/’”, wige

1192/o=2 B2/r czyli o=2r.

A wige ruch punktu A4, wzgledem A, odbywa sie po kole

o srodku A4, o promieniu 2, z predkoseig dwa razy wiekszg od
predkosei punktu A,.
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Przyklad 3. Po osi o porusza sie cialo A z predkoscia stata u,
wyrzucajae co T sekund drobne ciatka, biegnace po osi & ruchem
jednostajnym z predkoscia e¢. Niechaj » oznacza czestodé emisji
(6. j. ilodé cialek wyrzucanych na sekunde,), za§ 1 odleglo$é dwéch
po sobie wyrzuconych cialek. Mamy oczywiscie »=1/T.

Poniewaz predkosé wzgledna ciatka wyrzuconego jest wzgledem A
¢ —u, wiec po czasie T odleglodé ciatka od A wynosi A=(¢— u)T. Zatem

(1) v=(c—u)/A

Przypusémy teraz, ze po osi & porusza si¢ obserwator B z pred-
koscig stala v. Oznaczmy przez »' czestosé wzglednag emisji (t. j. ilosé
cialek na sekunde, napotykanych przez obserwatora), a przez T’ czas
mi¢dzy spotkaniami dwu kolejnych ciatek. Poniewaz predko$é cialek
wzgledem B wynosi ¢—wv, wiee A= (c—v)T1". Zatem

(2) v'=(c—v)/A. .

Na mocey (1) i (2) otrzymujemy
(3) vV'=y(c—v)/{e—u)=v(1—v/e)/(1—u/c).

Zalézmy, ze predkosé c¢ jest wielka w pordwnaniu z predko-
deiami u 1 wo. :

Poniewaz dla matych # mamy 1/(1— 2)=1-x, wiecna mocy (3)
jest v = (l—oje)(1 +ufe)=v[1— (v— u)je—vufc?]. Opuszczajac

ostatni wyraz w nawiasie jako bardzo maly w poréwnaniu z pozosta-
lymi, otrzymujemy w koneu

(4) v '=»[1—(v— u)/c).
W szezegolnosei, jezeli w=0, dostaniemy
(5) v'=v(1—v/c).

Przykltad L. W przestrzeni porusza sie roj drobnych ciakek
z predkoscig stalg 7. Poprzez réj porusza sie cialo 4 z predkoscia .
‘Predkosé wzgledna cialek wzgledem A wynosi wiee W=v—u.
Oznaczmy przez w, v i u bezwzgledne wartosci tych predkosei,
-przez ¢ kgt miedzy @ i 7, a przez o kat miedzy w i %. Z trojkata
o bokach %, —u, w ofrzymujemy

(6) sin tp=%§ina.
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Podamy zastosowanie powyzszego wzoru.

Jako uklad staly obierzmy uklad zwigzany ze
sloficem i gwiazdami stalymi. Pewna gwiazda G
wysyla ku ziemi promienie {$wiatla biegnace
z predkosdcia 7 (v=2300.000 km/sek). Ziemia
porusza sie z predkoscig % (v= 30 km/sek). Pro-
mienie $wiatla maja wiec wzgledem ziemi pred-
kogé wzglednag w. Obserwator na ziemi, cheae
zobaczyé gwiazde G, musi ustawié lunete w kie-
runku predkosci wzglednej w. Bedzie wiec wi-
dzial G pozornie w miejseu G'. Kat ¢, wska-
zujacy odchylenie od prawdziwego kierunku, mozemy wyliezyé z (6).

Poniewaz v jest wielkie w poréwnaniu z u, wiec kat ¢ jest
bardzo matly. Ze wzoru (6) otrzymamy

Dla a=n/2 (t.]. sina=1) otrzymujemy dla kata ¢ jako wartosé
maksymalng @=22".

Przyklad 5. Po okregu kola o §rodku O poruszajg sie punkty
A, i A, z predkodeiami katowymi o, i w, wzgledem pewnego ukladu
stalego. Obierzmy osie &, 5 ukladu ruchomego w plaszczyznie kola,
przyjmujac O za poczatek, zas prosta 04, za o§ &

Predkosé kagtowa punktu A4; wzgledem obranego ukladu ru-
chomego nazywamy predkosciq kaqtowa (wzgledna) punktu A, wzgle-
dem punkiu A,; oznaczamy ja przez wips.

Latwo mozna okazaé, ze
(7) W1,2= W1 — Wgy.

Przypusdémy, ze punkty A4, i A, poruszaja sie z predkosciami
katowymi statymi. Oznaczajac przez T, T, odpowiednio czasy obie-
gow punktow A4,, A, w ukladzie statym, zas przez T, czas obiegu
punktu A4, wzgledem 4, (t.j. czas obiegu punktu 4, w ukladzie ru-
chomym), otrzymamy: T),=2xn/w,, Ty=2n]w, Ti:=27/ws.
Zatem na mocy (7)

(8) 1T o=1/Ty—1/T,.
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Czas obiegu duzej wskazéwki na zegarku wynosi 7T,=1godz,
malej T,=12godz. Ze wzoru (8) dostajemy: 1/7T;,=1—+5, skad
T12={% godz =1 godz 5 min 27 sek. Zatem wskazéwki pokrywaja
sie co 1 godz 5 min 27 sek.

Podréznikowi odbywajacemu podréz naokolo ziemi w kierunku
z zachodu na wsehéd wydaje sie, ze podr6z jego trwata n d6b, po-
niewaz w ciggu podrézy mial » dni i » nocy. Wréciwszy jednak
do miejsca, z ktorego podrdz rozpoczal, stwierdza, ze podrdz trwata
nie n, lecz n’ dob. Jaki jest zwiazek miedzy n a n'?

Oznaczmy przez T, okres podrézy, a przez T, czas pozornego
obiegu slorica naokolo ziemi. Zatem T,=n' i T,=—1 (gdyz slorice
obraca sie pozornie dokola ziemi ze wschodu na zachéd t. j. w kie-
runku przeciwnym do kierunku podrédzy). Podréznik przyjmowat
za dobe pozorng okres czasu miedzy jednym a drugim przejéciem
storica przez potudnik zmienny, na ktérym si¢ znajdowat. Poniewaz
w ciggu » dni pozornych bylo »' dni prawdziwych, wieec doba po-
zorna wynosi »'/n prawdziwych. Stad 7' ,=n'/n. Na mocy wiec (8)

nin'=1/n+1 czyli n'=n—1.

Zatem prawdziwych dni uplynelo o 1 mniej niz pozornych.
Gdyby podréznik szedt ze wschodu na zachdd, to (jak latwo
widzie¢) prawdziwych dni uplyneloby o 1 wiecej niz pozornych.




