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II Dynamika punktu nieswobodnego.

§ 17. Réwnania ruchu. Dotychezas badali$my ruch punktu
materialnego swobodnego, t.j. takiego, ktory mogt wykonywaé do-
wolne ruchy przy odpowiednich sitach. Spotykamy sie jednak row-
niez z zagadnieniami, w ktérych ruchy punktu podlegaja pewnym
ograniczeniom, takim np., ze punkt musi stale pozostawaé na pewnej
linii, powierzchni i t.p.

P’rzyklad. Wyobrazmy sobie, ze drobna kulka nawleczona jest na sztywny
drut (np. w ksztaleie kola). Jakimikolwiek silami dziatalibyémy na kulke, be-
dzie ona mogla wykonywaé jedynie takie ruchy, przy ktérych pozostanie stale

na drucie. Zagadnienie sprowadza si¢ wige w tym przypadku do badania ruchu
punktu materialnego, ktéry ma pozostawaé stale na pewnej linii.

Punkt taki nazywamy nieswobodnym, a warunki ograniczajace,
jakim musza czynié zado$é ruchy punktu nieswobodnego, nazywamy
wiezams.

Reakecja. Przy rozpatrywaniu ruchu punktow nieswobodnych
bedziemy zakladali, ze na punkt nieswobodny dziala (oprécz danych
sit) pewna dodatkowa sita, ktora sprawia, ze punk®t zachowuje wiezy.
Te dodatkows site nazywamy reakejq (oddziatywaniem).

Reakeje przypisujemy dzialaniu na punkt materialny cial wywolujacych
wiezy. Reakeja drutu jest wiee np. sita, z jaka drut przeciwstawia si¢ porzuceniu
go przez nawleczona na niego kulke.

Niech punkt materialny nieswobodny 4 ma pozostawaé stale
na krzywej C (rys. 1). Niech reakcja w pewnym polozeniu punktu 4
bedzie R. Sktadowa N reakeji, prostopadla do styeznej, nazywamy
reakcjq normalng, skladowsg T styczng nazywamy reakcjq styczng
lub tarciem.

Podobnie, jezeli punkt ma pozostawaé stale na pewnej po-
wierzehni § (rys. 2), to skladowg reakeji prostopadtd do powierzchni 8
nazywamy reakcjq normalng, skladowa za$ styezna reakcja styczng
lub tarciem.
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Ilekro¢ wiec zakladamy, ze nie ma tarcia, to przyjmujemy
tym samym, ze reakcja jest prostopadla do krzywej (powierzchni).
Gdy nie ma tarcia, méwimy tez, ze krzyw: (powierzchnia) jest gladka.

Jezeli o punkcie A, lezacym po pewnej stronie powierzchni,
zakladamy tylko, ze nie moze przejsé na druga jej strone (choé
moze porzucié¢ t¢ powierzehnie), to reakcje uwazamy za skierowang
W te strone powierzehni, z ktorej znajduje sie punkt (str. 123, rys. 3).

Gdy np. kulka lezy na stole, wéwezas reakcja stolu skierowana jest
kn gérze.

Rownania ruchu. Reakeje okreslilismy jako sile dodatkowa,
ktéra sprawia, ze punkt nieswobodny zachowuje wiezy. Jezeli wiec
do sily dzialajacej P dodamy reakcje B, to bedziemy mogli uwaiaé
punkt materialny za punkt swobodny. Oznaczajac przez m mase,
a przez p przyspieszenie punkta, otrzymamy wiec

(1) mp=P +R.
W ten sposéb badanie ruchu punktu nieswobodnego sprowa-
dzamy do badania ruchu punktu swobodnego. Jezeli o reakeji B

przyjmiemy jeszcze pewne zalozenia specjalne, np. ze nie ma tarcia,
to(jak okazemy pézniej)réwnanie (1) wystarcza do wyznaczenia ruchu.

Przyhklad. Niech punkt o masie m spada pod wplywem cie-
zaru @==myg po plaszezyznie, nachylonej do poziomu pod katem a.
Zalézmy, ze nie ma tarcia. Reakcja B
jest zatem prostopadla do plaszezyzny.
Oznaczajac przez p przyspieszenie punktu,
mamy na mocy (I) mp=Q+R. Tworzac rzuty
na plaszezyzne pochyly ikladace p—=|p|, otrzy-
mamy mp=mgsina, skad

p=g sina.

Energia kinetyczna. Przyrost energii kinetycznej punktu
nieswobodnego réwna sie sumie prac sily dzialajacej P i reakeji R.
Przy zalozeniu braku tarcia reakcja jest prostopadia do toru, zatem
praca reakeji réwna si¢ zeru. Wynika stad, ze gdy nie ma tarcia,
przyrost energii kinetycznej réwna sie jedynie pracy wykonanéj
przez site P.

W szezegllnosei, jezeli nie ma tarcia, to suma energiv kinetycznej
¢ polencjalnej punktu poruszajacego si¢ w polu potencjalnym jest stala.
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.
§ 18. Ruch punktu nieswobodnego po krzywej.
Ruch po krzywej plaskiej. Zalézmy, ze punkt 4 o ma-
sie m ma pozostawaé na krzywej plaskiej C i ze sita P dzialajaca
na punkt lezy w plaszezyznie krzywej C. Przypusémy, ze nie ma
tarcia, t. zn. ze reakcja R jest prostopadia do krzywej.
Oznaczajac przez p przyspieszenie punktu, mamy wiec (por.
wzor (1), str. 124)

(1) mp=P +R.

Nadajmy stycznej ¢ zwrot zgodny ze zwrotem krzywej, a nor-
malnej » zwrot ku $rodkowi krzy wizny (rys. 1). Niechaj ps, puy Piy Pu
beda rzutami przyspieszenia p i sity P na styczng i normalng zas R
rzutem reakeji R na normalng. Z réwnania (1) otrzymamy, tworzgc

rzuty na styeznag i normalng:
(2) mp= P, mpp=F,+R.

Niech ¢ oznacza rzut predkodei na styczna, zad o promien
krzywizny. Wowezas (str. 41):

pe=1, pa="1%/0,
skad na mocy (2):

(1) mi="P,, mv?jo=P,+R.

Pierwsze z rownan (I) pozwala wyznaczyé ruch, znajae site P
lub jej rzut P,. Rownanie b
to mozemy takze napisaé
w innej jeszeze postaci,
mianowieie:

(3) ms =Py,

gdzie s oznacza wspolrzed-
ng lukowa na krzywej C.

Drugie z réwnan (I) pozwala obliczy¢ reakeje R, znajac pred-
kogé .

Ruch po krzywej przestrzennej. Zaldézmy, ze tor jest
krzywa przestrzennag C i Ze nie ma tarcia.

Nadajmy styveznej t zwrot zgodny ze zwrotem krzy wej, normal-
nej gtéwnej n zwrot ku srodkowi krzywizny, wreszcie binormalnej b
zwrot taki, by uktad (f,n,b) mial zwrot zgodny z ukladem wspit-
rzednych (rys. 2).
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Utworzmy rzuty na styczna, na normalng gléwng i na binor-
malng. Poniewaz rzut przyspieszenia na binormalng (str. 42) i rzut B
na styczng sa zerami, wiec otrzymamy z réwnania mp=P+R:

mp =Py, ’mp11=P11+R117 Ol;Pb—i_R'H
skad

(11) me="P,, mo2jo=P,+R,, Py+R,=0.

Pierwsze z rownan (II) pozwala wyznaczyé ruch, z dwéch zas
pozostatych réwnan (IT) mozemy obliczyé¢ sktadowe R, i R, a wiec
reakcje R.

Ruch punktu nieswobodnego ciezkiego. Niech na punks
materialny nieswobodny o masie m dziala sila ciezkosei. Zalézmy,
‘ze nie ma tarcia. Potencjal sily ciezkodci wynosi V=—mgz (0§ 2
skierowana pionowo w gore). Na mocy zasady zachowania energii
calkowite] otrzymamy wiece 4 mv?®+mge= const. lub po uproszczeniu
(ILL) v2 -+ 2gz=Mh.

Stalg h mozemy wyznaczy¢, znajac predkosé v, i wspéhrzedny ,
w pewnej chwili {,. Dostaniemy

(4) h=v}4-2gz,, skad 0?4 2gs =%+ 2¢z,.

Z (II1) wynika 2gz<<h, zatem z<Ch/2¢g. Maksymalna wiec wy-
sokosé, na jaka punkt moze sie wzniedé, wynosi

1 1,
% h:E Uy -2,

Jezeli punkt w ciggu ruchu znajduje sie kilka razy na tym
samym poziomie z=g’, wowczas na mocy (III) mamy v*=h —2gz".

(5 ) Fmax ==

A wige: na jednym i tym samym poziomic punkt ma jednqg i te
samy predkosé.

Przylklad 1. Punkt spada po krzywej ¢ o rownaniu z=jf(x),
polozone] w plaszezyzZnie pionowej xz. Zalézmy, ze w czasie =0
punkt znajduje sie w punkeie A (xy,2,) i ma predkosé v,=0.

Oznaczajac przez s wspolrzedng tukowa, dostaniemy wiee na
mocey (4), z uwagi na to, ze v==4,

§24-2g2=2¢z, czyli 52=2¢(2,—2).

Obierzmy na krzywej €' zwrot zgodny z poczatkowym ruchem
punktu (t.j. zwrot ku dolowi). Az do chwili, gdy punkt mate-
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rialny dojdzie do punktu B, polozonego na tej samej wysokosei ¢o
punkt A (rys.1l), mamy >—|/.4 (2y—2), wiec ds V2g (2o—2)=dL.
Poniewaz ds=}1-f% oc\dw, wiec

(6) / I/ 1_”“' ))dx—_—

Wzér powyzszy podaje czas, w ktérym punkt materialny
osiggnie punkt D o wspélrzednych x=§&, y=/f(§). Jezeli »; oznacza
odcieta punktu B, to dla x,<<{<w, catka (6) ma Wartosc skonezona,
wiec czas t jest skonezony. Dla &=, funkeja podeatkowa staje sie
nieskonczona, bo z zalozenia z,=f(x,)=7F(x,). W tym przypadku
wartosé calki moze byé wiec skoriczona lub nieskonczona. Wynika
stad, ze punkt materialny moze doj$é do punktu B lub nie: zalezed
to bedzie od ksztaltu krzywej €. Latwo okazadé, ze jezeli styczna
w punkcie B nie jest pozioma (t.zn. jezeli f'(z;)=0), wowezas war-
tosé calki (6) jest skon-
czona, wiec punkt mate-
rialny osiggnie punkt B.

Przyllad 2.
Niech punkt zsuwa sie
w plaszezyZnie pionowej
po krzywej ¢, ktorej )
czes¢ BEDF jest kolem 1. 2.

o $rodkn O i promie-

niu ». Zalézmy, ze nie ma tarcia. Zalézmy tez, ze punkt nie musi
stale pozostawaé¢ na krzywej C, byleby tylko nie przeszedl na drugg
jej strong; reakeja bedzie wiec skierowana w te strone, po ktorej
punkt si¢ znajduje (rys. 2).

Zapytajmy si¢, z jakie] wysokosei z, nalezy punkt opusei¢ bez
predkodei poczatkowej, azeby obiegl okrag kola BEDF.

Obierzmy na kole punkt £ dowolnie. Oznaczmy przez v pred-
kos¢ punktu w F, przez ¢ kat, jaki tworzy z pionem promien OFE.
Zatem na mocy (T), str. 125, jest mo?/r=my cos #+R, czyli

R = % (v2—grcos ¥).

Poniewaz RZZ0 (gdyz reakeja musi byé skierowana w strone
punktu, t. j. ku S$rodkowi kola), wiee

(7) p2—gr cos 920
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Poniewaz punkt opuscil wysokosé z, bez predkosci poczatko-
wej, wige oznaczajgc przez z wspoélrzedng punktu FE, bedziemy
mieli 4 2¢g2-=2g2,. Wyznaczajae stad ©® i wstawiajac w (7), otrzy-
mamy 2¢z,—2gz—gr cos ¥ =0, skad

(8) Zo= 24 Lreosd.

Nieréwnosé (8) jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym,
jaki musi spetniaé wysokosé z,, aby punkt obiegl okrag BDEF. Prawa
strona tej nier6wnosei osigga maksymalna warto§é¢ w najwyzszym
punkcie kola, w ktéorym z=2r i 9=0. Wstawiajac te wartosei

7 (8), dostaniemy

2o == Or/2.

Jezell wiee spuseimy punkt materialny z wysokodei z,>=5r/2,
to punkt obiegnie kolo.

Jezeli za$ 2,<<br/2, to w pewnym punkcie kola nasz punkt
materialny opusdci kolo, mianowicie w tym punkecie, w ktoérym,
2y=2¢+Ltrcosd. Gdyby bowiem dalej poruszal si¢ po kole, to, jak
latwo stwierdzi¢, mieliby§my R<C0, co jest niemozliwe, gdyz to by
oznaczalo, ze punkt jest przyciskany do krzywej. Po opuszczeniu
kota punkt bedzie spadal oczywidcie tvlko pod wplywem swego
ciezaru,

Przyllad 3. Punkt o masie m porusza sie pod dzialaniem
sity ciezkodei po linii grubowej
(9) T=T COS @, y=r 8in ¢, 2=ke.

Mamy

i=—rgsing, y=recosg i i=kg,

wiee =22+ 52+ 2= (v*4 k?)¢?, skad na mocy (III), str. 126, otrzy-
mujemy (r’--k%*)¢®+ 2gkp=h, a zatem dt/’d¢:ivm¥?2) 'V(h, WQgIEE)
i wreszcie

— _1_/‘2 2’ —oal .
=+ gkh + k" Vh—2gkep-tc.

Znak po prawej stronie i stala ¢ zalezg od warunkdw poczat-
kowych. Wyrazajac ¢ przez t i wstawiajae w (9), otrzymamy
réwnania ruchu.
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§ 19. Ruch punktu nieswobodnego po powierzchni.
Niech na punkt materialny o masie m dziala sila P, Zalézmy, ze
punkt ma pozostawaé stale na powierzehni & o réwnaniu
(1) F(x, y,2)=0

i ze nie ma tarcia. Reakcja R jest wiec prostopadla do S.
Z geometrii rézniczkowej wiadomo, ze wspolezynniki - kierunkowe
normalnej do powierzehni sg proporejonalne do pochodnych czgst-
kowych OF[dx, dF|[dy, dF/3. Poniewaz reakcja B ma kierunek
normalnej, wiec:
(2) R.=13F oz, By=A01dy, R,==19F |,
gdzie 2 jest wspélezynnikiem proporcjonalnodei zaleznym od czasu.
Zatem A=A(1).

Z réwnania mp=P R otrzymamy na mocy (2):

Al T
(I) ma= 1—|—l QF m?]:P!,—kl%—f;, me :P,—|~l 91’

Roéwnania (1) i (I) wyznaczaja lacznie nieznane funkcje czasu
xe=f(t), y=¢(t), g=p(t) 1 A=A().- Po wyznaczeniu tych funkeyj

mozemy reakeje R obliczyé z réwnan (2).

Przyktad 1. Punkt ciezki o masie m porusza si¢ po powierz-
chni walca kolowego (0§ z skierowana pionowo w gore)

o A-yP=r2,
Mamy tutaj F(x,y,2)=a®+y2—1r2=0, P,=0, P,=0
i P.=—mg, wiec na mocy (I):
(3) me=2%x, *~ my=2y, mz=—myg.

Trzecie z réwnan (3) daje po scalkowaniu
(4) | e=—14gt’ +-at+0,
gdzie a i b sa stale. Przyjmijmy warunki poczatkowe dla t=0:
(5) Lo=7,  Yo=0, 2p=0, Z=0, ge=u, Zo=1w,
gdzie w i w oznaczaja pewne stale (2¢=0, gdyz w chwili t=0
predkosé v, jest styczna do walca, wiec prostopadla do osi z). Na
mocy (4) i (5) dostajemy b=0 i a=w, zatem
(6) g=—1gt* 4wt

Poniewaz v’ 2gz=1v}+2¢z,, wiec 22924224 2gz =2+ u?, skad
na mocy (6) @+ g4 (—gt+w)2—g22 -+ 2wgt—u2+u?, a zatem

(1) B2 = 2
S. Banach. Mechanika. 9
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A wiec rzut punktu na plaszezyzne poziomg porusza si¢ po
kole a?+y?=+® z predkoscia stalag u; predkosé katowa wynosi
wiee w=u/r. Stad x=rcos (ut/r+g,) 1 y=1sin (ut/r+¢,). Poniewaz
dla t=0 jest wedlug (5) wy="r i y,=0, wiec mozemy przyjac¢ @,=0.
"Dostaniemy zatem:

u .U
(8) x:rcos;t, y:'rsm—;t.
Réwnania (6) i (8) okreslaja ruch punktu. Czynnik 2 otrzymamy

z réwnan (3), wstawiajac zamiast @ i @ wartosei z (8). Dostaniemy
A=—mu?/2r?, skad na mocy (2):

mu? mu?

Ry=———u, Ry=———y, R,=0
r r
1 wreszcie
———s 2§ — 2
5 5 mu mu
r=VR: L+ R = V=2

A wiee: reakcja jest stala co do wielkosci i zawsze prosto-
padia do osi walca.

czyklad 2. Punkt o masie m porusza sie pod dzialaniem
gity ciezkosci po kuli (0§ z skierowana pionowo w gére)

9) K2y 2% —r2=0.
Na mocy wiec (I), str. 129:
(10) my =24z, my = 22y, me == 24z —myg.

Roéwnania (10) nie dadzg sie rozwigzaé przy pomocy funkeyj
elementarnych. Mozemy jednak wyprowadzié¢ pewne wnioski, nie
rozwigzujac tych réwnan.

Zauwazmy, ze reakcja R jest stale skierowana ku srodkowi
kuli, a wiee, ze jej rzut R’ na plaszezyzne poziomg jest stale skie-
rowany ku poczatkowi O ukladu. Rzut R’ jest wige silg srodkowa.

Poniewaz rzut sily ciezkosei na plaszezyzne pozioma jest ze-
rem, wiec oznaczajac przez P’ rzut przyspieszenia punktu na
plaszezyzne poziomg, otrzymamy mp'=R".

Wynika stad (str. 86), ze ruch rzutu bedzie ruchem srodkowym.
Tor rzutu bedzie wiec albo linig prosta !, przechodzacg przez po-
czatek 0, albo krzywa O, ktora nigdy przez poczatek nie przejdzie
(str. 87).
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W przypadku pierwszym ruch samego punktu bedzie odbywal
si¢ w plaszczyznie pionowej, ktorej ladem jest I; punkt bedzie
wige poruszatl si¢ po poludniku. Przypadek ten zajdzie, jezeli punktowi
nadamy predkosé poczatkowa stycznag do poludnika, wtedy bowiem
rzut predkosei (na plaszezyzne xy) bedzie skierowany ku poczatkowi 0,
predkosé polowa rzutu bedzie zerem i tor rzutu bedzie linig prostg
przechodzacg przez srodek O.

W przypadku drugim, gdy tor rzutu jest krzywa C nigdy nie
przechodzacsg przez O, bedziemy mieli, oznaczajac przez r, i r; naj-
mniejszg 1 najwigkszg odleglo$é rzutu od 0, 22<Ta?4y2<<r2

Namocy (9) jest 22=12— (22 +y?), wigc r*— r2< 22<r*—7? czyli

Vrr— r<le|<< Jrr— 2
Wynika stad, ze punkt bedzie krazyl po kuli miedzy dwiema
plaszezyznami poziomymi. Przypadek ten zajdzie, jezeli predkosé
poezgtkowa P, punktu nie bedzie styczna do poludnika; wtedy bo-
wiem rzut predkosei 7, na plaszczyzne xy nie bedzie skierowany
ku O i predkosé polowa rzutu bedzie rézna od zera.

§ 20. Wahadlo matematyczne. Wahadlem matematycznym
nazywamy punkt materialny m zawieszony w polu ciezkosei na
nici niematerialnej i nierozciggliwej, utwierdzonej jednym korcem
w punkcie 8.

Nié¢ dziala na punkt materialny tylko woéwezas, gdy jest na-
pieta; reakcja R jest skierowana wzdhliz niei ku punktowi 8. Od-
leglo$¢é punktu m od punktu S jest stale niewieksza od dlugosei
nici I. Punkt moze sie zatem poruszaé wewngtrz i na powierzchni
kuli K o $rodku 8 i promieniu I.

Jezeli przy napietej nici, tworzgcej z pionem SO kat <=/2
puscimy wolno punkt m (t. j. bez predkosei poczatkowej), to punkt
bedzie si¢ poruszal w plaszezyZnie pionowej, przechodzacej przez 8,
po kole o §rodku O i promieniu 1.

Przyjawszy na kole dowolny zwrot, oznaczmy polozenie pun-
ktu A (lezgcego na dolnej polowie kola) przy pomocy wspélrzednej
lukowej s, liczonej od najnizszego punktu kola O. Oznaczmy przez
¢ kat miedzy OS i 0A, przyczem znak kata ¢ niechaj bedzie
zgodny ze zwrotem luku OA. Zatem

(1) s=lp.
9*
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Tworzae rzuty sity ciezkosei i reakeji R
na styczna w punkecie 4, otrzymamy ms=
= —myg sin ¢, a poniewaz na mocey (1) jest
s ==lg. wiec mlp=—my sin ¢, a wiec

(I) ¢:—-‘g sineg .

Przyjmijmy, ze w chwili poczatkowej
t=0 mielismy g@==¢,>0. W ciggu calego ruchu bedzie oczywiscie
— <@g, gdyz punkt nie moze si¢ wznies¢ do polozenia wyz-
szego Niz poczatkowe .

Jezeli @, jest dosé mate, wowcezas z wielkim przyblizeniem mo-
zemy przyja¢ ¢=sing. Zatem na mocy (1) otrzymamy ip’+f(l1<p:(),

a poniewaz wedlug (1) jest ¢=s/l, wiec
(2) §475=0.

Poréwnujac réwnanie (2) z réwnanicm ruchu harmonicznego
(str. 112), widzimy, zZe punkt bedzie poruszal'sie ruchem harmonicz-
nym. Okres ruchu w mysl (5), str. 112, i z nwagi, ze k:Vg/l, wynosi

(3) T=2x)1)y.
Wzor (3) jest wzorem przyblizonym, wyprowadzonym przy

zalozeniu, ze kat ¢, jest maty. Ciekawem jest, ze okres T nie zaledy
od kata wychylenia @,.

Odrzuémy teraz zalozenie, ze kat ¢, jest maly. Pomnozmy
obie strony réwnania (I) przez ¢ i scalkujmy. Otrzymamy:

¢2=*gcos<p+0.

Dla t=0 jest p=g¢, i ‘=0; zatem na mocy (1) jest ¢g=0.ZrowW-

ROl =

(4)

nania (4) dla t=0 dostaniemy 0= cos po+c czyli e=—Y9cos ®os

l l
S .
a wiec éqﬂ:g(cosw———cos%) czyli

. 29—
) <p=j:l/7‘q Veosp— cosg,.

Przypusémy, ze badamy ruch punktu od chwili poczatko-
wej t=0 do chwili, w ktorej osiggnal on to samo wzniesienie po
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przeciwnej stronie prostej O8. Zatem ¢<C0, a wiec wobhec (5) hedzie

. Cy T dg
i _g / —_— J k —_— _—__::
p= I/ ] lcosq) cosg,, skad l/zg Vcosw—eos% dt.

Oznaczajac przez I okres wahania, otrzymamy

— P

L S

&)( __‘—'— N _ ) ’

“9.) Veosp—cosge,
Po

— Lo ; ~ ‘l.’n
(6) T— ilf— Lt:zl/ﬁjm—__mw—.
!]W.(p Veosw—eos% g : l/cosw—cos%

Wprowadzmy nowg zmienng u, podstawiajac sin] g=sinusine,.
Poniewaz cos ¢ — ¢o8 gy=2(sin?} ¢,-—sin?y @), otrzymamy

T2

7 =)
@ l/lw.sm2 % sin? | %

Obliczajac calke przy pomocy rozwiniecia w szeregl), dosta-
niemy:

T:27tl/;]£_[1—}— (%)281112(% (po) -+ <}) i) sin4 <1 (po) + (; i b) sin 6(;‘1’0) + . ]

Dla matych ¢, otrzyvmujemy wzdr (3), pomijajac wyrazy sze-
regu poeczgwszy od drugiego.

§ 21. Réwnowaga punktu nieswobodnegeo. Jezeli punkt
nieswobodny jest w réownowadze, znaczy to, ze sila dzialajaca P
rownowazy si¢ z reakcja R. Zatem

(I) P+R=0.
<
Rownanie powyzsze przedstawia warunek konieczny réwnowagi.

Gdy punkt ma pozostawaé na powierzchni i nie ma tareia, to
— jak wiemy —reakecja jest prostopadla do powierzehni. W pray-
padku wige rownowagi sila dzialajaca P musi byé réwnicz prosto-
padla do powierzehni.

Na odwrdt, jezeli w pewnej chwili ¢ sita P jest prostopadia
do powierzchni S, a punkt ma predkosé¢ v=-0, wowezas P-+RE=0,

) Por. X, Banaceh, Rachunek rézniczkowy 1 calkowy, T. 11, Lwdw, str. 110.
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czyli punkt pozostanie w spoczynku. Przypusémy bowiem, ze P+ R 0;
punkt posuwalby si¢ wiec po pewnej krzywej C, polozonej na po-
wierzehni 8. Zauwazmy, ze w chwili ¢ przyépieszenie normalne jest
Pu=1%/0=0. Z réwnania mp=P R, tworzac rzuty na styczng do C,
otrzymamy mp,=0, gdyz P i R sa prostopadle do stycznej. Po-
niewaz p,=0 i p,=0, wiec p=0. Zatem byloby P+R=mp=0 wbrew
zalozeniu.

A wige: warunkiem koniecznym ¢ wystarczajacym réwnowagi
punktu nieswobodnego, majqcego pozostawaé (bez tarcia) na pewnej po-
wierzehni, jest to, by sila dzialajaca P byla prostopadla do powierzchni.

To samo odnosi sie do linii krzywej.

Réwnowaga stata. Rownowage stalg okreSlamy dla punktu
nieswobodnego podobnie jak dla punktu swobodnego (str. 120), z ta
réznica, ze wychylenie z polozenia réwnowagi ma by¢é zgodne z wie-
zami. Punkt bedzie wiec w rdwnowadze stalej, jezeli przy malym
(i zgodnym z wiezami) wychyleniu z polozenia réwnowagi i przy
matej energii kinetycznej poczatkowej punkt ten bedzie poruszal sie
stale w poblizu polozenia réwnowagi i stale z mala energig kinetyczng.

Rownowaga w polu potencjalnym. Niech w polu sil
potencjalnym punkt materialny ma pozostawaé na pewnej powierz-
chni § o réwnaniu F(x,y,2)=0. Zalézmy, ze nie ma tarcia.

Jedeli w pewnym punkeie Al{x, vy, z) powierzchni S potencjal V
osiqga ekstremum ze wezgledu na punkty tej powierzchni, to punkt A
jest poloieniem réwnowagi.

W punkcie 4 wystepuje bowiem ekstremum funkeji V z wa-
runkiem ubocznym F(x,y,z)=0. Na mocy wi¢c twierdzenia z teorii
maximéw i miniméw istnieje taka liczba 4, ze:

oV oF oV, OF oV o
e Thae =0 gyt =0 g A =0

: oF P
Zatem Pi+A5-=0, P,,+aci7/ =0, P.+4
OF OF oF '
dx’ dy’ 2z
malnej w A, wiec sita P ma kierunek normalnej, e¢zyli punkt 4 jest
istotnie polozeniem réwnowagi. .

A
ol . .
5 =(. Poniewaz zag
[

sa proporcjonalne do wspdtezynnikéw kierunkowych nor-

Jezeli w A wystepuje maximum wlasciwe potencjatu ze wzgledu
na punkty powierzchni S, to punkt A jest poloieniem réwnowagi stalej.

Dowdd przebiega podobnie jak na str. 121,
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Uwagi powyzsze odnoszg si¢ réwniez do przypadku, gdy punkt
materialny ma pozostawaé na krzywej.

Niech np. punkt ma pozostawaé w polua sily ciezkosci na po-
wierzehni S o réwnaniu z=f(x,y) (0§ 2z skierowana pionowo do
goéry). Polozeniami réwnowagi sa te punkty, w ktorych sila ciez-
koéci jest prostopadla do powierzehni, t. j. w ktorych plaszezyzna
styczna jest pozioma. Moga to byé punkty ' .
najwyzsze lub najnizsze (ze wzgledu na oto- w
czenie) lub ¢. zw. punkty siodlowe. Maximum <~ ]
wilasciwe potencjatu V=—mgz wystepuje w tych .
punktach, w ktérych funkcja z=f(x,y) osiagga minimum wlasciwe.
W punktach najnizszych wystepuje wiec réwnowaga stata. Punkty
A,B sa tedy polozeniami réwnowagi stalej; punkt zad C poloze-
niem réwnowagi niestalej (p. rysunek).

Jezeli punkt wychylimy z polozenia 4, np. do A’, i nadamy
mu malg predkosé, to bedzie on krazyl w zaglebieniu kolo punktu 4
z malg predkogcig. Jezeli natomiast punkt wychylimy z polozenia ¢
(choéby nieznacznie nawet) do*polozenia (', to oczywiscie oddali si¢
on od C pod wplywem ciezaru.

Przyhkltad 1. Punkt materialny ciezki, zawieszony na nici
tworzacej z pionem kat «, jest w rownowadze pod wplywem sily
poziomej P (rys. 1). Na punkt dziala reakeja nici R skierowana
wzdluz nici (ku punktowi zawie-
szenia), ciezar @ i sila P. Zatem

¥ R+Q+P=0.

Kiladac [Bl=R, |P|=P i|Q/=mg,
otrzymujemy z trojkata utworzo-
nego przez sily B, @ i P

z

>

1. 2. P=mygtga, R=myg/cos a.

Przyhklad 2. Na krzywej C o réwnaniu z=f(x), lezace]
w plaszczyZnie wz, znajduje si¢ punkt ciezki, przyciggany ku po-
czgtkowi ukladu O z sila P, o wielkosci proporcjonalnej do odle-
glogei punktu od 0. W jakim polozeniu punkt bedzie w rownowadze,
przy zalozeniu, ze nie ma tarcia?

W polozeniu réwnowagi sita P, ciezar @ i reakcja R réwno-
wazg sie (rys. 2), wiec
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(1) P+Q+R=0.
Rzuty sily P na osie ukladu wynosza:
(2) Py=— 22, P,=— 2%,

gdzie 1 jest wspolezynnikiem proporcjonalnosei. Niechaj a oznacza
kat, jaki w polozeniu rownowagi styczna tworzy z osig x. Rzutujae
na styezna, otrzymamy z (1) 1 (2) —A%r cosa— A%z8ina —mgsina=0.
Dzielae przez cosa, dostaniemy z uwagi na to, ze tga=z'

(3) A2x + 2222+ mgz' = 0.

Zmajac funkeje z=f(x), mozemy z rownania (3) wyznaczyé
wspolrzedna « polozenia réwnowagi.

Jezeli np. krzywa O jest parabolg z=x*—a, to na moey (3)
mamy A2x-222(a*—a)x+2mgr=0, skad

. 2(2a—1)—:
€Ty = 0 1 $2y3 = —_l—_ l/)L ( i ) ng.

272

Rozwigzania x,; istnieja przy zatozeniu, ze wyrazenie pod pier-
wiastkiem jest dodatnie.

Zapytajmy teraz: jake to jest krzywa, na ktorej punkt jest w kas-
dym poltoieniu w réwnowadze? ' :

Dla krzywej tej réwnanie (3) musi by¢ spelnione tozsamodeiowo.
Jatkujae je, otrzymamy 1 A2x2+41 4222 4-mgz = const., skad

22+ <z + z%g)h = const.

Krzywa taky jest wiee dowolne koto o $rodku w punkeie (0,—mg/72).



