ROZDZIAL IV

GEOMETRIA MAS

I. Uklady punktow

§1. Momenty statyczne. Moment statyczny punktu.
Wezmy pod uwage dowolng plaszezyzne I1. Dzieli ona przestrzen
na dwie czedci; jedng z tych czedci uwazajmy za dodatnia, a drugg
za ujemng. Niech 4 oznacza pewien punkt materialny, a d jego
odlegtodé od plaszezyzny II. Bedziemy pisali o=-4d lub o=—d,
zaleznie od tego, czy punkt A lezy w dodatniej czesci przestrzeni
czy W ujemnej. ‘

Oznaczajac mase punktu A4 przez m, wyrazenie

anma

nazywaé¢ bedziemy momentem statycenym punktu materialnego A
wzgledem plaszezyzny [I1.

Moment statyczny punktu moze wiee byé liezbg dodatnig,
ujemng lub zerem (jest on zerem dla kazdego punktu A lezacego
na plaszezyznie I7).

Jezeli za plaszezyzne II obierzemy jedns z plaszezyzn rzuto-
wych xy, yz, 2z, to za cze$é dodatnig przestrzeni uwazaé bedziemy
te czedé, w ktorej znajduje sie cze$é dodatnia osi prostopadlej do
obranej plaszezyzny rzutowej. Gdy punkt 4 o masie m ma wsp6l-
rzedne z, ¥, 2, mamy na mocy powyzszej umowy:

M= mgz, M= maz, M..=my,

gdzie M., M,, M, oznaczaja odpowiednio momenty statyczne
punktu 4 wzgledem plaszezyzn xy, yz 1 2x.
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Moment statyczny ukladu punktéw. Zbiér punktoéw
materialnych nazywamy wkladem punktéw, sume za$§ momentow
statycznych poszezegolnych jego punktéw nazywamy momentem
statycznym (ogolnym) ukiadu punktdw.

Jezeli wige punkty materialne o masach ‘my, my, ..., m,, majg
odpowiednio wzgledem plaszezyzny I momenty statyczne: m, oy,
MyOy ... MnCyy 0 momentem statycznym ogdélnym ukladu tych
punktéw bedzie

n
M,[ = mq 0oy —i— My Gy "l— v + o 0'11=.4‘:1mi Oiy
i=

Jezeli punkty materialne danego ukladu punktéw maja odpo-
wiednio wspolrzedne @,y ,2,, @, ¥, 2 s x, Yp?, t0 momenty
statyczne ogdlne tego ukladu punktéw wzgledem odpowiednich
plaszezyzn rzutowych wyrazaja sie wzorami:

n

M. =my 2y +my 2+ ... + Mn z,,=21m,- Zi,
e

. n
J”yz:mlxl + m2w2+ oee + Mn wnzvzimi‘/'viy
i=

n

Meu=m y, +myy,+...4+m, y"=é\jlmiyi.

Momenty statyczne nazywamy takze momentami stopnia
plerwszego.

§ 2. Srodek masy. Niech bedzie dany uklad U punktéw
materialnych  m (), ¥, 2,), My(@y, Yy )y ooy M, (4, Y,y 2,). Weimy
pod uwage punkt S o wspélrzednych:

w =m1w1+m2x2+...+m,,w,, zmlyl—{—mzyz—l—...—i—mnyn
0 My~ Mg+ oo My ° My My e +-my

z0=m1zl+’mzzz+---+mnzn
ml_'_ m2+ eve + Mn

Punkt S nazywamy S$rodkiem masy lub $rodkiem cieikosci
danego ukladu punktéw U.

Sume mas poszczegélnych punktéw (wystepujaca w miano-
wniku ulamkéw (I)) nazywaé bedziemy masq catkowitq ukladu
punktow.

Jakkolwiek okredlilisSmy $rodek masy przy pomocy ukladu
wspolrzednych, to jednak wykazemy, ze polozenie srodka masy jest
od ukladu wspéirzednych nie zalezne, lecz ze zalezy ono tylko od

()
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mas punktéw i ich wzajemnego rozmieszczenia. Wyniknie to latwo
z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Moment statyczny ukladu punltow wzgledem
dowolnej plaszezyzmy rowna sie momentowi statycanemu masy catko-
witej, umieszczonej w Srodkw cigikosci.

Dowéd. Niechaj IT bedzie dowolna plaszezyzna, ktorej row-

nanie normalne ma ksztalt
xcosa-t+y cos f-+zcosy—p=0.

Przyjmijmy za dodatnia te z dwdch czesci przestrzeni, dla
ktorej x cosoa-+tycosf-+zcosy—p>0, gdy za x, y i 2 podstawié
wspdlrzedne dowolnego punktu tej czedci. Jezeli wiee 4(z,y, 2)
jest dowolnym punktem przestrzeni, to poniewaz odleglo$é punktu
A od plaszezyzny II wyraza si¢ wzorem

d=|x cos a+y cos f+z cos y —p|,
zatem mozemy w mys$l naszej umowy polozyé:
g= €08 a1y co8 f-+2 cos y—p.

Moment statyczny punktu A o masie m wzgledem plaszczyzny IT
wynosi wiec '

(1) M ;,=mo=mx cO8 a-+my cos f+mz cos y—mp.

Niech dany bedzie uklad punktéw materialnych m.(z,, y,, 2,),
Mo Tygy Yoy Zy)y ooey MAT,5 Y5 2,). Moment statyczny tego ukladu pun-
ktéw wzgledem plaszezyzny II bedzie na mocy (1)

M ;= (m, 2, cos a+m,y, cos f+m, 2, cO8 y—m, p)+...
ot (m, @, cos at+m, y, cos f-+m, z, CO8 y—m, p)

n n n o n

czyli
@) M= (m 2, +m,&,+...+m x,)cosat(my,+...4m,y, ) cos S+
+(my 2 +...m, 2,) o8 y—(my+...+m ) p.
Kladae m;+my+...m,=m, mamy na mocy (I):
(IT) max,=mx, my,=>my, mzp=3ymz, i=1,2,..,n,

skad na mocy (2)
(3) M ;;=mx, cos a-+my, cos f-+mz, cos y—mp.

Poniewaz prawa strona réwnosei (3) przedstawia na mocy (1)
moment statyczny masy m, umieszezonej w srodku ciezkoscei § o wspét-
rzednych 2, y,, 2, wiec twierdzenie zostalo udowodnione.
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Aby wykazaé teraz, ze $rodek masy ukladu punktéw nie za-
lezy od wyboru ukladu wspélrzednych, przypusémy, ze wlasnogé
srodka ciezkosei 8, wypowiedziang w twierdzeniu, posiada, précz
punktu 8, jeszcze jaki§ inny punkt . Udowodnimy, ze to jest
nie mozliwe,

PoprowadZmy w tym celu przez punks 8 dowolng plaszezyzne 17,
nie przechodzgcy przez §’. Zatem

(4) M, =mo i M, =mo’,

gdzie o i o' oznaczajs odpowiednio odlegtosci (ze znakami) punktéw
81 8 od plaszezyzny IT. 7 (4) wynika, ze o=o¢’'. Lecz o=0, po-
niewaz IT przechodzi przez S. Zatem musiatoby by¢ réwniez ¢'=0,
co jednak nie mozliwe, gdyz & nie lezy w plaszezyznie I7.

Widzimy wige, ze polosenie s$rodka masy ukladu punktéw nie
zalezy od wuktadu wspdtrzednych.

Srodek masy dwéch ukladéw punktéw. Niech uklad U
zlozony bedzie z punktéow materialnych

" 22

My Y1)y M Y ), ey m(@, Y8, my (e, yl, 2,

Srodek & masy ukladu punktéw My, My... Ma Na Mocy
okreslenia wspdlrzedne:

&) @y =(m| @ +m) 2, +...)}m/, Yo=m Y, +myy, +...)/m’,
2, =(m) 2, +m 2, +...)/m’,
gdzie m'=m|+m,+.... Dla $rodka S masy calego ukladu U bedzie zaé
(m} ) +m, @) ...) -H(m], &) +m] &) +-...)
(m +m;—i—...)—!—(m;'—i—m’2’—l— ) ’

Loy==

skad na mocy (5)
() . _m ay+(my & g 2y 4.
Y m (] Fm) L) :

Podobne wzory otrzymamy na Yo 1 2p. Wzlr (6) przedstawia
odcieta srodka masy ukladu, jaki otrzymamy z ukladu danego U,
jezeli czed¢ jego, mianowicie punkty o masach My My ... ZASLPiMy
jednym punktem materialnym o masie m =m,+m,+ ..., umieszezo-
nym w frodku masy tej czesei. Otrzymali§my zatem

Twierdzenie 2. Srodek masy ukladu punkiow nie zmieni sig,
jezeli jego czesé zastapimy punktem materialnym o masie réwnej masie
lej ceesci i umieszczonym w $rodku jej masy.
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Jezeli wige w szczegdélnosci mamy dwa uklady punktéw U
i U” o masach catkowitych m’ i m’’ i o $rodkach ciezkodei 8 i 8,
to drodek masy ukladu U'+U" otrzymamy, wyznaczajac srodek
masy ukfadu dwu punktéw materialnych o masach m’ i m’’, umiesz-
czonych odpowiednio w punktach 8 i §”. Uklady U’ i U" mozemy
bowiem uwazaé za czesei ukladu U'4-U".

Uktad ptaski punktéw. Uklad punktéw materialnych na-
zywamy plaskim, jezeli wszystkie jego punkty lezg w jednej plasz-
czyznie. Obierajac te plaszezyzne za plaszezyzne ay (co wolno nam
uczynié, poniewaz $rodek masy nie zalezy od wyboru ukladu wspot-
rz¢dnych), bedziemy mieli dla punktéw ukladu: 2, =0, 2,=0, ..., 2,=0,
skad na mocy wzoréw (I), str. 154, dostaniemy z,==0.

Srodek cigzkosci ukladu plaskiego lezy zatem w plaszczyZnie
ukiadu.

Momentem statycznym ukladu plaskiego wzgledem dowolnej
prostej I lezacej w plaszezyznie ukladu nazywamy wyrazenie

(7) M, = th Ojy

i1

gdzie |o) Jest odleglodcig punktu o masie od prostej I, zas znak
przy o; zalezy od tego, czy m; znajduje sie w dodatniej czy ujemne;j
czesci plaszezyzny, na ktore dzieli plaszezyzne prosta I. Widzimy stad,
ze moment statyczny ukladu plaskiego wizgledem prostej I jest to
moment statyczny tego ukladu wzgledem plaszezyzny prostopadlej
do plaszezyzny ukladu i przecinajgcej ja wzdluz prostej I. W szcze-
goélnosei wige momenty wzgledem osi # i y wyrazaja sie wzorami:
(8) M =2m;y, M,_Em,az,-.

Uktad liniowy punktéw. Jezeli punkty ukladu lezg na
jednej prostej I, to srodek masy ukladu lezy réwniez na tej prostej.
Obierajac bowiem prosta ! za of x-6w, mamy y,=0, y,=0,...
i 2=0, 2,=0,..., skad na mocy wzoréw (I), str. 154, dostaniemy
¥,=0, 2,=0. Srodek masy bedzie wiec takie lezal na osi .

Srodek masy dwoch punktdéw. Niech punkty materialne
0 masach m; i m, beda od siebie w odleglosci d. Srodek masy lezy
oczywiscie na prostej laczgcej te punkty. Umiesémy w m, poczatek
osi x-0w, za$ dodatnia jej czedé przeprowadzmy przez m, Punkty
my; 1 m, beda wiec mialy wspélrzedne odpowiednio x,=0 i z,=d,
a Srodek masy wspoélrzedna

(9) To=myd[(my-+m,).
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Poniewaz 0<lw,<d, wiec Srodek masy lezy miedzy punktami.
Oznaczajac przez d, i d, odleglosci Srodka masy od punktéw m, i m,,
otrzymujemy dy=zo=myd/(m+m,) 1 dy=d—d,=md/(m;+m,),
skad
(10) dy ldy=my[m,.

Mamy wiec nastepujace

Twierdzenie 3. Srodek masy uktadu dwupunktowego lezy mie-
dzy punktami uktadu i dzieli odcinek, lgczacy te punkty, w stosunku
odwrotnym do ich mas.

Opierajac si¢ na twierdzeniu 2, str. 156, mozemy w nastepujgcy
sposOb wyznaczyé Srodek masy skoriczonego
ukladu punktéw, A,, 4, 4,.. o masach
My, My, ... (rys. 1): wyznaczamy najpierw srodek
masy S, ukladu punktéw 4, i 4,; wyznaczamy
nastepnie srodek masy S, uktadu dwu punktéw,
zlozonego z punktu o masie m,-+m,, umiesz-
czonego w Sy, i z punktu A; o masie mg;
postepujac tak dalej, otrzymamy Srodek masy calego danego ukladu.

Uktady punktéw symetryczne. Punkt O (prosts I, plasz-
czyzne II) nazywamy srodkiem (prostq, plaszczyzng) symetrii uktadu
punktow materialnych, jezeli do kazdego punktu m; istnieje w ukla-
dzie punkt o tej samej masie m;, symetrycznie wzgledem O
(prostej 1, plaszezyzny I7) polozony.

Jezeli srodkiem symetrii jest poczatek ukladu wspélrzednych
(rys. 2), to wraz z kazdym punktem m(x,, y,, 2,) uklad punktéw za-

< mit-.-3.2,
iy

.

MilAoZid
mih.v.2:!

Y A
’ ! J
MK Y2 Y

+
b
t
bz

2, 3

wiera punkt m (—wx,, —y,, —z,). Jezeli plaszczyzng symetrii jest plasz-
czyzna xy (rys. 3), to wraz z kazdym punktem m(z,,y,,?,) uklad
zawiera punkt m (z,, y,—=,). Jezeli osig symetril jest o$ z (rys. 4),
to wraz z kazdym punktem m(zx,, y,2) uklad zawiera punkt
7",‘( Y5 2’1.).
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Latwo okazaé, ze zawsze srodek symetrii jest srodkiem masy.

Srodek masy pary punktéw symetrycznych lezy bowiem na
mocy twierdzenia 3, str. 158, w srodku symetrii. Na mocy twier-
dzenia 2, str. 156, mozemy wiec taka pare zastapié przez punkt
materialny umieszczony w srodku symetrii. Robiac to z kazda para,
przekonywamy si¢, ze Srodek symetrii jest $rodkiem masy calko-
witej ukladu.

Podobnie, srodek masy leiy na prostej symetrii (i na plaszczyinie
symetris ).

Z tych samych bowiem powodéw srodek pary punktéw syme-
trycznych lezy na prostej (i na plaszezyznie) symetrii.

§. 3 Momenty stopnia drugiego. Moment bezwladnoseci.
Niech bedzie dany punkt materialny A4 o masie m i pewna plasz-
czyzna [II. Oznaczmy przez r odleglo§é punktu A od plasz-
czyzny II. Wyrazenie

(1) I =my?

nazywamy snomentem bezwtadnosei punktu A wzgledem plasz-
czyzny II. Jezeli przez r oznaczymy odleglodé punktu material-
nego A od pewnej prostej I (lub od pewnego punktu 0), to (1)
bedzie momentem hezwladnosei punktu 4 wzgledem prostej 1 (lub
wzgledem punktu 0).

Momentem bezwladnosci ogolnym ukladw punktéw nazywamy
sume momentow bezwladnogdci poszezegélnych punktow tego ukladu.

Moment zboczenia (dewiacji). Niech dane hedg dwie
plaszezyzny IT, i I1,, prostopadle do siebie. Polézmy o,=+d,, gdzie
d, oznacza odleglo$¢ punktu materialnego A od /I, przyczem znak
zaleze¢ ma od tego, czy punkt znajduje sie w dodatniej czy ujem-
nej z dwu ezedei, na jakie dzieli przestrzen plaszezyzna I7,. Po-
dobnie okreflamy o, wzgledem plaszezyzny I7,. Wyrazenie
(2) D=mo,0,
nazywaimy momentem zboczenia (lub dewiacji) punktu materialnego A
wzgledem plaszezyzn 17, i 17,

Momentem zboczenia ogolnym ukladu punktéw 4., 4,, ... wzgle-
dem plaszezyzn [I1, 1 Il, nazywamy sume momentéw zhoczenia
poszezegdlnych punktéw. A wiec

(3) D= mgad,
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gdzie m, o, o) oznaczaja odpowiednio mase punktu 4, i jego od-
legtosci od plaszezyzn I1; i IT, (opatrzone wlasciwymi znakami).

Momenty bezwladnodci i momenty zboczenia nazywamy mo-
mentams stopnia drugiego.

Ramie¢ bezwladnoseci. Niech I oznacza ogdlny moment bez-
wiladnosei ukladu punktéw U wzgledem pewnej plaszezyzny IT
(prostej I, punktu O). Liczbe :

(4) k={Ijm, gdzie m=my+ Mg+ ...

nazywamy ramieniem bezwladnosci ukladu punktéw U wzgledem
plaszezyzny [T (prostej I, punktu O). Na mocy (4) jest

(5) I=mk".

A wiee: ramig bezwladnodei k jest odlegloscia, w jakiej umiesz-
czona masa cotkowita ukladu ma moment bezwladnosei réwny ogolnemau
momentowi bezwladnosei ukladu.

Masa zredukowana. Niech r bedzie dowolng liczba dodatnig.
Masg ukladu zredukowanqg na odlegtoséé r wzgledem danej plaszezyzny
(prostej lub punktu) nazywamy liczbe

(6) m,y= 11/7.2-
Zatem I=m, 2. A wigc: moment bezwladnosei ukladw wzgledem
plaszezyzny (prostej, punkiu) rowna sie momentowi bezwladnosei jego

masy zredukowanej m,, umieszczonej w odleglosci r od tej plaszezyzny
(prostej, punkiu).

Momenty stopnia drugiego ukladu punktow:

m](wu Y z1)7 m2(w2, Yoy 22)7 eeey m,,($,,v Y. z,,)
wzgledem plaszezyzny, osi i poczatku ukladu spolrzednych wyrazaja
sie nastepujacymi wzorami:
Momenty bezwladnosci wzgledem plaszezyzn ay, ye 1 we:
n !l n
(7) I =Xmgzi, I =>Nma, I =Nmuy2
= . <

X z l P4y . i
v i== ¥ i—1 i

Momenty bezwladnosei wzgledem osi @, y i 2:

(8) Ix"z_él\:mi(?/?+z?)7 I!, :Il?lmz(rf_ihzf)? IZ’—‘i;y,lmi($?+:1/?).
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Momenty bezwladnosei wzgledem poczatku O ukladu wspél-
rzednych:

n

(9) Ly=Ym @+ 3} +2)).

Momenty zboczenia wzgledem par plaszezyzn zy i a0, Y i yz
oraz ¥z i zy:
(10) D, =2miyl.zi, D,=) ¥ m,w. 2, D=>mxy,.
i=1 !

PPt .
i=1 i=1

Ze wzorow (7)—(10) wynikaja tatwo zwigzki:

Li=1y+ 1, Ly= Lo+ I, L= TLe=+L;;
Ly=\[I1.+1,~1), IL.=4iI,+1,—1],  I.=}I+IL—1I];
Lo= i (Li+1,+ L)=Ly+ 1+ L. Lo=1L+1,=I1+ 1= 1.+ Ly.

Momenty bezwladnosci wzgledem prostych réwno-
leglych. Znajac momenty bezwladnosci ukladu punktéw o masie
calkowitej m wzgledem prostych przechodzacych przez jeden punkt
np. przez poczgtek ukladu spdtrzednych, mozemy latwo wyznaczyé
moment bezwladnosei tegoz ukladu punktéw wzgledem dowolnej
proste] w przestrzeni, opierajac si¢ na nastepujacym twierdzeniu:

Jezeli prosta 1 przechodzqca przez Srodek masy ukladu punktéw
jest rownolegla do prostej 1, to
(1) Ii=I+md,
gdzie d oznacza odleglosé miedzy 1 a U, za$ I; i Iy momenty bezwlad-
nosci wzgledem tych prostych..

Dowéd. Srodek S masy ukladu punktow, przez ktory prze-

chodzi prosta I, obierzmy za poczatek
uktadu wspélrzednych, prosta ! za o§ x-6w,

Alxy.21
NG, a plaszezyzne przesunigta przez proste
Sz ; rownolegle 1 il za plaszezyzne xy. Ozna-
0. S i// ~r czajae odpowiednio przez r i r’ odleglosé
~~ % L dowolnego punktu A(z,y,2) od prostych

¥ Lil, mamy r?=224-(d—y)® i rP=22+4y?

skad r’2=r2+d2—2dy, a wiee
I = Z = \jm,[r +d* —2dy, ]— )jm 7 —l—dZZ —2d Ymy =
~ =1

ey

:I,—]—md‘ —ngmi Y
: i=1

S. Banach., Mechanika. It
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n

Lecz Y m y,=my,=0, gdyz srodek § masy ukladu punktoéw
i=1
- lezy w poczatku ukladu wspoOlrzednych. Zatem I,=1 i+ md®, e.b.d.d.

Z wzoru (1) wynika, ze jezeli wzigé pod uwage wszystkie proste
réwnolegle do prostej o pewnym danym kierunku, to moment bez-
wladnosci bedzie najmniejszy wzgledem tej prostej, ktora przechodzi
przez §rodek masy. Oczywistym jest rowniez, ze jezeli proste I' il
g réwnolegle, to oznaczajge przez dy i d, odleglosci srodka masy od
tych prostych, bedziemy mieli v

(10) 1,/—md1=1,~—~md§,

poniewaz na moey (I) obie strony réwnosci wynoszg I;, gdzie I jest
prosta réwnolegly do I i 17, przechodzaca przez srodek masy.
Ze wzoru (10) mamy

(11) Iy = Iy +m(d5—di).

Wzér powyzszy pozwala obliczyé moment bezwladnosci ukladu
punktéw wzgledem dowolnej prostej w przestrzeni, gdy znane s3
momenty bezwladnosci tego ukladu wzgledem wszystkich prostych
przechodzacych przez jeden punkt i polozenie Srodka masy ukladu.

Momenty zboczenia wzgledem plaszezyzn réwnoleg-
tych. Dla momentéw zboczenia mozna udowodnié twierdzenie po-
dobne do twierdzenia o momentach bezwladnosei (str. 161).

Niechaj plaszezyzny II;, II, beda do siebie prostopadie
i przechodza przez $rodek masy m danego ukladu punktéw ma-
terialnych. Obierzmy dowolnie plaszcezyzny

2 4 IT;, IT; réwnolegle odpowiednio do plasz-

. czyzn II,, IT,. Niech o, oznaecza odleglosé
,yl/%',/'(/ = miedzy plaszezyznami 1T, IT;, zaopatrzong
‘ z znakiem + lub — zaleznie od tego, czy

plaszezyzna IT; lezy w dodatniej czy ujemne;j
czesci przestrzeni, na jakie dzieli przestrzen
plaszezyzna I7,. Analogicznie okreslmy o, dla
pary plaszczyzn Il,, IT;. Wreszcie oznaczmy przez D i D' momenty
zboczenia danego ukladu wzgledem par plaszezyzn I, I, i I, IT.
Mamy wowezas analogicznie do (I) wzor

¢ ¥

a

N ]

(111 D'=D+ma,0,.
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Uwaga. Zauwazmy, ze iloczyn ma 6, oznacza moment zbo-
czenia wzgledem pary plaszezyzn I, 11, masy catkowitej m ukladu,
umieszczonej gdziekolwiek badZz na prostej przeciecia pary plasz-
czyzn I17 i IT,.

Dowéd wzoru (III). Obierzmy poczatek ukladu wspélrzed-
nych (z,y,2) w srodku § masy calkowitej m danego ukladu punk-
tow. Za of 2-0w wezmiemy prosty przeciecia plaszezyzn I7, i 11,
za$ plaszezyzny te obieramy odpowiednio za plaszezyzny xy i yz.

Analogicznie obieramy drugi uklad wspélrzednych (z’, y', 2')
dla pary plaszezyzn IT;, IT;, przyjmujac za poczatek dowolny punks P
lezagcy na prostej przeciecia plaszezyzn IT{ i IT.

Oznaczmy wspolrzedne punktu P wzgledem ukladu wspélrzed-
nych (w, y, z) przez &, n, {. Oczywiscie n=o0, 1 {=0,. Niech a, y, 2
beda wspotrzednymi dowolnego punktu 4 wzgledem ukladu wspél-
rzednych (2, y, 2), zas @', y’, 2’ wspélrzednymi tegoz punktu A wzgle-
dem ukladu wspélrzednych (2', ¥, 2'). Wowczas:

(11) r'=w—E, y'=y—mn, Z'=2—L.

Poniewaz
(12) ’=2miz;y;, ngmiziyﬁ
wige na moey (11)

Sm(z,— ) (Y —n)=2m[zy,+In—Cy,—nz]=

2 iyi+ C’?Zmi-czmi?/i_nzm,-zi-
Lecz Emi?/,:mw,:O i Ym,z;=mz,=0, gdyz rodek S masy m
danego ukladu punktéw lezy z zalozenia w poczatku ukladu (z, y, 2).
Na mocy (12) i (13) jest wiec D'=D+mly, a poniewaz (=g,
I n=o0,, wiec otrzymujemy w koticu D'=D-+ma,0, ec.b.d.d.

(13)

§ 4. Elipsoida bezwladnosci. Osie bezwladnosci. Niech
O(x, y, z) bedzie dowolnym ukladem wspélrzednych prostokatnych
o poezatku O. Udowodnimy, ze znajac
momenty bezwladnodei wzgledem osi i mo-
menty zboczenia wzgledem plaszezyzn tego
ukladu wspélrzednych, mozna wyznaczy¢ mo-
menty bezwladnodei wzgledem dowolnej pro-
stej I, przechodzacej przez O.

Niechaj prosta I tworzy z osiami ukladu
wspdlrzednych O (x, ¥, 2) katy a, 8, y. Obierzmy

dowolny punkt A(x,y,2) i niechaj P bedzie rzutem punktu 4 na
11*
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prosta l. Zatem AP=r jest odleglodcia punktu A od prostej .
Polozmy
(1) 0A=p=)aP+y* -2

Oznaczajac przez ¢ kat miedzy prosta OA a prosty I, otrzymamy
(2) AP=r=psing.

Poniewaz, jak wiadomo z geometrii analitycznej,

OP=ux cos a- ¥y cos f+z cos vy,

wiee z uwagi na to, ze OP=pcos¢@, otrzymamy

_ wco8a+ycos fHzcosy
4

CcOS @

Na mocy (2) jest r?=g?sin? =% 1— cos® @), wiee

9 2
xcosa-+y cg:ﬂ—l—z cos y) ]:92__[90 cos a-+y cos f4-zcos v,

r2=p? [1—— (

skad na mocy (1) jest ©2=a?[1—cos?a]+y}1—cos? f]4-22[1 —cos® y]—
— 2y €08 a 08 f —2xz o8 a cos y —2yz cos B o8 y.

Poniewaz cos?a+cos?f+-cos?y=1, wiec podstawiajac 1—cos?a=

=cos2 B+cos?y it.d., dostaniemy:
2= (y? + 2%) cos®a 4 (4 4 22) cos® f 4 (2 + y?) cos® y —
— 22y cos o co8 ff —2xz €08 a c0s y — 2yz ¢os f cos y.

Oznaczajac przez m; mase, a “przez 7; odlegloéé punktu A4, da-
nego ukladu punktéw 4., 4,,... od prostej I, otrzymamy na mo-
ment bezwladnogei I, tego ukladu punktéw wzgledem prostej I wzoér
Il_—_Zmﬂ'?:cos?aZm,»(y?—[—z?) + cos® ﬁZmi(x?—l—z?) +cos” yZm,-(w?—f—y?)-—

— 2 COS a COS B Ml — 2 COS & COS ¥ DM it;2i—2 COS ff COS y X m iy iz,

skad

I=I,cos8*a+ I,cos?f+ I.cos?y —

() —2D,cosacos f—2D,cosa cosy —2D,cosp cosy.

Ze wzoru (I) mozemy wyznaczyé moment bezwladnosei uktadu
punktéw materialnych wzgledem prostej !, znajac I, I, I., D., D,, D,
oraz katy, jakie prosta ! tworzy z osiami ukladu wspoélrzednych.
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Zachowujge znakowanie poprzednie, oznaczmy przez k dlugoéé
ramienia bezwladnodci danego ukladu punktéw wzgledem prostej l.
Zatem (str. 160)

(3) k1=“;/m.

Zalézmy, ize dla kazdej prostej ! przechodzacej przez O jest
1,3 0. Zalozenie to réwnowazne jest zalozeniu, ze punkty materialne
danego ukladu nie leza na jednej i tej samej proste] przechodzacej
przez O. Poniewaz I,==0, wiec na mocy (3) jest réwniez k= 0.

Odetnijmy na kazdej prostej ! odcinki 0@ i 0Q' o dtugodei
odwrotnie proporcjonalnej do ramienia bezwladnosei k;, t. zn.

(4) 0Q=0Q' = ajki=d/m/ 1,

gdzie a jest dowolng staly dodatnia, nie zalezng od prostej 1. Ozna-
czajac przez x,y,7z wspélrzedne punktu ¢, mamy:

m m 1,
(5) w_—_ial/l—lcos a, y:j;al/llcosﬂ, z:j—_a»l/écos y.

Punkt Q' ma wspéhrzedne — x, —y, — 2. Zbiér wszystkich punk-
té6w Q i Q' utworzy pewpa powierzchnie X. Aby otrzymacé jej row-
nanie, wyznaczmy z (5) cosa, cosf,cosy i wstawmy otrzymane
wartosci do réwnania (I). Dostaniemy:

I,:;n%‘z [Low?+ 1,2+ 122 —2Dyz—2Dyae—2D. xyl,
skad
(6) T+ Iy 4 12— 2D yz—2Dyaz—2D,xy= e,

gdzie @=ma? Widzimy stad, ze powierz-
chnia X jest powierzchnig rzedu drugiego.
Wykazemy, ze X jest elipsoidg. Wystarczy
w tym celu udowodnié, ze X jest powierz-
chnig ograniczong (t.zn. ze odleglodei jej
punktéw od poczatku ukladu wspohrzednych
nie przekraczaja pewnej liczby). W rzeczy
samej, zatozyliémy, ze I, 940, a wigc mamy
stale I,>0. Poniewaz na mocy wzoru (I) I, jest funkcja ciaggla
katéw «, B, y, wiec minimum I, jest réwniez dodatnie. Ozna-
czajac to minimum przez h, mamy na mocy (3) k:?VW, skad
na mocey (4) OQ’zOQQaym—/h. A zatem powierzchnia X jest po-
wierzchnig ograniczong. Wynika stad, ze powierzchnia X jest
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elipsoida, gdyz jedyna powierzehnia ograniczong drugiego rzedu
jest elipsoida.

Otrzymang elipsoide 2’ nazywamy elipsoida bezwladnosei da-
nego ukladu punktéw wzgledem punktu O.

Poniewaz w roéwnaniu (6) brak jest wyrazow pierwszego sto-
pnia, t.j. y,,2, wiec punkt O jest srodkiem elipsoidy bezwladnosci.

Zatem: elipsoida bezwladnosci wukladu punktéw materialnych
wzgledem punktu O ma te wlasno$é, ze odleglosé od O kazdego jej punkiu
jest odwrotnie proporcjonalna do ramienia bezwladnosei whkladu wzgle-
dem Sredmicy, przechodzqeej przez ten punkt. '

Osie elipsoidy bezwladnosei wzgledem punktu O nazywamy
osiami bezwladnosei wzgledem punktu O.

Elipsoid¢ bezwladnosdci wzgledem $rodka ciezkogei nazywamy
elipsoida bezwladnodci s$rodkowaq, osie jej osiami bezwladnogcei
§rodkowymi a plaszezyzny przeprowadzone przez dwie osie plasz-
czyznamsi $rodkowyms.

Istnieje oczywidcie nieskonczenie wiele elipsoid bezwladnogei
danego ukladu wzgledem jednego i tego samego punktu 0. Zalezg
one od wyboru wspélezynnika proporcjonalnosci. Wszystkie te eli-
psoidy maja jednak wspélny srodek i wspolne kierunki osi gléwnych.
Ponadto stosunek osi gléwnych jest we wszystkich elipsoidach je-
dnakowy. Wszystkie elipsoidy bezwladnosci wzgledem jednego i tego
samego punktu O sa wiec do siebie podobne.

Ramie¢ bezwladnosci ma najwieksza wartosé wzgledem osi ma-
lej; zatem moment bezwladnodei ma najmniejsza wartosc wzgle-
dem osi malej. Wzgledem wielkiej osi jest na odwrét.

W szezegolnosel, gdy elipsoida jest kuly, punkt O nazywamy
punktem kulistym.

Momenty bezwladnodci wzgledem kazdej prostej przechodzacej
przez punkt kulisty sa réwne (i na odwrét).

Wyznaczanie osi bezwladnogci. Jezeli za osie spolrzed-
nych x, y, 2 przyjaé osie bezwladnosci, to réwnanie elipsoidy bez-
wladnoscei bedzie mialo ksztalt
(7) Ax*+ By* + C2 = F.

Por6wnujge réwnania (6) i (7), widzimy, ze w tym przypadku
D=0, Dy=01i D,=0; réwnanie elipsoidy bezwladnosci bedzie zatem
(8) Iox? 4 12 - 122 = 2.
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A wiec: warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by osie
uktadu wspotrzednych byly osiami bezwladnosei, jest by momenty zbo-
czenia Dy, D, D. byty réwne zeru.

Jezeli osie spolrzednych x,y,z obierzemy tak, by tylko jedna
z nich, np. of 2, pokrywala sie z jedng z osi bezwladnosei, to row-
nanie elipsoidy bezwladnosci przyjmie ksztalt
(M Aag®+ By + 02+ Exy = F.

Poréwnujac rownania (6) i (9), widzimy, ze D,=0 i Dy=0.
Roéwnanie elipsoidy bezwladnosei bedzie wiec w tym przypadku
(10) L+ Ly? + 122 —2D.xy = c2,

A wiec: warunkiem kowiecznym i wystarczajacym na to, by 0§ 2
byta 0siq bezwladnoscer, jest by momenty zboczenia D i D, byly réwne zeru.

Latwo sformutowaé analogiczne warunki na to, by osiami bez-
wzglednogci byly o @, lub o8 .

Przyjmijmy teraz za poczatek ukladu wspolrzednych (z, ¥, 2)
$rodek S masy catkowitej m danego uktadu punktéw materialnych,
za$ jego osie srodkowe za osie wspolrzednych x,y,z. Mamy oczywiscie:

(11) D=0, D, = 0, D.=0.
Przyjmijmy nastepnie dowolny punkt O(&, n,¢) za poczatek

nowego uktadu wspoirzednych (@',y’,2") o osiach odpowiednio réw-
nolegtych do osi »,y i 2. Na mocy (ILI), str. 162, bedzie:

D.t’:Dx+mC77y Dy’ZDy‘I—m‘SC, -Dz’:Dz“i“mEn,

skad na mocy (11):
(12) D, = mn, D, = méL, Dy =mén.

Zalozmy, ze punkt O(£, u, {) lezy na jednej z plaszezyzn srod-
kowych, np. na plaszezyznie xy. Zatem ¢=0. Na mocy wigc (12)
otrzymamy Dy=0 i Dy=0. Wynika stad, ze o$ 2° jest osig bez-
wiadnosei wzgledem punktu O. Mamy wiec¢ twierdzenie:

~ Jedna 2z 0si bezwladnosei wzgledem punktu poloionego w plasz-
czyénie $rodkowej jest prostopadia do tej plaszezyzny.
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W szezegblnosei, gdy punkt O lezy na osi srodkowej, np. na
osi x, mamy 7=0 i {=0, skad na mocy (12) Dy=0,D,=0iD,=0.
Wynika stad, ze osie ', y’, 2’ sg osiami bezwladnosci wzgledem
punktu O. Otrzymujemy wiec wnioski:

1° Osie bezwladnosci wzgledem punktu poloionego na osi Srod-
kowej sq réwnolegle do osi $rodkowych.
29 08 srodkowa jest osiq bezwladnosci wegledem kaidego jej punkiu.

Jezeli dany uklad punktéw materialnych posiada of lub plasz-
czyzne symetrii, wowezas mozna dowiedé nastepujacego twierdzenia:

Os symetris uktadu punktow materialnych jest osiq $rodkowa;
podobnie plaszczyzna symetrii jest plaszezyzng srodkowq.

Dowdéd. Aby dowiesé pierwszej czedci twierdzenia, zauwazmy,
ze na osi symetrii lezy $rodek S masy m ukltadu. Wezmy S za poczg-
tek ukladu wspélrzednych (z,y,2), a of symetrii za o z. Wobec tego
dany uktad punktéw materialnych zawiera do kazdego punktu A;
0 masie m; i wspélrzednych z,y, 2, drugi punkt 4; o masie réwnej
m; i 0 wspélrzednych —z, —y,, 2;. Mamy wiec:

D =Y[my 2+ m(—y)z]=0, D, =2[mxz+ m(—x)2]=0.

Wynika stad, ze od symetrii z jest zarazem osiag bezwladnosei
wzgledem srodka masy 8, a zatem jest osig frodkowy.

Aby dowie$é drugiej czedci twierdzenia, zauwazmy, ze na
plaszezyznie symetrii lezy Srodek masy . Przyjmijmy 8 za po-
czatek ukladu wspélrzednych, zas osie z i y obierzmy w plaszezyznie
symetrii. Poniewaz plaszezyzna xy jest plaszczyzng symetrii, wiec
do kazdego punktu A, o masie m; i wspélrzedaych Xy Y, 2, istnieje
w naszym ukladzie punktéw materialnych punkt A4; o masie réw-
nej m; i 0 wspélrzednych z, Y, —*. Mamy wiec:

D =Xmyz + my(—2)]=0, D,=X[mzz,+ ma,(—z)]=0.

Wynika stad, ze of 2 jest osig srodkowa, a wiee plaszezyzna
symetrii xy, jako prostopadla do osi §rodkowej 2, jest plaszezyzng
grodkowy.
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§ 5. Momenty kwadratowe ukladu plaskiego. Niech
dany bedzie uklad punktéw materialnych lezacych w plaszezyznie I7.
Jako plaszezyzna symetrii jest wiec plaszezyzna IT na mocy twier-
dzenia poprzedniego plaszezyzna srodkowsg. W kazdym punkcie
plaszczyzny IT jedna z osi bezwladnodci jest tedy prostopadla do
plaszezyzny 11, podezas gdy dwie pozostale osie bezwladnodci lezg
w plaszezyznie I1.

Jezeli wziaé¢ pod uwage tylko momenty bezwladnodci wzgledem
prostych lezgcych w plaszezyznie 77, to rozwazania §§ 3 i 4 mozna
uproscié.

Obierzmy dany punkt O za poczatek ukladu wspélrzednych
(z, y) plaszezyzny [1. Wykre§lmy z punktu O
dowolng prostg ! lezaca w tej plaszezyznie
i tworzaca kat a z osig c-6w. Moment bez-
wladnosei wzgledem I otrzymamy ze wzoru (1),
str. 164, kladgc f=90—a i y=90° Zatem

(1) Ii=1,cos?a-1,sin?a— D, sin 2a.

Moment zboczenia D =2mx,y, nazywaé bedziemy wmomentem zbo-
cezenia wzgledem ost x 1 y.

Zaznaezmy na prostej I punkty @ i @', ktéryeh odleglosei od O
89 odwrotnie proporcjonalne do ramienia bezwladnosei. Zbidr takich
par punktéw zaznaczonych na waszystkich prostych I, jakie prze-
chodzg przez O, utworzy krzywa, ktéra bedzie przekrojem plasz-
czyzny IT z elipsoida bezwladnosei wzgledem punktu 0. Krzywa ta
bedzie zatem elipsa; nazywamy ja elipsq bezwladno$ci wzgledem O.

Réwnanie jej otrzymamy z réwnania (6), str.165, kladac 2=0.
A wiee réwnaniem elipsy bezwladnosei bedzie

(2) L 4+ I,y2—2D,wy=c

Jezeli za osie x, y obierzemy osie bezwladnodei, to réwnanie
elipsy bezwladnosdci przyjmie postaé

(3) L2+ I,y%=c



