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II. Bryly, powierzchnie i linie materialne.

§ 6. Gestosé. Gdy cialo nie jest tak male, bysmy je mogli
uwaza¢ za punkt materialny, to oprécz masy ciata podajemy takze
rozmieszczenie masy w ciele. W wielu bowiem zagadnieniach me-
chaniki duze znaczenie ma nie tylko znajomosé masy calego ciata,
lecz takze znajomo$é masy jego poszezegélnych czegei.

Czesto sie zdarza, ze masa czesci ciala jest proporcjonalna do
objetosei. Oznaczajac wOwezas przez m mase, a przez v objetosé
ciala, otrzymamy, ze masa przypadajaca na jednostke objetosci,
wynosi

(I) 0= m//’v.

Liczbe ¢ nazywamy gestosciq ciala.

Moéwimy w tym przypadku, Ze masa jest w ciele rozmieszezona
jednostajnie, lub ze cialo jest jednorodne, lub wreszcie, ze gestosé
jest stata. ‘

Masa czesci ciala o objetosci v’ wyniesie wowezas m’'=v'p.
Na mocy (1) wymiar gestodci jest

(1) [gestosé|=L "M

Przejdzmy teraz do przypadku ogélnego, t. j. nie zakladajmy,
ze masa jest w danym ciele rozmieszezona jednostajnie. Niechaj A
bedzie jakimkolwiek punktem danego ciala. Obierzmy w ciele do-
wolny szescian o masie Am i objetosei Adv, ktorego srodkiem jest
punkt A. Granice

(1) limZ 2=

nazywamy gestosciq ciata w punkeie A.

Gestosé o zalezy w ogélnosei od punktu A. Jezeli A ma wspol-
rzedne x, y, 2, to o jest funkcja zmiennych «, y, 2; mozemy wiec
napisa¢ g=yg(w, ¥, 2). Jezeli g=-const., to masa w ciele jest roz-
mieszezona jednostajnie i mamy rozpatrzony juz przypadek ciata
jednorodnego.

Zakladaé¢ bedziemy zawsze, ze p jest funkeja ciagly.
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Obliczanie masy. Znajac gestod¢ w kazdym punkeie ciala
mozemy obliczyé jego mase, jak réwniez mase dowolnej jego czesci.

Przy pomocy plaszezyzn réownoleglych do plaszezyzn wxy, yz, 2z
podzielmy mianowicie dane cialo na drobne prostopadlodciany (t. zw.
elementy objetosei) 1 na ewentualne kawalki brzezne o ksztalcie nie-
regularnym. Oznaczmy objetodci kolejnych prostopadlodcianéw przez
Av), Av,,... i obierzmy w kazdym z nich po jednym punkcie o wspoét-
rzednych @, ¥, 2, s ¥y, 23, ... . Masy poszezegdlnych prostopadio-
Scianéw wynosza w przyblizeniu o (x;, ¥y, 2)A40,, 0y, Ya, 22)A0,, ... .
Zatem suma

0 (@, Y1y 21)Av1+ 0 (25, Y, 22) AV + ...

przedstawia w przyblizeniu mase ciala. Tworzge podzial na coraz
drobniejsze prostopadlosciany o wymiarach dazacyeh do zera i prze-
chodzac do granicy, otrzymamy dla masy m danego ciala wzor

(I11) m=[ [ [e(@,y,2) v,
D

gdzie obszar catkowania D obejmuje cale cialo.

W szezegblnosei, gdy o=-const., dostajemy ze wzora (III)
m=pv zgodnie ze wzorem (I).

Wzoér (I1I) podaje réwniez mase dowolnej czesci danego ciata,
jezeli przyjmiemy, ze D oznacza obszar zajety przez te czesé.

Powierzchnia materialna, linia materialna. Niekiedy
jeden lub dwa wymiary ciata sa drobne w poréwnaniu z pozostatymi.
Przykladami takich cial sg plyty, prety, druty i t. p. W tych przy-
padkach przedstawiamy cialo, jako powierzchnie lub linie materialng
I méwimy, ze masa jego jest roztoiona powierzchniowo lub liniowo.

Niech masa bedzie rozlozona na powierzchni 8 i niechaj
A oznacza dowolny punkt tej powierzchni. Oznaczmy przez Ao¢ pole
malego plata powierzehni S, pokrywajacego punkt A (t. zw. element
pola), przez Am mase tego plata. Jezeli wymiary plata beda dazyly
do zera, granice

. Am
T bW et

nazywamy gestosciq powierzechniowq w punkeie A.
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W szczegélnosei, gdy o= -const, wowczas ¢ przedstawia mase
plata o polu 1 em?, wycietego z powierzchni S.

Mozna wykaza¢ (podobnie jak poprzednio przy brylach), ze
masa powierzchni § wyraza sie wzorem

V) n— [t
‘ s

gdzie obszar calkowania § rozciagniety jest na cala powierzchnie.
Gdy g=const. i P oznacza pole powierzchni S, mamy m= P,
skad

(2) o = m/P.

Ze wzoru powyzszego otrzymujemy dla gestosci powierzchnio-
wej wymiar
(3) [gestosé powierzehniowa] = L 2 M.

Podobnie postepujemy w przypadku masy rozlozonej liniowo
na pewnej krzywej C. Jezeli A jest punktem krzywej C, wéwezas
obieramy dowolny luk krzywej €, pokrywajacy punkt 4. Jezeli

ds oznacza dlugosé tego tuku (t. zw. element dlugosci), za$ Am jego
mase, wowcezas granice

(VI) lim=—— =y
nazywamy gestosciq liniowq w punkcie A.
W szezegdlnosei jezeli. o= const, wéwezas o przedstawia mase

hku (krzywej C) o dlugosei 1 em.
Masa m na calej krzywej € wynosi

(VII) m:/'@ds,

gdzie obszar calkowania rozciagniety jest na calg tg krzywa.
Gdy o=const i s oznacza dlugoéé krzywej €, mamy na
mocy (VII):

4) m= ps, skad o= mfs.
Na wymiar gestosci liniowej otrzymujemy wiee wzér

[gestosé liniowa] =L ' M.

—_
<t
Z
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§ 7. Momenty statyczne bezwladno$ci. Srodek masy.
Moment statyczny ciata wzgledem pewnej plaszezyzny, np. 2y, okre-
$lamy w sposéb nastepujacy. Dzielimy cialo na drobne prostopadlo-
$ciany o objetosciach Avy, 4v,, ... 1 ewentualnie na pewne kawalki
nieregularne brzezne. W kazdym prostopadioscianie obieramy do-
wolnie po jednym punkcie o wspolrzednych zy, ¥y, 21, oy Yoy 2oy oo
Oznaczmy przez p(, y, 2) gestosé ciata w punkcie x,y, 2. Masa
prostopadlodeianu dv, wynosi w przyblizeniu o (xy, ¥y, 2) - 4vy; gdy-
byémy cala jego mase umiescili w punkcie @, ¥y, %, to mo-
ment statyczny tej masy wzgledem plaszczyzny oy bylby réwny
2y 0(@y, Yy, 2) - Avy. Mozemy wiec przyjaé, Ze suma

2 0@, Y1, 20) - Avy + 25 0 (g Yoy 22) - A3+ ...

przedstawia w przyblizeniu moment statyczny ciala wzgledem plasz-
czyzny zy. Z tego powodu granice powyzszej sumy, gdy wymiary
prostopadlodcianéw dazg do zera, nazywamy momentem stalycznym
ciala wegledem plaszczyzny xy.

Poniewaz granicg powyzszej sumy jest catka potrdjna [ / ' /‘zgdv,
S

gdzie obszar catkowania D jest rozciggniety na cale ciato, wige
() Muy=/[[[20dv i podobnie Me={ [ [yedy, M=/ [ [wodv.
" “p ) )

Analogicznie okredlamy moment statyczny powierzehni i linij.
Zamiast calek potréjnych wystapia odpowiednio calki podwdjne po
powierzchniach i pojedynheze po liniach.

W przypadku masy rozlozonej na powierzehni S otrzymamy

(1) My=/[zeds, Meo=[[yods, M, = [wodo,
S S S
gdzie do jest elementem pola, a dla masy rozlozonej liniowo na
krzywej C:
(II) M= [zods, M= [yods, M= [wods,
' ¢ ¢

c

gdzie ds jest elementem dlugosei luku.

Momenty statyczne figur plaskich wzgledem osi « i y wyrazajg
gie wzorami

(1) Mx::f./‘y o dw dy, M_,,zfl/'oogdmdy.
D D
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Dla linij plaskich mamy:

(2) Me=[yods,  M,=[wods.
c C

Srodek masy ciala, powierzchni lub linii materialnej okregla-
my jako punkt o wspéhrzednych:

(V) %o = My/m, Yo = My.[m, %o = My/m,

gdzie M.y, M., M,, oznaczaja momenty statyczne wzgledem plasz-
czyzn zy, x2, ¥y, a m mase ciala.
Dla figur i linii ptaskich dostajemy:

(V) Xy = My/m, Yo = My/m.

Jezeli gestos¢é w ciele jest o=const., to sz:g/:/./‘xdv
D
i m:gl/./:/‘dv:@v, skad
D

[ faa

2,

I/ Jyar S [Jzar
V1) b= g= A

Widzimy stad, ze w,, y, i 2, nie zalezg od gestosei,

A wiec: jezeli gestosé jest stala, to polosenie $rodka cigzkosct nie
zaley od gestosei.

To samo odnosi si¢ do powierzchni i linij.

Mozna wykazaé, ze twierdzenia o $rodku masy dla ukladéw
punktéw materialnych, udowodnione w § 2, zachodzg réwniez
w przypadku cial, powierzchni i linij materialnych.

Bryly, powierzchnie i linie geometryczne. Momentem
statycznym bryly geometrycznej nazywamy moment statyczny ciala
materialnego, majacego postaé danej bryly, przy zatozeniu, ze ge-
$toS¢ g==const; zazwyczaj przyjmujemy p=1.

Srodek masy tego ciata (ktory nie zalezy od o) nazywamy
$rodlciem ciezkosei bryly geometryczne;.

Analogicznie okre§lamy moment statyczny i srodek ciezkosei
dla powierzchni i linii geometryeznych.
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Momenty statyczne i $rodki masy twordw geometrycznych
otrzymamy zatem, kladae w podanych wzorach (I)-(V), (1)1 (2) o=1
i przyjmujac wobec tego, ze m oznacza objetodé, pole lub dlugosé,
zaleznie od tego czy twor geometryezny jest bryla, powierzchnig
czy linig.

Poznamy teraz pewne twierdzenie, ulatwiajace w wielu wy-
padkach znalezienie §rodka masy. Przetnijmy dana bryle D plasz-
czyznami réwnolegtymi do pewnej plaszezyzny I1. Zatézmy, ze
grodki ciezkodci przekrojéw lezg w pewnej plaszezyinie o.

Przy tych zatozeniach mozna udowodnié, ze §rodek ciezkosei
bryty D lezy réwniez w plaszezyZnie o.

Intuicyjnie jest to jasne. Podzielmy bowiem bryle D na cienkie
warstwy przy pomocy plaszezyzn rownoleglych do plaszezyzny I1.
Mozemy przyja¢ w przyblizeniu, ze Srodek masy kazdej warstwy
lezy w plaszezyinie o. Zatem moment statyczny kazdej warstwy
wzgledem plaszezyzny o jest rowny zeru. Wynika stad, ze moment
statyczny calej bryty D wzgledem plaszezyzny o jest zerem (gdyz
réwny jest sumie momentow poszezegdlnyeh warstw). A wige Sro-
dek masy bryly D tez bedzie lezat w plaszezyznie o.

Scisty dow6d mozna przeprowadzié 7

w nastepujacy sposéb. Przyjmijmy, ze I1 g

jest plaszezyzng pozioms, za$ o jest plasz-
czyzng o réwnaniu W

(3) Ax +By + 02+ E=0. v

Oznaczmy przez D, przekrdj bryly D ¢ ]:r/
plaszezyzng poziomg na wysokosei z. Nie-
chaj &7 i (==, beda wspolrzednymi Srodka ciezkodei S. prze-

kroju D,. Oczywiscie & n 1 C sa funkcjami 2 i na mocy (3)
(4) AE +By+ CL+E=0.

Oznaczajae Przez &y, Yo, 2, Wspoirzedne grodka masy bryly D,
otrzymujemy z (VI)

(5) Awo—l-Byo-l-Czo—i—E=%<A./'\/.I/.wdv —{—Bl/‘./:/‘ydv —1—0‘/‘././‘24% —{—Ev).
D D D

¥

Niech P, bedzie polem przekroju D, a 2" 1 2" (gdzie 2'<<2"")
granicami, w ktérych sie zmienia zmienna 2. Wowczas

(6) ' PZZ./../.da} dy.
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Zamieniajac calke potréjna na catke iterowang, otrzymamy:
(7) v——-‘/"/'./ldlv:/‘dz/‘/.dxdyszzdz,
D P ' D'z . 2

(8) | /D [2 dv= /z ds /D fdwdy= /%Pzzdz; /P ¢ de,

(9) ///wdv:/zdz//fvda'dv/
D k4 D,

Poniewaz //x drdy przedstawia moment statyczny prze-
D .

kroju D, wzgledem plaszezyzny yz, wiec / . / 2 de dy=P,& Zatem
e

na mocy (9)

rr

(10) ///x d?]:'/‘zpzfdz i podobnie ///1/ dvzlel;z ndz.
D z “p 7

Na mocy wiee (6)—(10) dostaniemy

2!

Aa:0+By0+020+E=% [(A6+By+0t +B)P, az.

r

Ze wzoru (4) otrzymamy tedy
Axy+By,+Cey+E=0.

A wige, Srodek ciezkodci bryly D lezy w plaszezyznie o. Udo-
wodnili§my wiec

Twierdzenie. Jeieli $rodki cieskosei przekrojow rownoleglych
danej bryty leiq w jednej plaszczyénie, to $rodek cigikodei tej bryly
ledy w tej samej plaszezyinie.

W szezegblnosei wynika stad, ze jezeli $rodki ciezkosei prze-
krojow leza na jednej prostej, to i Srodek ciezkogei bryly lezy na
tej prostej. Jezeli bowiem przez te prostg przeprowadzimy dowolng
plaszezyzne, to na mocy udowodnionego twierdzenia srodek ciezkosei
bryly bedzie lezal w tej plaszczyznie.

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla powierzchni i figur
plaskich,
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Reguly Guldina. Niech na plaszezyznie xy dana bedzie
krzywa C, o réwnaniu y=f(x), przyczem f[f(x)>=0 dla e<Ce<b:
Oznaczmy przez ! dlugos$é krzywej. Na moey (V) Srodek ciezkosci
wyznaeczony jest wzorami:

b
(11) Bo=Myim=[wdsfl,  yo=M /g/ ds/l.

Pole powierzchni zatoczonej przez dana krzywag przy obrocie

b
okolo osi z-6w wynosi P=2x fy ds. Na mocy wiec (11) jest

1. P=2nly,.

Podobny wzér otrzymamy, dla dowolnej krzywej, lezacej ponad
08ig z-6w.

Poniewaz przy obrocie krzywej srodek masy zatacza kolo o pro-
mieniu y,, wiec 2my, oznacza obwdd tego kola.

A wige: powierzchnia bryly, zatoczonej przez obrdt krzywej pla-
skiej okolo osi, ledqcej w plaszezyénie tej krzywej i nie przecinajgeej
jej, rowna si¢ tloczynowi dtugosci krzywej przez droge, jakq opisuje
$rodek cietkosct.

Jest to t.zw. pierwsza reguta Guldina.

Weimy teraz pod uwage dla tej samej krzywej obszar D za-
warty miedzy krz‘ywae, osia = a rzednymi z=a i x=>b. Oznaczmy
przez F pole obszaru D. Srodek ciezkosci obszaru D ma na mocy (V),
str. 174, wspélrzedne:

//mdmdy /l/)ydxdy
D _M "D
(12) Xy=—= F— —— 7 ’ :l/o—«——i’— ZWE’_—.

b b
Lecz [ [y dwdy= /'dx( /yy dg/) —4 [y do. Na mocy wige (12) jest
f JY ;

. 4
(13) Fyy=} [ y2da.

Jezeli krzywa obroci si¢ okolo osi x, wowczas objetosé zato-
S. Banach. Mechanika. 12
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b
czonej bryly bedzie wynosila V== / y2dw, skad na mocy (13)

I1. V=2my .

Podobny wzér otrzymalibyémy dla dowolnego obszaru potozo-
nego nad osig .

A wiec: objetosé bryly zatoczonej przez obrét obszaru plaskiego
naokolo osi, leiqeej w plaszczyimie obszaru ¢ niepreecinajqcej go, rowna
sig iloczynows pola obszaru przez droge, jakq odbyl srodek cigékosci
obszaru.

Jest to t.zw. druga regula Guldina.

Momenty bezwladnodeci i momenty zboczenia. Poste-
pujac podobnie jak przy momentach statycznych, dochodzimy do
okreglenia momentéw bezwladnodei i momentéw zboczenia dla bryl,
powierzehni i linij.

Jezeli po(x, y, 2) oznacza gestosé¢ bryly, to momenty bezwlad-
nosei wzgledem plaszezyzn ay, y2 i z2r okreslamy przez wzory:

VI To=[[[erdr,  Ln=[[[edr, L= | [eyav,
D D D

momenty bezwladnosci wzgledem osi wspélrzednych:

I":././'./.Q (4> +-2%)dv, 1.11:./:/'./‘&) (22 +-2%)dv,
b D

z=ff_/'9(w2+y2)dv,
D

a momenty zboczenia wzgledem plaszczyzn ukladu:

(IX) D= [ [ oyzdv, D= [ [ ozwiv, D.= [ [ [ exydv.
D D D

(VIIT)

Aby otrzymaé¢ momenty bezwladnosei dla powierzehni (linij),
nalezy w podanych wzorach calke potréjng zamieni¢ na podwojna
(pojedyniczg) po powierzchni (po linii) i zastagpié dv przez do (ds),
podobnie jak dla momentéw statycznych. Okredlenia ramienia bez-
wladnosei oraz masy zredukowanej pozostaja bez zmiany. Twier-
dzenia udowodnione dla ukladéw punktéw materialnych zachodzg
takze 1 tutaj.
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§ 8. Srodki ciezko$ci niektérych linij powierzchniibryl.
Jezeli linia, powierzchnia lub bryla posiada §rodek symetrii, to jest
on réwnoczesnie srodkiem ciezkodei. Zatem grodkiem ciezkosci od-
cinka, pelnego réwnolegloboku, kota, réwnolegloscianu, kuli i walea
jest $rodek symetrii tych twordw.

Linia lamana. Srodek ciezkos$ci linii lamanej, np. ABCD,
otrzymamy, zastepujac kazdy odcinek linii |,

punktem materialnym, umieszezonym w srodku S, .
odcinka, o masie réwnej dlugosci odecinka. Sro- | 4 ‘Sﬂl N s
dek ciezkosci ukladu tych punktéw bedzie srod- voom g

kiem linii ABCD (rys. 1). |

Niechaj d,, d,, d; oznaczajg dtugosei odein- b & 7
kow AB, BC, CD, za$§ Sy(@y ¥y), ST ¥s), L.

Sa(xg, 25) $rodki tych odcinkow. Srodek ciezko$ci lamanej ABOD
bedzie wiec mial wspolrzedne

dy @y +dy 2y +dgg y :¢1y1+d2?/2+d3?/3
dy+dy+d; 7 dyFdyt+dy

Luk kola o promieniu r, nalezgcy do kata srodkowego 2a,
ma za o$ symetrii dwusieczng tego kata. Srodek ciezkosei tuku lezy
wiee na tej dwusiecznej (rys. 2).

Aby wyznaczyd odleglodé srodka ciezkosel S od érodka kota 0O,
opieramy si¢ na pierwszej regule Guldina. Przy
obrocie naokolo frednicy I, prostopadlej do dwu-
siecznej kata 2a, luk opisuje powierzchni¢ pasa
kilistego o polu 2rmh (gdzie h oznacza dlugosé
cieciwy, na ktoérej wspiera sie luk). Dlugosé tuku
wynosi s=2ra, droga za$ $rodka ciezkosci 27-08.
Zatem 2rmh=d4rza-08, skad OS==h/2a. Ponie-
waz h=2rsin a, wiec

(1) Lo=

W szezegolnosei dla pélkola jest 2a=ax, stgd OS=_2r[n=0,64r.

Tréjkat. Przetnijmy tréjkat prostymi réwnolegtymi do jed-
nego z bok6éw. Srodki odeink6éw, a wiee i §rodek ciezkosei trojkata,
leza na dosrodkowej.

Wynika stad, ze $rodek ciezkodei trojkata lezy w punkcie
przeciecia sie trzech dosrodkowych, a wiee w odleglodei /3 odpo-
wiedniej wysokodei od kazdego boku.

12%
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Trapez. Srodki odeinkéw réwnolegltych do podstawy trapezu,
a wiec réwniez $rodek ciezkosei 8 trapezu, lezaz na dosrodkowej.
Aby wyznaczyé odleglosé y, srodka ciezkosci S od podstawy,
obliczmy moment statyczny trapezu wzgledem podstawy. Niechaj
a oznacza podstawe, b drugi bok réwnolegly, h wysokosé i P po-
wierzchnie trapezu. Moment statyczny wzgledem podstawy wynosi

(3) M=Py,=Ha+b)hy,.
Dzielge trapez na réownoleglobok i trojkat, dostaniemy
(4) M =bh-Lh+5(a—b)h-Jh=%h*(a -+ 2b).

Z poréwnania (3) i (4) dostaniemy

a-+2b
(5) vo=dg g b

Wiynika stad konstrukeja geometryczna srodka ciezkosei, przed-
stawiona na rysunku 1. Z podobienistwa tréjkatéw BCS i ADS
dostajemy  (h—yo)/yy = (3b+a)/(Ja-+b), skad otrzymujemy ¥,
zgodnie ze wzorem (5).

/
/
’
\
Y
\
\

<

/

\
e SED T B

N

Wielokgt. Aby wyznaczyé srodek eciezkosci wielokata, roz-
bijamy go na trojkaty (trapezy, prostokaty), a nastepnie obliczamy
momenty statyczne poszczegolnych czesci wzgledem osi ukladu.

Oznaczmy przez p np. pole figury podanej na rys. 2. Roz-
bijamy ja na 3 prostokaty o polach p,, p, i ps. Niechaj x, ¥, 5, ¥,
1 @3, ¥ beda wspolrzednymi srodkow ciezkosei wzgledem osi 2 i y.
Mamy M.=p,Y;+PeY2+psys 1| My=pi2+ pa®y+Pss; Srodek ciez-
kosei § ma wiec wspdlrzedne: ‘

(6) xog=My/|p, Yo=M.[P.
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Wycinek kola. Weimy pod uwage wycinek kola O4B. Z po-
wodu symetrii §rodek ciezkodci 8 wycinka lezy na dwusiecznej kata
$rodkowego 2a. Odleglosé OS8 drodka ciezkosci od srodka kota O otrzy-
mamy opierajge si¢ na drugiej regule Guldina. Wycinek OAB za-
toczy przez obrét naokolo promienia OA=v
wycinek kuli. Wysoko§¢ czaszy wycinka kuliste-
go wyniesie CA=0A—0C0=r—rcos2a=2rsin*a,
skad objetos¢ wycinka kuli v=§7%m 2rsin*a=
=413z sin2a. ‘Srodek cigzkodei zatoezy kolo
o promieniu y,=08-sina. Pole wycinka rowna
sie 72a. Na mocy drugiej reguly Guldina
bedzie wiee $r3msin?a= 2wy, ria= 2708 sina-r2a, skad

2s8ina

(7) 08="3"

Dla pétkola mamy w szezegdlnodci 2a=n czyli
(8) 08=4r[37n=0,427r

Odeinek kotla. Srodek ciezkosci 8 odeinka kola znajduje sie
na dwusiecznej kata §rodkowego do ktorego nalezy ten odcinek,
Odleglogé 08’ $rodka ciezkosel odeinka od srodka kola otrzyma-
my ze wzoru, przedstawiajacego moment statyczny wycinka OAB
wzgledem OA jako sume momentéw tréjkata OAB i odcinka kola.
Oznaczajac wiee przez p pole wycinka, przez p’ pole trojkata OAB,
przez p’’ pole odcinka, a przez F {rodek ciezkosci trojkata OAB,
otrzymamy p-OSsina=p’-OF sina+p’"-08'sina. Poniewaz p=12a,
p'=4r2sin2q, p’'=p—p 1 OF=Frcosa, wiec

4 ginda
3(2a—sin2a)

(9) 08’ =

Graniastostup. Walee. Srodki ciezkosei przekrojow graniasto-
slupa plaszezyznami réwnolegtymi do podstawy lezg na prostej,
lgczgcej srodki cigzkosei obu podstaw. Przekroje zas plaszezyznami
réwnoleglymi do jednej ze $cian bocznych sg réwnoleglobokami (lub
skiladaja sie z kilku réwnoleglobokéw); srodki cigzkosei tych prze-
krojow lezg w plaszezyZnie réwnoleglej do podstawy, poprowadzonej
w polowie wysokogei. Podobnie przedstawia si¢ sprawa dla walea.

Wynika stad, ze $rodek cigékosei gramiastostupa lub walca lety
w polowie jego wysokosci na prostej, taczqcej srodki cigékodei obu jego
podstaw.
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Ostrostup. Stozek. Srodki ciezkoéci przekrojéw réwnole-
glych do podstawy ostrostupa leza na prostej, laczacej wierzcholek
ze frodkiem ciezkosci podstawy. Na tej prostej lezy wiec rowniez
§rodek cigzkosei S ostrostupa. Aby wyznaczyé
wysokosé, na jakiej lezy ten §rodek ciezkosei,
obliczamy moment statyczny ostrostupa
wzgledem plaszezyzny podstawy. Obierajac
plaszezyzne podstawy za plaszezyzne pozioms,

otrzymujemy M., = / ' / . / 2dw dydz. Obszar

calkowania jest rozciagniety na caly ostro-
stup. Oznaczmy przez h wysokosé ostro-
stupa, przez D, przekréj plaszezyzna pozioma na wysokosei z
i przez P, pole przekroju D,. Zamieniajac calke potrojng na catke

h h
iterowang dostaniemy M .= / zdz f / daxdy = / 2P.dz. Niech P oznacza
0 "D, 0

‘ 2
pole podstawy. Jak wiadomo P./P= (h— 2)*/h?, czyli Pz:(l—% P.
Zatem ’
3, 3 2\? 1.,
| ny:o/z(lgﬁ) Pdz = 5 I2P.

7 drugiej strony, oznaczajac przez v objetos¢ ostroshupa, a przez

2o Wysokosé jego $rodka ciezkosei, mamy
Moy =20 =2y - 5 hP.
7 przyréwnania obu wzoréw na M, otrzymujemy
(10) 2y = h/4.

‘ Podobnie przedstawia sie sprawa dla stozka.

A wiee: $rodek cigikosci ostrostupa (stoika) ledy w 1/, jego wy-
sokosci na prostej, laczacej wierzcholek ze Srodkiem clgikosci podstawy.

§ 9. Momenty bezwladnos$ci niektorych linij, powierz-
chni i bryl. W tym § zakladaé bedziemy, ze rozpatrywane linie,
powierzchnie i bryly maja gesto$é statg o.

Odcinek. Obliczmy moment bezwladnosci odeinka AB o dlu-
gosci a wzgledem prostej I, przechodzacej przez $rodek O tego od-
cinka i nachylonej do niego pod katem a.
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Przyjmijmy, ze AB lezy na osi xz-6w i ze O jest poczat-
kiem ukladu wspolrzednych. Podzielmy odeinek 4B na drobne
odcinki przy pomocy punktéw @, @, ...
Polozimy Awy=xy— &, Aby=x3— 2, it. d.
Moment bezwladnos$ei odcinka Awz; wzgledem
prostej ! wynosi w przyblizeniu 73 4dm, gdzie 3
Am, oznacza mase i-tego odcinka, za$ 7, od- F /o AN I
leglo$¢ jego lewego konca od l. Poniewaz
r=g8ina, Am=edw, wiec r2Am,=aodx sin*a. Mozemy zatem
przyjaé, ze moment bezwladnosei I, wzgledem prostej I wynosi
w przyblizeniu Ya2pAx, sin®a. Przechodzac do granicy, otrzymamy

+3a 1
I = / 2Posinady = 15 a’p sina.

—la
Masa m odcinka AB wynosi m=ap. Zatem
(1) 11: —[‘gmaz Sill2 a.

Poniewaz O jest srodkiem ciezkosei odeinka A B, wige moment
bezwladnosci wzgledem prostej I’ réwnoleglej do 1 i lezacej w od-
leglodei d od O wynosi w mysl wzoru (I), str.161, Ir=I,+md?, czyli

(2) I, = {5 m (a*sin?a - 12d7).

W szezegélnosei jezeli 1 przechodzi przez komiec A, to
d=}asina, skad
(3) I, =}ma?sin®a.

Jezeli za$ proste I i 1’ sg prostopadle do 4B, to a==/2 i mo-

menty I, i Iy redukuja si¢ do momentéw bezwladnosci wzgledem
punktéw O i A. Z (1) i (3) otrzymujemy dla a=m/2:

(4) l IO == Tlg maz, IA ma/2

Prostokat. Przeprowadzmy przez frodek prostokata o bo-
kach a,b osie #,y ukladu wspoélrzednych. Poniewaz osie te s osiami
symetrii, wigc sa zarazem osiami Srodkowymi i

a2

,,*f/wzgdmdy = g/dy/m%lw—— 1 50*bo.

—b2 —aj2
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Masa prostokata jest m=abg, wiec

(5) 1,= {5 ma? podobnie I,=;mb2
y /: Moment zboczenia D, jest zerem, wigc elipsa
bezwladnosci srodkowa ma réwnanie(str. 169,(3))
N A L+ Ig%=c*  czyli {5mb2?+ {5 ma’y?=c2.
. 0 A4 * Stala ¢ jest dowolna; kladac =%ma2bi2,
/ e gdzie A jest nows staly dowolna, otrzy-
! mamy '
(6) (w/Aa) -+ (y/2b)=1.

A wige: elipsy bezwladnosei $rodkowe majq osie proporcjonalne
do bokow prostokata.

Moment bezwladnosci wzgledem prostej I (rys. 1), przecho-
dzacej przez O 1 nachylonej pod katem o wzgledem osi x, wynosi
(str. 169, wzor (1)) I,=1I.cos?a I,sina czyli

(7) I=1sm (6% cos? a + a? sin? ).

Momenty bezwladnodei I, i I, wzgledem bokéw a i b prostokata
wynoszg I,=I.+m(b/2)? i I,=I.+m(a/2)?, czyli
(8) I,=4mb? I, = Ima®.

Kwadrat. Zachowujac znakowanie jak dla prostokata, mamy
a=>b, skad I.=1, Wynika stad, ze elipsa bezwladnosci $rodkows
jest kotem. Srodek kwadratu jest wiee punktem kotowym.

Trapez. Aby wyznaczy¢ moment bezwladnosci trapezu wzgle-
dem podstawy e (p. rys.2), podzielmy trapez na drobne paski
réwnolegle do podstawy. Oznaczmy przez Ay, Ay,,... grubosei tych
paskow, przez y,, ¥, ... odlegltosé ich §rodkéw od podstawy, a przez

Ty Ty ... dlugodci  odeinkéw, przechodzacych b
przez Srodki paskéw réwnolegle do podstawy. ,g__,:\jy
Mozemy przyjaé, ze moment bezwladnosei i-tego L oo S N
paska wzgledem boku @ wynosi w przyblize- a

niu Am,y?, gdzie Am; oznacza mase i-tego 2.

paska. Moment bezwladnosci I, wzgledem boku @ réwna si¢ w przy-
blizeniu  YAmy?. Lecz Am=Ayre. Z rysunku 2 widzimy, ze

(ri—b)/(a— b)=(h— ;) /h, skad r,:a—(a—b)%. Zatem I, wynosi
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W przyblizeniu Y [a—(a—«b)%]gy;myi. Przechodzace do granicy, do-

stajemy
h

: 1
1=/ [a—(a»—b)%]gyzdy:Eg(a+3b)h3.

0
Poniewaz m=L(a+b)he, wiec

1 a+3b

(9) Ia:E' a,—i—b_

mh2,

Tréjkat. Ze wzoru powyzszego otrzymamy moment bezwlad-
nosci tréjkata wzgledem podstawy, kladac b=0. Dostaniemy

(10) ) I(l:%mhz,

Rownoleglobok. Kladac we wzorze (9) b=a, otrzymamy
moment bezwladnosei réwnolegloboku wzgledem jednego z bokéw:

(11) Ia:'a"mhz.

Prostopadloscian. Umiesémy poczatek ukladu wspolrzed-
nych w {rodku prostopadloscianu, prowadzac osie x, ¥, z rtOwnolegle
do krawedzi, ktérych dlugosci oznaczymy przez a, b, ¢. Moment
bezwladnosei wzgledem osi z wynosi

a2 b2 c2

Ix:,/../../)g (y*+ &*) dady de= 0_/‘dw./)dy'/‘(y2 + zz)dz=il2abcg(b2+ A).

a2 —bi2 —c2
Kladac m=abeop, otrzymujemy stad
(12) LIo=4sm (b4 ?)
i podobnie I,={sm(a®+¢?), I,=ym(a®+b?).

Moment bezwladnosei 7, wzgledem krawedzi a jest I,=I,+md?,

gdzie d=1J02Fe¢ wiec
(13) L,={m(b*+c?)
i podobnie Iy=gm(a?+c?), I,=4m(a®+ b2).

Okrag kota. Moment bezwladnogci okregu o promieniu 7
wzgledem srodka O wynosi oczywidcie

(14) Io=mr%.
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Aby wyznaczyé moment bezwladnosei wzgledem £rednicy,
obierzmy O za poczatek ukladu wspélrzednych (z, y). Mamy oczy-
wideie I.=I,. Poniewaz Io=I.+1, wiec Io=2I, czyli I,=}Io.
Stad moment bezwladnodci wzgledem $rednicy wynosi

(15) Io=1mr.

Kolo. Ze wzgledu na symetrie momenty bezwladnosei po-
wierzchni kola wzgledem $rednic sg réwne. Obierzmy srodek kola O
za frodek ukladu wspélrzednyeh (z, y). Zatem I,=I, a ponie-

waz moment bezwladnosci wzgledem srodka
by Io=I,+I, wiec Io=2I,, wigc I.=}Ilo. Aby

obliczyé Io, podzielmy kolo na pierscienie przy

/‘I‘\ pomocy kot wspolérodkowyeh o promieniach
’@".’" : Xyy Loy ... POYOZIMY Awy=0y—2,, ALy=03—Lsy...-
@ Mozemy przyjaé, Ze moment bezwladnoseci

i-tego pierscienia wzgledem O wynosi w przy-

blizeniu Amx?, gdzie Am, oznacza mase tego
pierscienia. Poniewaz pole pierscienia wynosi w przyblizeniu 2aw; Ax;,
wige Am,=2nw,0dx,. Zatem w przyblizeniu 10=22nw‘jgdmi. Prze-
chodzac do granicy, otrzymujemy stad

(16)  Io=[2nafodu=mort.
.

Poniewaz masa kola m=r*ng, wiec:
(17) Lo=={mr® 1 I.=}mrd

Powierzchnia kuli. Moment bezwladnosei powierzchni kuli
wzgledem $rodka wynosi oczywidcie
(18) Lo=mr2

Aby wyznaczyé moment bezwladnodei wzgledem srednicy kuli,
umiesémy poczatek ukladu wspolrzednych w §rodku kuli. Z powodu
symetrii mamy I.=I,=1I,. Poniewaz 2Io=I,~+I,+I., wigec Io=3§1,.
Zatem I.=%1,, skad

(19) I.=3mr.

Kula. Biorge za poczatek ukladu wspélrzednych $rodek kuli,
mamy ze wzgledu na symetrie jak poprzednio I.=%Io. Moment I,
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obliczymy postepujac podobnie jak przy kole, t.]. dzielac kule na
warstwy przy pomocy kul wspélirodkowych. Otrzymamy

{20) Io=3mr? i I =3gmr

Walec obrotowy. Oznaczmy przez r promieft podstawy,
a przez h wysoko$é walca. Wezmy za poczatek ukladu wspolrzednych
$rodek osi walea, przyjmujac o walca za 0§ 2z-0w.

Aby obliczyé moment I., postapmy podobnie jak przy kole,
t. j. podzielmy walec na warstwy przy pomocy walcéw o podstawach
wspélsrodkowyech z podstawa walca. Otrzymamy

{21) I,=mr2

Aby obliczy¢ momenty I, i I, podzielmy walec na warstwy
przy pomocy plaszezyzn réwnoleglych do podstawy. Oznaczmy
przez Az, Az, ... grubosei warstw, przez 2y, 2,, ... wspolrzedne grodkéw
ich podstaw, przez Am;, Am,, ... masy warstw. 7
Moment bezwzglednosdei i-tej warstwy wzgle- /
dem prostej réwnoleglej do osi o i przechodza- N S
cej przez srodek ciezkosei tej warstwy réwna $ 4z,
sie w przyblizeniu J4m;»? (jak -moment bez-
wladnogei kola wzgledem frednicy). A wige mo- 0 Lo
ment bezwladnosci warstwy wzgledem osi » 7
wyniesie w przyblizeniu 44m r*+Am 2} Ponie-

waz Am;=r2nlzp, wiec bedzie w przyblizeniu
Ix=2(irz+z‘f)1"2ngélzi, skad, przechodzac do granicy, otrzymujemy
hi2
L= / 17”24—22 Tandz:iTanh(Z?»rz—{—m)
! L\ 12 )
Poniewaz masa walca jest m=rmph, wigc
(22) I,=5m(3r2+h?).

Ze wzgledu na symetrie mamy oczywiscie I.=I,.
Moment wzgledem tworzacej ! walca wynosi I;=I,+mr? wigc

(23) Ii=3mr.

0% 2z jest osia symetrii, a wigc jest ona réwnoczesnie osia §rod-
kows. Z powodu symetrii osie # i y sa rowniez osiami grodkowymi.
Elipsoida bezwladnosei ma wiee rownanie I.a?4I,y*+I.2*=¢* skad
wobeec (22) f5m (3r2+h2) (22 +y?) 4-imrie?=c? czyli
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(24) @/ +(y P+ (33 =2,

gdzie A% jest dowolng stals.
Elipsoida bezwladnosci jest wige elipsoidg obrotowa. Gdy rVS:h,
elipsoida jest kula.

Stozek obrotowy. Oznaczmy przez r promien podstawy,
a przez h wysokosé stozka. Umiesémy poczatek O ukladu wspél-
rzednych w wierzeholku stozka i przyjmijmy o§ stozka za of 2-6w.

Jako o§ symetrii jest ona réwniez osig.
bezwladnosei srodkowa, a wiec na mocy twier-
dzenia 2°,str.168, osig bezwladnogei w punkeie O.
Z powodu symetrii osie x i y s3 réwniez osiami
bezwladnogei w punkeie O.

Podzielmy stozek na warstwy o gruboseci
Az; przy pomocy plaszezyzn réwnoleglych do
podstawy. Moment bezwladno$ci i-tej warstwy
wzgledem osi z wynosi w przyblizeniu Am %2
(podobnie jak moment bezwladno$ci walca wzgledem osi), gdzie r;
oznacza promieni dolnej podstawy i-tej warstwy. Niech 2; oznacza.
wspolrzedng Srodka dolnej podstawy i-tej warstwy; wowezas
rijr=2z;/h, czyli

(25) ri=rz;/h.

-

<

Poniewaz w przyblizeniu Am,=r2ndzp, wiec na mocy (25) mamy
(26) sAm =1 (r/h)mozt Az,

skad w przyblizeniu I = Z.}(?"/h)‘*ngz;mzi. Przechodzae dotgranicy,
otrzymamy

h

r1fr\t 1
— (), 4
Iz_(j/ 2(h) motdz o’ hro.

Masa stozka jest m=4r’mhg, wicc
Iy — 3 2
(27) I,= o™

Aby obliczyé I., zauwazmy, ze moment i-tej warstwy wazgle-
dem prostej rownoleglej do osi x-6w i przechodzacej przez srodek

. . R 0
ciezkosci tej Warstwy wynosi w przyblizeniu tAm 72 Zai?em wzgle-
dem osi z-6w wynosi on {Amp3+Amzi. Suma ta réwna sie na mocy
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oxy 5 ropy L(T\E L r\? . X .
{25) 1 (26) Z(ﬁ LITHESE (ﬁ) )Azi:Aw[, czyli I, réwna sie w przy-

blizeniu ) Aw; Przechodzac do granicy, otrzymamy

1= [ [{{5f s[4+ (51

1
dz:é—oﬂng(élhz—l—rz) hy

czyli’

3
(28) I = ggm(ri4-412).

Oczywidcie mamy I,=1,.

Niech ¢ 0znac73 kat miedzy osig z a tworzaca ! (lezaca w plasz-
czyznie xz). Poniewaz osie x,,2 83 osiami bezwladnosci w 0, wige
na mocy wzoru (I), str. 164, jest I,=I,cos?a-+I,cos?B-+1,cos?y,
gdzie a, B, y oznaczaja katy miedzy tworzaca ! a osiami ukladu

wspélrzednych. Mamy a:g—qv, ﬁzg i y=¢, skad

I =1I,sin*¢-+1,co8? ¢,
a stad na moéy (27) 1 (28)

(29) I,= % m[(r2-4h?) sin? ¢ + 2¢2 cos? ¢].

Z uwagi na to, ze tge=r/h, dostajemy

3m r2-6h%

(9) Li=90 o rme’




