ROZDZIAL V
UKLADY PUNKTOW MATERIALNYCH

§ 1. Réwnania ruchu. Niech dany bedzie uklad punktéw
materialnych o masach my, My, ...,m,. Oznaczmy przez P,, P,, ..., P,
sumy sil dzialajacych na poszezegélne punkty, a przez p,, Ps, ..., Pn
przydpieszenia tych punktéw wzgledem ukladu inercjalnego wspél-
rzednych. Wowezas wedlug prawa Newtonas:

m,p,=P,, m,p,= P, e, m,p,=P,.
Réwnania powyzsze zapisujemy kracej
(1) m;pi= P; (t=1,2,...,m).
Niechaj punkt m; ma wspolrzedne «x,y,2. Réwnania (I) mo-
zZemy napisa¢ w postaci:

(1K) mix; =P, miyi=P; , mizi=P;

y 2

Uklady swobodne. O silach P, P, ..., P, zakladamy, ze

w najogéllniejszym przypadku zaleza one od czasu, polozenia i pred-

kosei punktow ukladu. Przyjmowaé wiec bedziemy, ze sity sy funk-

cjami: czasu ¢, zmiennych ,y,, 2, ..., ¥, Y,,2, okreélaj@cych po-

lozenia punktéw oraz zmiennych ,4,%, ..., %,9,,4 okredlajacych
predkosei punktéw. Zatem mozemy napisad:

Pix:Fi(t’ xly ) z17 veey mna .7/,,’ z,ﬁ 3&1, yla 2'1, sevy 3‘7,,7 yna z'"),
ipodobnie P,'I]=¢'i, PiZZTi.
O funkcjach P, , P, 1 P;, zakladamy, ze s3 ciagle i ze majg
ciggle pierwsze pochodne czgstkowe wzgledem kazdej zmiennej.

Réwnania (1I) noszg nazwe réwnan ruchu Newtona.
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Stanowig one uklad réwnan rézniczkowych drugiego rzedu.
Z teorii réwnan rézniczkowych wynika, ze réwnania (II) wyzna-
czaja ruch ukladu punktow, jezeli dane sg w chwili poczatkowej
t=1, polozenia poczagtkowe punktow (t.j. wspétrzedne x9,9,29,...,2°)
i predkosei poczatkowe (t.j. @9, 49,49, ..., 2°).

Sity wewnetrzne i zewnetrzne. Sily, dzialajace na punkty
ukladu, dzielimy na dwie grupy.

Do pierwszej zaliczamy te sily, ktére pochodzg ze wzajemnego
oddziatywania punktéw ukladu na siebie. Sily te nazywamy silami
wewnetrznymi.

Pozostale sily nazywamy silami zewnetrenymsi.

O silach wewnetrznych zakladamy, ze stosujg sie do prawa
akeji 1 reakeji Newtona (str. 73).

Wezmy pod uwage pare sil, z jakimi dzialaja na siebie dwa
punkty ukladu m’ i m”. Suma tych sil jest zerem, a ze nadto dzia-
lajg one wzdluz prostej, laczacej punkty m’im’’, wiec i moment ich
wzgledem dowolnego punktu jest zerem. Poniewaz sity wewnetrzne
mozemy zgrupowac¢ w takie pary, wiec suma i ogélny moment sil
wewnetrznych jest zerem.

Rownowaga ukladi punktéw. Uklad punktéw jest w row-
nowadze, jezeli kazdy punkt jest w réwnowadze.

A wige, jezeli uklad punktéw jest w réwnowadze, to suma
sit dzialajacych na kazdy punkt jest réwna zeru. O ukladzie sit,
majaeym te wlasnosé, méwimy, ze jest w réwnowadee lub ze sily
tego ukladu rdwnowaia sie.

Niech dany bedzie uklad sit w réwnowadze. Wezmy pod uwage
sily tego uktadu, dzialajace na dowolny punkt materialny. Poniewaz
suma tych sit, jak i moment ogélny wzgledem dowolnego punktu
przestrzeni, sa réwne zeru, wiec dany uklad jest réwnowainy zeru
(str. 23).

A wige: jezeli sity, dzialajqce na uktad punktéw materialnych,
réwnowaiq sie, wowcezas suma tych sil i ogdlny moment jest zerem.

Warunek powyzszy jest warunkiem koniecznym réwnowagi
sil, ale nie jest warunkiem wystarczajacym. Poniewaz sily we-
wnetrzne majg sume i ogélny moment réwny zeru, wiec z podanego
warunku wynika, Zze jezeli ukiad punktéw materialnych jest w réwno-
wadze, to suma i ogolny moment sit zewnetrznych jest zerem.
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Podobnie jak poprzedni, warunek ten jest tylko warunkiem
koniecznym réwnowagi ukladu.

Zasada d’Alemberta. Réwnania (I), str. 190, mozemy na-
pisa¢ w postaci
P+ (—mp)=0 t=1,2,...,n.
Wektory —m,p, nazwaliSmy silami bezwladnosci punktéw m;
(str. 74). Mozemy wiec powiedzied, ze sily bezwladnodci réwnowasq
si¢ 2 sitami dzialajacymi na punkty ukladu.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady d’'Alemberta.

Znaczenie tej zasady wystepuje gléwnie w ukladach punktéw
nieswobodnych, czym zajmiemy sie dalej. Nalezy pamietaé, o czym
moéwiliSmy na str. 74, ze sily bezwladnoseci nie 83 sitami, lecz wekto-
rami, ktore tylko dla wygody nazywamy silami.

Przyklad 1. Po osi x poruszaja si¢ dwa punkty 4,, 4, o ma-
sach my, m,, przyciggajace sie z sily P wedlug prawa Newtona.
Wiee |Pl=Km,m,/r?, gdzie r=A,4,. Oznaczajac przez x, i z, (#,<<x,)
wspolrzedne punktéw, otrzymamy réwnania ruchu w postaci:

1) my &y = Kmym,/(x,— x,)?, Moy = — Kmymy/(wy— @))%

Przyjmijmy, ze w chwili poczatkowej
t=0 jest x,=af v,=af, % =0,4,=0. Do-
dajagc réwnania (1) stronami, dostaniemy
my 2y +myy =0, skad po scatkowaniu

0 la -P

A, r 1, s

my &y + mydy = a, My Ly - My =at +b.

Ze wzgledu na warunki poczatkowe otrzymamy a =0
1 b=ma)+ mul. Wiec:
(2) mi Ly + mpds = 0, MALs + My = M T - My 2.

Z réownan (1) otrzymujemy jeszecze
(3) By— @y =— K (my + my)/(w,— )

Polézmy x,—xy=r i K(m;+my)=h. Dostaniemy #=-—hjr2.
Mnozge obustronnie przez # i calkujae, otrzymamy L#2=h/rtec.
Poniewaz dla t=0 mamy 7=i]—#'=0 oraz r=a)—ad=r, wiec

h h
e== ___@ Zatem ‘17'“2 ———5 gkad
Ty 2 roo7,

(4) r‘:~l/2h(%—rl—0>-
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Przyjelismy znak ujemny, gdyz punkty beds sie zblizaé do
siebie, wige » bedzie maleé, skad #<<0. Z (4) dostajemy
T wiee I A
Vonii=] JVan- )

Po scatkowaniu otrzymamy

1 V? al— . Po—2r ,
(b) §|72% [2 lr/¢07"~ r2 4 roare sin -2 " h] +e¢ =1{.
Poniewaz dla t=0 jest r=r,, wiec
wrlry
(6) C’:‘ 0_.T0'
4 Jon

Czas T, po ktorym punkty sie spotkajg, otrzymamy z (5),
kladae »=90. Zatem

™ 372
- ﬂ‘70l70 o @
=

Dla my=m,=1g, rq=lem i K =0,6-10"" cm?® g—' sek—* otrzy-
mujemy 7=3055 sek.
Wzory (2), (5) 1 (6) (gdzie r=uy —,) wyznaczaja ruch punktow.

Uktady nieswobodne. Jezeli istnieja warunki ograniczajgce
mozliwe ruchy ukladu punktow materialnych, woéwezas nazywamy
go ukladem nieswobodnym, a warunki ograniczajace wigzami. Podob-
nie, jak w przypadku jednego punktu nieswobodnego, przyjmujemy,
ze wiezy sa wynikiem pewnych sil, zwanych reakcjami, ktore po-
woduja, ze uklad zachowuje wiezy.

Jezeli do sil dzialajacych na punkty ukladu dotozymy sily re-
akeyjne, wowezas uklad mozemy uwazac¢ za swobodny. W ten spo-
$0b badanie ruchéw ukladéw nieswobodnych sprowadzamy do ba-
dania ruchéw uktadéw swobodnych.

Jezeli wiee na punkty ukladu o masach \myy dzialaja sity (P,
to oznaczajac przez (R, reakeje, mamy

(IIT) m,p,—=P,+ R, i=1

W szezegélnosei uklad nieswobodny jest w réwnowadze, jezeli
sily dziatajace réwnowazg sie z reakcjami.
S. Banach. Mechanika. 13
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Wiezy ukladu moga polegaé na tym, ze niektore punkty muszg
sie stale znajdowa¢ na pewnych liniach lub powierzchniach. Oprécz
. i tego rodzaju wiezdéw, poprzednio juz poz-

A il nanych (por. str. 123), spotykamy sie
i e jeszeze z innymi. Np. dwa punkty mate-
rialne mogg byé polgczone nicig nieroz-

. 4 cigeliwg o dlugodei I; odleglosé zatem

/ m;  punktéw od siebie musi byé stale <!I. Nié

dziala na punkty tylko wtedy, gdy jest
napieta (rys. gorny). Jezeli zalozymy, ze masa nici jest dos$¢ mala,
by mozna jg bylo pominaé, to sity, z jakimi ni¢ dziala na punkty,
beda co do wielkosei réwne nawet wtedy, gdy ni¢ bedzie nawinigta
na jakie$ cialo (rys. dolny) — o ile nie ma tarcia. Sily te sa oczywiscie
reakejami. Reakeje sg styezne do nici i majg zwrot w kierunku niei.

Uktad sztywny. Waznym przykladem ukladu punktow nie-
swobodnego jest t. zw. wuklad sztywny. Jest to uklad nieswobodny,
ktérego wiezy polegaja na tym, ze wzajemne odleglodei punktow
ukladu pozostaja niezmienne. Przyjmujemy, ze w tym przypadku
wystepuja pewne sity wewnetrzne (t. j. dzialajace miedzy punktami
ukladu), ktore sprawiaja, ze punkty zachowuja odleglodei state,
mimo dziatania sil zewnetrznych. :

Jialo state fizyezne na ogdl odkszlalea sie, t.j. zmienia swoja
posta¢ pod wplywem sit na nie dziatajacych. Zdarzyé sie jednak
moze, ze gdy sily nie przekraczaja pewnej granicy, odksztaleenia sg
tak niewielkie, iz praktyeznie mozemy nie braé ich pod uwage.
W tym przypadku za model takiego ciala przy malych sitach mo-
zemy obraé uklad punktow, ktory nazwalismy uktadem sztywnym.
Wyniki, jakie otrzymamy, beda wéwcezas wazne w przyblizeniu dla
viata fizyeznego. W ten sposéb mozemy stosowaé do ciat statych
fizycznych twierdzenia, jakie otrzymamy dla ukladéw sztywnych. Ze
wzgledu na wazng role, jakg odgrywa teoria ukladu sztywnego, zaj-
miemy sie ta teorig szezegolowo w rozdziale VI. W tym rozdziale
ograniczymy sie tylko do podania kilku przykladéw na tle ogolnej
teorii ukladu punktow.

Najprostszym przypadkiem ukladu sztywnego jest uklad zlozony
z dwéch punktéw materialnych, ktérych odlegloéé » jest stata.

Uklad taki mozemy zrealizowad, aczac dwa punkty materialne
sztywnym pretem o matej masie, ktorag w stosunku do mas samych
punktéw mozna pomingé. Moéwimy wowcezas, Ze punkty polaczone
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sg pretem sztywnym bez masy. W ten sposob sily wewnetrzne mie-
dzy punktami zastepujemy sitami, z jakimi pret oddzialywa na te
punkty. Sily te sa zatem co do wielkosci réwne, majg kierunck
preta, a zwroty przeciwne.

Przyklad 2. Dwa ciezkie punkty materialne o masach My 1 My
polagezone sa nicig nierozeiggliwg (bez masy), przewinietg przez
krazek. Punkt m, musi pozostawaé na prostej pionowej . Jaki
kat ¢ tworzy ni¢ z prostg I w polozeniu rownowagi, jezeli nie ma
tarcia ¢

~Na punkt m, dziala nié z sila 7' skierowang pionowo do gory
oraz ciezar myy skierowany pionowo w dol (rys. 1). Zatem
T —myg-=0, wiee
(7) T = mqg.

Na punkt m, dziala nié z sitg T skierowana wzdluz niei, cie-
zar myy skierowany pionowo w dol i reakcja R prostopadla do
prostej . Tworzae rzuty sil na prosta 1, dostaniemy 7' cos @—myy==0,
wiec
(8) ‘ T cos g = m,yg.

Zirdwnan (7) i (8) otrzy-
mamy W
CO8 @ = My/Mm,. !

Réwnowaga jest wiec /
mozliwa tylko wowezas gdy 2 s
My < My.

m,
Przyllad 3. Punkty g

materialne ciezkie A4, i A, mg

o masach m,, m, polaczone sg

nieig nierozciagliwg bez ma- 1. 2.

sy. Punkt 4, zawieszony jest

na niei O4,, réwniez nierozciagliwej i bez masy. Caly uklad obraca

sie okolo osi pionowej ze stalyg predkoscia katowa ®, Pprzyczem

katy a i f, jakie nici 04, i A;A, tworza z pionem, nie ulegajg

zmianie podczas tego obrotu. Wyznaczyé katy a i B.

Obierzmy w punkecie O poczatek ukladu ruchomego (z,y,z),
obracajacego si¢ okolo osi pionowej z z predkoseia katows o (rys. 2).
Mozemy przyjaé, ze punkt 4, znajduje si¢ stale w plaszezyznie wz.
Poniewaz kat a jest staly, wiec punkt A, jest w réwnowadze wzgled-
nej wzgledem ukladu (z,y, 2).

———p e e———

13*
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Wykazemy najpierw, ze w plaszezyZnie w2z znajduje sie réwniez
punkt A,. .
Poniewaz punkt A, jest w réownowadze wzglednej, wiec jego
sita unoszenia P rownowazy sie z sitami dzialajgcymi t.j. z cie-
zarem Q,, reakcja B, nici 04, i reakcja R, nici 4,4,. Zatem
(9) PP 4@+ B+ By = 0,

7 réwnania powyzszego wynika, ze R,——P, —@Q,—R,. Po-
niewaz sity PV, —Q, i —R, leza w plaszezyZnie xz, wige R, lezy
réwniez w plaszezy#nie wz. Poniewaz nadto R, ma kierunek nici 4,4,
wiee i ni¢ 4,4, lezy w plaszezyznic xz; zatem punkt A, lezy rowniez
w plaszezyZnie xz.

Przejdzmy do wyznaczenia katow o i f. 7 uwagl na to, ze
katy te sa stale, oraz ze dlugosei 04, i 4,4, rowniez si¢ nie zmie-
niaja, wynika, ze punkt A4, jest takze w rownowadze wizglednej
wzgledem ukladun (2,y,2). Oznaczajac przez PY jego sile unoszenia,
a przez @, jego ciezar, otrzymamy

(10) PY+Q,—R,= 0.

Oznaczmy przez r, i ry odleglodei punktow A; i 4, od osl
obrotu. Mamy:
(11) 7, = 04, sinu, ro==04,sina + 4;4,sin f,
(12) [P = myryw?, |PY| = mgryo.

Utworzmy rzaty (9) i (10) na osic o i 2. Kladac Rl:\Rl}.
i R,=|R,, dostaniemy:
(13)  myr,w*— R, sina—+Rysin =10, —my g+ Ry cos a—Rycos =0,
(14)  myryw?—Rysin f= 0, — g g 12y cos f=0.

7 réownan (13) i (14) otrzymujemy:
(1h) tg o = (myry + Mmyary) w?/(My +my) 4, tg 8 = ryw?/y.

Jezeli przez r, oznaczymy odleglo$é srodka S masy ukladu
punktow 4;, 4, od osi obrotu 2, to otrzymanty (my + m)rg="171 -+ MsFy,
skad na mocy (15) tga=r,w?/g, a wiec z uwagi na to, ze r<<ry<<ry
bedzie tga<<tgf ezyli a<<p.

Zmajac 04, i 4,4, znajdujemy a i p z réwnan (11) i (15).
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Przyklad 4. Maszyna Atwooda. Na konhcach niei
(nicrozciggliwej, bez masy), przewiniete] przez krgzek (bez masy),
zawieszone s3 dwa ciezkie punkty materialne o masach m, i m.,.
Zatozmy, ze oba punkty poruszajg si¢ pionowo. Poniewaz nié jest
nierozeciagliwa, wiee drogi przebywane przez oba punkty sg réwne.
Zatem przyspieszenia 1 predko$ei obu punktéw sa réwne co do
wielko$ei, zwroty zas maja przeeciwne. Oznaczmy przez p rzut
przys$pieszenia punktu m, na os z skierowang pienowo q

.

w do6l. Niechaj R oznacza warto$é bezwzgledng sily,
z jakg nié dziala na punkty m; i m,. Na punkt m,
dziata ciezar i reakeja nici. Zatem
(16) myp = mg— K. oA
i . My
Dla punktu wm, otrzymamy podobnie P
~ ; > my m,g
(17) My P = My — I
Z réwnan (16) i (17) dostajemy: mot ||
|
|
my— m 2mym
(18) p=t g R=""1""%4. v
My =+ My My - My

A wiee punkty beda sie poruszaé z przyspieszeniem stalym.

Z réwnania (18) dostajemy (my+my)p=mg— m,g.

A wiee przysdpieszenie jest takie, jak gdyby na punkt mate-
rialny o masie m,4-m, dzialala sila myg— my,g, t.]. sila réwna réznicy
cigzardw. .

Jezeli my>m,, woOwezas p>-0, t. zn. ze prayspieszenie punktu m,
jest skierowane w dél, za$ punktu m, w gore.

Jezeli my=1m,, wowezas p=0, t.zn. ze punkty poruszaja sie
ruchem jednostajnym.

Przyllad 5. Dwa punkty ciezkie o masach m, i m,, polgcezone
nicig nierozciagliwg bez masy, pornszaja sie w plaszezyZnie pio-
nowej po dwdéch prostych 1, il,. Na punkt m, dziala ni¢ z sita T,
ciezar m,J i reakcja prostej R,. Podobnie na punkt m, dzialaja
sity Ty, myg i R, Przyjmijmy, ze nie ma tarcia, zatem ze R, i R,
sg prostopadle odpowiednio do prostych I, i I, (str. 198, rys. 1).

Poniewaz nié jest nierozciagliwa, wiec drogi przebywane przez
oba punkty beds réwne, przyspieszenia beda tedy réwne co do
wielkosei.
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Nadajmy prostym 1, i l, zwroty w dol.
Niechaj p oznacza wspolrzedng (wzgle-
dem [;) przydpieszenia punktu m,, zatem
4 wspolrzedna (wzgledem 1) przyspieszenia
YA ‘m , ™\ punktu my, wynosi —p. Sily 7' i 7', s co do
b wielkosei réwne; polézmy T'=|T|=|T,|.
Oznaczmy przez o, 1 o, katy, jakie proste
l, i l, tworzg z poziomem. Tworzagc rzuty na proste I, i I, otrzy-
mamy mp=—m"=4mgsinoe, i —mp=—T -Fmygsina,, skad

1.

Wy SN oy — My SIN 0y
My + Wy
A wige punkty poruszaé¢ sie beda po prostych ruchem jedno-
stajnie przysépieszonym.

§ 2. Ruch $rodka masy. Wlasnosci kinematyczne
§rodka masy. Niechaj bedzie dany uklad punktéw materialnych
Ay, A,... omasach m,,m,,..., ktérego drod-
kiem masy jest punkt 8 (rys. 2). Obierzmy 4,
dowolny punkt O. Polézmy m=>m, oraz:

Fo=08, =04, (i=1,2,.).
Przy powyzszym znakowaniu zacho-
dzi rownosé

4

(I) MTPy== N m;¥,.

Dowo6d. Obierzmy dowolny uklad wspolrzeduych o poczatku
w 0. Jezeli x,y,z oznaczaja wspoh’mdne punktu A, zas x,y,,?,
wspolrzedne $rodka S, to na moey (II), str. 155, jest:

NN g —— N7 PRI N

(1) My = M., MYy = 2 MY,y Mz, = 3 mz2,.

Poniewaz wektor 7, ma rzuty x,y,2, zas 7, ma rzuty x,¥, %,
wige réwnanie (I} jest tylko postacia wektorowa rownosei (1).

Utworzmy teraz pochodng obu stron réwnosei (I) wzgledem
czasu; otrzymamy m7,=> m;7. Poniewaz 7 oznacza predkosé z;
punktu A4, za$ 7, predkosdé¢ v, srodka masy 8 wzgledem ukladu
0(“'7 Y, z)7 inQc

(Il) ’WLEO == 2 W V;.
Wektor mp; jest pedem (str. 73) punktu A, Prawa strona
rownosei (I1) przedstawia wiee sume pedow poszezegolnych punktow

ukladu. Sume te nazywamy pedem (ogélnym ) ukladu.
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Wektor m#, mozemy uwazaé¢ za ped punktu materialnego,
majacego mase réowng masie calkowitej ukladu, umieszcezonego
w Srodku masy (i poruszajacego sie wraz ze srodkiem masy).

A wiee: ped (ogdlny) ukladu réwna si¢ pedowi masy catkowitej
wktadu, umieszezonej w srodku masy.

Zrozniczkujmy réwnanie (IT) obustronnie wzgledem czasu 1.
Dostaniemy mvy=23'm¥;. Lecz v; oznacza przyspieszenie p, punktu A4,
zad 9, przyspieszenie p, $rodka masy S. Wiec

_ S
(I11) mp,= X mp,.

Wektor —mp, nazwaliSmy silag bezwladnosei punktu 4;

{str. 74 1 192).

A wige: suma sit bezwladnosei punktow uktadu réwna si¢ sile
bezwladnosei masy catkowitej wukladu, wmieszezonej w $rodku masy.

Uwaga. Tworzac rzuty na osie ukladu wspolrzednych, otrzy-
mamy z réwnan (IT) i (TII):

, . N s w ST

(11 mEy= N mz,, my,= > m,y,, mé,= 2 Mz,
, . . ) o . y

(I11")  ma,=Ymx, my,=>my,, mz,= D> mz,.

Wypadkowa sil ciezkogei. Niech uktad punktow A4,, 4,, ...
0 masach my, m,, ... znajduje sie w polu sily ciezkosei. Oznaczmy
przez § wektor przyspieszenia ziemgkiego, a przez S $rodek masy.
Niechaj O bedzie dowolnym punktem. Polézmy jak poprzednio
r¢=08i7=04,dla i=1,2,... Moment ogélny sil ciezkosci wzgledem O
Wynosi M:(mlg><i1)+(rng‘><i2)+..., wiee M =gx (m,F-+myFot...),
skad na mocy (I), str. 198,

(2) M = gxm¥F, = m{x7,.

Jezeli w szezegolnosei punkt O schodzi sie z S, to 7,=0, skad
na mocy (2) M=0.

A wige: moment ogdlny ciczardw punktow uktadu wzgledem $rodka
masy fjest zerem.

Poniewaz ciezary tworzg uklad sil rownoleglych i zgodnie skie-
rowanych, wiec uklad ten ma wypadkows (str. 26). Wypadkowa
przechodzi przez srodek masy, gdyz moment ogdlny wzgledem srodka
masy jest zerem.
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Wilasnodei dynamiczne $rodka masy. Niechaj na punkty
materialne m,; danego ukladu dzialaja sily P. Oznaczmy przez
przvs‘pieszen]le punktu m; a przez p, przyspieszenie $rodkad masy
tego ukladu’punktéw wzgledem inercjalnego ukladu wspétrzednych.
Na mocy wzoru (III), str. 199, mamy mp,=2'mp, gdzie m=_'m,.
Poniewaz m,p=P, wiec mp=2P; czyli

(1V) mp,= P, gdzie P=)>'P;.

A wiee: srodek masy ukladu punktéw porusza sie tak, jak gdyby
byta w wim skupiona catkowita masa uktadu, poddana dziataniu sumy
wszystkich sil.

Rownanie (IV) mozemy napisa¢ w postaci d(m@,)/dt =

Zatem: pochodna pedu ukladw réwna jest sumic wszystkich sit
dzialajacych.

Jezeli suma sit dzialajacych na punkty ukladu jest rowna zeru,
t.j. jezeli P=0, wéwezas na mocy (IV) mamy mp,=0 ezyli p,=0.
Jezeli suma P jest zerem stale, to stale jest p,=0, wiec predkosd 7,
srodka masy jest stata. Srodek masy jest wtedy w spoczynku fmlbo
w ruchu jednostajnym prostolinijnym. Zauwazmy, ze na mocy (II),
str. 198, jest m¥,=mo; a wiee w tym przypadku ped 0g0lny (czyli
ilogé ruchu) uktadu jest wektorem stalym.

A wiee: jezeli suma sil, dzialajqcych na uklad punktéw, jest stale
réwna zeru, to $rodek masy jest w spoczynku albo w ruchu jednostaj-
nym prostoliniowym. a ped ogdlny uktadu jest wektorem stalym.

Powyzsze twierdzenie nosi nazwe zasady zachowania pedu lub
tloset ruchu.

Jak wiemy (str. 191), suma sit wewnetrznych jest zawsze zerem,
zatem suma wszystkich sit dzialajacych na punkty ukladu réwna
si¢ sumie sit zewnetrznych. W podanych twierdzeniach mozemy wiec
sume sil zastapié przez sume sil zewnetrznych.

Oznaczmy przez P® sume sil zewnetrznych. Na mocy (IV) jest
(V) mp,= P®.

Jezeli na uklad nie dzialaja zadne sily zewnetrzne, to p,=0,
wiee §,= const. Mozemy wiec powiedzied, ze sty wewngtrane nie mogq
zmienic predkoset $rodka masy ani co do wielkosci, ant co do kierunku.
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\Veém.y pod uwage uklad stoneczny (t.]. zlozony ze stofica i planet). Sily,
pochodzace z prayciggania cial uktadu stoneeznego przez gwiazdy state, mozemy
pominaé, gidyz sily te sa bardzo male z powodu wielkich odleglosci gwiazd sta-
tyeh. Mozemy wige przyjaé, ze na ciala ukladu slonecznego dzialaja tylko sily
wewnetrzne, z jakimi ciala te przyciagaja sie wzajemnie wedlug prawa Newtona
(str. 90). Wynika stad, ze &rodek masy ukladu slonecznego jest wzgledem gwiazd
gtalyech w spoezynku albo porusza sie ruchem jednostajnym prostolinijnym.

Przypusdémy, ze badamy ruch ukladu punktéw w polu sily
ciezkodei. Suma sit ciezkosei wynosi mg - mog -b...=mg. Srodek
masy S bedzie wiee poruszal sie tak, jak punkt materialny o mua-
sie m pod wplywemn sily ciezkosei g, t.j. po prostej lub paraboli,
az do chwili gdy chod jeden z punktéw ukladu dotknie ziemi. W tej
bowiem chwili wystapi nowa sila zewnetrzna wskutek zderzenia sie
punktu z ziemig.

Przykiady: 1. Srodek masy pocisku biegnie po paraboli nawet wowezas,
gdy poeisk wybuchnie i pekuie. Ruch srodka masy nie zostanie bowiem przez to
zaklécony, poniewaz wybuch powstaje pod wplywem sil wewnetrznyeh. Dopiero
gdy jeden z odlamkéw spadnie na ziemie, ruch érodka masy ulegnie zmianie.

2. Gdy czlowiek znajduje sie na plaszezyznie poziomej gltadkiej (np. na
lodzie), sitami zewnetrznymi sa reakeja plaszezyzny 1 sita ciezkoseis; obie sily maja
kierunek pionowy. Jezeli w chwili poczatkowej czlowiek byl w spoezynku,
to dopdki nie wystapia inne sily zewnetrzne, Srodek masy bedzie mdgl si¢ po-
ruszaé tylko po pionie. Ruchy, jakie cztowiek wykonywa przy pomocy miesni,
odbywajy sie pod wplywem sil wewnetrznych, a wiec nie moga wplynaé na ruch
¢rodka masy w kierunku poziomym. Gdyby zatem nie bylo tareia, chodzenie
byloby niemozliwe.

Jezeli pewna czesé ukiadu punktéw zmienia w jakiejs chwili
swoj ped pod wplywem sil wewnetrznych, wéwezas ped pozostale]
czedel ukladu doznaje réwnoczes$nie zmiany réwnej co do wielkogel
i kierunku, lecz o zwrocie przeciwnym. Sily wewnetrzne nie mogg
bowiem zmienié¢ pedu ogolnego. Oznaczajac przez m' i m' mase
jednej i drugiej czesei ukladu, a przez 9 1 %) zmiang predkogcei §rod-
kéw tyech mas, otrzymamy m'v-+m' % =0 czyli ||/[%]=m""m’.

A zatem: zmiana predkosci srodkéw mas jest odwrotnie propor-
cjonalna do mas obu czesci wkladwu.

Tym tlumaczy sie cofanie armaty po strzale. Podobnie, jezeli czlowiek
zacznie biec po pokladzie lodzi, 16dZ zacznie sie poruszaé w kierunku przeciwnym.
Perko}ei Yodzi i czlowieka bed:y w stosunku odwrotnym do ich mas.
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Przyklad 1. Na gladkicj plaszezyznie poziomej /1 opiera sie
pret ciezki AB (o gestodei stalej). Silami zewnetrznymi sa ¢ ﬁzar
i reakeja w punkeie 4; obie sity sa pionowe. Jezeli zatem w chwili
poezatkowej pret byl w spoezynku, to pod dziataniem silt’zewnetrz-
nych, ktéryeh suma ma kierunek pionowy, pret bedzie sie poruszal
w taki sposdb, ze $rodek S jego masy bedzie spadal po pionie.

Obierzmy za o$ x krawed# przecigcia plaszezyzny pionowej

(przechodzace] przez pret) z plaszezyzng 1. Za
o$ y przyjmijmy pion, po ktérym sie porusza
$rodek ciezkosci 8. Polézmy AB=11 oznaczmy
8 przez a kat, jaki AB tworzy z osig 2. Oznacza-
jac przez x,y wspolrzedne punktu B, otrzy-

/< mujemy: x=41lcosa i y=1sina, skad
o

y ; (@] 10 + (/=1

Konice preta B bedzie wige poruszat si¢ po elipsie o osiach I, 21,

¥

Prayltad 2. Niech uklad punktow 4,, A,, ... 0 masach my, m, ..
porusza si¢ w polu srodkowym (str. 102) sil sprezystych (str. 114)
proporcjonalnych do mas. Niechaj O bedzie $rodkiem pola. Poltézmy
0A,=F, OA,=F, 1 t.d. Oznaczajac przez P, P,, ... sily dzialajace
na punkty 4,. 4,,...1ikladac P=P,4Py+-..., otrzymamy P, =—2m7,
Py=—22m,7y it. d., skad P—=—22(m,7, —Q—mzrﬂt .). Oznaczajac przez S
smdek masy catkowitej m i kladae OS=F, otrzymamy na moey (1),
str. 198,

P=—22mF,.

A zatem $rodek masy bedzie sie poruszal tak jak punkt ma-
terialny o masic m, poddany dzialaniu sity sprezystej P. Srodek
masy bedzie si¢ wiee poruszal ruchem harmonicznym plaskim po
prostej lub po elipsie (str. 114).

§ 3. Moment iloSeci ruchu. Kret “wzgledem punktu.
Nle(‘h dany bedzie uklad punktow A,, A, ... 0 masach my, my, ...
i masie calkowitej m. Wezmy pod uwage uktad pedéw (uklad iloSei
ruchu) t. j. wektoréw m, v, My, ... O poczatkach w A4, 4,, ...
Moment ogélny ukladu pedéw (iloei ruchu) wzgledem dowol-
nego punktu A nazywamy kretem lub  mo- 4 mi
mentem ilosei ruchu ukladu wzgledem A.

Zatem kret K wzgledem 4 wynosi
K= Momy (m;v,).
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Kladac 7”,—:ATL, otrzymamy
(1) K= Z’(’IYL,'?_),'X%).

Jezeli & 7, { sg wspolrzednymi punktu A za$ w, Yi, 2i WSpOL-
rzednymi punktu 4, to rzuty kretu na osie uktadu WYNOSza:

K =Xm[g,(z—8)—4y,—n)l,
(1) Ky =2 mi 4w &) — (i — L)),
Kz:Zm,-[i",.(yrn)~y,-(wi~£)]-
W szezegdlnosel, gdy &=#n=_{=0, mamy:
) K =Xm(yz—%y,), K, :Zm.(z'.x.—if,z.) K, =>'m (&,y,—yx,).

N]E(‘h&‘] 8 bedzie $rodkiem masy. Polézmy AS=r, i bA =0,
dla i=1,2,... Mamy F=gp,+7,. Zatem na mocy (1) kret w7g1e;-
dem A wynosi

K =Ym5,x(g,+ 7)) =Xm,3,xp,+ (Xm m;B)XF,.

Pierwszy skladnik ostatniego czlona jest kretem wzgledem
srodka masy. Kret ten oznaczymy przez K,. Poniewaz Mo =m7,
(gdzie ¥, oznacza predkosé Srodka masy), wiee
(2) ' K = Ko+ mvyxF7,.

Zauwazmy, ze mvy<7, Jest to moment wzgledem A ogdlnego
pedu, zaczepionego w srodku masy.

Wzér (2) wynika bezposrednio z twierdzenia na str. 20, odno-
szgceego sie do zmiany ogélnego momentu ukladu wektorow.

Kret w ruchu postepowym. Zalézmy, ze uklad punktow
porusza si¢ ruchem postepowym z predkoscig o, t. zn. ze wszystkie
punkty majg predkosé .

Kret wzgledem dowolnego punktu A wynosi zatem wedle (2)
K =3 (mox7)=3 (5xm;F)=0x Ym;7;. Lecz na mocy (I), str. 198,
jest Mm;7 = mF,. Wiee K = dxmF, czyli
(3) K = mvx7,.

A wige: kret ukladu punktow, poruszajqcego sig ruchem poste-
powym wzgledem pewnego punkiu A, réwna sie momentowi wzgle-
dem A pedu ogdlnego, zaczepionego w S$rodku masy ukladu.

W szezegolnosei gdy punkt A pokrywa sie ze drodkiem masy,
mamy 7,—=0, wiec K=0. Zatem: kret wegledem $rodka masy w ruchw
postepowym jest réwny zeru.

Wiynika stad (str. 26), ze uklad pedéw w ruchu postepowym
ma wypadkowsg o poezatku w §rodku masy ukladu.
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Kret w ruchu wzgledem $rodka masy. Niech uklad
wspolrzednych O (x, y, 2) porusza si¢ ruchem postepowym z pred-
kodcia . Oznaczajac przez W, W,, ... predkodel wrzgledne punktow
Ay, A, ..., przez @, predkodé wzgledng frodka S ich masy, przez K,
kret ruchu wzglednego i przez K, kret ruchu bezwzglednego uktadu
tveh punktow wzgledem O, otrzymamy

K=m, X 0A, +mywyx 04,1+ ...
Poniewaz w,=0,— U, Wy==Ty— U, ..., Wiec
K= (m, 5, X O A, +myTyx O Ayt ) — X (my O A+ myO Ay +..0).
Wyrazenic zawarte w pierwszym nawiasic réwne jest Ky;
wyrazenie zawarte w drugim nawiasie wynosi m-O8 (str. 198). Zatem
(4) K,=K,—mux08s.
W szezegolnosei, gdy poczatek O ruchomego ukladu w%pél-

rzednych obierzemy w srodku 8 masy ukladu punktow 4., A, ..
bedzie O8=0, skad na mocy (4) K, = K,.

Jezeli wiee badamy ruch ukladu wzgledem srodka masy, to
krety wegledem $rodka masy w ruchu weglednym @ bezwzglednym sq
rowne.

Kret wzgledem osi. Moment ogélny pedow ukladu punktéw
wzgledem pewnej osi nazywamy kretem ukladu wzgledem tej osi.

" Wzory (1) przedstawiaja krety ukladu punktéw wzgledem osi
réwnolegtych do osi @, y, 2, przechodzacych przez punkt 4, a wzory (1)
krety wzgledem osi @, y, 2. Weimy pod uwage kret wzgledem osi ¥y

Ky=m(20;— 22).

Oznaczajac przez S; predkosé polowg (str. 47) ruchu, jaki
wykonywa rzut punktu 4; na plaszezyzne pionows wz, otrzymamy
ze wzoru (IT), str. 48, Sizl—(é;xi~a§iz,~) zatem

K,=2¥m8;.

A wiec: kret wzgledem pewnej osi rowna si¢ podwdjnej sumie
iloczyndw mas przez predkosci polowe ruchow, jakie wykonujq rzuty
punktow na plaszezyzne prostopadtq do tej osi:

(h) K=2>m;8;.

Jezeli w plaszezyznie prostopadlej do osi wprowadzimy wspol-
rzedne biegunowe 7, ¢, wowezas na mocy (I), str. 48, otrzymamy
S=rrig, a wige ;

(6) K=Ymn2g,.
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Niech uklad punktéw obraca sie okolo pewnej osi z predkoscig ka-

o AMWOTZAR ) — () —— . K=\ 2y ) 2

towa w. Mamy wowezas ¢;=@y=...=w. Zatem K= >m r’o=odm7r%.

Poniewaz Ym?=1I, gdzie I jest momentem bezwladnosci wzgledem
osi obrotu, wiec

(7) K=1Iow.

A wiec: jezeli uklad punktow obrace si¢ okolo pewnej osi, wow-
czas kret wzgledem osi obrotu réwna sie iloczynowi predkosei katowej
i momentu bezwltadnosei wzgledem osi obrotu.

Dynamiczne wltasnogei kretu. Niech A4 bedzie dowolnym
punktem stalym lub ruchomym. Oznaczmy przez 7; wektory AA;
przez o; wektory O4; (gdzie O jest poezgt-
kiem ukladu inercjalnego wspoélrzednyeh),
przez o wektor OA i przez @ predkosé
punktu 4. Zatem:

(8) o= i =17 (i=1,2 ...

Niechaj K bedzie kretem wzgledem A.
Na mocy (1), str. 203, jest K= N(m9;x7). Oznaczajac przez p,
przys$pieszenia punktéw A4, otrzymamy, rézniczkujac wzgledem {1,
(9) K =X (m,p,x7) +(m,5,x7).

Leez 7,=p,~- 0, wige ?i:@i—é. Zatem na mocy (8) ?1:61.—"- u,
wiec N(m@x 7= (mD: X 0:)— Y (m@; < %). Ale 9;XT=0, zad 3mP==mbv,,
gdzie v, oznacza predkodé §rodka masy. Zatem
(10) N0 7,-) ==V X U.

Jezeli na punkt A, dziata sila P, to mp=20P;, a zatem
m,Pp,XF,=P x7,=Mom, P,. Jezeli wi¢cc M jest momentem ogdlnym
sil wzgledem A, to NMm, p x7=NPx7=Y Mom, P,=M. Wzér ten
lacznie ze wzorem (10) daje na mocy (9)

(IT) K—=M—mb,xu.

Wyrazenie ,X#% bedzie zerem, jezeli przyjmiemy, ze punkt 4
jest w spoczynku (zatem ze #==0) lub ze A pokrywa sie ze srod-
kiem masy (zatem ze w=7,). W obu przypadkach otrzymamy
(1L K=M.

A wiec: pochodna kretu (wzgledem punktu stalego lub $rodka
masy ) rowna si¢ ogdlnemu momentowi sit dzialajqcych.
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Tworzae rzuty na os stalg lub przechodzaca przez srodek masy
1 nie zmieniajgeg kierunku, wnosimy ze wzoru (I11), ze pochodna kretu
wzgledem ost stalej (lub przechodzqceej przez $rodek masy © nie zmie-
niajacej kierunku) réwna si¢ ogélnemu momentowi sit wzgledem tej osi.

W szezegdlnosei gdy moment ogdlny sit wzgledem pewnego
punktu statego lub wzgledem S$rodka masy jest stale zerem, po-
chodna kretu jest zerem czyli kret jest wektorem stalym.

A wiee: jeieli moment ogdlny sit (wzgledem pewnego punkiu
statego lub Srodka masy) jest stale zerem, wioweczas kret jest wektorem
statym.

Twicrdzenie powyZsze nosi nazwe zasady zachowanie kretu.

Podobne twierdzenie otrzymujemy dla kretu wzgledem osi.

A wige: jedeli moment sit wzgledem pewnej osi statej (lub prze-
chodzacej przez Srodek masy i nie zmieniajqcej kierunku ) jest stale
zerem, wowezas kret wagledem tej osi jest staly.

Kret wzgledem osi wynosi w my$l wzoru (5), str. 204, K =2 3m;S,,
gdzie przez 8; oznaczylismy predkosei polowe ruchéw, jakie wyko-
nujg rzuty na plaszezyzne II prostopadia do osi. Jezeli wiee kret
jest staly, to
(11) X Si= ¢=const. : ~

!

Zauwazmy, ze a== / 8; dt przedstawia pole zakreslone w plasz-
czyinie II przez rzut ;ia. nig promienia wodzacego r; punktu A;
w czasie od t, do {. Zatem na mocy (11)

(12) Smiai=c(t—1,).

A wiee: suma iloczyndw mas i pdl, zakreslonych przez rzuty pro-
mient wodzaqeych na plaszezyzne prostopadlq do osi, jest proporcjonalna
do czasu.

7 tego powodu zasada zachowania kretu nosi réwniez nazwe
zasady zachowania pol.

Jak wiemy (str. 191), moment sit wewnetrznych jest wzgledem
dowolnego punktu réwny zeru. Zatem moment wszystkich sit dzia-
lajgcych sprowadza si¢ do momentu sit zewnetrznych. Jezeli wiee
przez M ® oznaczymy moment sil zewnetrzaych wzgledem pewnego
punktu stalego A lub srodka masy, réwnosé (I1I) przyjmie postaé

(TT1") K=m9,
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W twierdzeniach poprzednio podanych mozemy wige moment
wszystkich sit dziatajacych zastapié¢ przez moment sit zewnetrznych.

Jezeli na uklad punktéow zadne sily zewnetrzne nie dzialaja,
to zachodzi oczywidcie zasada zachowania pdl (kretu), a wiec kret
wzgledem kazdego punktu stalego lub $rodka masy jest wtedy
wektorem stalym. Poniewaz kret wzgledem kazdej osi statej (lub
przechodzgcej przez Srodek masy i nie zmieniajacej kierunku) jest
wowezas staly, wige rownania (11) i (12) zachodzg dla ruchéw, jakie
wykonuja rzuty punktéw na dowolng plaszezyzne staly (lub porusza-
jaca si¢ wraz ze Srodkiem masy i nie zmicniajaey kierunka).

Ruch w polu sily ciezkosei. Niech uklad punktéw ma-
terialnych-dy, 4,, ... 0 masach my, m,, ... porusza sic w polu sily
cigzkosel. Jezeli jedynymi silami zewnetrznymi sg ciezary punk-
tow, to moment ogdlny sit ciezkosci wzgledem $rodka masy jest
zerem (str. 199), wiee kret wzgledem srodka masy jest staly.

Przyjmijmy uklad ruchomy wspélrzednych o poczatku w srodku
ciezkosel, poruszajacy si¢ ruchem postepowym. Aby otrzymaé ruch
wzgledny, nalezy do sit dzialajgcych dodaé sity unoszenia (sita Co-
riolisa jest zerem, bo uklad wspéhzednych porusza sie, w my$l za-
tozenia, ruchem postepowym).

Oznaczmy przez § wektor przyspieszenia ziemskiego. Ponicwaz
srodek cigzkoscei ma przy$pieszenie §, wiee przydpieszenie unoszenia
wynosi rowniez §. Zatem sila unoszenia dla poszezegoélnych punktow
Wynosi —m, g, —myg, ... Widzimy wige, ze sily unoszenia ZN0SZg Sie
z ciezarami punktéw. A wiec ruch wzgledny bedzie taki, jak gdyby
nie dzialala sita ciezkosel. Jezeli procz ciezaréw nie ma innych sit
zewnetrznych, to kret wzgledem {rodka masy w ruchu wzglednym
bedzie wektorem stalym i na moecy (4), str. 204, bedzie rowny
kretowi wzgledem srodka masy w ruchu bezwzglednym.

Przyhlad 1. Dwa punkty materialne 4 i B o masach my 1 my,
polaczone pretem sztywnym bez masy, poruszajy sie w polu sily
ciezkosci. Na punkty 4 i B dzialaja wiee sity ciezkofei i reakcje preta
R i —R. Reakeje zachowuja sie tak jak sily wewnetrzne, dzialaja
bowiem wzdiuz prostej laczgcej te punkty, sa co do wielkogei réwne,
zwroty za$ majg przeciwne. Srodek masy bedzie sie wiee poruszal
(jak punkt materialny o masie m, -+m, pod wplywem ciezaru) z przy-
$pieszeniem pionowym g po linii prostej lub po paraboli.
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Oznaczmy przez 7, 1 ¥, predkodci punktow 4 i B, a przez S
§rodek masy. Kret wzgledem $rodka masy wynosi

(12) K=m5, x 8A +m,5, x SB.
FPoniewaz
A mz X Y /m’l
bA“ml—an AB, mer] g AB,

(str. 158), wiec

SA—_— "M IR B ™
SA— iB, SB=

?
skad otrzymujemy przez podstawienie w (12):

(13) K="

Zalozmy, ze K=-0;zatem K | AB. Poniewaz
K jest wektorem staltym, wiec odeinek AB
jest podezas ruchu stale rownolegly do pew-
nej ptaszezyzny I1, prostopadlej do kretu K.

Obierzmy $rodek masy za poczatek rucho-
mego ukladu wspolrzednyeh (z',y’,2’), poru-
szajgeego sie ruchem postepowym. Przyj-
mijmy, ze plaszczyzna x'y’ jest stale rownolegla do 1. Zatem of 2
jest rownolegla do K. Pret A B pozostaje wiec stale w plaszezyznie 'y,
Wynika stad, ze ruch wzgledny preta AB bedzie obrot/em okolo osi 2’
(punkt § preta jest bowiem nieruchomy wzgledem ukladu (x’, y',2")).
Poniewaz kret w ruchu wzglednym jest staty, wiec kret wzgledem
osi 2" wyniesie w my$l wzoru (7), str. 205,

(11) K. =1,0= const.,

. . MMy, ,

gdzie moment bezwladnoscllzr:mlAS2+szS2:ﬁ_1F—LAB2, zas$ o
My My

oznacza predkogé katows. Zatem w = const.

A wiee ruch wzgledny bedzie obrotem w plaszczyznie z'y’
okolo $rodka masy § z predkoscig katows stala.
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Obrot uktadu okolo osi. Zalézmy, ze na uklad U punktéw
materialnych nie dzialaja zadne sity zewnetrzne. Przypusémy, ze
uklad byl na poczatku w spoczynku, a nastepnie jakas cze$é U,
ukladu zaczela sie pod wplywem sit wewnetrznych obracaé okolo
pewnej osi stalej 1. Oznaczmy przez I, moment bezwladnosci
wzgledem [, a przez o, predkosé katowa tej czesci ukladu. Zatem
kret jej wzgledem osi obrotu wynosi K,=I,w,.

Poniewaz kret calego ukladu musi byé zerem, gdyz sily we-
wnetrzne nie mogg zmienié kretu, wiec pozostala czedé U, ukladu
musi wykonaé ruch, ktérego kret wzgledem osi ! wynosi K,=—K,,
tak by suma obu kretéw byla zerem (t.j. aby K;-+K,=0). Przy-
pusémy, ze ruch drugiej czedci jest réwniez obrotem okolo osi 1
(przypadek'fen zajdzie, jezeli zalozymy np., Ze obie czedci moga
tylko obracaé si¢ okolo 1). Jezeli przez I, oznaczymy moment bez-
wladnosei czeci U, wzgledem I, za$ przez w, jej predkoséd katows,
to Ky=1,w,.

Poniewaz K, K,=0, wiec
{15) Lo+ Tow,=0.

Roéwnanie powyzsze wyraza zwigzek miedzy predkoseiami kato-
wymi obu czesei ukladu U. Poniewaz
(16) [ wy=—1I, /I,
wige obydwie czesci ukladu obracaja sie w kierunkach przeciwnych,
przyczem ich predkosci katowe 83 co do wielkosei odwrotnie pro-
porcjonalne do momentéw bezwladnogei.

Oznaczmy przez ¢, i @, katy, o jakie obrdcily sie czedei U, i U,
ukladu U w czasie t. PoniewaZ g =, i @,= w,, wige na mocy (13)
jest Iy +I,90,=0, skad I, +1p,=c. Zakladajac, ze dla t=0 jest
;=0 1 @,=0, otrzymamy I p;+L,p,=0 czyl
(17) Prlpa= —1Ly/1;.

Katy obrotu sa wiec co do wielkosei réwniez odwrotnie pro-
porcjonalne do momentéw bezwladnosci obu czesei ukladu.

Jezeli w pewnej chwili ¢, —q@,==2kn, gdzie k jest dowolna
liczbg catkowita, to polozenie ukladu jest takie, jak gdyby uklad
obrécil sie o kat ¢,

Widzimy wiec, ze uklad punktéw moze sie pod dzialaniem
jedynie sil wewnetrznych obrécié okolo osi o dowolny kat ¢. Obrot
ten moze nastapié¢ np. w ten sposéb, ze jedna cze$é ukiladu obréci
si¢ 0 kat ¢, a druga w kierunku przeciwnym o kat 2z —¢.

S. Banach. Mechanika. 14
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Tym tlumaczy sie fakt, Ze kot spadajac moze obriécié sie w powietrzu
tak, by spas¢ na wszystkie cztery nogi.

Jezeli na pokiladzie ltodzi zaczniemy obracaé¢ kolo materialne okolo osi
pionowej z predkoécia katowa w,, wéwezas 16dZ pocznie sie obracaé¢ w kierunku
przeciwnym z predkoécia katowa o,; obie predkodci beda spelnialy zwiazki (15)
i (16), gdzie I, i I, oznaczaja odpowiednio momenty bezwladnosci kola i todzi.

Przyktad 2. Kartka papieru spoczywa na gladkiej plaszezyZnie
poziomej; kartka jest przebita szpilks w punkecie O tak, ze moze
si¢ tylko obracaé wkolo tego punktu. Po kartce porusza sie owad A.

Silami zewnetrznymi dzialajacymi na
uktad, zlozony z kartki i owadu, sg: reakcja
szpilki o poczatku wpunkceie O, ciezar kartki
iowadu oraz reakcja plaszezyzny poziomej
~—majace kierunek pionowy. Moment tych
gil wzgledem osi pionowej 2z przechodzacej
przez O jest wiec réwny zeru, a wobec
tego kret wzgledem osi z jest staly.

Zalézmy, ze w chwili poczatkowej t=0 owad i kartka papieru
byly w spoczynku. Kret wzgledem osi z bedzie wiee stale zerem.

Obierzmy w plaszezyznie poziomej uklad wspélrzednyeh (z,y')
staty, za$ na kartce papieru uklad (x,y) ruchomy, oba majgce po-
czatek w 0. Oznaczmy przez ¢, kat miedzy OA a «', przez ¢ kat
miedzy OA a x, a przez v kat, o jaki obrocila sie kartka, t.j. kat
miedzy osiami x a x’. Niech wreszcie m oznacza mase¢ owadu, I mo-
ment bezwladnodei kartki wzgledem O i niech r=04. Woéwcezas
kret wzgledem osi 2 wynosi mrte, +1y=0, a poniewaz ¢, = ¢y, wige
(18) mrie+(mr-+-1)y=0.

Przypusémy, ze owad porusza sie po krzywej o réwnaniu
r=f(p). Na mocy (18), z uwagi ze y/p=dy/dp, otrzymamy
dyldp=—mr?/(my?*+1). Zatem, calkujage od ¢, do ¢, dostaniemy

@

mr?
(19) Lo Ui ﬁm@’-
Yo ——

Réznica p—y, przedstawia kat, o jaki obrocita si¢ kartka
w crasie, gdy owad poruszal sie po krzywej r=f(¢) od ¢, do ¢.

Widzimy, ze kat obrotu nie zalezy od predkosci owadu, lecz
tylko od krzywej, po ktoérej owad sie porusza. W szczegllnosgi.
jezeli owad porusza sie po kole r = const. wéwezas na mocy (19)

mr>
(20) w—WoZ—mT_}_—j(??—%)-
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Kret w ruchu wzglednym. Niech uklad wspétrzednych
O'(x’,y',2') porusza sie wzgledem inercjalnego ukladu wspolrzednych
O(z,y,2). Aby wyznaczyé ruch wzgledny ukladu punktéw mate-
rialnych, nalezy do sit dzialajacych dodaé sily unoszenia i Coriolisa.
Oznaczmy przez K, kret ruchu wzglednego wzgledem poczatku O’
ukladu ruchomego, a przez M, M,, M momenty sit dziatajacyeh,
unoszenia i Coriolisa wzgledem punktu O'. Poniewaz prawa Newtona
stosujg si¢ do ruchu wzglednego, jezeli do sil dzialajacych dodadé
sily unoszenia i Coriolisa (str. 137), wiec
(21) K= M-{ M+ .

Wzér powyzszy upraszeza sie w przypadku, gdy O’ pokrywa
si¢ ze Srodkiem & masy ukladu punktéw materialnych, a uklad
wspolrzednych (z,y,2) porusza si¢ ruchem postepowym. Udowodni-
lismy bowiem (str.204), ze w tym przypadku jest K,=K, gdzie
K oznacza kret (wzgledem frodka masy) w ruchu bezwzglednym.
Zatem K,= K, a poniewas K =M, wige otrzymujemy

(22) K, = I

Jezeli wige badamy ruch wzgledem $rodka masy, to pochodna
kretu (wzgledem $rodka masy) w ruchu weglednym réwna sie mo-
mentows (wzgledem srodka masy) sit deiatajqcych.

§ 4. Praeca i potencjal ukladu punktéw. Praca. Niech
na punkty uktadu dzialajg sily P,, P,,.... Praca sily P; wyraza sie
(str. 95) wzorem ;= / '(Pi do;+P; dy,+P; dz;), gdzie C; oznacza tor

: x [/ z

C;

punktu i-tego.

Pracq catkowitq (lub krotko pracq) sit Py, P, ... nazywamy
sume prac poszczegélnych sit.

Zatem praca catkowita wynosi
(I Lzz'!i(Pixdwi‘l‘Piyd?/i+Pizdzi)-

Prace calkowita, jakg wykonujg sily w czasie od t, do ¢, mo-
zemy przedstawié w postaci (IV), str. 96,

! R
(1) L—_-t; / > (P; &+ P; §i+P; %) dt

14*
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~

lub ((V), str. 96)

(II') L;LZ@@ML
ty

gdzie v; oznaczaja predkosci punktow, za§ P,;v; jest iloczynem ska-
larowym. '

Praca rowna zeru. Wazne sa przypadki, w ktérych praca
sit dziatajgcych na uklad jest réwna zeru. Podamy kilka przykladéw.

Przyklad 1. Dla ukladu sztywnego
punktéow materialnych (str. 194) zachodzi
twierdzenie nastepujace:

< A, Praca sil wewngtrenych w ukladzie sztyw-
nym jest zerem.

Dowod. Wezmy na razie pod uwage dwa
punkty ukladu sztywnego 4, i A,. Polézmy:

(1) 71:(74‘117 Fa=04,, T=A,4,,

gdzie O jest poczgtkiem ukladu wspéhrzednych. Jezeli 4, ¥, sa pred-
kogciami punktow 4,, 4,, te

(2) vy =1y, Up=Ty.

Na mocy (1) mamy 7=7,—7, skad 7=7,—7, wiec

=t

(3)

= Uy — ¥y

Poniewaz 4,4, = const., wigc 7 = const. Rézniczkujagc wzgle-
dem czasu 7, otrzymamy 2#7=0. Na mocy wiec (3)
(4) 77y — 7,) =0

Oznaczmy przez P, (wzgl. P,) sile, z jaka punkt 4, (wzgl. 4,)
dziala na punkt 4, (wzgl. 4,). Na mocy prawa akejiireakeji jest

) P——P,

Poniewaz sily P, i P, maja kierunek wektora \A1A2=?, wige
mozemy przyjac, ze

(6) P, =iF i Py=— 7,

gdzie A jest wspdlezynnikiem zaleznym od czasu (wielkogé sit P, i Fz:
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moze sie bowiem zmieniaé¢ z biegiem czasu). Na mocy (11’) praca
sit P, TP, wynosi

4
(7) L= [(P,5+P,3,) dt.

' [ﬂ

Z réwnodei (6) dostajemy Py 01+ Py, =75, — 75,) = AF(T, — ),
na mocy wiec (4) P,9,--P,7,=0. Wynika stad wobec (7), ze

' L=0.

UdowodniliSmy zatem, ze praca sit wewngtrznych, z jakimi
dziatajg na siebie dwa jakiekolwiek punkty ukladu sztywnego jest
zerem. Suma prac wszystkich sit wewnetrznych jest wige réwniez
zerem, c.b.d. d.

Przyklad 2. Dwa punkty materialne A, i A4, polgczone sg
nicig nierozciaggliwg (bez masy), przechodzacg przez staly punkt O.
Zalozmy, ze nie ma tarcia. Udowodnimy, ze praca sit, z jakimi
ni¢ dziata na punkty ukladu, réwna jest zeru.

Obierzmy punkt O za poczatek ukiadu wspolrzednych. Niechaj
@1, Y1y % beda wspblrzednymi punktu A,, zas x,, y,, 2y WspOlrzednymi
punktu 4,. Polézmy

®) =04 =Vaityit2 i r,=04,~Valtryita
Poniewaz dlugodé nici | = const. i r,+7,—=1, wiec
(9) 7y =0.

Oznaczmy przez Py i P, sily, z jakimi ni¢ dziala na punkty
A, i A,. Mamy (str.194)

(10) ‘P1| = [pzj-
Kiadge P= —|P|=—|P,|, otrzymamy:

=P= i P, =P wiec
24 Tl

Py g+ Pyt Prg —P ?wli Pry
) 1

i analogicznie sz:é2+P2ug]2+P22z'2:P¢2.
Na mocy (II), str. 211, praca sit P, i P, wynosi tedy

0 A

4

t t
L= [[Piy+ Piy)dt — [ P[#,+ #,] dt.

o ’ 1y

7 (9) dostaniemy wiee L=0.
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Przyklad 3. Przypuiéiny, ze jakie$ cialo K porusza si¢ w ten
sposOb, ze pozostaje stale styczne do pewnej powierzchni 2. Zakla-
dajac, ze sily reakeyjne powierzchni zaczepione sg w punktach
stycznodei, widzimy, ze reakcje zmieniaja punkty zaczepienia, je-
zeli ciato coraz to innymi punktami styka sie z powierzchnig 2.
Przyjmujemy, ze praca sil reakeyjnych wyraza sie¢ w tym przy-
padku wzorem (II’), str.212, gdzie ¥; oznaczajg predkosei punk-
téw stycznosei, w ktorych w danej chwili zaczepione sa reakcje P

Jezeli predkosci punktow stycznosei sg stale rowne zeru, mo-
wimy, ze cialo K toczy si¢ po powierzchni X.

A wiec: przy toczeniu si¢ ciala praca sit reakeyjnych jest zerem.

Potencjal uktadu. Jezeli sity Py, P,, ... zaleza tylko od po-
lozenia uktadu punktow, wowezas powiadamy, ze sity tworza pole sil.

Poniewaz polozenie ukladu okreélo_ne lest wspolrzednymi ay, ¥, 2
Xy, Ygy %oy --- jgO punktéow, wiec sily Py, P,,... s3 funkejami zmien-
nych @y, Yy, 21, Tay Ygy 29y ... . Latem

Pi = Fi(wy, 4352, )s P; = Dy, Y1245 )y Pizzg’i(wv Y1y 1y -0)-
y

Jezeli w polu sit praca calkowita nie zalezy od drogi prze-
bytej przez uklad punktow, lecz tylko od polozenia poczatkowego
i konicowego tych punktéw, to pole sil nazywamy polem potencjal-
nym lub zachowawezym (konserwatywnym ).

Wezmy pod uwage dowolne polozenie 8, ukladu punktow,
okreslone wspolrzednymi 2%, 9,29, af, 99,25, .... Oznaczmy przez V
prace, jaka wykonajy sily przy przejsciu ukladu z polozenia S, do
polozenia S o wspolrzednych @y, ¥y, 2y, €4 Yoy 2y --- - Jezeli pole jest
polem potencjalnym, to praca V nie bedzie zalezala od drogi przej-
$cia. Zatem V bedzie funkeja zmiennych ay, vy, 2y, Ty Yo, 2sy ... . Funk-
cje V nazywamy potencjalem lub funkejq sit.

Postepujgc podobnie jak w przypadku jednego punktu mate-
rialnego (str. 100), mozna udowodnié¢ nastepujgce wzory:

, oV oV eV .
(LLL) P,-xzi—w, Pi”:;y., Pi= (i—1,2,..).

Na odwrot, jezeli istnieje funkeja V spelniajaca rownania (II1),
to pole jest polem potencjalnym i V jest potencjatem.
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Jezeli uklad przesuniemy z polozenia o potencjale V, w polo-
zenie o potencjale V,, praca wyniesie

L=V,—V,

Jezeli sily Py, Py, ... tworza kazda z osobna pole potencjaine
0 potencjatach V,,V,, ..., wowezas pole jest polem potenecjalnym
0 potencjale

{11) VeV, +V,+....
Potencjal sity ciezkosci. Niech ukiad punktéw o masach
My, Mg,y ... POrusza si¢ w polu sity ciezkosei. Jezeli przyjmiemy, ze
08 2 jest skierowana pionowo do géry, wowezas (str. 102)
Vi=—mygz, Vo= —mygz,,
Na mocy wige (11) pole bedzie polem potencjalnym o potencjale
(12) V=—(myz,+myz,-+...)4.

Oznaczajgc przez 2, wspélrzedng srodka masy ukiadu, bedziemy
mieli m,z; +-my2,4-...=mz,, gdzie m oznacza mase catkowity ukladu
(str. 154). Wedlug (12) jest wiec

(13) V=—mgz,.

Zauwazmy, Ze mg jest cigzarem calego ukladu (t.zn. sumg
cigzaréw poszezegolnych punktow).

Jezeli w jednym polozeniu ukladu srodek ciezkosei ma wspdl-
rzedng 2", a w drugim z{», wowezas praca wykonana przez sily
cigzkodel wynosi L= (—mge{d) —(—mgz{l) czyli

(14) L=mg (&} —z?).

A wiec: praca w polu ciggkosei zaledy tylko od réémicy poziomdw
Srodka cieskosci ukladu, a nie zaleiy od toréw poszezegdlnych jego
punktow.

Praca sit cieggkosci rowna sie zatem pracy, jokq wykonalby cig-
Zar caltkowity ukladu, zaczepiony w $rodku jego masy.

Potencjal sil wewnetrznych., Niech bedzie dany uklad
punktéw A,, A, ..., 4, 0o masach m,, my, ..., m, Zaléimy, ze sily
wewnetrzne, z jakimi dwa dowolne punkty ukladu dzialajg na siebie,
zalezy co do wielkosei tylko od odleglodci tych punktéw, t.zn. ze
jedli oznaczyé przez PV sile, z jakg punkt Aj(a:j, Yp2,) dziata na
punkt 4 (x,y, 2,), zas przez ry odlegtos¢ migdzy punktami 4, i 4,
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to |PY| jest funkeja odleglogci r; czyli

(15) Pl = (1),
gdzie
(16) r,:]': V(w,"— mj)2+ (yi_?/j)z‘{‘ (zi_—zj)2'

Niechaj P; oznacza rzut sily P¥ na kie-

runek A4;4;. Zatem
Y 10 |Py|=[P7),
A -~ ’”"”Z’ 20 P;<{0, jezeli punkty A, i A; sie przy-

ey ciagaja, zas P;>0 jezeli punkty 4;
i A; sie odpychaja.

y Poniewaz w my$l prawa akeji i reakeji
jest P'= —P" wige P,;=P;, skad na mocy (15) i warunku 1°
(17) Py=Ff,(r) czyli P,=F(r,).

7 okreglenia liczby P; wynika, ze rzuty sity P' na osie ukladu
(z,y,2) mozemy napisa¢ w postaci:

i T—, e Y=Y, i 2, —%;
18y Plep,~ i pi_pJi i pi_p T
¥y : Ty ri
Polézmy
(19) Vii:.,/ Piidrii:,/'pij(Tii) dr.
Poniewaz Py=Pj; i ry=r; wiec
(20) V=V
Vi i STy Li—Xj
Mamy Caw{:%%'%:'l)iif 7%@’ zatem ng mocey (18):
i ij o cdy ij
oV . o7 i oV . .
(21) Tu_pr, Fupy i py
<, oY, i f
Poldozmy
1 Al 1 N7 [
(22) V=g 2Vy=52 | Pydry,

gdzie sumowanie rozciggniete jest na wszystkie pary liczb 4,4 takie,
ze 1FJ, i<n i j<n.

Niechaj P; oznacza sume wszystkich sit wewnetrznych, dzia-
lajacych na punkt A;. Zatem

(23) P;=YP' dla ji.
=1
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Obliczmy pochodng czastkows V/dx. Zmienna wystepuje
tylko w funkejach V; i V;, gdzie j=f-4. Na mocy (22) jest wobec tego

&V -]; n
2

oV;
__1 Ji L
P 7 o0, } dla 77.

=1

7 réwnosei (20) i (21) wynika wiec

;;’ 12 2Pl — 21_9” dla i,
skgd na mocy (23):
A
fV: r, V_p . V_p,.
o x Y y R 2

Zatem V jest potencjalem. Udowodniliémy wiec twierdzenie
nastepujace:

Jezeli sity wewngtrene, z jakimi punkty uktadu dziatajq na siebie,
zalezq tylko od odleglosei tych punktéw, wéwezas sity wewnelrzne wy-
twarzajq pole potencjalne o potencjale danym przez wzdr (22).

Przyltad 4. Niech punkty ukladu przyciagajg sie wzajemnie
wedlug prawa Newtona. Woéwezas dla i4-j jest P = —Km;ym;|r;?,
a wige wedlug (19) V= /'P,ydrij:Kmimj/rij, skad na mocy (22)
(24) V=LK Ymimy|ry,

gdzie suma rozciggnieta jest na wszystkie pary liczb 4,7 takie, ze
114, i<n 1 j<n.

w szczegél%ﬁ dla dwoéeh punktéw mamy
(25) Ve=Kmymy [ 1y,

Przyklad 5. Niech punkty ukladu przyciagaja sie z si-
ami proporCJonaInyml do odleglodci. Wowezas dla i-}-j bedzie
Py=— Z,Jr,,, gdzie 1; jest wspollezynnikiem zaleznym od pary

punktow m;,m;. A wiee wedlug (19) If,J_/P,,dr,,~~r Ajry, skad

na mocy (22)

(26) Ve 233202,
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§ 5. Energia kinetyczna ukladu punktéw. Niech dany
bedzie uklad punktéw m, m,, ..., majacych w pewnej chwili ¢ pred-
kosei 7y, vy, ...

Energiq kinetyczng ukladu punktéw w chwili ¢ nazywamy sume
energij kinetycznych poszezegélnych punktow.

Jezeli wige polozymy v, =(5,|, v,=|7,|, ..., to energia kinetyczna
ukladu wyniesie '

(1) E="m v} + lmyvh 4 ... = N ml.

Energia kinetyczna ukladu w ruchu postepowym.
Jezeli uklad porusza sie ruchem postepowym z predkoseig o (t. zn. je-
zeli wszystkie jego punkty maja ta3 sama predkosé v), wowczas
ktadac v=[o], mamy H=}Ym2=10*Ym; czyli
(IT) E=}{mv?,
gdzie m oznacza mase catkowita ukladu.

Energia kinetyczna w ruchu obrotowym okolo osi.
Niech uklad punktéw obraca sie okolo osi I z predkoseig katows w.
Oznaczajac przez 1y, 7, ... odlegtosei punktéw ukladu od osi obrotu,
mamy v;=7;m, & zatem E‘:.}me?: Q—Z’mir‘f wzz—.z—wzz’m,-r?. Poniewaz
Yma; jest momentem bezwladnodei ukladu wzgledem osi obrotu,
wige Kladae Nmri=1, otrz ymamy
(111) E=l1e?

Twierdzenie Koniga. Niech dowolny uklad wspolrzednych
0 poczgtku O porusza sie wzgledem ukladu odniesienia ruchem
postepowym. Oznaczmy przez % predko$é punktu O, zas przez v;
predkosci bezwzgledne, a przez w; predkosei wzgledne punktéow ma-
terialuych m; (i=1,2,...). Poniewaz % jest predkoscig unoszenia, wiec
(1) V= U+ W,
skad o) = (@ -+, = @ +7; + 2w, Kladac vi=[v], w,=|w] i uw—|a],
otrzymamy E=1 Ym0} =L Nmu" + L maw; + Nmuiw;.

Jezeli wiee polozymy m=Zm;, dostaniemy
() E=mu®+ 1 Ymw; + Y mw;.

Oznaczmy przez 7, predkosé bezwzgledna, a przez w, predkosé
wzgledng Srodka masy. Na mocy (1) mamy Uy=u-+W, Poniewaz

— —_ . . B 2 N .

Zm W= mW,, wige z (2) wynika E=lmu? 4 | Zm,w;+muw, lub, pi-
8Z3C Uy — ¥ zamiast @, ‘
(1V) B=mu® + | Ymw; +mi(v,— ).
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Pierwszy wyraz tej sumy oznacza energie ruchu postepowego
ukladu punktéw, poruszajacego sie z predkoscig @ Wyraz drugi
oznacza energie kinetyczng ruchu wzglednego, przyczem predkosei w;
mozemy uwazaé za predkosei punktéw m; wzgledem punktu O, po-
ruszajacego sie z predkoseig .

Jezeli wige przyjmiemy, ze ruch ukladu ztozony jest z ruchu
postgpowego o predkosci dowolnego punktu O i ruchu wzglednego
wzgledem tegoz punktu 0, to energia kinetyczna nkladu réwna sie
sumie energii kinetycznej ruchu postepowego, energii kinetycanej ruchu
wzglednego i tloczynu masy catkowitej ukladu przez iloczyn skalarowy
& predkosei punktu O i predkosei wzglednej $rodka masy.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe twierdzenia Kioniga.

Jezeli w szczegllnosei za punkt O obierzemy srodek masy, to
u=70,, skad na moey (IV)

(3) E = mug + |

Jezeli wige ruch ukladu bedziemy uwazaé za ruch zlozony
z ruchu postepowego o predkosei $rodka masy i ruchu wzglednego
wzgledem Srodka masy, wowezas encrgia kinetycena ukladu réwna sie
sumie energit kinetycenej ruchu postepowego i energii kinetycznej vu-
chu wzglednego.

N

Py

Zasada réownowartosci pracy i energii kinetycznej.
Niech na punkty materialne m; dzialajzy %ily P.. Oznaczmy przez o;
predkosé punktu m; w chwili ¢, przez 7 pI‘QdkObC jego w chwili ¢,
a przez Lfg’), prace sily P; w czasie od t, do t. Zatem ((3), str. 106)

L — lm(vfo))zz.l}g),, skad
X mev}— | Nmi(0”)" =X L.
Kladac: E=1Ymwi, Ey=1Ymv"), L, =YL, otrzymamy
(V) E—E=L,.

We wzorze tym [l oznacza energie kinetyezng ukladu w chwili ¢,
a K, w chwili t;; wyrazenie L,, przedstawia sume prac poszczegol-
nych sil dziatajacych na uklad, t.j. prace catkowity, jaka sily te
wykonaly w czasie od ¢, do ¢.

A wiec: prayrost enérgii kinetyczmej wkladu punktéw material-
nych réwna si¢ pracy catkowitej sit dziatajgcych na punkty wkladu.

Twierdzenie to nosi nazwe zasady réwnowartosci pracy i energii
kinetycenej.
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Jezeli praca catkowita sit dziatajgeych jest zerem, ezyli L, ,=0,

wowezas na mocey (V) jest H—Ey=0 czyli
E=E,.

A wige: jedeli praca caltkowita sil, dzialajacych na punkty uktadu
jest stale zerem, wowezas energia kinetycena uktadu jest wielkosciq statq.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady zachowanie energii
kinetyczne;.

Zalozmy, ze uklad sil dzialajacych posiada potencjat. Jezeli
przez V oznaczymy potencjal w chwili ¢, a przez V, potencjal w chwili ¢,
to L;;=V —V, a wiec na mocy (V) ¥ —E,=V —V, czyli

E—=V=E,-V,.
Wielkosé U= —V nazywamy energia potencjalng uktadu.
Zatem
(VI) K+ U= Hy+ U,= const.

Sume K+ U nazywamy energia catkowitq ukladu.

A wiec: jezeli uklad punktow porusca sie w polu potencjalnym,
to energia catkowita ukladu jest stata.

Twierdzenia te sa oczywiscie uogolnieniem odpowiednich twier-
dzen, dowiedzionyeh na str. 1061 107 dla jednego punktu materialnego.

Energia kinetyczna w ruchu wzglednym. Niech uklad
wspoéirzednyeh O'(z’,¥’,2') porusza sie wzgledem ukladu inercjal-
nego O{(x,y,2). Oznaczmy przez K, i EY energie kinetyczna w ru-
chu wzglednym w chwilach t i ¢,, przez Ly, Li, i L{, prace w ruchu
wzglednym sil dzialajacych, sil unoszenia i Coriolisa w czasie od i,
do t. Poniewaz prawa Newtona odnosza sie do ruchu wzglednego,
gdy do sil dziatajaeych dodaé sity unoszenia i Coriolisa (str. 137), wiec
(4) By —E= Ly, +Liy+ Lt

Poniewaz przyspieszenie Coriolisa jest prostopadle do predkosei
wzglednej, wiec sila Coriolisa jest réwniez prostopadla do tej pred-
kogei. Zatem praca sit Coriolisa w ruchu wzglednym jest zerem,
wobec czego mozemy napisac
(5) S — B =Ly +Li

A wige: prayrost energit kinetycenej w ruchu wzglednym réowna
sie sumie prac w ruchu wzglednym sit dzialajacych i sit unoszenia.
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Niech w szezegdlnodei punkt O’ znajduje sie w $rodku S
masy ukladu 0'(z’,y’,2’) i niech uklad ten porusza sie ruchem poste-
powym. Poniewaz przy tym zalozeniu przy$pieszenie unoszenia
rowna sie przyspieszeniu p, srodka masy, wiec sily unoszenia po-
szezegolnych punktéw ukladu my, m,, ... wynoszg

(6) Pyy= —my Py, Pyy=—my By,
Oznaczajae przez Wy, Wy, prgdkoscl Wzgl@dne punktow ukladu,

otrzymujemy Lu_/ P, wdt + /P Bydt + ..., skad wedlug (6)
I3 /
!
L = — | Doy Ty +my By +-..) d.

1y

Predkosé wzgledna w, srodka masy réwna sie zeru, gdyz za-
tozylidmy, ze $rodek S masy calkowitej m jest stale w poczatku
ukladu ruchomego O'(x’,y’,2'). Zatem My Wy My Wy + ... =MmWy=0,
skad wedlug ostatniego wzoru Li,—0. Na mocy wiec (5)

(7) l/w_ ESI(:):—Lf“l°

A wige: prayrost energii kinetycznej w ruchu waglednym wagledem
srodka masy réwna sie pracy w. ruchu wzglednym sit dzialajqcych.

Przykltad 1, Uklad punktow materialnych porusza sie w polu
sity ciezkodei. Niech drodek masy S bedzie poczatkiem ukladu wspot-
rzednych (z’,y’,2'), poruszajacego sie ruchem postepowym. Przyij-
mijmy, ze of & jest pionowa i zwrécona ku dolowi.

Poniewaz cigzary poszezegélnych punktéw maja kierunek osi 2,
wiee (podobnie jak w ukladzie bezwzglednym, str. 215) praca sil
cigzkosei w ruchu wzglednym réwna sie pracy, jakg wykona ciezar
catkowity, zaczepiony w srodku masy. Z uwagi na to, ze Srodek
masy jest w spoczynku wzgledem ukladu (2, y’,2'), gdya znajduje
8i¢ z zalozenia stale w poczgtku tego ukladu, praca sil ciezkodci
w ruchu wzglednym jest zerem. Przyrost zatem energii kinetycznej
w ruchu wzglednym réwna sie pracy pozostatych sit (poza ciezarami),
jakie dzialajg na punkty ukladu.

W szezegblnodei jezeli na punkty ukladu dzialaja same tylko
cigzary, to energia kinetyczna tego ukiladu w ruchu wzglednym
jest stala.
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Przypusémy np., ze w chwili =0 pusciliSmy swobodnie punkt
materialny o masie m,, a po T'sek drugi punkt o masie m,. Po cza-
sie t>T predkosci punktéow m, i m, wynosza:

(8) v =gt i va=yg(t—1T).
Predkosé srodka masy o, ofrzymamy z réwnania
My V) F MWy =My + My )0,
Zatem vy=(my v, +myv,)/(m,+m,). Predkosci wzgledne punktéw m,
1 m, WYNOSZg W, =0 — Py 1 Wy==0, —10y, WICC W;=my(V, — V) /(M F+my)
1 wy=my(vy—v;) /My +m,), skad na moey (8) wy=mgT/(my-+my)
i wy=—m,gT|{m, +m,).
Energia kinetyezna w ruchu wzglednym wynosi zatem
] 2 2
By = Imywi+mews=m,myg*T?/2(m; + m,) = const.

Widzimy wiee, ze energia kinetyczna w ruchu wizglednym
wzgledem $rodka masy jest stala.

Przylkiad 2. Dwa punkty 4 i B o masach m, i m,, polaczone
nicig nierozciggliwg bez masy, poruszajg sie w plaszezyznie pionowej
w ten sposob, ze punkt 4 musi pozostawaé stale na osi poziomej x
za§ punkt B na osi pionowej z.

) Oznaczmy przez ! dltugosé nici, a przez x,z
f« wspblrzedne punktow 4, B. Na punkt 4 dziata
reakcja R,, prostopadla do osi x (zakladamy, Ze

71— nie ma tarcia), cigzar @, i reakcja nici P;; na
[ punkt B dzialareakeja R,, prostopadla do osiz,
3 " ciezar Q, i reakcja nici P
T € 2 Ja 2 )
) J 7 sil powyzszych nie wykonuja pracy: reakeje
: R, R, i ciezar Q,, gdyz sily te sa prostopadle

do toru. Nie wykonuja réowniez pracy sity P;

i P, poniewaz P,=—P, a ponadto odleglo§é punktéw 4, B jest
stala (str. 212). Tylko wiec ciezar @, wykonuje prace.

Przypu$émy, ze w chwili poczatkowej #,==0 punkty A,B
mialy wspotrzedne x,,2, i predkodé zero. Energia kinetyczna
w chwili ¢ wynosi

E=1im 4?4 1Im, 8

Praca sily @, réwna sie m,g(2—2,), jezeli osi z nadamy zwrot
ku dolowi. Zatem na mocy zasady réwnowartoci pracy i energii
kinetycznej

(9) 3y B2+ fma2P=myg (2 —2,).
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Oznaczmy przez ¢ kat, jaki ni¢ tworzy z osia « w chwili 1,
a przez @, kgt w chwili {,=0. Mamy wiec:

x=1cos ¢, z=1sin ¢, 2o=1 8in g,
skad:
(10) Z=—lgpsin ¢, z2=lpcos ¢.
Wedlug (9) jest zatem
(11) JPgA(my sin® g +m, cos? @) =m,gl(sin ¢ —sin ¢,).

Z powyzszego réwnania mozemy, znajge g, obliczyé ¢, a na-
stepnie z réwnan (10) wyznaczyé¢ predkosei # i Y. Znajac ¢, mo-
zemy réwniez wyznaczyé reakcje R, R,, P, P, Przyjmijmy dla
prostoty, ze my=my=m i p;=0. Otrzymamy z (11)

(12) Het=gsin ¢.

Roéiniezkujge wzgledem t, dostaniemy lgg=gg cos p, skad
(13) p=g cos ¢/l.

Oznaczaj@c przez p, przyspieszenie punktu A, otrzymamy
(14) mypr =Ry +Q, +Py.

Tworzace rzut na of x i kladge P=|P,|=|P,|, dostaniemy
(15) - my=—P cos ¢.

Poniewaz na mocy (10)
(16) x=—lpsin ¢p-—1l¢? cos g,

wige z rOwnan (15) i (16) mozemy otrzymaé P, znajac ¢, gdyz ¢ i ¢
mozemy obliezy¢ z réwnan (12) i (13). Dostaniemy

(17) P=3myg sin ¢.
Tworzge rzut na of 2, dostaniemy z (14) R, +mg+ P sin ¢=0 czyli
(18) By=—mg—P sin ¢,

gdzie R, oznacza rzut sity R, na of 2.
Podobnie, dla punktu B mamy mp,=R,+P,+Q, Tworzac
rzut na o§ @, otrzymamy z uwagi na to, ze P,=—P, Téwnosé
By;4-P cos p=0, skad

(19) R,= —P cos ¢.
Wzory (17)—(19) wyznaczajg reakcje w zaleznodei od kata ¢.
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Przyktad 3, Dwa punkty materialne 4, i 4, o masach m, i m,,
polgczone nicig nierozciggliwg bez masy, przechodzgcg przez staty
punkt O, poruszaja si¢ w plaszezyznie poziomej (przechodzgcej
przez O) bez tarcia. Obierzmy w tej plaszezyZnie uklad wspélrzed-
nych (z,2) o poczatku w O (p. rys. na str. 213). Poniewaz kierunki sit
Py, P,, z jakimi ni¢ dziala na punkty 4, i 4,, przechodza stale przez 0O,
wiec punkty 4, i 4, beda poruszaé si¢ ruchem $rodkowym o $rodku O.

Polézmy r=0A4, i r,=0A4,; niechaj ¢, ¢, oznaczajy katy
miedzy osig # a odcinkami 04, i 04,. Predkosci polowe punktéw
A; i A, sa odpowiednio réwne e, i 3rl¢,. Poniewaz predkosei
polowe w ruchu srodkowym sa state (str. 87), wiec
(20) ro,=c,, rig,=c,,
gdzie ¢; 1 ¢, sa pewnymi stalymi.

Na str. 213 dowiedlismy, ze praca calkowita sit P, i P, jest zerem.
Zatem energia kinetyczna ukladu punktéw A;, 4, ma warto§é stata.
Oznaczajac przez v, i v, wielkodé¢ predkosei punktow A, i A,, otrzy-
mamy Jm 3 im,vi=c lub
(21) M UM,
gdzie ¢ i h=2c¢ s stalymi. Ale ((3), str. 47):

vi=A4rig] 1 v =17+1i¢3,
wiec na mocy (20), wyrazajac ¢, i ¢, przez 7, i r,, otrzymamy
2 2
1

cr .
2 2 el 22
v,_rl—f— 5 1 'u_f_rz—}—

7

?—3, skad na mocy (21)
T2

., L MG Mo
(22) m, 7 m, 7 7 + P2 h
1 2

Oznaczmy przez | dlugos$é nici. Zatem r, +r,=1 czyli ry=1—r,
skad
(23) Fo=—~F.
Wstawiajac w (22), otrzymamy

' . 165 My C;

(24) (m, +mm,) i+ z_+ (l'_ r) =h

Réwnanie rozniczkowe (24) wyznacza v, jako funkcje czasu t.
Z réwnodei (23) 1 (20) otrzymamy r,, ¢y, ;. Aby otrzymad reakcje
P,, P,, zauwazmy, ze jezeli p, oznacza przyspleszenle punktu 4,, to
mlpl_P Utwérzmy rzut na kierunek 0A4,. Oznacza]ac rzuty p, i Py
na 0A1 przez p, , P, dostaniemy '
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{25) _ m,p,,=P.
Na mocy (II), str.47, mamy p, =7, —r¢% Zatem wedle (20)
.G
(26) Py =T e

Aby otrzymaé #;, zrézniczkujmy roéwnanie (24). Dostaniemy

’n N Loma md |
(27) 7y (M1+m2)“_7?+zl~:ﬁ,_
Jezeli 7,40, to na mocy (25)—(27)
o mym, c: c
(28) P=— m,-m, [(l—?‘l)3 - 171‘]

Ze wzoru (28) mozemy otrzymaé reakcje P, znajac tylko .
Zmajae P, znamy P, i P, gdyz |P|=|P,.

§ 6. Zagadnienie dwéch cial, Niech dwa punkty mate-
rialne o masach M. i m przyciagaja sie wedle prawa Newtona z silg
o wielkogel

P=KmM

gdzie r oznacza odleglodé tych punktow. Na str. 107 badalidmy
ruch punktu m przy zalozeniu, ze punkt M jest nieruchomy. Udo-
wodnilismy, ze w tym przypadku zachodza prawa Keplera. Obecnie
nie bedziemy zakladaé, ze punkt M jest nieruchomy, lecz ze oba
punkty sg swobodne. Pod wplywem wiec wzajemnego przyciggania
oba punkty m i M bedy sie poruszaé. Oczywiscie, ich §rodek masy
bedzie w spoczynku lub w ruchu jednostajnym prostolinijnym, bo
wedlug prawa akeji i reakeji suma sit dzialajacych na punkty m i M
jest r6wna zeru. Mozemy zatem poczatek ukladu inercjalnego umies-
cié w érodku ciezkosei obu punktow.

Niechaj x;,yy,2, beda wspélrzednymi punktu M, zad x,, ¥, 2,
punktu m. Réwnania ruchu Newtona dla punktéw M i m bedg

mialy postaé:
KmM x,—x . — . KmMz,—z
. 2vr_1, Mij—— _7ﬂ7 Mi=""10 2_7_1

KmM zy—a, Mijs— KmM y,—y, mé KmM z—2

1 M=

5 ——

2 r 72 r r2 r
S. Banach. Mechanika. 15

(1’) 7)’&'$z:~——-
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Poniewaz $rodek cigzkosei nkladu M, m jest w poczatku ukladu
wspétrzednych, wiec Ma, +mwy,=0, My,+my,=0 i Mz +mz,=0,
skad xy=—Ma,/m, yy=—My,/m i 2,—=-—Mz [m. Zatem:

M+4-m M+m M+m
T T e e S
A wiee
M +m
(3) r=l s e — P (e — e P =,

kogci. Podstawiajac w rownania (1) wyrazenia ze wzoréw (2) i (3),
otrzymamy:

W Km?M  «x, W Km3M vy,
\ SIS e B TR § TR .
() B Km*M =z,
P

1 222 40
(M—+m)r? 7,
Poréwnujge te réwnania z réwnaniami (I), str. 107, widzimy,

Ze ruch punktu M bedzie taki, jak gdyby punkt ten byt przyciggany
przez mase nieruchoma m3/(M +m)?, umicszezong w poezgtku ukladu.

A wige: jezeli dwa punkty M i m przyciqgaje si¢ wedle prawa
Newtona, to kaidy z wnich, np. M, porusca si¢ wzgledem svodka cigs-
kosci (obu punktow) tak, jak gdyby w srodkw cigikos$ci umieszczona
byla masa nieruchoma m3 /(M +m)?, preyciggajaca punkt M wedle
prawa Newtona.

Badanie zatem ruchu wzgledem ¢rodka masy dwu punktéw
sprowadza sie do przypadku rozpatrywanego na str. 107.

Wiynika stad, ze oba punkty poruszaja sie po krzywych rzedu
drugiego w ktérych ognisku znajduje si¢ srodek ciezkosei tych pun-
ktéw. Tory wiee obu punktéw sg torami plaskimi.

Zbadajmy jeszeze ruch punktu m wzgledem punktu M. Umiesémy
w punkecie M poczgtek ukladu wspélrzednych (a',y’,2'), poruszajg-
cego sie wraz z M ruchem postepowym. Oznaczajgc przez &, n,
wspolrzedne punktu m wzgledem tego ukladu wspélrzednych, otrzy-
mamy

(5) =2y —y, N=Y:—Yn =2y —2.

Mnozgc réwnania (1) przez m/M i odejmujac od (1’) dostaniemy
z uwagl na (b)



[§ 6] Zagadnienie dwéch ciat. 227

m . — K Tmmt L KO,

(6) o R
mé = E(M_—;@_@C
r 7

Poréwnujac réwnania (6) z rownaniami (I), str. 107, widzimy, ze
punkt m porusza sie wzgledem punktu M tak, jak gdyby punkt M
byl nieruchomy, a masa jego byla zwiekszona o mase punktu m.

A wiec: jedeli dwa punkty M i m prayciagajq si¢ wedle prawa
Newtona, to ruch wzgledny punktu m wazgledem punktu M jest taki,
jak gdyby punkt M byt wnieruchomy, a wmasa jego byla zwiekszona
o mase punkiu m.

Takze i w tym przypadku badanie ruchu jednego punktu ma-
terialnego wzgledem drugiego sprowadza sie wiee do przypadku
rozpatrzonego na str. 107.

Przyjmijmy, ze ruch wzgledny punktu m odbywa sie po elipsie
o osi wielkiej 2a, przyczem czas obiegu niechaj bedzie T'. Na moey (10),
str. 109, otrzymamy a3/ 1?=K(M +m)/47% Widzimy zatem, ze w ru-
chu wzglednym stosunck o®/7? zalezy od mas obu cial. Poniewaz
ruchy planet badamy wzgledem slonica, wiec przyjmujge, ze M
oznacza mase stonica, a m mase planety, widzimy, ze trzecie prawo
Keplera (str. 89), ktore odnosi sig do ruchu wzglednego planety
wzgledem slotica, jest niesciste. Dla innej planety (przy odpowiednim
znakowaniu) jest

) @} T =K (M +m,)/An?,
skad

m

ayri  MAm 145

(8)

Poniewaz w ukladzie slonecznym stosunek m/M wyraza si¢
w tysieeznych, wiec ostatni ulamek malo rézni sie¢ od jednosei.
Dokladne obserwacje ruchu planet wykazuja te odchylenia od trze-
ciego prawa Keplera,.

Gwiazdami podwdéjnymi nazywamy dwa ciala niebieskie, krazace wokét
siebie (zdala od innych ecial). Przyjmujae, ze gwiazdy podwdjne przyciagaja
sie wedlug prawa Newtona, mozemy stosowaé do nich wnioski otrzymane
w tym §. Obserwacje potwierdzaja te wnioski, a tym samym prawo powszech-
nego ciazenia, z ktdéregodmy je wyprowadzili.

15%
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§ 7. Zagadnienie 7n ecial. Niechaj » punktéw materialnych
przycigga si¢ wzajemnie z silami dzialajgecymi wedlug prawa po-
wszechnego cigZzenia Newtona (str. 90). Badaniem ruchéw w takim
ukladzie punktéw zajmuje sie t.zw. zagadnienie n cial.

Zagadnienie to jest wazne dla astronomii. Slofice wraz z planetami tworzy
taki uklad, jezeli pominaé dzialanie gwiazd stalych, bardzo male wskutek wiel-
kiego ich oddalenia od ukladu stonecznego.

Zagadnienie dwdéch ciat, ktérym zajmowaliSmy sie w § 6, jest szezegdlnym
przypadkiem zagadnienia # cial.

Zagadnienie » cial nie jest rozwigzane w calej ogélnodei. Nawet
w przypadku trzech cial jest jeszcze wiele spraw nierozstrzygnietych.
Przy pomocy jednak t.zw. teorii perturbacji (czyli zaburzen) mo-
zemy wyznaczyé ruchy ukladu stonecznego z zadang dokladnogcia.

W zagadnieniu n cial mamy do eczynienia tylko z silami we-
wnetrznymi. Z twierdzenia o $rodku masy (str. 200) wynika zatem,
ze $rodek masy ukladu jest w spoczynku lub w ruchu jednostajnym
prostolinijnym. Mozemy wige poczatek ukladu inercjalnego wspot-
rzednych obraé w drodku masy. Wzgledem tak obranego ukladu
wspolrzednych ped ukladu n punktéw bedzie stale zerem (str. 199).

Z twierdzenia o krecie (str. 206) wynika, ze kret ukladu punk-
tow jest staly. Plaszezyzna przechodzaca przez srodek masy i prosto-
padla do kretu nie zmienia zatem polozenia. ‘

W przypadku ukladu stonecznego §rodek masy lezy w slonicu (ze wzgledu
na wielkg mase slonca w stosunku do pozostalych planet).

Plaszezyzng przechodzaca przez érodek masy ukladu stonecznego i pro-
stopadia do kretu nazwat Laplace plaszczyzng niezmiennqg.

Plaszezyzna ta nie zmienia swego polozenia w przestrzeni wzgledem ukladu

inercjalnego wspétrzednyeh o poezatku w stonicu. Podlug obliczen wykonanych
przez Laplace’a plaszczyzna niezmienna tworzy z ekliptyka kat «=1,7689°.

Zagadnienie trzech cial. Niechaj dane bedg trzy punkty
materialne A, A, A, o masach my,mym, Oznaczmy przez Py
site, z jakg punkt m; przycigga punkt m;; niech w; bedzie sila, z jaka
jednostka masy umieszezona w A; przyciaga jednostke masy umiesz-
czong w A;. Wedlug prawa Newtona mamy zatem

(1) F,-j:m,"mj’c_u,j.
Z prawa akeji i reakeji wynika, ze Py=—P;, wiec

(2) Wiy =—wj;.
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Oznaczmy przez p; przy$pieszenie punktu m; w ukladzie iner-
cjalnym wspolrzednych. A wiee m, p, =P, + P, =m, m,®,, +m m,
skagd

(3) Py =myWy + MWy,
Podobnie
(4) Py ==, W, M Wy

Na mocy (3)i (4) otrzymamy z uwagi na 4
to, ze w mysl (2) jest W,=—Wy 1 Wyy= —y,:

(5) ﬁg-p1 - (m] + mz)mzi + m%(wﬂ + wﬁl)'

Roéznica p, —p, przedstawia przyspieszenie wzgledne punktu A,
wzgledem Ay, t.j. przy$pieszenie punktu 4, wzgledem ukladu wspél-
rzednych o poezatku A4, poruszajgcego si¢ ruchem postepowym.
Potézmy p=p,—p,. Z réwnania (5) dostaniemy

(6) My P = My (1, M) Wy, + My M, (W, + B, ).

Prawa strona réwnosei (6) przedstawia site wzgledng punktu 4,
w ruchu wzgledem A,.

Pierwszy jej skladnik, t.j. my(m,-+m,)W,, przedstawia sile
wzgledng, jaka dzialataby na punkt A4, gdyby nie bylo trzeciego
punktu 4, (t.]j. gdyby bylo m;=0). Sila ta mialaby (zgodnie z twier-
dzeniem podanym na str. 227) kierunek ku punktowi 4, i bylaby taka,
jak gdyby masa punktu A, byla zwiekszona o mase punktu 4,.

Drugi skladnik sumy, t.j. mymy(@,+wy), nazywamy sile
perturbacyjng (lub zaburzajqeq); pochodzi ona z dzialania punktu A,.

Przyklad 1, Niech m; oznacza mase ziemi, m, mase ksiezyeca
i 3 2 ’
a mg mase stolica.

W przyblizeniu masa slorica =410% masy ziemi, odleglogé ziemi
od slonica =400 odlegtodei ziemi od ksigzyca, wreszcie masa ksieiyca
=4y masy ziemi. A wiec:

(7) mg=410%m,, My == g'g My, Ay Ay=4004,4,.

Z tréojkata A, A4, A4, otrzymujemy

(8) 3990, 4, < AyA, < 4014,4,.
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Ze wzgledu na wielka odleglodé stonica od ziemi i od ksiezyca
{w stosunku do odleglodei ksiezyca od ziemi) wektory w,; 1 wy bedg
malo réznilty sie od siebie co do wielkogei i kierunku, a zwroty beda
mialy przeciwne. Suma Wy, 1%, jest wiee mala co do wartosci bez-
wzglednej. Opierajge sie na danyeh (7) i (8), mozna okazaé, ze

My Mg | Wy - Wi 102
(9 —== <L 1,516 .
) My (Mg + M) [Bgy| —

Widzimy stad na mocy (6), ze sila perturbacyjna, pochodzaca
od stotica, jest mata i mozemy ja w pierwszym przyblizeniu opuscié.

Zatem: w pierwszym prayblizeniu ruch wagledny ksiedyca wzgle-
dem ziemi otrzymamy, pomijajac dziatanie stonca.

Przyblizone badanie ruchu wzglednego sprowadza si¢ wiec
w danym przypadku do zagadnienia dwoch cial. Odnosi sie to row-
niez do innych planet majacych ksiezyce.

W, W, Przylkliad 2. Niech A, bedzie {rodkiem

4, 4, 4, ziemi, 4, punktem na powierzehni ziemii A,

srodkiem ksiezyca. Niech m,, m, 1 mg ozna-

czajg odpowiednio masy ziemi, punktu A4,

W, W, W, i ksiezyca. Zalézmy ze punkty A, 4,1 A, leza
4, 4 4, na jednej prostej. ‘

Wektory w,, i i, majg zwroty przeciwne. Jezeli A, lezy miedzy
Ay 1 Ay WOWeZAS  [Way|>|Wy|, zatem wektor Wy,+w, ma zwrot
wektlora Wy, Jezeli zas A, lezy miedzy Ay i Ay, to |,y <|Wy| 1 wektor
Wyy 1-Wq Mma wowcezas zwrot wektora w,. W obu przypadkach sita
purturbacyjna ksiezyca momy(Wys - Wy) jest skierowana wzgledem
ziemi pionowo w goére. Dzialaniem tej sily tlumaczg sie przy-
plywy i odptywy morza.

Przyktad 3, Niech m, oznacza mase¢ jakiejs planety, m, mase
jej ksiezyca, a {rednig odleglosé planety od jej ksiezyca, T czas
obiegu ksiezyca dokola plancty w rachua wzglednym (wzgledem
planety). Na mocey (7), str. 227, mamy

3 2 2
(10) a |T" = K (mq+ m,) 4.
&

Jezeli m, m,, a i 1" oznaczajy odpowiednie wielkosei dla innej
planety i jej ksiezyca, wowezas analogicznie do (10)

(11) aP|T? = K (my -+ mo)/4x.
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Na mocy (10) i (11) jest (m,+m,)/(m, +m,)=a?1"?/a3T?. Opusz-
czajac masy ksiezycow m, i m,, jako zazwyczaj male w stosunku
do mas planet, dostajemy

(12) myjmy=a’T” o 17

Zatem: stosunek mas dwioch planet mozemy otrzymaé z obserwacjt
ruchow ich ksiedycow.

Uwaga. Mozemy réwniez przyjaé, ze m, oznacza mase sloriea,
m,=m,, « Srednig odleglogé planety od slonica, zas 1" jej czas obiegu.
Przy tych zalozeniach wzor (12) przedstawia stosunek masy danej
planety (posiadajacej ksiezyc) do masy slonca.

§ 8. Ruch cial o masie zmiennej. Zbhadajmy teraz ruch
ciata, ktorego masa sie zmienia wskutek odrywania sie od ciala
(lub przylaezania sie nowych) czastek podezas ruchu.

Przykladem takim jest poruszajacy sie wozek

. do ktérego dosypujemy piasek (lub z ktérego piasek

¢ vea¥ sig wysypuje). Imnym przykladem jest rakieta.

é ‘ Materiaty pedne, spalajac sie, wywoluja wyplyw
’ p gazéow 1 sile popedowa rakiety. Masa rakiety

maleje zatem o mase uchodzacych gazéw.

Przyjmijmy, ze ciato sklada sie z wielkiej liczby drobnych
czastek, ktore mozemy uwazaé za punkty materialne. Oznaczmy
przez m mase ciala, przez » predkosé srodka S jego masy w chwili ¢,
za$ przez m+Am i v+ A% mase i predkosé srodka § w ehwili ¢+ 4t.
Niechaj wreszcie P oznacza sume sit dziatajgeych na ciato w chwili t.

Masa oderwanych czgstek w czasie od t do t4 A4t wynosi
(—Am); niech @ i w-+A4% oznaczaja predkosei (w chwilach t 1 ¢4 A1)
grodka 8" masy oderwanych ezgstek.

Wezmy pod uwage uklad U wszystkich ezastek, z ktérych sklada
sie¢ dane cialo w chwili ¢. Ped tego ukladu w chwili ¢ jest H==mw,
a w chwili t+ At bedzie H' = (m + Am) (D + Av) + (— Am) (4 - A%).
Przyrost pedu wyniesie zatem

H —H = mAp—Am (4 + Au —75) + Am Av.
Dzielac przez Af, otrzymamy w granicy dla 4t dgzgceego do zera

dH dv  dm _
) T
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Poniewaz pochodna pedu ukladu réwna sie sumie wszystkich
sit dzialajacych (str. 200), wiec dH/dt=P. Na mocy (1) jest wiec

(2) mb—ri(u—7) = P.

Réwnodé powyzsza mozemy napisaé w postaci mo-tmb=mu+P
czyli
(3) d(mv)/dt = mu 4 P.

Wzory (2) i (3) stosuja sie réwniez do przypadku, gdy nowe
czgstki dolaczaja sie do ciala. W rownaniach (2) i (3) wektor %
przedstawia predkodé drodka S masy czgstek odrywajacych sie
od ciata (lub dolaczajacych sie do ciala).

Kladge #—o=w w réwnaniu (2), otrzymamy
(4) ‘ mo— 1w = P.

Wektor w przedstawia predkosé wzgledna drodka masy odry-
wajacych sie czastek wzgledem $rodka masy ciala.

Przyklad. Ruch rakiety. Oznaczmy przez m mase rakiety,
przez v jej predkodé, przez w predkosé wzgledna (wzgledem rakiety)
gazbéw wyplywajaceych z rakiety, a przez P sume sit zewnetrznych
dzialajacyeh na rakiete (jak ciezar, opér powietrza it.d.). Przy
tych oznaczeniach zachodzi wzor (4).

Przyjmijmy najpierw, ze rakieta porusza sie w plaszezyznie
poziomej po linii prostej, ktorg obierzemy za o$ z-6w, nadajac jej
zwrot zgodny z kierunkiem ruchu rakiety. Polézmy v='0 i w=|w|.
Zaloimy, ze P=0 (a wige, ze sila ciezkosci znosi sie z reakeja plasz-
czyzny, przyczem pomijamy opor powietrza i tarcie). Poniewaz
71 w majg zwroty przeciwne, wiec na mocy (4) mo+mw=0, skad

(5) ﬁ:—@w.
m

Predkodé wzgledng w wyplywajacych gazéw mozemy uwazaé
za staly. Catkujge réwnanie (5), otrzymamy wiec

(6) v=—mwlog m+c.
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Przyjmijmy, ze dla t=0 jest m=1m, i v=0. Wedtug réwnania (6)
jest tedy 0= —wlogm,+e¢, wiec c=wlogm,, a zatem na mocy (6)

(7) v =w log Znn"y
skad my/m=¢"" czyli
(8) m=mge ",

Przypusémy, ze rakieta osiggneta szybko$é v=100km/godz=
= 27m/sek. Jako predkosé wyplywu gazu mozna przyjaé
w=1000m/sek. Zatem na mocy (8) m=mye "*"=0,973m,, skad
my —m=10,03 m,,.

Aby wige uzyskaé predkosé rakiety 100 km/godz, trzeba spalié
materialow pednych o masie réwnej 39, masy rakiety.

Niech teraz rakieta porusza sie pionowo w gore. Przyjmijmy of #
skierowang pionowo ku gérze i zachowajmy znakowanie poprzed-
nie. Otrzymamy z (4) (pomijajac opér powietrza) mo-Fmw=—img
ezyli

(9) b=—w . |
Catkujac i przyjmujac, ze dla t=0 jest v=0 i m=m,, otrzy-
mamy podobnie jak poprzednio

— Mo__
(10) v =w log o gt

Aby rakieta nie spadla z powrotem na ziemie i oddalila sie
W Dprzestrzenie miedzyplanetarne, nalezaloby nadaé jej predkosé

v>12 km/sek (str. 111). Z réwnania (10) otrzymujemy o<<wlog 7::;’,

0w 0w

skad e “<<my/m czyli me”“"<m, a zatem

mo—m =m(e" " —1).
Kladae v=12km/sek i w=1000m/sek=1km/sek, dostaniemy

my—m 22160000 m.

W nieréwnodci tej m oznacza mase rakiety po uzyskaniu pred-
kosei v=12km/sek, za$ m,—m mase spalonych materiatéw pednych.
Jezeli wige przyjmiemy m=1kg, woéwezas my,—m>160000kg.
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Trzebaby zatem spali¢ 160000 kg materialéw pednyeh, by 1kg
masy ulecial w przestworza.

Zeby wiec odbyé podréz miedzyplanetarna w wozie, majacym wraz z pod-
réznymi mase 1 tony, nalezaloby zabra¢ z soba 160000 ton materialéw ped-
nych, co jest oczywiscie niemoziliwe. Dowodzi to, e przy dzisiejszym stanie tech-
niki podr6z taka jest niewykonalna. Sprawa posunelaby sie naprzéd, gdybyémy
mogli wydatnie zwigkszyé¢ w, t. j. predko&é wyplywu gazéw, ktéra dzisiaj, prak-
tycznie biorae, dochodzi do 2000 m/sek.

’



