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1II. Uklady ciat

§ 14. Warunki ré6wnowagi. Warunkiem koniecznym i wy-
starczajagcym réwnowagi ukladu ciatl sztywnych (swobodnych lub
nie) jest, by kazde ciato ukladu bylo w réwnowadze. Wynika stad,
e warunkiem kontecenym ¢ wystarczajacym rownowags wkladw cial
setywnych jest, by dla kaidego ciata z osobna sily dziatajace na to cialo
rownowaiylty sie 2z reakejams.

Sity, z jakimi dwa ciata ukladu dzialaja na siebie, nazywamy
sitami wewnetrenyms ukladu. Pozostate sily nazywamy zewnetrenyms.

Jezeli np. dwa ciata ukladu stykaja sie¢ z soba, to reakcje w pun-
ktach zetkniecia sg silami wewnetrznymi. Natomiast te sity dzia-
lajace i reakcje, ktore pochodza od cial nie nalezacych do ukladu
(np. od podpodr), sa silami zewnetrznymi.

Sity wewnetrzne wystepuja parami i podlegaja prawu akeji
i reakeji, zatem suma i moment ogdlny sit wewnebrznych jest zerem.

Jezeli uklad cial jest w réwnowadze, to dla kazdego ciala sity
zewnetrzne, dzialajace na to cialo, rownowazg sie z sitami wewnetrz-
nymi. Wynika stad, ze sily zewnetrzne, dzialajace na caty uklad,
réwnowaza sie z sitami wewnetrznymi ukladu. Poniewaz (jak wyzej
wspomnieli§my) sily wewnetrzne maja sume i moment ogélny réwne
zeru, wiec jeielt uklad cial sztywnych jest w réwnowadze, to suma
& moment ogolny sil zewnetiznych sq zerami.

Warunek ten jest tylko koniecznym, ale nie wystarczaja-
cym do rownowagi uktadu cial sztywnych.

Kazda czedé uktadu cial sztywnych, bedacego w réwnowadze,
jest oczywideie sama w réwnowadze. Sitami zewnetrznymi wzgledem
pewnej czesei ukladu sa:

a) te sity zewnetrzne catego ukladu, ktdore dziataja na dang
jego czesé,
b) reakcje, wywierane na te czeéé¢ przez pozostate ciala ukladu.

Wynika stad, ze warunkiem koniecanym i wystarczajgcym réwno-
wagi ukladu cial sztywnych jest, by sily zewnegirzne, deialajgce na
jakakolwiek cze$é ukladu, réwnowaszyly sie z reakecjami, wywieranymi
na tg cze$é przez pozostale ciala uktadu.

Mozemy bowiem obraé¢ za czedci ukladu poszezegélne ciala
ukladu. i
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Przyklad. Dwa prety cieikie AC i BC, lezgce w plaszezyZnie
pionowej i stykajace si¢ w punkeie €, opieraja sie w 4 i B o $ciany
pionowe, za§ w (' o $ciane poziomg. Dane s3
ciezary pretow @ i Q,, zaczepione w $rodkach
cigzkoSei, oraz dlugosci I, = A0, l,=B(, 4
a,= 8,0, a,=8,C i odleglo§é d $cian piono-
wych od siebie. Wyznaczy¢ w polozeniu réwno-
wagi katy o, i a,, jakie prety tworzg z pozio- S
mem, przy zalozeniu, ze nie ma tarcia.

<

R, J———

M,

Oznaczmy: przez N, i N, reakeje $cian pio- 0
nowych (reakcje te majg wiec kierunek pozio- .
=, = . , . R . ,u/C I
my), przez R, i R, reakcje $ciany poziome;j
(majace wiec kierunek pionowy), wreszcie przez T site, z jaka pret
CB dziata na pret AC w punkcie C. Na mocy prawa akeji i reakeji
pret AC dziala wowezas na pret OB z sila —7. O kierunku sity T
nie mozemy nic z goéry powiedzieé.

Obierzmy osie x i = w plaszezyznie pretéw, nadajac osi # kie-
runek poziomy, zas osi z kierunek pionowy w gére. Gdy pret AC
jest w rownowadze, sity dziatajace na ten pret réwnowaza sie. Two-
rzge zatem ich rzuty na osie x,z i obliczajagc moment wzgledem C,
otrzymamy:

(1) Ni+ Ty=0, —+ R+ T,=0,

(2) Nyl sin o), —Q, a; cos a; = 0,

gdzie Ny, R, i @, oznaczaja wartosei bezwzgledne odpowiednich sil.
Podobnie dla preta (B dostaniemy:

(3) — N — T =0, — @yt By — T, =0,
(4) — Ny, sin ay + @y ay c08 a, = 0,
Z roéwnan (2) i (4) mamy:
(5) N, =Q,a, ctg a, /1, Ny = Qya, ctg a, /1,
z pierwszych za$ rownan (1) i (3) N;=N,, skad na mocy (5)
(6) Qo ctg ay [l = Qya, Cbg ay /1,
Ponadto, jak widaé z rysunku,

(7) lycos oy + 1, co8 ay=d.

Z réwnan (6) i (7) mozemy wyznaczyé katy a; i as. A
19*
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Uwaga. Zréownarn (1)-(4) nie mozemy wyznaczyé sit R, R,iT.
Mozemy natomiast otrzymad site T'=R+T i T"=R,—T. Sa to wy-
padkowe reakeyj, dzialajagcych w (' na prety. Dostaniemy:

Tx::Tx:—Nl, T!;:: Ry 4 Ty:in
Ti=—Tx= Ny, Ty= Ry —1y=0>.

§ 15. Uklady pretéw. Jezeli na pret sztywny dzialaja dwie
sity, zaczepione w jego koneach A i B, i pret jest w rOwnowadze,
to sity te (z uwagi na to, ze ich suma i moment ogélny rownaja
sie zeru) dziataja wzdluz preta, sa rowne co do wielkosei i skiero-
wane przeciwnie. Oznaczmy te sity przez Pi—P

P 4 ¢ B -P P4 s B -P
P A ¢ P P c P
1. 2.

Napiecia w pretach. Przetnijmy pret w jakimg$ punkeie
i usurimy prawa jego czesé OB (rys. 1). Aby teraz lewa czedé preta
pozostata w réwnowadze, nalezaloby dolaczyé site —P o poczatku
w (. Mozemy zatem przyjaé, ze czes¢ prawa CB oddzialywa na
czesé lewa AC z sitag —P. Sile te nazywamy napigciem preta.

Gdy sity P i —P skierowane sa ku sobie, napiecie nazywamy
$ciskaniem (rys.1), w przeciwnym razie rozciqganiem (Tys.2).

Napiecie ma w kazdym punkecie preta ta sama wielkosé i kie-
runek; zwrot za$ napiecia bedzie zalezal od tego, czy idzie o od-
dzialywanie czeéci prawej na lewa, czy przeciwnie. Co do korfca
preta, to mozemy moéwié tylko o oddzialywaniu calego preta na
koniec. Jezeli wiec podamy wielkodé napiecia i jego rodzaj (t. zn.
czy jest ono §ciskaniem czy rozecigganiem), to napiecia w koncach
pretow beda w zupelnosci okreslone.

Polgczenia przegubowe. Wyobrazmy sobie kilka pretow
sztywnych tak ze sobg polaczonych, ze muszg si¢ one stale ze sobg
styka¢ pewnymi punktami, np. koricami. Jezeli poza
tym polgczenie to nie powoduje innych ograniczen
ruchu pretéw, powiadamy, zZe prety sa polqczone
przequbowo, a punkty, w ktorych prety stykajg sie
jeden z drugim, nazywamy preegubams.

Polgcezenie przegubowe mozemy otrzymadé w przy-
blizeniu, tgczace np. konce pretdw bardzo krotks nicig nierozciagliwg.
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Reakeje, z jakimi jeden pret dziala na drugi, mezemy zasty-
pi¢ w my$l twierdzenia o redukeji przez jedng sile R, zaczepiong
w punkcie styku oraz przez pare sit o momencie M.

Dla prostoty zakladaé hedziemy, ze M=0. Méwimy wowczas,
ze przegub jest gtadki.

Zaznaczyé nalezy, ze nie zawsze mozemy zalozyé gladkosé
przegubu; przyklady na to podamy pdzniej (str. 297).

W przypadku przegubu gladkiego reakcja, z jaka jeden pret
oddzialywa na drugi, jest silg zaczepiong w punkcie zetkniecia, t. . '
w przegubie. W szezegolnofei, jezoli w przegubie gladkim schodzi
sie kilka pretéw, to reakeja wywierana na pewien pret przez pozo-
stale bedzie silg zaczepiona w punkcie przegubu (np. reakcja R,
pretow 2, 3, 4 na pret 1, przedstawiona na rysunku).

Uklady pretéw. Wezmy pod uwage uklad pretéw polaczo-
nych w koteach. Jezeli jaka§ sila zewnetrzna zaczepiona jest
w przegubie, to nalezy wowezas zaznaczyé wyraznie, na ktory pret
dziata ta sila.

Gdy uklad pretow jest w réwnowadze, sity dzialajace na kazdy
pret musza sie oczywiscie réwnowazyé z reakcjami wywieranymi
na ten pret.

Na rys. |, str. 204, przedstawiony jest uklad pretéw, w ktorym na pret AB

dzialaja sily zewnetrzne Py, P, i P,. Sila P, zaczepiona jest w koneu 4 preta.

Sily te rownowaza sie z reakcjami B, i R, w koncach A 1 B.

zesto dogodnym jest uwazaé przegub za odrebny punkt ma-
terialny (za odrebne cialo), polaczony z koncami pretow schodza-
cych sie w tym przegubie. Innymi stowy, zaklada si¢ wowezas, ze
konce pretow nie sa polaczone z sobg bezposrednio, lecz za po-
srednietwem przegubu. Przy tym zalozeniu reakeje stykajacych si¢
pretow zastepuje sie reakcjami przegubu na te prety, a sily za-
czepione w przegubie uwaza sie za sity dzialajace na przegub, a nie
na prety. Jedynymi sitami wewnetrznymi ukladu pretéw beda
wtedy reakeje przegubOw na preby i pretow na przeguby.

W przypadku réwnowagi ukladu kazdy pret i przegub jest
w rownowadze, zatem (str. 290):

10 sily zewngtrzne, dzialajgce na dowolny pret (nie zaczepione
w przegubie) rdwnowaiq sie = reakejami, jakie przeguby na ten pref
wYwieraja;

20 sty zewnetrene, zaczepione w ktorymkolwiek przegubie, réwno-
waiq sie 2 reakejami pretow na ten przegub.
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_ _ Narys: 2 sila P, o poczatku w przegubic. 4 réwnowazy sie z reakcjami
S1» 8o, 8, pretéw 1, 2,3 na przegub A. Sity za$ zewnetrzne P, P, dzialajace na

pret AB réwnowaza sie z reakejami T, i T, przegubéw 4 i B na ten pret.

O kierunkach reakeji przegubéw na prety nie mozemy na ogot
nic z gory powiedzieé. Inaczej jednak przedstawia si¢ sprawa, gdy
sily zewnetrzne zaczepione sg tylko w przegubach.

Wezmy pod uwage taki wilagnie uklad pretéw, pozostajacy
w rownowadze (rys. 3). Niech 7 i T, oznaczaja reakcje przegubdw
A 1 B na pret laczacy te przeguby. Poniewaz na pret nie dzia-
taja zadne sity zewnetrzne, wiee reakeje T, i T, muszg si¢ réwno-
wazyé (wynika to z warunku 19). Reakeje dzialaja wiee wzdluz
preta i mamy 7,—-T,.

A wiec: jezels uklad pretow polaczonych preegubowo jest w réwno-
wadze, a sity zewnetrane zaczepione sq tylko w przegubach, to reakcje
preegubiw na prety sq sitami skierowanymi wedlué pretéw; reakeje,
z jakimi oddzialuja na pret przeguby, ktore tem pret laczy, sq réwne
co do wielkosei 1 kierunku, a zwroty majq przeciwne.

Reakeje przegubdéw A i B wywoluja w precie napiecie, ktore
moze byé rozeigganiem lub §ciskaniem (w naszym przypadku na-
piecie jest rozeigganiem). Na mocy prawa akeji i reakeji pret AB
dziala na przegub A z sitg S;=—T,. Sila S, jest wiec napieciem
preta w koricu A. Reakéje pretéw na przeguby sa tedy rowne na-
pieciom tych pretow. Z warunku 2° wynika wiee tw. nastepujace:

Sity zewnetrene zaczepione w praegubic rownowaiq sie = napieciams
pretow (schodzgeych sie w tym przegubie).

Na rys. 3 napigcia §1,§2,§3,§4 pretéw 1,2,3,4 réwnowaza sie z sity P,
zaczepiong w przegubie A; jest wiee P4-8,;+4-8,+8;-+8,= 0.

Przyklad 1. Trzy prety AB, BC i (!D, polgczone przegubowo
w punktach B i ¢, unieruchomione za$§ (rowniez przegubowo)
w punktach 4 i D, pozostaja w réwnowadze w plaszezyznie pio-
nowej pod dzialaniem sit pionowyeh P i @ o poczatkach E i F.
Dane sa: sita P oraz punkty zaczepienia ¥ i F. Wyznaczy¢ site Q.
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Na pret AB dziata. w punkeie 4 reckcja R, i w punkcie B
reakeja F, preta BC. Mamy Rj+T,=0, rekcje B,.i T, dzialaja
wiec wzdluz preta AB. ‘ ’

Na pret BC dziata reakeja —T7,
sita P i reakcja T, preta CD w punk-
cie . Poniewaz pret BC jest w row-
nowadze, wiec kierunki tych sit prze-
cinaja sie w jednym punkecie @, ktory
znajdziemy jako punkt przeciecia
prostej AB i kierunku sity P. Majac punkt ¢, mozemy otrzymad
kierunek C@ reakep T2 Poniewaz —T1—1~P+T2_0 wiee znajac kie-
runki sit 7, i T, i site P, mozemy wyznaczy¢ z trojkata sit sity T,, T,

Na pret D dzialajg reakcje —T, i R, oraz sita Q. Sity te prze-
cinaja sie w jednym punkcie H, ktory otrzymamy, jako punkt
przeciecia sie kierunkow sit —T, i @. Majac punkt H, otrzymamy
kierunek sity R,. Poniewuz —T,4+-Q-+ Ry=—=0, wiec znajac T,, otrzy-
mujemy z trojkata sit sity @ i Ry,

- Przylktad 2. Cztery prety 1, 2,3 i 4 s3 polgczone przegubowo
w A, B i O, za§ unieruchomione w lozyskach przegubowych K1 F.
Prety sa nachylone do poziomu pod katami a, f, v i 6. W prze-
gubach A, B i ( zaczepione s sily pionowe P, P, i P,. Dana
jest sita P,. Wyznaczyé sily P, i P, oraz reakcje R iR, wEicF.

Poniewaz sily zewnetrzne za-
czepione sg tylko w przegubach,
wiec w kazdym przegubie napigcia
pretow rownowazg sie z silami ze-
wnetrznymi zaczepionymi w tym
przegubie.

W przegubie E napiecie T, pre-
ta 1 réwnowaiy sie z reakcja R:
T4 R,=0.

W przegubie A napigcia —T, preta 11 T, preta 2 rOWNowazy
sie z sily Py: T+ Ty+P=0. Oznaczajac przez Ty, Tai Py wartosci
belwzgledn(, tych sil i tworzge ich rzuty na kierunki pionowy i po-
ziomy, otrzymamy:

T; cos a—Ty cos =0, T, sin a—1T' sin f—P=0.

7 réwnan tych obliczamy T, i Th.
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W przegubie B dla napiecia T, preta 3 dostaniemy zwigzek
—Ty+ Ty+ P,—=0. Tworzae rzuty na kierunek poziomy i pionowy
oraz ktadac Ty=|Ty i P,=|P,, otrzymamy:

Tycos p— T, cos y=0, Tysin f+Tysiny — Py = 0.

Z réwnan tych wyznaczamy 7T, i P,.
W przegubie C dostaniemy przy analogicznym znakowaniu:

T cos y—T, cos 6=0, —Ts8in y+ T, 8in 6 — Py =0,

skad obliczymy 7, i P,.
W przegubie F otrzymamy wreszcie —T, | Ry—0 czyli R,=T,.

Przyklad 3. Waga dziesietna. Belka AC, podparta w O,
polgczona jest w punktach Bi € z belkami DF i QK Przy pomoey
pretéw BD i CG. Belka, DF, podparta w punkcie F, opiera sie
w punkcie H na belce GK, podpartej w K. W punktach B, ¢, @iD
polaczenia sg przegubowe.

Na belce DF kiladziemy ciezar

4 a 00¥cc Q, ktory mamy zwazyé, i réwno-

oo ] wazymy go ciezarkiem P, polozo-

nym na szalce zawieszonej w A.

Ciezary belek i pretow pomijamy.

p Wyznaczyé zwigzek miedzy cie-
¢ il /f\ zZarami P i Q.

AT Oznaczmy przez T, T, napiecia

pretow BD i CG@ w punktach Bi C.

Gdy belka AC jest wréwnowadze, suma momentéw sit na nig

dzialajacych wzgledem O réwna jest zeru:

(8) — Pa-++bT,4- (b+4¢)Ty =0,

gdzie P=|P|, T==|T\| i Ty=|T,, za% dhugosci a, b i ¢ maja znaczenie
takie juk na rysunku.

Na belk¢ DF dziataja: napiecie —7, preta BD w punkcie D,
ciezar @ oraz reakcja B w punkcie F, Tw orzgce rzuty na klerunek

pionowy oraz moment wzgledem F, otrzymamy w polozeniu réwno-
wagi bhelki DF:

(9) Ty 4 R—Q=0,  Tyd—Qe=0,
glzie R=|R| i Q=|Q|, za$ dlugosei d i ¢ maja znaczenie podane
na rysunku.

Na belke GA dziala napiecie —T, preta (G w punkcie ¢ oraz

reakcja — R belki DF w punkeie H. Tworzagc moment tych sit wzgle-
dem punktu eparcia K, otrzymamy
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(10) " Ty(f+9)— Rg=—0.
7 réwnan (9) otrzymujemy:
Mmoo € _ .d——‘
1=Q- R=Q-==

skad na mocy rdéwnania (10)
d—e g
d f+g
Podstawiajge otrzymane wartodei w réwnanie (8) zamiast 7
i 7,, otrzymujemy

Ty=Q-

(bf —cg) e+ (b+c) gd

) P i)

Jezell przyjmiemy, ze bf —eg=0 czyli
(12) ble=glf,

to P bedzie niezalezne od ¢, t. zn. od tego, w ktérym miejscu dzwi-
gni DF umiescimy ciezar ¢. Na mocy (11) 1 {12) jest wtedy

[)f:(‘).g .

Dla bj/a=1/10 mamy wage decymalng czyli dziesigtng.

Przyhlad 4. Dwa prety unieruchomione w koricach 4 i B,
zas polgezone przegubowo w () lezg na jednej prostej. Na pret AC
dziala sila P o poczatku D, prostopadia
do AC. Uklad pretow jest w rownowadze, ~-- o7
poniewaz punkt ¢ nie moze zmienié swego
polozenia.

Przypusémy na chwile, ze pret A dziala na OB z sity 7 o po-
czatku w (. Zatem pret OB dziatalby na pret AC z sita —7, réwniez
zaczepiong w (.

Oznaczmy przez R, i R, reakcje w A i B.

Poniewaz pret OB jest w réwnowadze, wiec sity B, i 7 dzia-
taja wzdhuz preta A B. Wynika stad, ze pret 4 ¢ nie moze byé w réwno-
wadze, bo sity —7', B, 1 P, dziatajace na ten pret, nie réwnowaza sie,
gdyz ich moment ogolny wzgledem 4 réwny jest réznemu od zera
momentowi sity P wzgledem A. Doszliémy wiee do sprzecznosei.

Musimy zatem przyjaé, ze pret AC dziala na pret OB z silg
rownowazng jednej sile i parze sil o momencie réznym od zera.
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§ 16. Kratownice. Uklad ‘pretéw sztywnych, polaczonych
przegubowo i tworzacych jako cato$é cialo sztywne, nazywamy
kratownicq przestrzenng.

Przyktadem kratownicy (przestrzennej) jest uktad trzech pre-
tow, polgczonych przegubowo i tworzacych tréjkat (rys.a)), lub ukiad
szeseiu pretow, tworzacych krawedzie ezworodcianu (rys. b)). Nato-
miast uklad pretéw, tworzgeych krawedzie prostopadlogcianu i po-
lgezonych przegubowo w wierzeholkach, nie jest kratowniea, gdyz
prety mogg zmieniaé¢ polozenie wzgledem siebie.

Przeguby kratownicy nazywamy takze wezlamsi.

i i 4,
a) 12 \
f

[ n

4 B4 B c A

al o , 7 8

Kratownica plaska. Jezeli uklad pretéw sztywnych, pola-
czonych przegubowo, lezy w jednej plaszezyznie i prety nie moga
w tej plaszezyznie zmienia¢ wzajemnego polozenia, to uklad taki
nazywamy kratownicq plaskaq.

Przyklady kratownic plaskich przedstawiajg rys.a), b), ¢), e) i f).

Uklad pretow na rys. d) nie tworzy kratownicy, nawet plaskiej,
bo prety moga zmieniaé polozenie wzgledem siebie; moga np. przy-
ja¢ polozenie oznaczone kreska przerywang.

Kratownica plaska nie musi tworzyé ukladu sztywnego, jezeli
dopuscimy ruchy pretéw w przestrzeni. Jezeli np. w kratownicy
na rys. e) unieruchomimy przeguby B, ¢, D i E, to mozemy prety
AE i AB obraca¢ w przestrzeni okole EB. Natomiast w plaszczyznie
kratownicy prety AK i AB nie mogg sie poruszyé.

Jezeli w kratownicy przedstawionej na rys. ) usuniemy pret 4B,
to w plaszezyznie jej uklad pretéw pozostanie nadal utworem sztyw-
nym, t.j. kratownicg. Pret taki nazywamy pretem nadliczbowym.

Kratownica przedstawiona na rys. e) nie ma pretéw nadlicz-
bowych.
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Wyznaczanie napieé w kratownicy (przy pomocy ra-
chunku). Kratownica plaska ma p pretow i w W(gz}ow Ay Asy ooy Ay
w ktorych zaczepione sa sily zewnetrzne Py, Py,.... P,. Gdy wezel A;,
jest polgezony pretem z weztem A,
oznaczamy przez dy; dlugo$é tego Atk p)
preta, a przez Sy liczbe, ktorej war-
t0$¢ bezwzgledna rowna sie wielkosei
napiecia w tym precie, znak zas
jest + lub — zaleznie od tego, czy
napiecie jest rozeigganiem czy Scis
kaniem (str. 292).

Obierzmy dowolny uklad wspélrzednych 1 oznaczmy przez
B3 U1y B2y Y2y eny Ly Yoo WSPOITzZEdne weztow Ay, As,..., 4. Z okreilenia
liczby S; wynika, ze dla i=1,2,..,w napigcie preta w weile A;
ma na osie ukltadu rzuty: ‘
X Y, Y,

o Sn TS

Poniewaz w wezle A; sila zewnetrzna P; rownowazy sie z na-
pieciami pretow stykajacych sie w tym wezle (Str. 294), wiec:

Y — X v y
Pt 200 By 2
czyli

YUi— X A\
(1) “__2/ y JS!]’ 1,1,_"2 d; ]Sm

gdzie sumowanie rozciaga sie¢ na wszystkie takie wskazniki j, dla
ktorych wezel A; jest polaczony pretem z wezlem A;. Poniewaz
z zalozenia jest w wezléw, wiec uklad (1) sklada sie 7z 2w réwnan.

Réwnania (1) stuzg do wyznaczania napieé¢ Sy, gdy dane sg
sity P;. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze uktad (1) rozwigzania nie po-
siada lub ze réwnan jest za mato do wyznaczenia niewiadomych Sy.

1:0

Np. w kratownicy przedstawionej na rys. c¢), str. 298, prety stykajace sie
w wezle A4, leza na jednej prostej, zas sita zewnetrzna P, zaezepiona w tym weile
nie lezy na tej prostej. Napigeia w tych pretach nie moga zréwnowazyé sity P,.
Uktad réwnan (1) dla tej kratownicy nie ma wiec rozwiazania (str. 297).

W kratownicy na rys. f), str. 298, pretéw mamy 13, a wierzcholkéw 6.
Niewiadomych napie¢ jest zatem 13, a réwnan w uktadzie (1) jest tylko 2-6—=12.
A wiec rownai jest za malo.

Oznaczmy w réwnaniach (1) prawe strony pierwszych réwnan
przez E;, w drugich przez F,. Réwnania (1) przyjma wtedy postad:
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(2) p; =E;, P, =F;.
Latwo mozna sprawdzié rachunkowo, ze:
1w w w
. al Y Al -
(3) D E =0, 2 Fi=0, 2 (By—F x)=0.
fa=1 i1 i=1

Réwnodei (3) sa tozsamodciami, t. zn. zachodza dla wszelkich
wartosci S;.

Tozsamodci (3) mozna wyprowadzi¢ réwniez bez rachunku
w §posob nastepujacy:

Obierzmy 8;; zupelnie dowolnie, a P;_i P;, wyznaczmy z réw-
nan (1). Poniewaz rownania te wyrazaja, ze w kazdym wezle na-
pieciy pretow réwnowaza sie z sitami zewnetrznymi, wiee tak wy-
znaczone sity bedg w rownowadze (str. 293). Zatem sity zewnetrzne
beda w réwnowadze, t.j. beda zachodzily réwnogei:

w Ip w
(4) /\1 P, =0, 2_1 P;, =0, ‘\1 (Pj yi— P ;) = 0.

Wynika stgd na mocy (2), ze zwiazki (3) musza byé spelnione
tozsamosdciowo dla wszelkich wartosei S;;.

Zatozmy teraz, ze dla pewnej kratownicy rownania (1) maja
rozwigzania dla kazdego ukladu sit {P;) réwnowaznego zeru. Zatozmy
dalej, Zze prawe strony réwnan (1) speiniaja tozsamosciowo jakis
zwigzek liniowy ksztaltu

(») W By + agBy+ o+ b Fy - byFy .. — 0,

gdzie aj,ag,... 1 by, by ... sa pewnymi statymi.
Niech ukfad sit {P;} bedzie réwnowazny zeru; réwnania (1)
majg wiee rozwigzanie. Na mocy (2) i (5) sity (P} musza zatem

spelniaé zwigzek
(()) (l]P]x—f— (L2P2x+. . Jr ll/,,,Pw.‘,—{— b]PIU—F ’)gpzuﬂf— ...+ [)me”: 0.

A wiee, jezeli sity P spelniaja réwnania (4), to spetniaja
rowniez rownanie (6). Zwiagzek (6) jest tedy zalezny od zwigzkow (4).
Wynika stad, ze zwiazek (5) jest zaleiny od zwiazkow (3).

Prawe strony rownan (1) spelniaja zatem tylko trzy zwigzki
niezalezne (3). Uklad rownan (1) ma wiee 2w—3 réwnan niezalez-
nych (trzy zas réwnania sa zalezne od pozostalych). Niewiadomych
musi byé co najiniej tyle, ile rownai niezaleznych, a wiec > 2w—3.
Poniewaz niewiadomych S jest tyle ile pretow, czyli p, wiec

(7) p=2w—3.
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W przypadku, gdy p>2w—3, réwnali niezaleznych jest mniej
niz niewiadomych; istnieje wtedy nieskonczenie wiele rozwiazan.
W przypadku za$, gdy p=2w—3, niewiadomych jest tyle, ile row-
nani liniowo niezaleznych; zatem napiecia S;; sg wowcezas wyznha-
czone jednoznacznie.

Kratownice nazywamy wyznaczalng statycznie, jezeli rownania
(1) wyznaczajg jednoznacznie napiecia 8; pretow dla kazdego uktadu
sit {P)} bedacego w rownowadze. Udowodnili§my zatem twierdzenie:

1. Jeseli kratownica jest wyznaczalna statycznie, to p=2w—3
(gdzie p oznacza liczbe pretow, a w liczbe wezlow).

Mozna dowiedd twierdzenia:

I1. Kratownica wyznaczalna statycznie nie posiada pretow nmad-
liczbowych.

Warunki wypowiedziane w tw. L i I s3 koniecznymi, ale nie
dostatecznymi na to, aby kratownica byla wyznaczalna statycznie
(p. Tys. ¢), str. 298).

Wyznaczanie napie¢ w kratownicy (przy pomocy
plandéw sil). Mamy wyznaczyé napiecia pretow w kratownicy
przedstawionej na rysunku. Wezly oznaczone sg literami 4, B, ("1 D,
a prety liczbami 1, 2, 3, 4 i 5. Kratownica obcigzona jest silg
pionowa P w wezle (' i spoczywa na podporach gladkich 4 i B.

2

Wyznaczmy najpierw reakcje w 4 i B. Ze wzgl(@du na sy-
metrie, kazda z reakeyj wynosi —P/2.

Na wezel A dziala sila zewnetrzna —P/2 i napiecia pretow 11 2.
Poniewaz sity te rownowazg sie, wiec tworzg wielobok zamkniety,
ktory mozemy narysowac, znajac site —P/2 i kierunki napieé. Wielo-
bok ten przedstawiony jest na rys. (A); napiecia oznaczone sg licz-
bami 13 2, a znaki przed liczbami oznaczaja czy napigcie jest roz-
cigganiem (+) czy $ciskaniem (—).
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Na wezet ¢ dzialaja napiecia pretéow 2, 3 i 4, réwnowazgce sie
z sila P. Poniewaz nieznane sa tylko dwie sily, mianowicie napiecia
pretow 3 i 4, wiec mozemy narysowa¢ wielobok sit, pamietajac
0 tym, Ze napiecie preta 2 w wesle ¢ ma zwrot przeciwny niz w we-
7le A. Wielobok ten przedstawiony jest na rysunku (C).

Na wezel D nie dzialajg zadne sily zewnetrzne, zaczepione
w tym wezle, zatem napiecia sie rownowazg. Tworzg wiec one wielo-
bok zamkniety, ktory mozemy narysowaé (rys D), pamietajac o tym,
ze napiecia pretow 113 w wezle D maja zZwroty przeciwne niz w 4 i €.

WyznaczyliSmy napiecia we wszystkich pretach. Dla spraw-
dzenia mozna jeszeze zbudowaé wielobok dla wezta B (rys. (B)).

Postepujac w ten sposéb, nakredlilismy kazdg site dwa razy.
Mozna jednak wprowadzié uproszczenie, polegajace na tym, ze
wszystkie wieloboki (4), (B), (€) i (D) rysujemy lgcznie, jak na
rys. (E).

W rysunku tym kazda sila wystepuje raz tylko; rysunek taki
nazywamy planem sit Cremony dla danej kratownicy.

Pewne wskazéwki, jak mozna otrzymadé plan sit Cremony,
podamy na przykladzie nastepujacym:

I. 2.

Rys. 1 przedstawia kratownice, a rys. 2 jej plan sit Cremony.
Kratownica obcigzona jest w weztach G i 7 sitami P i 2P. W we-
ztach 4 i E spoczywa ona na podporach gladkich. Prety 2, 6 i 10
8 poziome i réwnej diugosci. Obliczajac moment sit zewnetrznych
wzgledem E i A, otrzymamy, ze reakcja w A wynosi —3P, zad
w E wynosi —§P.

| Kre§limy teraz wielobok sit zewnetrznych w takim porzadku,
w jakim wystepuja one na obwodzie kratownicy. Idac np. w kie-
runku wskazéwek zegara, kre§limy po kolei —4P, —5P, 2P i P.
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Nastepnie budujemy wielobok dla wezla A. Zauwazmy, Ze
pret 2 laczy wezlty A i G, w ktorych zaczepione sg sily zewnetrzne
—4Pi P. Na planie sil napiecie preta 2 rysujemy z poczatku sity —4P
i konca sity P. Zwrot sit w wieloboku dla wezta A okredla sita —%P.
Otrzymujemy napiecia pretow 1 i 2 i zaznaczamy, ze w precie 1
jest Sciskanie (—) za§ w 2 rozcigganie ().

Przechodzimy teraz do wezla, gdzie sa dwa tylko napigcia
niewiadome. Weztem takim jest B. Wyznaczamy wielobok napied
w weztach 1, 3 i 4. Zwrot sil otrzymamy, wiedzac z poprzedniego
wieloboku, ze w precie 1. wystepuje sciskanie,

Przechodzimy nastepnie do wezta ¢, w ktorym sa tylko dwa
napiecia niewiadome, mianowicie napiecia pretow 5 i 6. Postepujac
tak dalej, przechodzimy kolejno wezly C, ¥, D i E.

Przy sporzadzaniu planu sit Cremony nalezy trzymadé si¢ dwaéch
regul nastepujacych:

1. Sity zewnetrzne w wieloboku sit rysujemy na planie w ta-
kim porzadku, w jakim wystepuja one na obwodzie kratownicy.

9. Jezeli pret na obwodzie kratownicy laczy wezly, ktore sg
poczatkami sit zewnetrznych, to napiecie preta rysujemy na planie
sit z punktu, w ktérym koniec jednej sily zewnetrznej schodzi sie
z poczatkiem drugiej.

Zauwazmy, ze plan sil Cremony, przedstawiony na rys. 2,
str. 302, ma jeszcze nastepujgce dwie wlasnosei:

(a) silty dziatajace na wezel tworzg na planie wielobok zam-
kniety,

(b) jezeli trzy prety tworzg tréjkat, to na planie napigcia ich
wychodza z jednego punktu.

Plan sil Oremony, majacy powyzsze dwie wlasnosei, nazywa sie
planem st odwrotnym. :

Nazwa ta stoi w zwigzku z 6. zw. teorig figur odwrotnych.

Nalezy zwr6eié uwage, ze nie dla kazdej kratownicy wyzna-
czalnej statycznie mozna zbudowaé plan sit Cremony.

Wyznaczanie napieéz pomoca przekrojéw. Przypusémy,
ze kratownica daje sie przeciaé przez trzy prety nie wychodzace z jed-
nego wezla, w taki sposéb, by rozpadla si¢ na dwie czedei. Jezell
choé dwa z przecietych pretow nie sa réwnolegle, to w pretach
przecietych mozna wyznaczyé napiecia bez obliczania napieé w pozo-
statych pretach.
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Oznaczmy prety przeciete przez 1, 2, 3. Jezeli usunaé¢ jedng
czesé kratownicy, np. prawa, to lewa pozostanie w réwnowadze po
dolgezeniu napieé S, S, i S,

S

Niech prety 1 i 2 przecinaja sie w punkeie O (rys. 1). Po-
niewaz lewa cze$¢ kratownicy jest w rownowadze, wiec sily ze-
wnetrzne dzialajace na te czesé rownowaza si¢ z napieciami 8y, Syi S,
Oznaczajac przez M moment sil zewnetrznych (dziatajacych na lewsa
czgsé kratownicy) wzgledem 0, a przez d odlegloi¢ O od preta 3,
dostaniemy |M|=|Syld czyli |S;|=|]|/d.

Ziwrot sity S, obieramy tak, by M i moment sily 8, wzgledem O
wialy znaki przeciwne. Moment M mozemy otrzymad, wyznaczajac
najpierw wypadkowa R (ewentualnie pare wypadkowa) sil zewnetrz-
nych, dzialajacych na lews cze$é, a nastepnie obliczajac moment
wypadkowy E (lub pare wypadkowg) wzgledem 0. Podobnie obli-
czamy S, oraz S;, tworzac moment wzgledem punktu przeciecia
pretow 1 i 3 oraz 2 i 3.

Gdyby prety 1i 3 byly rownolegle, to sile S, otrzymaliby$my,
tworzac rzuty sit na prosts prostopadia do pretow 1 i 3 (rzuty sil
S, i S, beda bowiem zerami).

Opisana powyzej metoda obliczania napieé¢ podana zostala
przez J. W. Rittera. Napiecia S, S, 1 S; mozna réwniez wyznaczyé
graficznie metoda podang przez K. (“ulma,nna

Niech prety 1i2 przecmajap si¢ w 0, niech sily zewnetrzne majg
wypadkows R i niech R i S, przecinaja si¢ w punkcie 4. Oznaczmy
przez T wypadkows sit S, 18, a przez @ wypadkows sit B i S,.

Poniewaz sity R, 8, S, i S, sa w réwnowadze, wiec sity 7 i @
rowniez sa w réwnowadze. Wynika stad, e T=—G i zesity T i G

lezg na jednej prostej. Poniewaz T ma poczgtek w 0, za$ G w A,
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wiec sily 7 i G leag na prostej OA. Znajac juz kierunek sit 7 i G,
wyznaczamy tréjkat sit 8, S, i G, skad otrzymujemy sily 8, i G.
Poniewaz T=—@, wiec mozemy utworzyé trojkat sit S, S, i 7,
skad dostaniemy S, i S,.

Gdyby wypadkowa R byla rownoleghay do preta 3, sita G bylaby
réwniez rownolegla do 3 i przechodzitaby przez (. Poniewaz R jest
wypadkows sit G i —S;, wiec zadanie sprowadziloby sie wowezas
do rozlozenia sily R na dwie sily @ i —8,, ktorych polozenia sg dane.
Zadanie takie zostalo rozwigzane przy pomocy wieloboku sznuro-
wego na str. 257.

Gdyby wreszcie sily zewnetrzne redukowaly si¢ do pary R, i Ry,
mielibysmy B,=—R, i wypadkowa @ sit B;, R, 1 S, rownataby sie S,
i miataby poczatek w 0. Zadanie sprowadzaloby si¢ wtedy do roz-
lozenia uktadu sit R, i R, na dwie sity G i —8;, ktoryeh potozenia
sa dane (por. str. 257).

§ 17. Ré6wnowaga lin ciezkich. Lancuch. Uklad pretow
sztywnych polaezonyeh przegubowo, nazywamy lancuchem, jezeli
w kazdym przegubie stykaja sie tylko dwa prety. Prety tancucha
nazywamy takze ogniwamsi.

Zalozmy, ze tancuch zlozony z ogniw AgA,, 4,4, A,A;1 A4,
polaczonych  przegubami
Ay, Ay i Ay, pozostaje w ro-
wnowadze pod dzialaniem
sit P, Pyi P,, zaczepionych
w przegubach, oraz sit T,
i T,,zaczepionych w A, A,.
Sity 7, i T, majg oczywis-
cie kierunki pretow 4,4,
i AgA, (str. 294).

Latwo okazaé, ze lancuch w réwnowadze przybiera postaé wiclo-
boku sznurowego ukladu sit Py, Py i P,.

Zbudujmy w tym celu wielobok sit AgAidiA; dla ukladu
P,, P, P,. Za biegun O obierzmy punkt przeciecia linii wykreslo-
nych z punktu Agi Ai rownolegle do skrajnych pretéw lancucha.

Poniewaz laricuch jest w rownowadze, wiec suma sit jest zerem:

T,+ T, + P, Py+ P,=0.
Poniewaz Pyt Pyt P,= A543, zag 0Ay i A50 sa roéwnolegle do.
T, i T,, wiee z trojkata 49450 otrzymujemy:

S, DBanach. Mechanika, 20
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(1) ’ le-(}A_(’l; T3 == I{T)
Wezmy teraz pod uwage przegub 4,. Napiecie ogniwa A4 4,

w przegubie A, jest T); oznaczmy przez T, napiecie ogniwa 4,4,

w przegubic A,. Mamy oczywidcie

(2) T, + Ty + P,= 0.

7 wieloboku sznurowego otrzymujemy OAj+P,+A470=0, skad
na moey (1) TP, +A410=0, a stad na mocy (2) A;0=T, Odeci-
nek 470 jest wiec rownolegty do preta A4,4,.

Podobnie przekonywamy sie, ze odeinki 430 i A30 sa réwno-
legle do pretow Ad,4, 1 A A,

Wrynika stad, ze wielobok sznurowy, jaki otrzymamy, rysujac
go z punktu 4,, przyjmie postaé laneucha.

Lina. Sznurem albo ling (wiotkq i nierozciqgliwg) nazywamy
linie materialng, ktoéra daje sie dowolnie zginaé, nie zmieniajac
przy tym swojej diugodeci ani dlugosei swoich czesei.

Sznur moze wiec przyjaé ksztatt dowolnej linii krzywej o tej
samej dlugodei. Line mozemy uwazaé¢ w przyblizeniu za lancuch zlo-
zony z bardzo wielu drobnych ogniw.

Niech ciezka lina (wiotka i nie-
rozciggliwa) zawieszona bedzie w pun-
ktach A 1 B. Zalézmy, ze gestosé
i =const. Ciezar kawatka liny
ditugosei s ¢cm wynosi zatem

(3) Q = spg=s0,
gdzie d0==py.

Zajmijmy si¢ wyznaczeniem ksztaltu, jaki przyjmie lina pod
wplywem swego ciezaru.

Obierzmy uklad wspoirzednych (x,y,2), nadajac osi 2z kierunek
pionowy ze zwrotem ku gérze; przyjmijmy za plaszezyzne xz pla-
szezyzne pionows, przechodzacy przez punkty A i B.

Sitami zewnetrznymi dzialajacymi na line sa: ciezar, zacze-
piony w drodku ciezkosei S liny, i reakcje B, i R, w punktach 4 i B.
Gdy lina jest w réwnowadze, sity te réwnowazg sie. Wynika stad,
ze leza w jednej plaszezyZznie pionowej, mianowicie w plaszezyznie xz.
Zatem:

(4) R =0, Ry, = 0.
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Przetnijmy ling w dowolnym punkcie €' i odrzuémy czedé CB.
Aby czes¢ AC pozostata w réwnowadze, nalezy dolaczyé w punk-
cie C site 7', z jaka czedé (R dziala na cze$é AC. Site T nazywamy
napieciem liny.

Poniewaz ling uwazamy w przyblizeniu za lancuch zlozony
z drobnych ogniw, wiec sita 7' jest styczna do CB.

Oznaczmy przez s dlugodé luku AC. Sitami zewnetrznymi,
dzialajagcymi na czedd A€ sa: ciezar Q' o wielkodei 80, zaczepiony
w §rodku ciezkosei S’ czedei A0, reakeja R, i napiecie 7. Poniewaz,
suma sit tych jest zerem, gdyz cze$é A (' pozostaje w rownowadze,
wiec tworzge rzuty na osie ukladu wspéhrzednych, otrzymamy:

(5) Tt Ri—0, T.+ R,

§6=0, T,+ Ry =0.

Wobece (4) jest In =0, wiec ’l,’/—() Poniewaz napiecie 7 jest
styczne do krzywej, 7(15 (' jest dowolnym punktem tej krzywej,
wige styezna w kazdym punkcie jest réwnolegla do plaszezyzny
‘pionowej zz. Wynika stad, ze kraywa lezy w plaszezyznie pionowej,
a mianowicie w plaszezyznie wz, gdyz ma z nig dwa punkty 4 i B
wspolne. Pierwsze z rownai (5) daje

(6) T =— R = const.

A wige: sktadowa pozioma napigeia liny jest w kaidym punkeie
liny ta sama.

Oznaczmy przez ¢ kat jaki 7' tworzy z osig x. Mamy zatem
tg o=1./T,, skad na mocy drugiego z réwnan (5)

(7) 68 ¢ = (~—0s /R )+ (R, /Ry ).

Polézmy:

(8) a=—308]R, a'= kR, | R .

Jezeli z=f(w) jest rOwnaniem krzywej, to z'=tg¢p. Na mocy
wiec (7) 1 (8)

(M ¥ =as+a'.

Rownanie (9) jest réwnaniem rvézniczkowym krzywej, ktorej
postaé¢ przyjmuje lina. Rézniczkujac je, otrzymamy z"' = ads)/dzx,
V1+22de, wiec 2'=al1122 Podstawmy z'—uw.
Zatem z''—=dw/dx, skad dw/de—=a|Itw? czyli dw/l/ﬁj&ﬁ‘adw Jat-
kujac, otrzymujemy / dw/l/ 14-w= / adx, wiee log ( l/ 14-w?H-w)=ax-+e,
gdzie ¢ jest staty calkowania. Zatem

a poniewaz ds=

20+
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(10) l/]—:Jr_W o= I/Tm 4y — gt
Mamy

(11) (a2 4e) =112 —2 = .

7 réwnan (10) i (11) otrzymujemy:

(12) zr: (e(l-\’+(’___e ~ax (-) /2,

(13) (18/(1{1} — '/1 + 22— ((7!],\'4.(' e ax (') /2

Catkujace rownania (12) 1 (13), otrzymamy

1 (X4 (ax— 7

(14) r= (Tt )+ ¢
e ] ax—+c ax ¢ r
(15) x:—2a (e —e )+ e,

gdzie ¢’ 1 ¢’ 83 pewnymi statymi.

Krzywg okreslong rownanieny (14) nazywanwy krzywq tarncuchowq.

A wiee: lina prayimuje ksztalt krzywej laneuchowej.

Réwnania (14) 1 (15) zaleza od czterech stalych a, ¢, ¢’ 1¢”.
Stale te mozemy wyznaczyé, jezeli znamy nup. wspolrzedne z;,2; 1 9,2
punktow A i B oraz diugodé I liny.

7 warunkéw bowiem, ze dla x=.r jest z=z2;, zas dla w=w,
jest z=2z,, otrzymujemy na mocy (14):

17 aAX,¢ =Xy C ’
9 {e + e )¢

( 16) er (G(I.n»—}-c + e Il.\"l—(') + (},, Zg .

1
" 2a
7 warunku zas, ze dla z=r, jest s=0, a dla x=uw, jest s=I,
dostajemy na mocy (15):
1

]— X C - -l 1 N Xy7-C e g
(17) O:%(ea\p}—('_c ax, (')_{'_(" , l::%((f“'“—f—e ax, ()_{_0,,'

Mozna okazaé, ze réwnania (16) i (17) okreslaja jednoznacznie
state a, ¢, ¢’ 1 ¢".

Obliczmy jeszcze napiecie liny 7 w dowolnym jej punkeie ¢/
o wspolrzednych x,z. 7 réwnan (6) i () dostajemy
(18) " Te=0/a.

Poniewaz 1./ T.=tg p=2", wiec T.="T,2', zatem

/

(19) T, = 0%’/ a.
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Z rownan (18) i (19) otrzymujeny

y 2 0 /1 e d ‘ ds ] ax-+e¢ I;X ¢
r::l/r r,z:—" 1 22 DL =l (e - 2 N
1 ’ I a i F a dr  2a 1 )
na mocy wiee (14)
(20) T-=0(z—¢').

Lina obeigzona. Niech w punkeie ¢ liny zaczepiona bedzie
sita P, skierowana pionowo w dol. Ozedei OB i AC liny sg, jak juz
wiemy, linami lancuchowymi. Oznacz-
Y Przez i, €1, 61,61 1 az,62,65,05 , 0d-
powiednie state dla krzywyeh BC
i CA w rownaniach (14)1 (10), a przez
T, i T, napiecia czesei BC i (4
w punkeie .

Uwazajac line za tanicuch o drob-
nych ogniwach, za$ punkt ¢ za prze-
gub, mamy w poloZeniu réwnowagi
T,+ Ty+ P=0. Tworzac rzuty na osie »,2 i kladac P=|P|,
otrzymujemy:

(21) T+ Ty =0, T+ Ty, —P=0.

Oznaczajac pochodne prawostronna i lewostronna w ¢ przez
’ : ’ ) . -
2y 1 &, otrzymamy na mocy (18) 1 (19):

S/ Ly St . N 7] L ’
T =0jay, T,=0d1jay, Ty =—0/ay Th =—02]a,

skad na moey (21)

Dostajemy wiec:

(22) A1 =y, Yy et 2

Znajac dlugosei 1) i1, tukow BO'i (4, mozemy otrzymad rOwna-
nia krzywych OB i AC. Naleay w tym celu wyznaczyé dziesieé sta-
tych agy ey, 6ty gyl 0h,65" 1 By, 20, gdzie xy 1 2, 83 wspolrzednymi
punktu €. Ot6z do wyznaczenia tych stalych dla ¢B i AC mamy
po eztery rownania analogiczne do (16) i (17), a nadto dwa réwna-
nia (22), razem wiec dziesied.




