ROZDZIAL VIiI

DYNAMIKA CIALA SZTYWNEGO

§1. Praca i energia kinetyczna. W dynamice, podobnie
jak w statyce, bedziemy réwniez zakladali ezesto, Ze cialo sztywne
jest ukladem sztywnym punktéw materialnych. Dzieki temu be-
dziemy mogli stosowaé do ciala sztywnego twierdzenia dynamiki
ukladu punktow materialnych.

Wielkogei dynamiczne. Wielkogei dynamiczne jak np. ped,
energia kinetyczna, kret it. d., ktore poznali§my dla uktadéw pun-
kt6w materialnych, okreflamy réwniez dla ciat sztywnych, stosujac
podobne przejécia graniczne, jak pray okreglaniu dla nich §rodka
masy, momentow statycznych i bezwladnogei (p. rozdz. IV, str. 173).
Aby okredlié np. ped ciata, dzielimy cialo na prostopadlosciany
o objetodciach Aty, A7y,... 1 W kazdym z nich bierzemy nastepnie
pod uwage po jednym punkeie A;(2y,Y1,%), Ay(Zgy Y9y 2), -.. Niecha]
01 Ogy --- OZNACZAjY gestosel ciala w obranych punktach, za$ ¥y,7s,...
predkogei tych punktow. Masy prostopadlo§ciandéw wynoszg w przy-
blizeniu m,= 0,47, Mmy= 0,175, ... Jezeli cialo zastapimy ukladem
punktow materialnych umieszezonych w A, A, ... 0 masach my, My, ...
i predkosciach oy,7,,..., woOwezas ped tego ukladu réowny hedzie

(]) ﬁ:Emiﬁizlg,'T),‘/_lri‘

Ot6z granice tej sumy, gdy wymiary prostopadloseianow daza
do zera, nazywamy pedem ciala.

Oznaczajac przez o(@,y,2) gestosé, przez B(x,y,2) predkosé
punktu o wspélrzednych x,y,2, a przez H ped ciata, dostaniemy:
(2) H.= / / /.va dr, H,= / / /'va dr, H,= / / /'sz dr,
R S UsA
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gdzie D oznacza obszar przestrzeni zajety przez cialo. Wzory po-
wyzsze piszemy w postaci wektorowej

(3) H:// [ 0¥ dr.
L
Podobnie postepujac, otrzymamy na energie kinetyczng wzor
R
(4) B=3[ [ [evdr,
D
gdzie v=l7|.

Kret ((1'), str. 203) wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych
ma rzuty:

K= / /;/.Q(’U!]Z——‘Dz:l/) dr, K,= /y././.e(/pzm__._rvxz) dr,
~ "D

D
() o _
K,z:/ / /g(v‘xy—u,,;l;)dt.
UR
Oznaczajac przez 7 promieni wodzaey OA, gdzie A ma wspol-
rzedne x,y,2, mozemy napisa¢ wzory (5) w postaci wektorowej:

(6) E=[ [ [a@x7) du.
U »

Praca. Niech na cialo sztywne dziala sita P o poezatku w pun-
kecie A i niech % oznacza predkosé tego punktu.

Praca sily P w czasie od ¢ do ¢’ wyraza sie wzorem (str. 96)

v
(7) L= [ (Pv)dt.
;

Wezmy w ciele pod uwage dowolny punkt 0. Ruch chwilowy
ciala mozemy uwazaé za zlozenie ruchu postepowego z predko$cia %
punktu O i ruchu obrotowego z predkodeig katowa w okolo osi 1
przechodzgcej przez (. Predko$é punktu A wynosi zatem ((I),
str. 335)

(8) P=T7+ 04X v,
skad
(9) Po= Pu+ P(OA x ).

Ze wzoru (LI), str. 12, mamy (ktadac a=P, b=04 i t=w)
(10) P(OAxw)=w(Px04).
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Poniewaz MomoP— Px 04 (str. 16), wiec na mocy (9) i (10)
Pv= Pu+oMomg P,
skad na mocy (7)
(11) L:‘/t'Pﬁ dtf/ﬁa Mom P d.
t v
Jezeli na ciato dzialaja sily P, P,,..., to praca ich Wynosi
wedlug (11)

v ‘
L:/ (Z'P,-) zzdt+/ E(Z‘Mimnoﬁ) dt.
v I \

Oznaczajac przez P sume sil, a przez Mo moment ogolny
wzgledem O, dostaniemy
P o
(1) L= [(Pu)at + [(@Ho)t.
v ¢
7 powyzszego wzoru wynika, ze réwnowasne uktady sit wy-
konujq réwne prace.

W szezegolnosei uktad sit réwnowainy zeru (P=0, M=0)
wykonuje prace zero.

Oznaczajac przez a kat, jaki Mo tworzy z osig ! obrotu chwi-
lowego, a przez o Wwspilrzedng wektora » wigledem osi I, mamy
@M o— | Molcosa. Lecz |Molcosa jest to rzut momentu M, na
of 1. Zatem |Mo|cosa rowna sie My, t.]. momentowi ogélnemu sil
wzgledem osi obrotu chwilowego; dostajemy wiee z (L)

t t
(I') L= [(Paydt + [ wM,dt.
¢ ¢
Gdy ecialo porusza si¢ ruchem postepowym, to w=0, wiec

na moey (I)
o

(12) L:‘/'(Pa) dt.

~

Gdy eialo obraca si¢ okoto punktu O, to &=0, wigc na mocy (1)

I

(13) L= Mt

¥
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Wzor (13) zachodzi réwniez wtedy, gdy ciato obraca sie okolo
osi stalej I; otrzymujemy go ze wzoru (I'), obierajac punkt O na
osi l. Oznaczajac w tym przypadku przez ¢ kat obrotu, dostaniemy
w=dp/dt czyli wdt=dgp, wige na mocy (13)

"4

(14) L= [ Mag,
P

gdzie ¢'1¢" oznaczaja katy w poczatkowym i koticowym polo-
zeniu ciala.

Energia kinetyczna. Jak wiemy (str. 332), ruch chwilowy
ciala wzgledem dowolnego punktu O ciala jest obrotem z predkoscig
chwilowa katowsg o okolo osi przechodzacej przez (. Niech I ozna-
cza moment bezwladnodei wzgledem osi obrotu chwilowego. Energia,
kinetyczna ruchu wzglednego wynosi 1/w? Na mocy wiec twier-
dzenia Koniga (str. 218) energia kinetyczna ciala wyrazi sie wzorem

(11) B = mu+ [ Tw® + mu (0,—7%),

gdzie w oznacza warto$é bezwzgledna predkodei u punktu 0,
Uy predkosé §rodka masy, a m mase ciala.

A wige: energia kinetyezna ciala szhywnego rowna sie sumie:

1) energii kinetyeznej ruchu postepowego z predkoseiq dowolnego
punkiv O ciata,

2) energii kinetycenej obrotu chwilowego wzgledem ost chwilowe],
przechodzqeej przez punkt O i

3) iloczynu skalarowego mu(s,—u),

gdzie m oznacza mase ciala, % predko§¢ punktu O, a 7y, predkosé
srodka masy.

Jezeli obierzemy za punkt O §rodek masy, to u="79,; kladac
vo= |0y, dostaniemy zatem

(11") K= mvi+ T2

A wige: energia kinetyczna ciala setywnego rowna sie sumic
energit kinetycanej ruchu postepowego z predkoscia $rodka masy ¢ energii
kinetycznej ruchu chwilowego obrotowego wzgledem osi chwilowej, prze-
chodzqeej przez Srodek masy.
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Jezeli ruch chwilowy jest skretem chwilowym okolo osi srod-
kowej przechodzacej przez (), to wektory o i @ sa rownolegle.
Predkosé v, §rodka masy S wynosi wtedy 7,—=u-+08Xw. Poniewaz
To—u=08 x o, wige wektor v,—u jest prostopadly do o, a przeto
rowniez do @. Wynika stad, ze iloczyn skalarowy (s,—u) jest
zerem. Na mocy (I1) dostaniemy zatem

(15) = Lmu-+ s Tw®.

A wiec: jezeli ruch chwilowy ciata sztywnego przedstawié jako
skret, to emergia kinetyczna jest sumaq energii  kinetycanej ruchow
postepowego 1 obrotowego.

Ruch chwilowy plaski jest obrotem chwilowym okolo Srodka
obrotu chwilowego z predkoscig chwilowg katowsg.

Energia kinetyczna w ruchu plaskim wynosi E-=;lw?

gdzie [ jest momentem bezwladnosei wzgledem srodka obhrotu
chwilowego, za§ o predkoseig chwilowa katowa.

§ 2. Réwnania ruchu. Ruch §rodka masy. Niech m
oznacza mase ciata, p, przy$pieszenie §rodka masy, a P sume sit
zewnetrznych, dzialajacych na cialo. Wéwezas (str. 200)

(1) mpy==P.

Zmajac wiec sume sit zewnetrznych, mozemy wyznaczy¢ ruch
$rodka masy ciala.

Zasada kretu. Niech K oznacza kret, M moment ogdlny
sit zewnetrznych wzgledem punktu stalego lub wzgledem Srodka
masy. Wowezas (str. 205)

(1) k=M.

Znajae wiec moment ogélny sit wzgledem punktu stalego
lub wzgledem s$rodka masy, mozemy wyznaczyé kret.

Jezeli z réwnan (I) i (11) obliczymy przy$pieszenie p, srodka
masy i kret K, to ruch ciala bedzie wyznaczony. Majae bowiem
dane p,, mozemy wyznaczy¢ ruch §rodka masy. Znajac zas kret K,
mozemy (jak okazemy pézuiej, str. 396) wyznaczy¢ predkogé chwi-
lowa katowa . Poniewaz ruch jednego punktu i predkogé chwi-
lowa katowa okreslaja ruch ciata (str. 338), wiee rownania (I) i (LT)
wystarczaja do wyznaczenia tego ruchu.
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Zasada energii kinetycznej. Uwazajmy cialo sztywne za
uklad sztywny punktéw materialnych. Wdéwezas na moey twier-
dzenia podanego na str. 212 sily wewnetrzne nie wykonujg pracy.
Zatem prace wykonuja tylko sily zewnctrzne. Z twierdzenia o ener-
gii kinetycznej (str. 219) wynika, Ze prayrost energiic kinetycenej
ciata sestywnego rowna sie pracy sit zewngtrznych.

Jezeli sily zewnetrzne posiadaja potencjal, to (str. 220) suma
encrqit kinetycznej ¢ potencjalnej jest stala,

Zasada d’Alemberta. Jak wiemy (str. 192), sily bezwladnosei
rownowazg si¢ z sitami dzialajacymi na punkty ukladu. Poniewaz
sily wewnetrzne majg sume i moment ogdélny réwne zeru, wiee
stby bezwladnodel rownowaiq sie z silami zewnetrenyma.

Zasada ta sprowadza badanie ruchu ciata sztywnego do za-
gadnien statyki.

Ruch postepowy ciata. Jezeli ruch chwilowy ciala szty-
wnego jest ruchem postepowym, to kret wzgledem $rodka masy
jest zerem (str. 203). Na odwradt:

Jeseli w pewnej chwili kret wzgledem $rodka masy jest zerem,
to ruch chwilowy ciata sztywnego jest ruchem postepowym.

Dowo6d. Zaldézmy, ze kret K wzgledem $rodka masy jest
zerem. Ruch chwilowy ciala sztywnego mozemy uwazaé za zlozenie
ruchu postepowego z predkodeia §rodka masy i ruchu obrotowego
z predkosecia katowa o okolo osi I przechodzacej przez §rodek masy.

Poniewaz K jest suma kretow ruchu postepowego i obrotowego,
wiee K réwna sie kretowi ruchu obrotowego, gdyz kret ruchu po-
stepowego wzgledem §rodka masy jest zerem (str. 203),

Oznaczmy przez K kret wzgledem osi chwilowego obrotu 1.
Ze wzoru (7), str. 205, mamy K-—=Iw, gdzie I jest momentem bez-
wladnogei wzgledem osi . Poniewaz A jest rzutem kretu K na of

obrotu chwilowego, wiee K =0. Zatem [w=0, skad o=0, c¢. b. d.d.

Jezeli cialo porusza si¢ przez pewien czas ruchem postepo-
wym, to kret K wzgledem $rodka masy jest przez ten czas stale
zerem. Wobee tego pochodna kretu K tez jest zerem. Ze wzoru (1)
str. 365, wynika, ze M =0, t.zn. zc moment sil wzgledem $rodka
masy jest zerem. Na mocy wiee twierdzenia 1, str. 26, sily maja
wypadkowa, zaczepiona w drodku masy.
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Na odwrét, jezeli sity maja wypadkows zaczepiong stale
w grodku masy, to M =0, wiec stale K=0 czyli K=const. Jesoli
zatozymy, ze w chwili poczatkowej ruch chwilowy byl ruchem
postepowym czyli ze bylo wéwezas K=0, to bedzie stale K=0,
t. zn. cialo bedzie sie poruszalo ruchem postepowym.

A wiec: na to, by ciato poruszato si¢ ruchem postgpowym po-
trzeba i wystarczy, by byly spelnione warunki nastepujqee:

10 w chwili poczatkowej ruch chwilowy jest ruchem chwilowym
postepowym,

20 w kaédej chwili sity majq wypadkowq, zaczepionq w Srodku
masy.

Warunki réwnowagi. Z warunkow 1° i 2° latwo wynikaja
warunki konieczne i wystarezajace, jakim musi czynié zadosé uklad
sit w rownowadze (por. str. 248).

© Jezeli ciato jest w spoezynku, to przy$pieszenie §rodka masy p,
i kret K sa rowne zeru, zatem na moey (I) i (I1), str. 365, jest P=0
i M=0.

Na odwrét, jezeli zalozymy, ze w chwili t=1, cialo bylo w spo-
czynku i ze stale jest P=0 i M =0, to z warunkéw 1° i 29 wynika,
ze cialo bedzie sie poruszaé¢ ruchem postepowym. Srodek masy
bedzie w spoczynku, gdyz p,=0 i predkodé poczatkowa v, jest
zerem; cale cialo bedzie zatem w spoezynku. Uktad sil jest wiee
w rownowadze.

UdowodniliSmy zatem, ze warunkiem kontecenym i wystarcza-
jacym réwnowagi sit jest znikanie sumy i momentu ogdlnego sit.

Reakecje cial stykajacych sie. Dwa ciata sztywne I 1 L1,
stykajace si¢ w punkeie A, dzialaja na siebie z pewnymi sitami,
podlegajacymi prawu akeji i reakeji. Sity, z jakimi ecialo 1T dziata
na cialo I, mozemy zastapi¢ jedna sily R o poezatku A i parg sit
o momencie M.

Nie posiadamy dotychezas ogélnej teorii dla momentu M.
W niektérych tylko przypadkach szezegélnyeh stwierdzono pewne
prawa, odnoszace sie¢ do M. Dla sily B natomiast uzyskano na
drodze doswiadezalnej prawa do$é ogdélne (jakkolwiek przyblizone),
ktore w praktyce daja wyniki dostatecznie dokladne.

Zalézmy, ze ciala maja w A wspolnag plaszezyzne styczng I1.
Skladowg N (reakeji R) prostopadla do IT nazywamy reakcjq nor-

malng, skladowa za$ styezny T tarciem.
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Dog§wiadezenie wykazuje, ze miedzy N i T zachodza pewne
zwigzki. Rozpatrzymy dwa przypadki:

1° Punkty, ktérymi oba ciata sie stykaja, maja pred-
kofci réwne: punkty te maja wiec wzgledem siebie predkosé zero.
Ruch chwilowy eciala jednego wzgledem drugiego jest obrotem
okolo osi przechodzacej przez punkt stycznofei, jest wige toczeniem

wzglednym. W tym przypadku (kladac T=|T| i N=|N|), mamy

(1) T<fN,
gdzie f oznacza wspélezynnik statyezny tarcia (por. str. 271), za-
lezny tylko od natury powierzchni obu cial w punkeie zetkniecia.

20 Predkodei 9, i v, punktow, jakimi oba ciala sty-
kaja sie z soba, sa rozne. Predkod§é wzgledna o, punktu
styeznosei ciata 1 wzgledem ciata I1 wynosi v,=vi—7s 1 lezy
w plaszcezyZnie stycznej. W tym przypadku tarcie ma kierunek
predkosei wzglednej v, zwrot zad§ przeciwny. Mamy ponadto

2) T=uN,

gdzie p oznacza t.zw. wspoleeynnik dynamicany
tarcia, zalezny tylko od natury powierzehni
ciat w punkeie zetkniecia, a nie od predkosei
punktéw. Mozemy wiec przyjaé, ze podczas
ruchu p=const. dopdki ciala si¢ stykaja i do-
péki punkty styeznodei maja predkosci rézne.
Na ogél p jest nieco mniejsze od f.
Prawa podane w 1° i 2% gg przyblizone.

Jezeli tarcie jest zerem, powiadamy, Ze powierzchnie cial sa
gltadkie.

Powierzchnie cial nazywamy doskonale chropowatymi, jezeli
ciala moga poruszaé sie tylko w taki sposéb, ze punkty, jakimi
sie stykaja, maja predkodei rowne. Ruch wzgledny jednego ciala
wzgledem drugiego jest wowezas toczeniem.

Praca tarcia. Niech R oznacza reakeje ciala II na cialo 1;
wowezas —R oznacza reakeje ciala T na ciato IT. Niech , i ¥, ozna-
czaja predkosei punktéw materialnych, ktérymi ciala sie stykaja.
Praca, jaks reakeje w punkeie stycznosei wykonuja w czasie od ¢’
do t'" wynosi v % v
L= [ Ro,dt — | Rv,dt = [ R(%,—v,)dt.

i

£ I
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Poniewai v, —v, lezy w plaszezyZnie stycznej (albo jest zerem),
wigc reakcje normalne nie wykonuja pracy, bo N(¥, —9,)=0. Praca
reakeji redukuje sie zatem do pracy sit tarcia. A wiec

.
L== [ T(5,—7,) dt.
p

Gdy vp="17,—0y4 0, tarcie T ma na mocy 2° kierunek 7,, lecz
zwrot przeciwny, zatem iloczyn skalarowy 7(%,—7%,) jest ujemny.
Gdy o,—7,=0, wowezas T(9,—v,)=0. W obu wiec przypadkach
T(9,—9,)<<0, skad L<0.

Gdy ruch cial wzgledem siebie jest toczeniem, to praca tarcia
jest zerem, gdy zas ruch ten jest §lizganiem, to praca tarcia jest
ujemna i powoduje zmniejszenie energii kinetycznej cial.

Przyklad 1. Tarcza kola spada pod wplywem swego ciezaru
w plaszezyznie pionowej po kole K. Wyznaczyé ruch tarczy.

Niechaj 010’ oznaczajy §rodek kola K i §rodek tarczy, Rir ich
promienie, m mase tarczy, I jej moment bezwladnosci wzgledem
§rodka masy 0’, wreszcie ¢ kat miedzy pionem a odcinkiem 00’,

Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy tarcza i kolto K sa
gladkie, a nastepnie, gdy sa doskonale chropowate.

10 Zalézmy, ze tarcza oraz koto
sg gladkie i ze w chwili poezatko-
wej t=0 tarcza byla w spoezynku.
Silami dzialajacymi na tarcze pod-
czas ruchu sg: ciezar @ o poczatku
w frodku masy O' i reakeja N,
ktorej kierunek przechodzi przez 0.
Moment tych sit wzgledem $rodka
masy jest wiec stale zerem. Ponie-
waz w chwili poezatkowej tarcza byla
w spoczynku, wiec bedzie ona sie
poruszaé¢ ruchem postepowym (str. 367), t.j. §lizgaé sie po kole K
(str.339). Srodek O’ tarczy bedzie sie tedy poruszal po kole o §rodku O
i o promieniu a=R—r. Zatem wszystkie punkty tarczy beda sie¢
poruszaly po kolach o promieniu a (por. np. tor punktu A, zazna-
czony na rysunku).

Oznaczajac przez p, przyspieszenie srodka masy tarczy, mamy
na mocy twierdzenia o ruchu §rodka masy (str. 365)

(3) mpy=Q+N.

S. Banach. Mechanika. 24
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Tworzage rzuty na styczng i normalng do toru punktu 0O°,
dostaniemy:

(4) map = —mgsing, mag?= N,
gdzie N=|N|. Pierwsze z réwnan (4) mozemy napisaé w postaci
g .

5 P=—= .
(5) P

Poréwnujac réwnanie (5) z ro6wnaniem wahadla matematyeznego
P==— lgsin @ (str. 132), widzimy, ze §rodek masy tarczy bedzie wykony-
wal ruch wahadlowy, jak wahadlo matematyczne o dlugosci l=a.

2¢ Zalézmy teraz, ze tarcza i kolo sa doskonale chropowate.
Tarcza bedzie si¢ zatem (str.368) toczyé po kole K.

Oznaczmy przez o predkosé chwilowa katowa tarczy. Energia
kinetyezna tarczy wynosi ((I1°), str. 364)

E=lma?p?+ | [o?

(gdyz ag jest predkodcig srodka masy). Jezeli dla t==0 cialo jest
w spoezynku oraz ¢=¢, wowczas z zasady réwnowartogci pracy
1 energii kinetycznej (str. 366) dostaniemy

(6) sma?p? -+ L1w?=mga(cosp—cos gy,

gdyz tarcie (str. 214) i reakeja N pracy nie wykonuja.
Predkogé v punktu stycznogei S jest zerem. Zatem v=a ¢ —rw =1
czyli o=aq/r. Wstawiajac w (6), dostaniemy wiec

(7) L a2 (m - 1/r%) = mga(cos p —cos p,).

Stad otrzymujemy ¢ w zaleznodei od ¢, a nastepnie ». Roznicz-
kujac rownanie (7), dostaniemy a*[m - 1/r*]pe=—mgapsing, skad
PO uproszezeniu

my

(p:ﬁa(mqtl/r‘*’)

(8) sin g.

Porownujae réwnanie (8) z réwnaniem wahadia matematycz-
nego <p:—lis1n<p (str. 132), widzimy ze §rodek tarczy bedzie po-

ruszal sie¢ jak wahadlo o dlugodei I=a(l +I/m?).
Poniewaz dla kola jednorodnego jest I=Imr?, wigec l=23a/2.
Okres wahania bedzie wiec dluzszy niz dla wahadla o dlugodei a.
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Przyktad 2. Cieikie cialo sztywne zawieszone jest na osi
poziomej I, okolo ktérej moze sie tylko obracaé. Polozenie ciala
wyznaczone jest przez podanie polozenia osi I i kata ¢, jaki tworzy
z pionem prosta SG, przechodzaca przez §rodek masy S i przecina-
jaca of 1 pod katem prostym w punkcie G. O§ I przecina of
pionowa k& w punkcie O i obraca sie okolo niej z predkodcig
katowg stala . Jaki zachodzi zwiazek miedzy o i ¢, jezeli ¢
jest stale?

Zadanie rozwigzemy przy pomocy z
zasady d’Alemberta (str. 366). Sily bez-
wladnosci rownowazg sie z silami dziala-
jacymi. Zatem moment ogélny sit bez-
- wladnosei i sit dzialajgeych wzgledem osil
jest zerem.

Obierzmy w pewnej chwili ¢ uklad
wspétrzednych, przyjmujac of I za o w,
a of k za of z. Poniewaz ¢ = const., wiee kazdy punkt ciata krazy
z predkoseia katowa o po kole poziomym (ktérego §rodek leiy na
osi z). Przydpieszenie kazdego punktu ciala jest zatem skierowane
ku frodkowi kola i wynosi re?, gdzie » oznacza promien kota.

Przyjmijmy, ze ciato jest zbiorem punktéw materialnyeh. Jezeli
przez p; oznaczymy przy§pieszenie punktu 4; o masie m; i wspél-
rzednych x,y,z, to:

(9 P, =—, w?, P, = y,0% P, =0

" Zatem sily bezwladnodei punktu 4; maja rzuty:
— —ma.0?, — —my.0w?, —m.p =0.
";p i 00 mp iy MY, 0% b,
Moment sil bezwladnodei wzgledem osi 1 (t.j. osi #) wynosi:

(10) By=X (—m;p;,)2;i=o? X m;y; ;= 0Dy,

gdzie D, oznacza moment zboczenia wzgledem plaszezyzn axy i xz.
Srodek ciezkogei 8 ma wspélrzedne x,=06G, y,=l,sing,
zo==—lycos8¢ (gdzie l,=— SG). Moment ciezaru wzgledem osi x wynosi

(11) My=mgl,sing,

gdzie m oznacza mase ciala.
24*
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Moment reakcyj wzgledem osi x jest zerem, gdyz reakcje
zaczepione sg na osi z. Zatem B+ M,.=0, wiec na moey (10) i (11)

(12) @D+ mglysing=-0,

Roéwnanie powyisze jest zwigzkiem szukanym i moze byé
spelnione tylko wtedy, gdy D,<<0 (a wige np., gdy ciato znajduje
sie w éwiartee, w ktorej y>0, a 2<0).

Przyklad 3. Pret poziomy OA osadzony jest sztywnie
w punkecie O na osi pionowej, unieruchomionej w punktach K i L.
Na pret nasuniety jest punkt materialny (drobna kulka) B, mo-
gacy si¢ swobodnie porusza¢ po precie. W chwili poczatkowej t=0
pret OA obraca si¢ okoto KL z predkoscia katowa w,, punkt zag
B ma wzgledem preta predkosé réwng zeru i znajduje sie w odleg-
logei x, od 0. Wyznaczyé ruch preta 04 i punktu materialnego B.

Niechaj I oznacza moment bezwladnogei

e preta wzgledem osi KL, m mase punktu B,

v o predkosé katows preta, a x dlugoéé od-
cinka OB.

o Zalézmy, ze nie ma tarcia. Na uklad
ztozony z osi KI, preta OA i punktu m

P dzialajg sily zewnetrzne: reakecje w L i K

oraz sita ciezkogei. Moment tych sil wzgledem
KL jest zerem. Kret ukladu wazgledem osi KL jest wiec staly.
Kret preta wzgledem KL wynosi Lo (str. 205).

Predko$¢ % punktu B jest suma jego predkosei wzglednej 7,
wzgledem preta I predkodei unoszenia 7, Predko$é wzgledna ma
wspolrzedng (wzgledem OA) v,=2 i kierunek 04 ; moment jej wzgle-
dem KL jest wige zerem. Predkosé unoszenia jest prostopadta do 04,
ma kierunek poziomy i |9,|=%0. Zatem moment pedu punktu B
wzgledem KL réwna si¢ ma*w. Kret calego ukladu wynosi wiec
Lo+ mr?e, skad
(13) (I+ma?)w= k= const.

Z danych poezgtkowych mamy k= (I+4-ms)w, Zauwazmy,
ze praca sit dzialajacych jest zerem. Zatem energia kinetyczna
ukladu jest stata. Energia kinetyczna preta wynosi {Iw? (str. 365),
energia za$ punktu B

Tm=Lm(P? + 7)) = [m (i + 22 0?).
Zatem
(14) $lw? + L m (282 22w?) = h= const.
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Obliczajac w z (13) i wstawiajac w (14), otrzymujemy
(15) k2/( 1+mx2)+m9b2:2h.

Rownanie (15) okregla ruch Wzgl(gdny punktu po precie. Zna-
jac x, wyznaczamy o z (13).

Jezeli punkt dojdzie do 4, a nast@pme opusm pret, to pret
bedzie sie obracal ze stala predkodcia kgtowa o', ktorg otrzymamy
z (13), ktadac x=0A4=1. Predko$é¢ punktu w chwili opuszezania
preta wyniesie v2=2w'2+ 2%, gdzie #2 otrzymujemy z (15), ktadge z=1.

Przyktad 4. Punkt materialny M stacza si¢ po przeciw-
prostokatnej trojkata materialnego prostokatnego ABC. Trojkat
lezy w plaszezyznie pionowej i opiera sie na prostej poziomej glad-
kiej I. Wyznaczy¢ ruch ukladu zlozonego z punktu M i trojkgta A BC.

Przyjmijmy o I za of .z ukladuwspot-
rzednych. Niechaj @ i b oznaczaja dlugodei
przyprostokatnych tréjkata, 8 rodek jego
masy, «i f rzuty odecinka A4S na przypro-
stokatne, ¢ kat o wierzcholku w B, m’" mase
tréjkata, m'' mase punktu, x 1 y,=4§
wspolrzedne punktu S, zag x, i y, wspol-
rzedne punktu materialnego M.

Zatozmy, ze w chwili poczatkowej t=0 uklad zlozony z troj-
kata i punktu M byl w spoczynku.

Sitami zewnetrznymi, dzialajacymi na uklad, sa reakeja pro-
stej 1 oraz ciezar trojkata i punktu M. Sily te majg stale kierunek
pionowy. Zatem ich suma ma réwniez stale kierunek pionowy.
7 zasady srodka masy (str. 365) wynika, ze §rodek masy 8’ calego
ukladu bedzie poruszal sie po pionie (poniewaz predkosé poczagtkowa
byla réwna zeru). Wspoélrzedne frodka 8 masy ukladu wynosza:

e s
o

~

(16) Bo= (m'zy+m" wy)m,  yo=(m/Btmyy)im,
gdzie m=m'+m’". Zatem
(17) m' iy -+ m'iLy= = const.

Srodek masy S trojkata porusza sie po prostej y=p, wiec
jego predkosé jest ;. Energia kinetyczna trojkata ABC réwna sie
Lm’@, za$ energia kinetyczna punktu M wynosi tm''(#3443). Prace
wykonywa tylko ciezar punktu M. Poniewaz ciezar ma potencjat
—m’ gy, wiec z zasady zachowania energii catkowite] otrzymujemy

(18) Ym'Et -+ L' (#24- y3) - m' gy, = h=const.
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Punkt B ma odcigta @;—a+a. Oznaczajac przez M’ rzut M
na of &, mamy tge=MM'|M’'B, skad tgp =vy,/(x, —a+ a—a,). Zatem

(19) Yo, —xy—a+a)tgp=0.

Z réwnan (17)-(19) mozemy otrzymac @y, r, i ¥, jako funkcje
¢zasu.

Roéwnania (17) i (19) sa réwnaniami stopnia pierwszego, mo-
Zemy wiec wyznaczy¢ z nich w, i y, liniowo przy pomocy ;. Otrzy-
mamy:

(20) Xg=Auw;+ B, Yo=A"x;+ B,

gdzie A, Bi A', B’ s3 pewnymi stalymi. Rozniczkujac i wstawiajge
v (18) dostaniemy

Sm A m (AP A% &+ m"g(Aw,+ B')= h.
Tworzac pochodng, otrzymamy
(21) [m'+m" (A2+4 A'2)] @, &+ m''gA 3, =0,
skad po podzieleniu przez i,
(22) &, = const.

A wige trjkat poruszaé sie bedzie ruchem postepowym jedno-
stajnic przy$pieszonym.
Z réwnan (20) otrzymujemy, znajac ay,

(23) A'my—Ay,— A'B—AB".

A wige punkt M bedzie sie poruszal po linii prostej.

Na mocy (20) mamy @,=Ax, i y,=A'2;, wiee wedlug (22)
&y=const. 1 y,= const. Rzuty przyspieszenia punktu M sy stale, wiec
i przyspieszenie punktu M jest stale. Przy$pieszenie wzgledne pun-
ktu M wzgledem trojkata jest rowniez stale, gdyz otrzymujemy je,
odejmujac od przy$pieszenia punktu M przyspieszenie tréjkata.
Punkt M bedzie wiee staczal sie po przeciwprostokatnej ruchem
jednostajnie przys$pieszonym (wzgledem przeciwprostokgtnej).

Zbadajmy jeszeze, czy M nie oderwie sie od trojkata przed
osiggnieciem punktu B.

Oznaczmy przez B reakeje trojkata na punkt M. Poniewaz
na punkt M dziala ciezar @ i sita R, wiec t worzace rzuty na osie » i Y,
otrzymamy:
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m''@y=Ry 1 m'Yo=—m"g+ R,.

Liecz &,=const. 1 #,=-const, wiec R,=const. 1 Ry=const.
Zatem R jest stale. Sita R jest wiec skierowana stale ku punk-
towi M, ktory zatem nie moze odpasé od tréjkata ABC przed
osiggnieciem punktu B.

§ 3. Obro6t okolo osi stalej. Jezeli cialo sztywne ma of |
unieruchomiong, to moze si¢ tylko obracaé okolo tej osi. Zatézmy,
se na ciato dzialaja sity P, P, ... Nadajmy osi I dowolny zwrot
i oznaczmy przez I moment bezwladnosei ciala wzgledem I, przez M
moment sil wzgledem 1, a przez o predkodé katows.

Kret wzgledem osi I wynosi K=1Iw ((7), str.205). Poniewaz
w my$l twierdzenia o krecic wzgledem osi (str. 206) mamy K=M,
wiec
(1 . To=M.

Przy$pieszenie katowe jest e=wm, wige
1) le=M.

Niech I7 i 17" bedg dwiema plaszezyznami przechodzgeymi przez
o$ I; IT niech bedzie nieruchoma, a II' zwigzana sztywnie z cialem
i obracajaca si¢ wraz z nim. Niech wreszcie ¢ oznacza kat miedzy
plaszezyznami IT a I1'. Wowezas g=o 1 g==¢, skad na mocy (T

Réwnanie rozniczkowe (2) ma postaé taka, jak réwnanie
mE =P, okre§lajace ruch punktu materialnego po o8l 2.

Jezeli sity P; lub moment M dane sa jako funkcje zalezne
od ¢, ¢ it (t.j. od polozenia ciala, predkogci katowej i czasu), wow-
czas rownanie (2) jest réownaniem rozniczkowym rzedu drugiego
i pozwala wyznaczy¢ ruch, gdy znamy ¢ i @ (t. j. potozenie i predkosc
kgtows ciata) dla chwili poczatkowej t=1,.

Energia kinetyezna ciala przy obrocie okolo osi [ wynosi
E=1Iw? (str. 365). Oznacziny przez mg 1 predkogé katowa w chwi-
lach t, i t, a przez Ly, prace sil od chwili ¢, do t. Poniewaz sity re-
akcyjne, utrzymujace o§ w spoczynku, zaczepione sg w punktach
osi, wiec nie wykonujg pracy. Z twierdzenia o réwnowartoscl
pracy i energii kinetycznej (str. 366) dostaniemy zatem

. 2 2
(3) L 1(1) A.El(,()(): L[,,,t-
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Praca sit wyraza sie wzorem (14), str. 364,
¢
(4) Ly= [ M dg,
Fu

gdzie ¢, i ¢ oznaczajy katy obrotu w chwilach to 18 Jezeli M jest
funkecja zalezng tylko od ¢, mozemy otrzymaé L, ze wzoru (4)
jako funkcje kata ¢. Wstawiajac w (3), otrzymamy roéwnanie
rézniczkowe rzedu pierwszego.

Przyktad 1. Maszyna Atwooda ). Na koncach nieci
nierozciagliwej (bez masy), przewinietej przez krazek materialny
doskonale chropowaty, zawieszone sa dwa punkty ciezkie o masach
my 1 my. Nieeh r oznacza promien krazka.

Zatézmy, ze punkty poruszajg sie pionowo. Drogi przebywane
przez punkty sa réwne, a wiec przy$pieszenia punktéw rowne sg
co do wielkosei, lecz maja zwroty przeciwne.

Oznaczmy przez p rzut przy$pieszenia punktu m, na of z,
skierowang pionowo w délt (p. rysunek na str. 197). Krazek jest
doskonale chropowaty, a zatem nié nie Slizga sie po nim. Jezeli wiec
krazek obréci sie o kat ¢ (prayczem przyjmujemy ¢>0, gdy punkt m,
spada), to punkt m, przebiegnie droge s-=rp. Stad §=rg, a zatem

() p==re.

Oznaczmy przez B i R, reakcje nici na punkty m, i m,, a przez
By 1 I, ich wartodci bezwzgledne. Reakcje R, i R, nie sa réwne,
gdyz nié nie jest przewinieta przez cialo gladkie.

Na punkty m, i m, dzialaja reakecje nici i ciezary. Zatem:

(6) myp =g —R,, —7rL2p:;7n2g%1{2.

Kawalek nici od punktu m,; do krazka dziala na krazek z silg
—-Ry; podobnie kawalek nici od punktu m, do kragzka dziala na
krazek z sila — R,. Momenty tych sit wzgledem osi krazka wynosza
By 1 —Ryr, prayezem moment sity — R, jest dodatni, gdyz sila
— R, stara sie obrocié krazek w kierunku przyjetym poprzednio
za dodatni dla kata ¢.

Oznaczajac wiee przez I moment bezwladnogei krazka wzgle-
dem jego osi, otrzymamy na mocy (I), str. 375,

(7) Le= (K, —R,)r.

1) por. str. 197, przyklad 4.
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Z réwnan (5)-(7) mozemy wyznaczy¢ &, p, B, 1 Ry. Z rownan (6)
dostajemy R, —R,=(m;—my)g—(m;+ m,)p. Wstawiajac w (7), otrzy-
mamy Ie=(m;—my)rg—(m,-+m,)rp, skad na mocy (5)

X . (my—my)ry .
(8) &= I+ (my -+ my)r?

Widzimy wiec, ze = const, zatem wobec (5) p= const. Punkty
my 1 my bedy sie tedy poruszaé ruchem jednostajnie pray$pieszonym.

Przy$pieszenie p otrzymamy z (8) i (5). Reakeje R, i R, obli-
czyé mozna z réwnan (6).

Wahadlo fizyczne. Wahadlem fizycenym nazywamy ciato
sztywne, obracajace si¢ okolo osi poziomej pod wplywem sily ciez-
kosei.

Poprowadzmy przez §rodek S masy wahadla plaszezyzne pio-
nowsy, prostopadla do osi i przecinajacg o§ w punkecie 0. Niech ¢
oznacza kat miedzy OS a pionem; zwrot dodatni obrotu obieramy
przytem od reki lewej ku prawej. Oznaczmy wreszeie przes M
moment sily ciezkogei, przez I moment bezwladnodei wahadla wzgle-
dem osi obrotu i niech d=0S§8.

Przy$pieszenie kgtowe rowna sie e=g,
za§ moment sity ciezkosei

M= —mgdsing

(gdzie m oznacza mase ciala), skad na moey (2),
str. 375, Ip=—mgdsing czyli

(9) = ;”ifil sing.

Poréwnujac réwnanie (9) % réwnaniem wahadla matematycz-
nego ((I1), str. 132): ép:—';]sinqu, widzimy, ze jezeli dlugos$é I wa-
hadla matematycznego spelnia warunek

(10) ~~mgdjl=—g]l,

to ruch wahadla fizycznego jest taki jak wahadla matematycznego.
Z (10) otrzymujemy

(11) l=1/md.
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A wiec: ruch wahadla fizycznego jest taki jak ruch wahadla
matematycznego o diugosei l=1/md, gdzie I oznacza moment bez-
wladnogei wzgledem osi obrotu, m mase¢ wabhadla, a d odleglosé
§rodka masy od osi obrotu.

Oznaczajac przez K ramie bezwladnosei wzgledem osi obrotu,
many I:mKZ, skad na mocy (11)

(12) [=K*/d.

Dhugodé I nazywamy dlugodciq eredukowang wahadla fizycznego
wzgledem osi obrotu.

Niechaj I, oznacza moment, zas K, ramie¢ bezwladnosci wzgle-
dem osi, przechodzacej przez frodek ciezkosci i réwnoleglej do
osi obrotu. Wowezas (str.161) I:Io—i—mdz, skad mK =mKs-+md’
ezyli K= Ki+ d2‘, a4 wiee na mocy (12)

(13) = v +d.

Wezmy pod uwage na prostej OS punkt O’ w odleglosei I od 0.
Poniewaz 1>d na mocy (13), wiec O’ wypadnie poza punktem 8.
Obliczmy diugo$¢ zredukowang !’ wzgledem osi obrotu, przecho-
dzgcej przez O’ i réwnoleglej do osi I, przechodzacej przez 0.

7 uwagl ze O’'S=1—d mamy na mocy (13)

Ko
V=—2 11 -d.
(14) g Tl

Poniewaz wobec (13) jest l-—d= ](S/d, wiec po podstawieniu
dostaniemy z (14) ,

d
Poréwnujac z (13), widzimy, ze

I'=l.

V=d+

Diugosei zredukowane wrzgledem osi przechodzacych przez O
i przez O’ sa zatem rowne.

Jezeli wiee zawiesimy cialo na osi przechodzgcej przez O’
i rownolegtej do osi przechodzacej przez 0, to czas wahania w obu
przypadkach bedzie jednakowy (przy tym samym poczatkowym
kacie wychylenia).

Puankt O’ nazywamy S$rodkiem wahah wizgledem punktu 0.
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Wyznaczanie reakcji na o obrotu. Zalézmy, ze 0%
obrotu ! jest unieruchomiona przy pomocy reakeyj (bez tarcia),
zaczepionych na osi l. Prayjmujge za
§rodek redukcji dowolny punkt O na
osi I, mozemy reakcje zastapié jedna
sita R o poezatku O, i para sit o mo- .
mencie . Na og6t R i H zmieniaja sie /
podeczas ruchu. Do obliczenia R i H uzy- |
Jemy zasady d’Alemberta. N

Obierzmy O za poezatek ukladu
wspolrzednych, przyjmujac os I za of 2.
Podzielmy cialo na drobne czesei i za-
stapmy kazdg z nich punktem mate-
rialnym o rownej masie. Otrzymamy
w ten sposdb uklad punktéw materialnych mg, m,, ... 0 wspélrzednych
Lyy Y1y %1y LayYsy2ay ... Przy$pieszenia punktow ukltadu oznaczymy przez
Py Pay ..., & sily dzialajgce na te punkty przez Py, P,,...

Sily bezwtadnodei —m;p; rOwnowazg sie z reakejamii z sitami Py,
wiee suma 1 moment ogélny (wzgledem ) sa rowne zeru. Zatem:

14

f

v

(15) ‘1"1—)[+ [3%—;\;(——’}’”;’1);)?:“,
(16) X Momg P+ H + > Momg (—m; p;) = 0.

Niech w chwili ¢t ¢ialo ma predkosé katowy o i prayspieszenic
katowe . Wezmy pod uwage dowolny punkt m(w,y,z). Przy-
§pieszenie p; tego punktu roztézmy na przyspieszenie styczne i,
i normalne pi, (str. 40). Mamy oczywiseie }”17=Pi,+pi,,- Przyspie-
szenia skladowe wyrazaja sie wzoranmi Pi=riE i piu-ﬁ—-'riuﬂ (str. 45),
gdzie r; oznacza odleglogé punktu od osi obrotu. Zatem:

(17) pi’l jy@ 8, pb-[ :——,pig, pi, ::()’
’ ¥ y

(13) pi == o? Pi, =Y o?, p; =0.
y

Il.\. "Z
Oznaczajac przez m mase ciala, przez rg,yq,2, wspolrzedne,
a przez p, przvipieszenie frodka 8 jego masy, otrzymamy ze wzo-
Tu (1LL}, str. 199,
(19) N pi=m py.
Réwnanie (15) prayjmic wiee postadé

(20) : _l' P, |- R»—mp(,:().
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Dla przyépieszenia stycznego Py, i normalnego p, srodka §
n
masy, mamy p():gbot+p0 . Na moecy wiee (17) i (18) otrzymamy
n
(kladac 1=0): ~
(21) Po.— Yo&—Tow?, Doy=—%0€—Yo w?, Po,= 0.

Przejdzmy teraz do obliczenia momentow sit bezwladnogei.
Sila bezwladnosei jest
(22) — My P M Py — My Py -

Oznaczmy przez B moment sil bezwladnosei wzgledem O,
przez By moment sit stycznych bezwladnogei (t.j. si —m@-'ﬁ@-t),
a przez B, moment sil normalnych bezwladnogei (t.j. sit —m;p; ).

n
Na mocy (22) jest
(23) B:Bt+ Bn-

Rzut Et na o§ & wynosi (por. (2), str. 236)

(24) By =X (—mp;, 2+ mip;, Yi);
’ y 2
skad na mocey (17)

v o J : o\ . % 2 2
(25) thigl’mi*"izi ipodobnie Btl]“gl miYici By =- e m; (23 +Y5;).

Postepujac w ten sam sposéb, otrzymamy:

3 — 2N g2 2 e 2N ' —
(26) By =w N Y%, I)n”_ > m;a;2;, B, =0.

Przy dzieleniu ciala na coraz drobniejsze czesci sumy we wzo-
rach (24) daza do momentow zboczen D, i D,, oraz momentu bez-
wladnosei I, wzgledem osi z (str. 161). W graniey dostaniemy wige
z (2h) i (26):

(27) [;t\:('I)y, Bty:h'Dw, ) Igtz-:—b‘lz;
(28) By =Dy, By =—0fDy, B, =0,

skad na mocy (23):
(29) Bi=¢Dy-+w® Dy, By==¢ Dy—w?Dy, B,=—¢l,.
Tworzac rzuty na osie ukladu, dostaniemy z rownan (20) i (21):
Z })i,\' + R, —myo e+ maow* =0,
(11) Z 1 )iu - I{y ~+ Mg e+ myow?=0,
2P R0
. 2



{§ 31 Obrét okolo osi stalej. 381

Sily reakeyjne zaczepione sg na osi [, zatem H,=0. Oznaczajgc
przez M moment sit P; wzgledem O, otrzymamy wiec na mocy
(16) i (29) dla rzutéw na osie ukladu:

M+ Hy+eDy+ D=0,
(III) jwy‘l" H!,+ € Dx——szy: (),
M,—el,=0.

Ostatnie z réwnan (II1) wyprowadziliSmy poprzednio z zasady
kretu (str. 375, wzér (I)). Z réwnan (11) i (I1T) mozemy obliczyé Ri H.

Zalozmy teraz, ze of jest unieruchomiona w dwdéch punktach
0 i 0. Oznaczmy reakeje w tych punktach przez R i N, polézmy
d=00" 1 nadajmy osi z kierunek 00’. Otrzymamy:

(30) Ry=R,+ N, Ry=R,+N, R.—=R+N;
(31) H.=N,d, H,=—-N.d, H.=0.

Jezeli wyznaczymy R i H z (I1) i (ILI), to mozemy obliczy¢
z (30) i (31) tylko sktadowe N, N, i R, R, oraz sume N.+ R..

Zalézmy, ze punkt O’ jest w t.zw. lozysku szyjnym, w ktorym
nie ma tarcia (rys. 1, str. 281). Wowezas N jest prostopadie do osi
obrotu; zatem N,=0.

Jezeli wiec punkt O jest w lozysku szyjnym bez tarcia, reakcje
dadza sie wyznaezyd.

0% obrotu osia $Srodkowg bezwladnogci. Pray zalozeniu,
7e drodek ciezkodei lezy na osi obrotu i Ze of obrotu jest jedna
z 08i $rodkowych bezwladnoSei, mamy (str. 167):

.”D():(), _’l/():”, D\:O, [)”:().
Rownania (IT) i (111) przyjmg wiee postac:
(32) 2P +R,=0, MNP +R,=0, 2P +R=0;
x y ‘ z
(33) M+ H,=0, M,+H,=0, M,—el,=0.
Widzimy stad, ze przy tym zalozeniu reakcje nie zaleza od pred-
kodzei katowej ani od przyspieszenia katowego, sa wige takie, jak
g(yuby cialo bylo w spoczynku. .
Jezeli sity P, P,,... 83 rowne zeru, to z réownan (32)1i(33)
otrzymujemy R—=0, H=0 i e==0, wiec w=const. Poniewaz reakcje

83 réwnowazne zeru, wiee mozemy przyjaé, ze of I nie jest unie-
ruchomiona, czyli ze o§ obrotu jest swobodna.
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Na odwrét, jezeli zalozymy, ze na cialo nie dziataja zadne

sily, a wiee ze P;=0, R=0 i H=0, to réwnania (I1) i (I1I)
przyjma postac:

—.7/()8—]‘—.500(1)2:0, .0008-‘[—:1/0(02: 0,

(34) ; ;
eDy+ w? D=0, eDy—w? Dy=10, el,=0.

Na mocy ostatniego z réwnan (34) jest e=0, zatem o= const.
Jezeli w=0 (t.zn. gdy cialo nie jest w spoczynku), otrzymamy
z (34) 2=0,%=0 oraz D,=0, D,=0. O§ z (t.j. o§ obrotu) jest
tedy osia $rodkowa bezwladnodei.

WyprowadzilisSmy wiec nastepujaca wlasnodé osi srodkowych
bezwladnoscei:

Jeseli cialo sztywne swobodne bez deiatania sil obraca sie okoto
stalej osi, to 0§ ta jest jednq z osi $rodkowych bezwladnosei.

Przylktad 2. Drzwi ciezkie w ksztalcie prostokgta OA4BC
(gdzie 0OAiCB maja zwrot pionowy w gdre) mogy sie obraecad okoto
osi pionowej 04, unieruchomionej w punktach () i 0, boku 04,
przyczem 00,=0,A=d. W chwili t=0 drzwi sa w spoczynku
i zaczyna dziataé sita P o stalej wartodci bezwzglednej P, prosto-
padla do drzwi i zaczepiona stale w §rodku D boku B(. Wyzna-
czyé reakeje w punktach Op i O, w chwili 1.

Oznaczmy przez m mase drzwi, przez I moment bezwladnosgei
wzgledem osi OA. Niech OA=a i OC=<b. Przyjmijmy, ze sita P
obraca drzwi od reki prawej ku lewej wzgledem osi obrotu, skiero-
wanej w gore. .

Moment sily P wzgledem osi obrotn jest staly i rowna sie bP.
Zatem Ie=bP czyli e=bP/I. Jezeli drzwi sa jednorodne, to na
mocy (8), str. 184, jest I=4mb* A wiec

z
(35) e= 3P |mb. ) 5
Przyspieszenic katowe e=const., N G /P
zatem P’\ a %
(36) w=2¢l=3Pt/mb. R ; O 1
0 6 C !

Drzwibedg sie wiee obracaé ruchem
jednostajnie przyspieszonym.

Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem reakeji. Prayjmijmy w chwilit
punkt O za poczatek ukladu wspélrzednyech, nadajge osiom z i «
kierunki 04 i OC. Oznaczmy przez R’ reakcje w O,, przez N
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reakeje w 0, wreszeie przez B sume, a przez H moment reakcji
wzgledem 0. Zakladajae, ze w 0, jest loiysko szyjne (str. 231),
otrzymamy:

(38) Hy=Rpd+N,(a—d), Hy=—Rid—N.a—d), H.=0.

7 réwnari (11), str. 380, i (IIL), str. 381, otrzymamy R i H,
a nastepnie obliczymy R’ i N z (37) i (38).

Silami dzialajacymi sg ciezar Q i sila P. Wspohrzedne $rodka
S masy drzwi sa: w,=b/2, y,=0, z,—a/2, za$ poczgtku sily P
x=b, y=0, z=a/2. Poniewaz drzwi leza w plaszezyZnie zz, wige
D,=0. Moment zboczenia I){,,kwynosi (str. 178)

[ b
. ) 1 2 1 252
D,= przdrdz= [  po®wdr= 1 b0,
0 ¢ 0

gdzie ¢ oznacza gestofé. Poniewaz abg=m, wiee Dy={mab. 7 réw-
nan (I1), str. 380, i (11I), str. 381, otrzymamy:

(39) R+ imbo?=0, —P+ Ry+4+imbe=0, —my+ R.,=0;
(40) — LaP+ H 4 ;mabe=0, — Lmbg—+ H,— tmabw?*=0.

7 réwnan (39) i (40) obliczamy R i H przy pomocy (35) i (36),

a nastepnie wyznaczamy reakcje R’ i N z réwnan (37) i (38).

Przyklad 3. Pret ciezki OA zawieszony jest na osi poziomej
i moze sie tylko obracaé w plaszezyznie pionowej dokola swego
kotica . Pret puszczono wolno z polozenia poziomego. Jaka jest
reakcja w O, gdy pret tworzy z pionem kgt ¢?

Oznaczmy przez R reakcje w O, przez Q ciezar preta, przez m
mase ciala, a przez p, przyspieszenie §rodka S masy preta.
7 twierdzenia o ruchu srodka masy wynika, ze

(41) mpy=R+Q.

% réwnania tego mozna obliczyé R, jezeli znane jest p.
Polézmy 1=08 i oznaczmy przez i & predko§é i przyspieszenie
katowe preta; wowezas przy$pieszenia: styezne po, i normalne po,
wyniosa:
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po,=le i po,=lw?

Przyspieszeniec katowe otrzymamy z roéwnania Ie=M. Po-
niewaz moment sily ciezkodei wzgledem O réwna si¢ mglsing, wiec

(42) e=myglsing/l,
gdzie I oznacza moment bezwladnodei preta wagledem 0.

Predkosé katowa w obliczymy, opiera-
jac sie na zasadzie réwnowartosei pracy
i energii kinetycznej (str. 366). Przyrost
energii kinetycznej preta rowna sie pracy
sity eiezkosci. Energia kinetyczna preta
jest H=|Tw? a praca ciezaru L=mglcosp,
bo poziom §rodka masy obnizyl sie o
h=1lcos¢. Na poczatku energia kinetyczna
rowna byla zeru. Wiee LTw=mglcosg

czyli
(43) w?==2mglcos p/I.

Przyjmijmy kierunek OS8 za kierunek dodatni osi x ukladu
wspotrzednyeh (z,y). Tworzge rzuty na osie x i y, otrzymamy z roéw-
nania (41):

—mlo?=mgcosp- Ry, —mle=—mgsing+ R,.
Z (42) i (43) dostajemy zatem:
Ry=—mgcosg[2mP2/T+ 1], Ry=mgsin g[1—ml?/1].

Jezeli pret jest jednorodny, to dlugo$é jego réwna sie a=2[,
za§ moment bezwladnogei 7= 3§ mi2 (str. 183). Zatem:

E.=—3%mgcosg, Ry=imgsing,
skad

| Bl =4 mg V1T 99 cos? -
Maksymalna warto$é |R| wypada wiee dla ¢=0 i wynosi

5 omg
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Srodek uderzen. Przyjmijmy, ze o§ obrotu z jest osig
glowng bezwladnogei w punkeie O i ze w pewnej chwili ¢, $rodek
masy lezy w plaszezyZnie yz (przyczem y,>0). Zatem:

(44) 2p=0, 1,0, D=0, D,=0.

Roéwnania (IT), str. 380 i (I11), str. 381, przyjmuja wowcezas
postaé:
(45) ZPi,r"}‘Rw_m?/Og:Uy 2P¢!1+Ry+m?/0(02:(), priz‘i‘ﬁz:()y
(46) Mo+He=0, M,+H,=0, M,—el,—0.

Zatézmy, ze w chwili ¢, zaczela nagle dziataé sila P, zacze-

piona w punkecie 4 o wspolrzednych x,y,z. Wskutek dzialania sity P
reakcja B i moment I zmienily sie na R+ R i H+H'; pray$pie-
szenie ¢ przyjelo warto§é e+ ¢, natomiast predko$é kgtowa, rowna w

w chwili t,, nie ulegla naglej zmianie. Od chwili dzialania sity P
réwnania (IT) i (ITT) przyjma (z uwagi na (44)) postac:

Pﬁ*ZP@ﬁ— R 4R —myy(e+e)=0,
(47) P+ 2P+ R+ R Hmygwt=0,
P +2P;+RAR,=0,
M+ M+ He+ H.=0,

(48) M+ M+ Hy+ Hy=0,
Mo+ M,—(e+e)1.=0,

gdzie M’ oznacza moment sity P wazgledem O. Poréwnujac réwna-
nia (45) i (46) z (47) i (48), dostaniemy:

P+ Rf\'——'m’yo‘?’:()' Pyt R;l:()7 .P2+R;:()7

(49) o B o
M, + Hy=0, M, +Hy=0, M.—e'l=0.

7 réwnan (49) mozemy wyznaczyé R i H'.
Zalézmy, ze P ma kierunek osi » i lezy w plaszezyznie ay.
Wéowezas:
(30) 2=0, P,=0, P,=0, M=0, M;=0, M.=P.y.
7Z (49) otrzymujemy: '
(1) H=o0,
(52) g'=Py/L..

S. Banach. Mechanika.

25
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7 (49), (50) i (52) dostajemy:
(53) Ri=P(myyo/l.—1), Ry=0, R,=0.

Weimy pod uwage na osi y punkt O, o rzednej I, okreglonej
wzorem

(b4) =1,/my,.

Jezeli kierunek sily P przechodzi przez O, to y=1I, a zatem
na mocy (53) jest Ri=0, Ry=0 i R,=0, skad

(55) R=o.
Punkt O, nazywamy $rodkiem uderzen.

Srodek uderzeri lezy na krawedzi przeciecia plaszezyzny I7,,
przechodzgcej przez of obrotu i §rodek masy, z plaszezyzna IT,,
prostopadla do osi obrotu w punkeie (. Srodek uderzen lezy na
II, po tej stronie osi obrotu co §rodek masy. Odleglto§é §rodka ude-
rzeni od osi obrotu okredlona jest wzorem (H4).

rdy na ciato nagle zaczyna dzialaé sita, ktérej kierunek prze-
chodzi przez $rodek uderzen i jest prostopadly do plaszezyzny
przechodzgcej przez of obrotu i $rodek masy, to reakeje utrzy-
mujace of obrotu nie zmieniajg si¢ nagle (0§ nie doznaje wstrzasu).

Na mocey (53) i (b4) mamy

(56) Ri=Py(y/l—1).

Jezeli wige y>1, to R’ i P maja zwroty zgodne, jezeli nato-
miast y<<I, to £ i P maja zwroty przeciwne.

Przyjmijmy, ze w wahadle fizycznym pewna plaszezyzna IT,,
prostopadla do osi, przechodzi przez §rodek masy § i jest plasz-
czyzng srodkowg. Zatem o obrotu jest osia gléwna bezwladnogei
wzgledem punktu O, w ktorym of przebija plaszezyzne I1,. Prosta
08 jest przekrojem plaszezyzny II, plaszezyzna IT,, przechodzacy
przez of obrotu i $§rodek masy. Na prostej 08 lezy zatem grodek
uderzenn w odleglosci I od O, okre§lonej wzorem (54), gdzie 0CzZy-
wiscie y,=08. Kladagc wiec OS=d i I,=1I, dostajemy 1= 1I/md.
Poréwnujac ze wzorem (11), str. 377, widzimy, ze §rodek uderzen
schodzi sie ze §rodkiem wahan.

Zalézmy, ze wahadlo jest w spoezynku i ze o§ wahadla opiera
si¢ na dwoch pretach gladkich, poziomych. Plaszezyzna IT, (prze-
shodzaca przez of i Srodek masy) jest tedy pionowa.
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Jezeli uderzymy wahadlo w §rodku uderzern w kierunku po-
ziomym prostopadle do I7;, to oé nie dozna wstrzagdnien.,

Jezeli uderzymy je powyzej srodka uderzen, woéwezas na
mocy (56) potrzebna bedzie do utrzymania osi w spoczynku reakeja,
majgea zwrot przeciwny niz uderzenie. Poniewag reakcja ta wy-
stapi¢ nie moze (gdyz prety, na ktorych of sie opiera, sa gladkie
i nie moga przeto wywolaé reakeji poziomej), wiec of posunie sie
w kierunku uderzenia. :

Jezeli za§ uderzymy wahadlo ponizej $rodka uderzen, to of
posunie si¢ w kierunku przeciwnym do kierunku uderzenia,

§ 4. Ruch plaski. Ruch plaski figury ptaskiej. Niech
figura _I}mt_erialna porusza si¢ w plaszezyznie IT i niech sity dzia-
lajace P, P,,... réwnies lezg w tej plaszezyznie. Oznaczmy przez 7,

przyspieszenie frodka S masy figury, przez m mase, a przez P
sume sit. Wowezas w mysl (I), str. 365,

(1) mp,=P.

Oznaczmy dalej przez o predkosé
chwilowg katowa, a przez [, moment
bezwladnosei wzgledem §rodka masy.
Ruch chwilowy figury mozemy uwazad
za zlozenie ruchu postepowego z pred-
kodcia drodka masy i ruchu obrotowego
z predkoscia o okolo §rodka masy. Po- /p
niewaz kret wzgledem {rodka masy 4
ruchu postepowego jest zerem (str. 203),
wiee kret K ruchu chwilowego wzgledem srodka masy réwny jest
kretowi ruchu obrotowego. Na mocy wzoru (7), str. 205, mamy zatem

(1) K —lo,

skad K =Tle, gdzie e=w. Oznaczajac przez M moment sil wzgle-
dem {rodka masy, otrzymamy z (II), str. 365,

(I1) Ie=M.

Roéwnania (I) i (IT) okredlaja ruch figury materialnej w. plasz-
czysnie.

Wezmy pod uwage na figurze stalg prosta ! i oznaczmy przez ¢
kgt miedzy | a osia x, mierzony w kierunku wskazéwek zegara.
Polozenie figury okredlaja wspolrzedne u,,y, §rodka masy i kat ¢.

25%
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Z rownania (1), tworzge rzuty na osie ukladu, otrzymamy:
(I miy= Py, Mio==P,.

Poniewaz p=o i g=¢, Wiéc na mocy (11)
(11") Ip=M.

Z réwnan (1°) i (\Il/) mozemy wyznaczyé xg, Yo i ¢.

Ruch ptaski ciala. Niech cialo porusza si¢ ruchem plaskim,
t.zn. niech jego punkty poruszaja sie w plaszezyznach rownoleglych
do pewnej plaszezyzny stalej I, zwanej plaszczyzng kierowniczg
(str. 315). Sity {P;, dzialajace na ciato, rozlézmy na skladowe {P;
rownolegle do IT i na skladowe {P;} prostopadle do II. Poniewaz
§rodek cigzkodei S porusza sie w plaszezyznie réwnoleglej do 11,
wiee jego przyépieszenie p, lezy w plaszezyznie II. Na mocey zasady
ruchu drodka masy mamy

mpy=2Pi=2 P+ 2P,

a wiec po utworzeniu rzutéw na plasz-
czyzne kierowniczg
(2) mpy=2 P,

Oznaczajac przez ! o§ prostopadiy
do IT i przechodzaca stale przez srodek
ciezkogei, przez I moment bezwladnosei, o
a przez K kret wzgledem osi I, otrzymamy (str. 365) K= > Mom, P;.
Lecz moment sil Py wzgledem ! jest zerem, gdyz Pj[l. Zatem
(3) K = Mom, P;.

0§ obrotu chwilowego w ruchu plaskim jest prostopadla do
plaszezyzny kierowniczej; o§ I jest zatem osig obrotu chwilowego.

Poniewaz przechodzi ona stale przez §rodek masy, wige ((7), str.205)
K=Iw, skad K=Iwo=1I1¢ i na mocy (3)

4) . Ie=2>Mom, P;.

Wezmy pod uwage na plaszezyznie II dowolng figure plaska F,
zwigzang sztywnie z cialem: moze to byé np. przekrdj ciata plasz-
czyzng IT lub rzut ciala na te plaszezyzne. Ruch figury ¥ wyznacza
oczywidcie ruch ciata. Utwoérzmy rzuty sit {P;} i §rodka ciezkosci S
na plaszezyzne IT. Rownania (2) i (4) okreslaja ruch ptaski figury ¥
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przy zalozeniach, ze:
1) masa figury F réwna sie masie catego ciala,
2) $rodkiem ciezkodei figury F jest rzut srodka masy ciala,
3) moment bezwladnosei figury ¥ wzgledem S' réwna sie
momentowi bezwiladnodei I ciala wzgledem osi I

Wynika stad, ze ruch plaski ciala bedzie okreSlony, jezeli
podamy rzuty sit na plaszezyzne kierowniczg, mase ciala, rzut jego
drodka ciezkogei i moment bezwladnodei ciala wzgledem prostej,
przechodzacej przez $rodek masy prostopadle do plaszezyzny kie-
rowniczej.

Przyklad 1. Pret ciezki AB zsuwa si¢ w plaszezyznie pionowej,
opierajage si¢ koneami o plaszezyzny gladkie: poziomg i pionowy
(podloge i $ciane). Na pret dzialaja wige sity: ciezar o poczgtku
w $rodku preta i reakcje N, R, prostopadle do §cian. Wspolrzedne
N i R reakeyj wzgledem osi 2 i y s3 nieujemne (jak na rysunku).

Oznaczmy przez r,,), wspoélrzedne $rodka § masy ciala,
przez ¢ kat, jaki pret tworzy z osiami ukladu, przez I, moment
bezwladnodei wzgledem $rodka masy, a przez 2d dlugo$é preta.

7Z réwnan (I') i (11°), str. 388, otrzymamy:

(5) miy=N, myo=—mg-+ R, [@=d(Nsing—Rcosp).
Do réwnan powyzszych dochodza jeszcze zwigzki:
(5" ro=dcosp, Y,=dsing.

7 réwnan (5) i (B) mozemy otrzymad
rownanie rézniczkowe wyznaezajace ¢ jako
funkeje czasu t. Réwnanie to otrzymamy,
stosujac zasade réwnowartodei pracy i energii
kinetycznej.

Sily B i N nie wykonuja pracy. Pracuje tylko sita ciezkosei.
Zauwazmy, ze predkogei punktow A i B maja kierunki osi y i w.
Zatem $rodek O obrotu chwilowego jest punktem przeciecia prostych
prostopadlych do osi « i y w punktach B i A (str. 328). Moment
bezwladnodei wzgledem O wynosi (por. (1), str. 161)

(6) I=1,+md’,

a wiee I ma warto§é staly. Energia kinetyezna £ wyrazi sie tedy
wzorem  F=}Tw?=1}Ig?
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Jezeli w chwili poezatkowej bylo ¢= @y, b0 praca sily ciez-
kogei wynosi L= mgd(sin p,—sing). Zatem, przy zalozeniu, ze w chwili
poczatkowej predkosé byla ¢ =0, otrzymamy

(7) s Ip?=mygd(sin g, —sing).

Rozwigzanie réwnania (7) wymaga znajomosci teorii funkeyj
eliptycznych. Mozemy jednak bez rozwigzania wyznaczyé reakcje
N i R, jezeli znamy g¢. Réiniczkujac w tym celu réwnanie (7), otrzy-
mamy Ipgp=—mgdgcosp, skad

(8) Ip=—mgdcosg.
Na mocy (5') bedzie po zrézniczkowaniu: ,
9) Ty=—dp?cosg —dgsing, jo=—dg®sing -+ dg cosg.
Z réwnan (b) otrzymujemy:
(10) N=mxo, R=myy+mg.

Z réwnad (7) i (8) mozemy obliczy¢ ¢ i ¢. Z réwnan (9) otrzy-
mamy wtedy @y i ¥, skad dostaniemy na mocy (10) reakcje B i N.
Obliczmy warto$é reakeji N=I|N|. Na mocy (7), (8) i (9) jest

) 7 PR ¢
= —dcos g 2mgd(bm;p0 sing) +dsimp_f(r»g]()llco v
wiee na mocy (10)
22 ) . A
(11) N:7néc'.)::m—‘(]—djg)§q) (3sing —2sing,).

Poniewaz N musi byé liczbg nieujemna, wiec
(12) 38ing —28ing, > 0.

Punkt A bedzie si¢ zatem dop6ty zsuwal po $cianie pionowej,
poki kat ¢ spelnia¢ bedzie réwnanie (12). Z chwilg, gdy kat ¢
osiggnie warto§é ¢; spelmiajaca réwnanie
(13) 38ing, —2s8ing,= 0,
punkt A przestanie zsuwadé sie po $cianie pionowej, poniewaz re-
akcja N musiataby wéwezas staé sie ujemna, t.zn. $ciana musiataby
przyciggaé punkt A ku sobie. Pret odpadnie wiee w owej chwili
od §ciany pionowej.

Niech h, oznacza wysoko§é poezatkows punktu A4, a h, wy-
s0kos¢ tego punktu w chwili odpadnigcia preta od $ciany pionowej.
Poniewaz hy==2dsing, i h,=2dsing,, wiec na mocy (13)

(14) hy= $h,.
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Punkt A odpadnie zatem na £ swej wysokogei poezatko-
wej. Po odpadnieciu od deiany ruch preta okredlony bedzie row-
naniami (5) przy zalozeniu, ze N=0 i y,=dsing.

Przyktad 2. Walec obrotowy stacza sie po plaszezyZnie
pochylej doskonale chropowatej; bedzie sie wiec toezyl. Ruch
chwilowy walca bedzie zatem obrotem okolo tworzacej, wzdluz
ktorej walec styka sie z plaszezyzng. Zalézmy, ze tworzaca ta jest
pozioma.

Tarcie nie wykonuje pracy, gdyz punkty zaczepienia tarecia
(t.j. punkty stycznodei walca i plaszezyzny) majg predkosdé zero
(str. 214). Jedyna silag wykonujaca prace jest ciezar walca.

Oznaczmy vprzez I moment bezwladnosei walea wzgledem
tworzacej, a przez o predkodé katows toczenia w chwili {. Energia
kinetyczna wyniesie zatem

(15) FE=}I102.

Niech dalej m oznacza mase walea, h wysoko§é drodka masy
w chwili ¢, za$ h, w chwili t,. Praca sily ciezkosci w czasie od ¢,
do ¢ wyniesie wiec

(16) L=mg(hy—h).

Przyjmujac, ze w chwili ¢, predkosé
poeczatkowa katowa byla w,, otrzymamy
z (15) i (16) na mocy zasady rownowar-
todei pracy i energii kinetyecznej

(17) y I — Lo} =mg(hy—h),

skad mozemy wyznaczyé .

Wreszeie niech s oznacza droge, jakg przebieglt srodek masy
od chwili poczatkowej t, do chwili t. Zalézmy, Ze $rodek masy lezy
na osi walea, i niech a bedzie katem nachylenia plaszezyzny po-
chytej do poziomu. Wowezas
(18) hg—h=ssina,

Poniewaz predkosé §rodka masy S w chwili ¢t wynosi v=8§=ro
(gdzie r jest promieniem walea), za§ w chwili poczatkowej t, wy-
nosita vy= §5==rw,, wiee na mocy (17) i (18) otrzymamy

(19) Ls?[20? — 1822 = mgssina,



392 ROZDZIAL VIII. Dynamika ciala sztywnego.

skad, rozniezkujac wzgledem ¢, dostajemy I§§/r2=mgssina. Zatem
(20) p=s=mgr2sina/l.

Srodek masy bedzie wiec spadal ruchem jednostajnie przy-
§pieszonym.

Moment bezwladnodei walca pelnego (o stalej gestosei) wagle-
dem tworzgcej wynosi (str 187, wzor (23)) I=3%mr2. Na mocy (20)
jest przeto p=3%gsina. Srodek masy bedzie wiee spadal z pray-
Spieszeniem mniejszym niz punkt swobodny, dla ktérego p=gsina
(str. 124).

Moment bezwladnosci walca pustego (np. rury) wzgledem osi
wynosi mr?, a wzgledem tworzacej I=2mr2. Na mocy (6) jest tedy

=jygsina. Walee pelny bedzie wiec spadal szybeciej, niz pusty.

Jezeli predkodé poczatkowa byla wg:=0, to $rodek masy prze-
biegnie droge s w czasie

(21) t:l/Zs/p:’/%I/mgﬂsiﬁa.

Wzér (21) moze stuzyé do dodwiadezalnego wyznaczania mo-
mentu bezwladnosei 1. '

Oznaczmy przez T sume sit tarcia, przez N sume reakeyj nor-
malnych, przez ¢ ciezar, a przez p (jak powyzej) przyspieszenie
$rodka masy walca. Z twierdzenia o ruchu $rodka masy mamy
mp="T-+N--Q. Poniewaz Py, N i @ sa prostopadle do osi walea,
wiec 1 T jest prostopadle do osi walea. Tworzage rzuty na réwnie
1 na normalng do réwni (oraz kladac 7=|T| i N=|N|), otrzymamy:

mp=—"T+mgsina, 0=N-—mgcosa,
skad na moey (20):
T=mgsina(l—mr?/I), N =mgcosa.

Przyktad 3. Koto porusza si¢ w plaszezyznie pionowej IT,
pozostajac stale stycznym do prostej poziomej I. W chwili poczat-
kowej t=0 ruch chwilowy kola byl obrotem okolo $rodka kola
z predkoseig katowa o, Wyznaczyé ruch kola, uwzgledniajac tarcie.

Przyjmijmy prosta I za 0§ @ i nadajmy osi y zwrot pionowy
ku gorze. Zalézmy, ze $rodek kola 8 jest zarazem grodkiem masy.
Oznaczmy przez r, m i I promien, mase i moment hezwladnodci
kola wizgledem 8, przez wx,y, wspélrzedne grodka kola, przez
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o 1 ¢ predkodé i przy$pieszenie katowe srodka S, wreszcic przez T i N
wspolrzedne (wzgledem osi @ i y) tarcia T i reakeji normalnej N,
zaczepionych w punkeie stycznodei A. Z réwnan (I) i (II), str. 387,
dostaniemy:

(22) mao="T, Moz N-—mg, ITe=—Tr.
Poniewaz jest stale y,=-7, wiec 4o=10, skad na mocy (22)
(23) N=my.

Niech » bedzie wspélrzedna (wzgle-
dem osi x) predkosci 7 punktu 4. Po- s
niewaz ruch chwilowy kola w czasie ¢ jest
zlozeniem ruchu postepowego §rodka masy
o predkosei #, oraz ruchu obrotowego okolo
frodka masy o predkosci katowej w, wiec

(24) V=22g—"w, [
£
skad przez zrozniczkowanie
(25) D= Zy—re.
Na mocy (22) mamy #y="T/m i e=—1Tr/l, skad przez pod-

stawienie do réwnania (25)
(26) t=(1/m+»2/)T.

Jezeli v=£0, wéwezas T ma zwrot przeciwny niz o (str. 368),
zatem »T<0; jezeli zad§ 9-=0, to »T=0. Mamy przeto zawsze
oT'<<0. Mnozge wiee obie strony rownania (26) przez o, otrzy-
mamy vo=(1/m-+r2/I)Te, zatem

(27) P90,

Lecz 209 jest pochodna 2, na mocy wiee (27) pochodna »2
jest nie dodatnia, a zatem 2 jest funkeja nie rosngeg. Jezeli wiee
v osiagnic w pewnej chwili ¢, po raz pierwszy warto§é »=0, to od
tej chwili bedzie stale v=0, t.zn. ze od tej chwili kolo bedzie sie
toezylo po prostej 1.

Rozpatrzmy najpierw ruch kola w czasie od t=0 do t=¢,.
W tym ezasie jest v+40, wige T=puN, gdzie p oznacza wspélezynnik
tarcia (str.368). Przyjmujac zwrot obrotu jak na rysunku, mamy
T>0, wigc wedle (23) jest T'-=umy, skad przez podstawienie do (22)

(28) By=py, e=—umrg/l.
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Catkujge rownania (28), oftrzymamy z uwagi na to, ze dla
t=0 jest z zalozenia Z,=0 i w=uwoy:
(29) Zo==pugl, w=wo—umyrt/l.
Na moey (24) mamy
(30) v=ugt(1+mr2/I) —rw,,

wiec v=10 nastapi w chwili

ro
31 ==
(31) = g (U m D)

Poniewaz, jak dowiedli§my, od chwili ¢, bedziemy mieli stale
=0, wige v=0, a zatem dla t>>¢, bedzie na mocy (26) stale T=0,
czyli w mys$l (22) 2=0 i &=0.

A wiece dla ¢t kolo toczyé sie bedzie z pewna stala pred-
koscig katowa o, i frodek masy poruszaé sie bedzie ruchem jed- .
nostajnym z predkodecia vy=7rw,.

Ze wzorow (29) i (31) dostajemy

(32) w;==wo/(1+ mr?/I).

Od chwili ¢, energia kinetyczna jest FE,=const. Poniewaz FE,
rowna si¢ sumie energii kinetyeznych ruchu postepowego o pred-
kofci srodka masy v,=rw, oraz ruchu obrotowego, wiee

(33) Ey=imr?o?+{1w?=4$10l/(1+mr?/I).

W chwili poczagtkowej t=0 jest E,=!Iw], zatem

(34) E,= Eo/(1+mr?/I).

§ 5. Kret. Niech O bedzie dowolnym punktem poruszajacego
sig ciata. Ruch chwilowy ciala jest zlozeniem ruchu chwilowego
postepowego o predkoseci # punktu O i ruchu obrotowego o pred-
kogei katowej w okolo osi przechodzacej przez O.

Podzielmy ciato na drobne czedei i zastapmy kazda z nich
punktem materialnym o tej samej masie. Otrzymamy uklad pun-
ktéw A, 4,,... 0 magach my, m,,... Obierzmy w danej chwili ¢ do-
wolny uklad wspélrzednych (&,7,() o poczatku w O. Oznaczmy
wspélrzedne punktow A4,,4,,... przez &,n,8, &aynalay .-

Predkosei punktéow A; mozemy przedstawié w postaei
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(1) 51:‘ﬁ+@[,

gdzie w; jest predkodeig ruchu ehwilo-
wego obrotowego. Na mocy (V), str. 46,
mamy

Wis= Niwr—Ciwyy Wi, =jos—E&ws,

Wie ==&, — N0z Y
Niech K; bedzie momentem wzgle- /

dem O pedu m;% punktu A4; cayli
K;=Momo(m;%;). Na mocy (1I), str. 18, rzut K; na o§ & wynosi
Kigzmi(")i,;ci—”’i;ﬁ«,‘,), skad na mocy (1) i (2) '

Kie=m[(u,+ Gos—E&wn)l—(ur+ & o, —n;0 8],
ezyli

2 2
K = ogmi(&i+ni) —o,mi &g n— oemi & C4w, m G —ugmg ;.
Poniewaz kret wzgledem punktu O wynosi K=K, wiec
2 2 N — ,
K= o: Xmi(Ci 4+ i) — oy Ymi&ini—o; Xmi& S+ uy Ymili—uz Y min,.

Przy podziale ciala na coraz drobniejsze eczedei, sumy wy-

stepujace w ostatnim wzorze beda dazyly odpowiednio do:
Iy Dy Dy mly,  my,,
gdzie m oznacza mase ciala, zas &y, 7y,¢, wspolrzedne frodka masy.
Otrzymamy zatem (przeprowadzajac podobny rachunek réwniez
dla rzutéw K, i H:):
Ki=wsl; —w,D;—ow: D+ m(Sow, —nous),
(I) Ky=wyl,— w:Ds: —w: D;+m (Egu:—Cyus),
K= ow:I; —w: D, — o, De4-m(nows—Eguy).

Kret wzgledem §rodka masy ciala lub wzgledem jego
punktu nieruchomego. Jezeli O jest §rodkiem masy, to &;=0,
No="0, {,=0. Jezeli zas punkt O jest nieruchomy, to w:=0, u,=0,
uz=0. W obu przypadkach mamy na mocy (I):

Ki=w:ils—wyD:—o: Dy,
K,=w,1,—w:D:—w:D¢,
Ki=wl:—w:D,—o,D:.

(1)
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W szezeg6lnodei, gdy osie ukladn wspélrzednych sy osiami
gléwnymi bezwladnogci w punkceie 0, wowezas D=0, D,;=0, D;=0,
a zatem:

(11T) Ki=wely, Ky=wyl, Ki=wcl:.

Ze wzorow (I11) wynika, ze zrajac predkosé chwilowq kqtowq,
mosemy wyznaczyé kret 1 na odwrot.

Kierunki kretu i predkodei katowej sa na ogél rozne. lloczyn
skalarowy K-w wynosi na mocy (ITI)

K-B:K§w§+ann+K§(u§: Wil + w‘lI s w%I;,

ks

zatem jezeli w £ 0, to Ko > 0.
A wiee: kret tworzy 2 wektorem predkoset katowej kat ostry.
Udowodnimy teraz nastepujace

Twierdzenie, Jeseli kret K lub wektor predkosei katowej
ma kierunek jednej z osi glownych bezwladnosei, to kret © predkosé
katowa majq kierunek jednakowy i na odwrdl. ‘

Dowdéd. Przyjmijmy za of & te of glowna bezwladnogei, ktorej
kierunek jest kierunkiem kretu K. Woéwezas K,=0 i K:=0, skad
na moey (I1I) w,=0 i wr=0. Wektor o ma wiec wtedy kierunek
osi & 1.]. kretu. ‘

Podobnie przeprowadza si¢ dowdd, jezeli @ ma kierunek jednej
z osi gldwnyeh bhezwladnosei.

Na odwrét, jezeli K i o maja kierunek jednakowy, przyj-
mujemy kierunek ten za kierunek osi & Wowezas wy=0 1 w;=0,
oraz K,=0 i K:=0, skad na moey (II) Ki=I:iws O0=—w:D;
i 0=—w:Dy, a wiec D:=0 i D,=0. 0§ & jest wiec wtedy o0sig
glowna bezwladnosei, ¢. b. d. d.

Jezeli punkt O jest punktem kulistym, t.zn. jezeli li=1,=1I;,
wowezas, oznaczajac momenty bezwladno§ei przez I, mamy na
mocy (1II) Ki=Iw: K,=Iw;, K:=Iw; skad
(3) K—1TIo.

A wiec: jeseli $rodek masy (lub punkt wicruchomy eciala) jest
punktem kulistym, to kret ma stale kierunek i zwrot predkosci
katowej.
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Pochodna kretu. Niech K bedzie kretem ciata wzgledem
dowolnego punktu O tegoi ciata i niech (x,y,2) hedzie statym ukla-
dem wspdlrzednych o poczatku 07, za$

(&,7,{) dowolnie poruszajacym sie¢ ukla- zt /C 7
dem wspdlrzednych o poczagtku w O. N i
Oznaczmy przez % predko$é¢ punktu 0O, 477—’//0 \\/x/\/ E
a przez o' predkodé chwilows katows i T TN
ukladu (&, 1,). Wykredlmy z punktu O /// g 5
wektor 0A—=K. Kiladge 0'0=Fi 0’ A=, Wt
otrzymujemy o=7+K cayli K:g—? y/tﬁ/ !

Tworzge pochodna, otrzymamy K =p—r.
Lecz r=wu, za§ p réwna sie predkoei bezwzglednej @, punktu A4
wzgledem ukladu statego O'(x,y,2). Zatem

Niech v, bedzie predkoseia wzgledng punktu 4 wzgledem
uktadu (&,%,(), a 7, predkoscig unoszenia. Zatem (str. 58)

(5) 5[):1_711)_*‘ T_)uy
skad na mocey (4)
(6) K =0+ (3a—1).
Punkt 4 ma w ukladzic (&,7n,0) wspolrzedne K¢, K, K. Zatem

~ o \ . 7> o S
(7) Vg, = K¢, Oy = I, V= K.
= 4

Ruch chwilowy ukladu (&, #,8) jest zlozeniem ruchu postepo-

wego o predkosei # punktu O i ruchu obrotowego o chwilowej
predkosei katowej o’ okolo osi przechodzacej przez 0. Zatem (str. 63)

(8) Pu=t+0AX 0 =ui+Kxw.

Przyjmujac
(9) =K X o'

otrzymamy wiec na mocy (8) i (6)
(10) K—=%,1 .
Z (9) dostajemy:

(A1) wi=K,w;— Koy, wp=K.oi—Ksor, w;=Kzo,— K, o
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Oznaczmy rzuty wektora K na osie & il przez (K ) (K),l (K ) t-
Z (10) na moey (7) i (11) otrzymamy:

av) (K)e= K+ Kyot—Keoy,  (K),=K,+ K:oi— Keo,
(I?);’:KE“‘“K?“’%“KUCUE

Wzory (IV) wyznaczaja rzuty pochodnej kretu K wzgledem O
na osie £, n i { ukladu ruchomego przy pomocy rzutéw K, K,, K;
kretu K na te osie, pochodnych K & K ., K: rzutow K: K,, K oraz
rzutéw o, oy, or predkodei chwilowej uktadu (£,%,¢) —a nie ciala! —
na osie tegoz ukladu.

Nalezy zwrécié uwage na réinice, jaka zachodzi miedzy symbolami (K
a Kt Wartosé pierwszego symbolu otrzymujeiny, tworzge najpierw pochodna K
a nastepnie rzut na o0& & wartoéé zas drugiego symbolu otrzymujemy, poste-
pujac odwrotnie, a wige najpierw rzutujac wektor K na 08 £, a nastepnie two-
rzye pochodng rzutu. Jak wskazuje wzor (IV), na ogot ("[{’)51’ I\\

Przyjmijmy, Ze O jest punktem nieruchomym lub §rodkiem
masy i ze osie & n, £, majg stale kierunki osi glownych bezwlad-
nofei ciala w punkecie 0. W tym przypadku predkodé chwilowa
kgtowa ciala o, réwna sie predkosci chwilowej katowej ukladu
wspolrzednych (&, #,0):

(12) . w=0w'.
Poniewaz na mocey (LL1), str. 396, jest
(13) K:=I:w:y, K,=IL,0, HK=Iw,
wiee z uwagi na to, ze I I, I. sa state, dostajemy:
(14) Ke=1Iioe, K,=I,0,, K:=I:on
Podstawiajac w (1V) wartodei z (12)-(14), otrzymamy:
v) (k");:I_gcb;+(1,;.~1;)w,]w;, (K), = Lyin, -+ (I:—I ) oz g,
(K)e= i+ (1:— L))oz o,

Wzory (V) odnoszg sie do ukladu wspohrzednych, ktérego
poczatek jest §rodkiem masy lub punktem nieruchomym ciala
1 ktdrego osie majy stale kierunki osi gléwnych bezwladnogei.
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§ 6. Réwnania Eulera. Zajmiemy sie teraz ruchem, jaki
pod dziataniem sit wykonywa ciato, majgce unieruchomiony jeden
punkt O, a wiec mogace si¢ tylko obracaé okolo tego punktu. Do
tego bowiem przypadku mozna sprowadzié badanie ruchu ciala
sztywnego pod wplywem sil w przypadku najogélniejszym.

Niech K bedzie kretem, za§ M momentem ogdlnym sit wzgle-
dem 0. Wowezas w my§l zasady kretu (I1), str. 365, jest

(1) K=11.

Zauwazmy, ze M nie zalezy od sily zaczepionej w 0, gdyz
jej] moment wzgledem O jest zerem.

Obierzmy dwa uklady wspolrzednych o poczatku O: jeden
staly (@,y,2), a drugi ruchomy (&,7,¢), ktérego osie sa osiami glow-
nymi bezwladnogei ciala wzgledem . Niech A, B, C 0oznaczaja
momenty bezwladnodei ciala wzgledem osi glownych bezwladnogei
(t.j- osi & % i 0), a ® nicch oznacza predkodé chwilowy katowa
ciata. Na mocy (1) i (V), str. 398, dostaniemy:

Aér+(B—C)wywe=M:,
(1) By, -+ (C—A)orws=M,,
Coz+- (A —B)wsw, = M:.

Rownania (I) nosza nazwe réwnan Eulera.

Roéwnania (I) stuzg do wyznaczenia we, wy, wp jako funkeji
czasu t. Znajac wg oy, o, mozemy okreslié polozenie ukladu ru-
chomego (&,,%), a wiec i polozenie ciala, przy pomocy katéw Eu-
lera 9, ¢, v (str. 355), obliczonych z réwnan rézniczkowych (11),
str. 357. W ten sposéb przy pomocy réwnan Eulera (I) i rownan (1),
str. 357, mozemy wyznaczyé ruch ciala. Rozwigzanie tych réwnan
nastrecza wiele trudnodei i nie zawsze da sie wykonaé. Poznamy
jednak niektore przypadki, w ktérych rozwigzania te daja sie
otrzymacé. Najwazniejszym z nich jest przypadek, gdy proc7 reakeji
w punkcie O nie dzialajy na cialo zadne sity.

Jezeli znamy ruch ciala, to mozemy obliczyé reakcje R za-
czepiong w 0. Oznaczmy bowiem przez P sume sil dziatajgeych,
przez m mase ciata, a przez p, przyépieszenie grodka magy. Na
mocy twierdzenia o ruchu grodka masy (I), str. 365, mamy wiec
mPy= P+ R czyli

(2) R =mp,—P.
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Uwaga 1. Rownania Eulera (1) zachodzg rowniez, gdy punkt O
nie jest punktem nieruchomym, lecz §rodkiem masy ciata. Zachodzi
bowiem wowezas twierdzenie o krecie K—=M (str. 365), zas wzory (II)
str. 357, sluszne sg dla kazdego punktu O.

Uwaga 2. Opierajac sie na wzorach (I1V), str. 398, mozemy
podaé réownania ogolniejsze od réownan Eulera.

Niech O bedzie punktem nieruchomym lub §rodkiem masy,
zaf (&,7,{) dowolnym ukiadem wspélrzednych o poczatku O, ma-
jacym predko§é chwilows katowa o’. Poniewaz K=M, wiec na
mocy wzorow (LV), str. 398, otrzymamy:

K_+ Kyot—Krowy=M:,
(I1) K, +K:ot—Kso:=M,,
Kt Kioy— K, 0i=M-.

Ruch ciala sztywnego swobodnego. Przyjmijmy §ro-
dek 8 masy ciala za poczatek ukladu wspolrzednych (x,y,2), po-
ruszajgcego sie ruchem postepowym wzgledem ukladu inercjalnego.
Ruch ciala w przestrzeni bedzie okredlony, jezeli wyznaczymy ruch
§rodka masy § i ruch ciala wzgledem 8, t.j. wzgledem ukladu
(,9,2)-

Ruch §rodka masy otrzymad¢ mozemy z réwnan (I), str. 365.

Aby zad wyznaczyé ruch ciala wzgledem ukiladu (z,y,2), mo-
zemy przyjaé, ze uklad ten jest w spoczynku (str. 137) i ze oproez
sil dziatajacych na cia&oldzialaj@ nanl tylko sily unoszenia (gdyz
sity Coriolisa 83 zerem (str. 138). Przydpieszenie unoszenia réwna sie
przy§pieszeniu p, $rodka masy i jest wspolne wszystkim punktom
ciala (str. 60). Jezeli cialo uwazaé bedziemy za uklad punktéw
materialnych m,,m,, ..., to sily unoszenia wyniosa —m;py, —mMyPg, ...
Sily unoszenia sa wiec proporcjonalne do mas i maja jednakowe
kierunki oraz zwroty. Zatem (str. 243) sily unoszenia maja wy-
padkowg R o poezgtku w §rodku masy:

R=—m po—myPy—...= —mMPy,

gdzie m oznacza mase ciata. Oznaczajae sume sit dzialajageych
przez P, otrzymujemy z twierdzenia o ruchu §rodka masy mp,= P,
skad BR=—P.

Poniewaz $rodek masy S jest nicruchomy wzgledem ukladu
(2,9,%2), za§ sila unoszenia ma poczatek w S, wige ruch ciata wzgle-
dem Srodka masy (a zatem i wzgledem ukladu (w,y,2)) jest taki, jak
gdyby $rodek masy byt unieruchomiony, a na cialo dziataly te same sity.
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Ruch ciala wzgledem frodka masy jest zatem niezalezny od
ruchu samego $rodka masy i mozemy go wyznaczy¢é przy pomocy
réwnan Kulera.

Widzimy stad, ze badanie ruchu ciala w przypadku najogél-
niejszym istotnie sprowadza sie do badania ruchu §rodka masy
1 obrotu ciala okolo punktu nieruchomego.

§ 7. Obrét ciala okolo punktu bez dzialania sil.
Zalozmy, ze na cialo sztywne, majgce unieruchomiony punkt 0,
nie dzialajy zadne sity. W tym przypadku moment sit jest M=o,
wige réwnania lulera (1), str. 399, przyjma postaé:

Aws+(B—C)w,w:=0,  Ba,+((— A)w:we=10,

I’ .
) Coz+ (4 — B)ogw,=10.

Rownania (I') zachodzg rowniez przy samym tylko zalozeniu,
ze jest stale M=0, t.zn. ze sily dzialajace na cialo maja wypad-
kowg, ktorej kierunek przechodzi stale przez punkt 0. Wynika
stad, ze rownania (I') stosuja sie takze do ruchu ciala sztywnego
cigzkiego o unieruchomionym §rodku ciezkodei, gdy oprécz ciezkosei
na cialo to nie dzialaja zadne inne sity.

Rozwigzanie réwnai (1') w przypadku ogdlnym wymaga
znajomosei teorii funkeyj eliptyeznych. Podamy tu rozwigzania
tych rownan tylko w przypadkach, gdy elipsoida bezwladnogei
wzgledem O jest kulg Iub elipsoida obrotowa, t.zn. gdy wszystkie
trzy lub przynajmniej dwie z liczb A, B, € sg rowne.

Na  razie  wyprowadzimy z réwnan (I') pewne wnioski
ogolne.

Kret i energia kinetyczna. Poniewaz M =0, wiec
7 twierdzenia o krecie wynika, ze kret K jest wektorem statym.

Poniewas |K'=K:+ I+ K:, wiec na mocy (IIT), str. 396,
dostaniemy, ktadac Ie=A, I,=B i [=C,

(1) K[! = A wi+ B o+ (*wi= const.

Pomnozmy réwnania Kulera (1’) obustronnie przez Wy Wy W
i dodajmy je stronami. Otrzymamy Ao:ws-+ B, w,4Cd;w:=0, co

. C . dl ) , , .
mozemy napisaé¢ w postaci Wﬁ(A wit Boi4- Cwl)=0 czyli
(2) Awi4- Bwff7+ Cwi=const.

8. Banach. Mechanika. 26
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Aby podaé znaczenie réwnania (2), weZmy pod uwage katy
a, B, v, jakie o tworzy z osiami ¢, 5, {. Mamy wiec w:=|w|cosa,
wy=|w|cos B, w:=|w|cosy, skad

(3) Ao+ Bo)+ Cwi= (4 cos’a-t Beos? f+ C cos’y)|wf.

Niech I bedzie momentem bezwladnodei ciala wzgledem
osi obrotu chwilowego. Na mocy wzoru (I), str. 164, jest wiec
I=A cos?a+ Beos? i+ Ceos?y, a zatem na mocy (3) lewa strona (2)
réwna sie Ilwf?. Poniewaz za$ energia kinetyczna ciala jest E=1I|o
{(str. 365), wiec

(4) 2E=Awi+ Bwffi— Cwi=const.

Jak widzimy stad, réwnanie (2) wyraza, ze energia kinetyczna
ciala jest stala.

Na moey (III), str. 396, mamy dalej Ko= Aw1+Bw2+Cw,
skagd na mocy (4) Kw=const. Poniewaz Ko=|K)| Rzutho, zas
wedlug (1) jest |K|=const., zatem Rzuty w=const.

A wiee: rzut predkosei chwilowej katowej na kierunel kretu jest staly.

Przypusémy, ze w chwili poczatkowej t=0 kierunek kretu
byt ten sam, eo kierunck predkosci chwilowej katowej. K i o mialy
wige (str. 396) kierunek jednej z osi gtownych bezwladnogei, np. osi .
W chwili t=0 bylo zatem:

(5) w=0, o=0 1 o=0

7 g <

5

gdzie w, oznacza rzut w na of { w chwili =0,

Rownama Eulera (I') s3 réwnaniami rézniczkowymi pierwszego
rzedu. Z teorii réwnan rézniczkowych wiadomo, ze istnieje jedno
tylko rozwigzanie, spelniajgce w chwili ¢=:0 warunki (3). Tym jedy-
nym rozwigzaniem jest

w.=const. =10, w, = const. =0, W, =G onst. :wy,
B i

gdyz spelnia ono dla t=0 warunki (5) i, jak latwo stwierdzié¢, réwnania
Bulera (I'). Wektor @ ma tedy wielko$§¢ stalg i stale kierunek osi
bezwladnogei £, zatem (str. 396) w ma rowniez kierunek kretu K.
Poniewaz za$ kret K zachowuje kierunek niezmienny w przestrzeni,
wige 1 kierunek wektora w jest staly.
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A zatem: jezeli w ehwili poczatkowej predkosi chwilowa katowa
ma kierunek ost gléwnej bezwladnosei, to (przy zalozeniu, ze moment
sit wzgledem punktu unieruchomionego jest zerem) ruch ciata jest
obrotem okolo osi stalej z predkodcia katowa stalg.

Obrét okolto punktu kulistego. Zalézmy, ze punkt O
jest punktem kulistym, t.zn. Ze A= B=C. Réwnania Eulera (I')
przyjma wtedy postaé (w:=0, w,=0, w;=0 czyli:

(I1") ' Wz==Cy, Wy=Cy W= Cg.

Wynika stad, ze predkos$é katowa jest stala co do wiclkogei.
Poniewaz punkt O jest z zatozenia punktem kulistym, wiec na
_mocy (3), str. 396 (kladac I-=4), mamy K= Ao, a zatem o§ obrotu
chwilowego ma kierunck kretu; zZe zas kret K jest wektorem statym,
wiec o$ obrotu ehwilowego ma staly kierunek w przestrzeni. Wobec
tego ciato obraca sie okoto osi statej ze stala predkodeia katows.

A wiee: jedelt punkt O jest punktem kulistym (t.zn. jezeli
A= B=1{), woéwczas ruch ciala pod dziataniem sil, ktorych moment
wegledem O jest zerem, jest obrotem okolo osi stalej ze stala pred-
koseiq katowq.

Obrét okolo punktu, ktérego elipsoida bezwladnogei
jest elipsoidg obrotowy. Zalézmy, ze A= B, t.]. ze elipsoida
bezwladnogei wzgledem punktu O jest obrotowa. Przypadek ten
zachodzi, jezeli ciato posiada np. o symetrii przechodzaca przez O.
Réwnania Eulera (1) przyjma wtedy postaé:

A—0 A—C

(I1)  a -—F— =0, Wy — "‘7;1"; W we= ), cb§: 0.

A

Trzecie z réwnan (117) daje
(6) m;=¢ == const.

Z rownania (4), kladace A= B, otrzymujemy

Ao+ “)f,)+ (o= const.,

na moey wiee (6) mamy
(7) Wi+ mﬁ:(’f:(fonst.

Poniewaz \6]2=(x>§+ o+, zatem na mocy (6) i (7)
(3) ]? == ¢* 4 ¢2= const.

A wiee: predko$é chawilowa katowa jest stala co do wielkoder.

26+



404 ROZDZIAL VIII. Dynamika ciala sztywnego.

Polézmy
A—C
(9) 75—6%:]’&.
Poniewaz wobec (6) jest wc=const., wiec h=const. i dwa
pierwsze z réwnan (I1’) przyjma postad:

(10) ot ho,=0, @y—ho=0.
Niech h==0. Rézniczkujac pierwsze z rownan (10), dostajemy

Og+hw,=0 czyli o,=—o./h, skad przez podstawieniec w drugie
z rownail (10) otrzymamy po pomnozeniu przez h

(11) o:+ hPw:=0.

Rozwiazanie ogdlne réwnania (11) ma postad
(12) ws==asinht-4bcos ki,

gdzic @ i b sa stalymi dowolnymi. Pierwsze z rownan (10) daje
w,=—w:lh, skad na mocy (12)

(13) wy=—ac08 ht4- bsinhl.

Réwnania (86), (12) i (13) przedstawiaja ogélne rozwigzanie
réwnan Itulera (IT”) réwnies i w przypadku, gdy h=0. Rozwigzanie
to zawiera trzy stale dowolne a, b, ¢, ktore wyznacza sie z danych
poczytkowych.

Wyznaczanie katow LBulera. Zajmiemy si¢ teraz wyzna-
czaniem katow Hulera przy pomocy rownan (6), (12) i (13) oraz
rownan (L), str. 357.

Poniewaz kret K jest wektorem stalym, wiec mozemy przyjaé
kierunek kretu za kierunek osi z. Rzut kretu na of £ jest Ko=|K|cosd.
Z drugiej strony (kladge I:= () mamy na mocy (111), str. 396,
K.:=Cw;, wiee |K|cosd=Cw: czyli

(14) cos 9= Cay/|K

Poniewaz |K|=const. i w;=const., wiec
(15) P=1,==const.

Jezeli #,==0 Tub 9y==m, to kret K ma stale kierunek osi bez-
wladnogei £, zatem w mysl twierdzenia podanego na str. 396 pred-

koéé chwilowa katowa ma kierunek kretu. Podobnie, jezeli d,=mn/2,
to na moey (14) jest w:=0, wiee ((I11), str. 3¢6) Ki= Aw;, K,= Adwy,
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K:=0, skad K= Aw; a zatem kret ma kierunek predkodeci chwi-
lowej katowej. 7 twierdzenia podanego na str. 396 wnosimy wiec,
ze jedels '0y=0 lub m lub =n/2, to ruch ciala jest obrotem okolo osi
statej z predkosciq kqtowq stalq.

Zatozmy teraz, ze 9,0 i 9y=x i $y3=n/2. Poniewaz d=dy=const.,
wice of { zakre$la stozek obrotowy, ktoérego osig jest of z. Podsta-
wiajac w réwnania (I1), str. 3567, wartoei wg i o, z roOwnan
(12) i (13), otrzymamy (wobee 7"):()):

(16) asin(ht-—q@) -+ bcos(ht—¢)=20,
(17) P =[acos(ht--p)—bsin(ht—¢)]/sind,,
(18) ¢ = o:—[acos(ht—q¢)—bsin(ht—g)Jcot 9.

Gdyby bylo a==01ib=0, to na mocy (12) i (13) mielibySmy
w:=0 i w,= 0, wie¢ ® mialoby kicrunek osi bezwladnosei £, a zatem
kretu K (na mocy twierdzenia ze str. 396). O$ ¢ mialaby zatem
kierunek osi 2 i byloby #,=0 lub d;=x wbrew zalozeniu. Jedna
zliczb a 1 b jest tedy rozna od zera, skad na mocy (16) hi—¢@= const.

Niech g=¢, dla t=0. Zatem ht—g=—¢, czyli

(19) @=h-+ ¢,

Podstawiajac te¢ warto$é ¢ w (17) i (18), dostaniemy:

(20) P=(aCo8 @, + bsing,)/sind,,
(21) h==w;— (a4 co8 py+ bsingy)eotd,

Poniewaz 9,40 1 dgFx i Fy=4=x/2, wiec z (21) otrzymujemy
acos @yt bsingy=(w:—h)tgd, skad na mocy (20)

(22) ’(}}:(m;——h/)/(‘rOS’l()'O.
Wstawiajac w rownania (19) i (22) warto§é b z rownania (9),
otrzymamy lgeznic z rownaniem (15):

A . o

(23) P = Wy w:mwc,

1 H=0.

Calkujae réwnania (23) i przyjmujac, ze dla i=0 bylo g=g,,
p=1p, 1 =173, dostajemy:

A—C C
(24) =g edden Y= is wgt+vpg,  F=d,
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Poniewaz wedlug (6) jest w;=const., wiec z (23) wynika, ze
g=const. i p=const.

A zatem: ruch ciala jest zloieniem dwich obrotéw, & ktérych jeden
odbywa sig okoto osi statej { w ciele, a drugi okolo osi stalej z w prze-
strzent. Oba obroty odbywajq sie z predkoscia katowa stalq.

Ruch taki nazwaliSmy ruchem precesyjnym regularnym (str. 357).
Stosunek obu predko$ei kagtowyeh wynosi w mysl (23)

(25) ¢ /= (A4 —C)cos 8,/C.
Udowodnilismy wiec

Twierdzenie. Jeseli w punkeie O elipsoida bezwltadnosei jest
elipsoidq obrotowq, to ruch ciata albo jest obrotem okolo osi state)
z predkosciq katowa stalq, albo jest precesjq regularna.

Obrot ciata okolo punktu w przypadku ogélnym.
Podamy obecnie pewne uwagi, dotyczace ciala obracajacego sie
okolo punktu O, przy zalozeniu, ze moment sit wzgledem punktu
jest zerem.

Zachowajmy oznaczenia dotychezasowe. Osie & %, ¢ maja
kierunki osi gléwnych bezwladnosei w punkeie 0, a wiee réwnanie
elipsoidy bezwladnoSci wzgledem O ma w ukladzie (& 7,0) postad
(wzor (8), str.166) A&+ By*+ C*=¢", gdzie ¢ jest staly dowolny.
Poniewaz energia kinetyczna E jest stala, wiec mozemy przyjaé
*=2F. Elipsoida bezwladno$ci bedzie wiec miala réwnanie

(26) AE L By’ + 0 =2E.

Oznaczmy przez (¢ koniec wektora
predkosei katowej w. Punkt G ma zatem
wspolrzedne wg, w,;iwe. Na mocy wzoru (4),
str. 402, wspolrzedne punktu G spelniajg
rownanie (26). Wynika stad, ze koniec wek-
tora o ledy na elipsoidzie bezwladnosei (26).

Rownanie plaszezyzny I1, stycznej do
elipsoidy (26) w punkecie @, ma postaé

(27) Awgé+ Bwyn+ Col=2E.
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Poniewaz na mocy (111), str. 396, kret K ma na osie &,7,¢ rzuty
Ki=Aws;, Ky=Bw,, i K:=Cw; wigc kret K jest prostopadly do
plaszozyzny [1. Odleglos'(i plaszezyzny JI od punktu O wynosi

d= 2F/VA wi+ B’ w,,—[— (Pw?, zatem na moecy (1), str. 401,
(28) d=2E/|K|=const. ‘

Odlegtosé plaszezyzny /1 od punktu O jest przeto stala. Po-
niewaz nadto plaszezyzna [T jest stale prostopadla do wektora
nieruchomego K, wiec II jest plaszczyzng nieruchomaq w przestrzent.

Elipsoida bezwladnosei jest stale styczna do plaszezyzny II.
Ruch chwilowy ciala jest obrotem chwilowym z predkoseig katows o,
za$ @ jest koricem wektora w, a zatem predko§é punktu G jest zerem.
Wynika stad, ze elipsoida bezwladnosei toczy sie po plaszezyinie I1.

Zajmiemy sie teraz pytaniem, jakie mogg byé polozenia wek-
tora @ w ciele, cayli jaka krzywa zakreéla punkt G na elipsoidzie
bezwladnosei.

Oznaczmy wspolrzedne punktu G przez &, n i {. Zatem &= wy,
N=w; 1 {=w; Na mocy wige (1), str. 401, mamy

(29) APE+ B +(‘ZC2 K,

gdzie K=|K|. Wspolrzedne punktu G spelniaja réwniez rownanie (2())
elipsoidy bezwladno$ci. Mnozac obustronnie rownanie (26) przez K
a rownanie (29) przez 2FE i odejmujac je od siebie, otrzymamy

(30)  (AK*—2EA*)E+(BK*—2EB")y' + (0K’ —2EC*)*=0.

Roéwnanie (30) jest rownaniem stozka o wierzeholku 0. Punkt G
zakre$la wiee linie, ktdra jest przekrojem elipsoidy bezwladnosei (26)
i stozka (30). Przekroje te sg krzywymi zamknietymi rzedu (na
ogol) czwartego. W szezegdlnosdei, stozek (30) jest stozkiem obro-
towym, gdy np. A=B (lub A=C lub B=0). Jezeli A, B i C sa
rézne, stozek moze sie zredukowaé do dwoch plaszezyzn.

Predkosci katowe rzaznaczone w ciele tworzg stozek (30).
Zatem stozek okredlony réwnaniem (30) jest stozkiem ruchomym
predkosei chwilowych kgtowych (str.340j).

Jezeli na plaszezyznie nieruchomej /7 zaznaczymy polozenia
punktu @, to otrzymamy pewng krzywa. Stozek, dla ktérego ta
krzywa jest kierownica, za§ O wierzcholkiem, jest stozkiem sta-
lym chwilowych predkosci katowych (str.340).
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§8. Obrét ciala cieikiego okolo punktu. Zajmiemy sie
obecnie ruchem ciata ciezkiego, w ktérym unieruchomiony jest do-
wolny punkt O nie bedacy $rodkiem masy.

Ruch taki wykonuje np. bak, obracajacy sie okolo osi i opierajacy sig
jednym koricem osi na podlodze dogé chropowatej, by posuwanie sie kofica
osi po podlodze byto niemozliwe.

Zalézmy dla prostoty, ze cialo po-
siada o symetrii, przechodzaca przez O.
Srodek masy S lezy oczywidcie na tej
osi. Przyjmijmy o§ symetrii za of ¢
ruchomego uktadu wspélrzednych i na-
dajmy jej zwrot ku $rodkowi masy &.
Polézmy O8-=1. Niechaj o§ z ukladu
statego wspélrzednych ma zwrot pio-
y ﬁ\\ nowy kn goérze. Ciezar ciala @ ma wiece
kierunek osiz. Oznaczajae przez kwektor
jednostkowy, polozony na osi z, a przez e mase ciala, mamy
Q= —mgk. Tworzge rzuty na osie £, 5, ¢ otrzymamy na mocy (24)
str. 356:

?

Q:=—mgsindsing, Q,=mgsindcos 7,  Qi=—mgcosd.

Poniewaz @ ma poczatek w grodku masy S, ktérego wspol-
rzedne w ukladzie (£,79,8) sa 0,0,1, wiee oznaczajac przez M mo-
ment ciezaru ¢ wzgledem O, dostaniemy:

Me=mglsindcosp, M,=mglsindsin v, M:=0.

Rownania Eulera (1), str. 399, przyjma postaé (z uwagi na
to, Zze A=DB):

Ao: 4 (A — ), o= mglsin d cos ¢,

(1) Awy—(A —O)orwg=mglsindsin g,
C’w“: 0.

Jezell w réwnaniach (1) wyrazimy Wy Wi, w; przez katy Bulera
wedlug wzoréw (I), str. 356, otrzymamy uklad réwnan réznicz-
kowych rzedu drugiego, gdzie niewiadomymi beda 9, ¢, p jako
funkeje czasu.

Uklad (1) mozemy w prosty sposéb sprowadzié do ukladu
rownaf rézniczkowych rzedu plerwszego. Jedno réwnanic dosta-
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niemy z trzeciego réwnania uktadu (1). Calkujac mianowicie to
réwnanie, otrzymamy Caog== const.,, a wiee
(2) w;=7r=const.

Dwa inne réwnania rzedu pierwszego dostaniemy z zasady
zachowania energii (ciezar posiada bowiem potencjal) i z zasady
kretu, w mysl ktorej kret wzgledem osi statej z jest w danym przy-
padku staly, gdyz moment ciezaru wazgledem tej osi jest zerem
(ciezar bowiem ma kierunek osi 2).

Srodek masy ma wspélrzedng z=1Icosd, wiec potencjal ciezaru
jest V—=—mgz = —mglcos 9.

Energia kinetyczna eciata ((4), str. 402) wynosi

J.1 2 2 2
E "‘Z[A(wg -+ w,/)'+0wg]7
a z zasady zachowania energii mamy K-V — const.; zatem
(3) A(wi+ @)+ Cw+ 2mgl cos 9= h= const.
< fl B

Oznaczajac przez K kret wzgledem O, mamy ((111), str. 396)
Ki=Awsy Ky=Aw, i K;=Co:. Of ¢ tworzy z osiami & n1 ¢ katy,
ktorych cosinusy wynosza k., ky i ke (gdyz k jest wektorem jedno-
stkowym, majacym zwrot i kierunek osi z). Zatem rzut kretu K
na of & wynosi K,— K:+ Kk, + Kok Wstawiajae do tego wzoru

rartosei kg, ky, k: ze wzorow (24), str. 356, i pamietajac ze K,— const.,
gdyz moment ciezaru wzgledem osi pionowej 2 jest zerem, otry ymamy
(4) K= A(wgsindsing — o, sin 9 cos @)+ Cw:cos ¥ = const.

Wyrazmy teraz we wzorach (2)-(4) rzuty w: w,, o: przez
katy Hulera wedlug wzordéw (I), str. 356. Otrzymamy:
(5) peosdtg=r, 7‘)"‘34—1};25111219%-@0031?:17, psin?d 4 acos =g,
gdzie
(6) r=w;, a=2mgl/A, b=(h—Cr?)/A, a=Cr/A, B=K,/A.

Trzecie z réwnan (5) daje Pp=(f—acosd)/sin2 . Podstawiajae
te wartosé ¢ w drugie z réwnan (5) i mnozac przez sin*9, dostaniemy
(7) 19'2sin‘30+(ﬂ—acosﬂ)‘zz(b—acosﬁ)sinzz().

Podstawmy do (7), a nastepnie do pierwszego i trzeciego

Zz rownan (5)

(&) u=0co0s? czyl  s=—9sind.
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Otrzymamy:
(9) W= (b—au)(1—u?)—(f—au)?,
(10) §=(f—au)/(1—u2),
(11) § =1 —(f—amuu/(1—u?).

Z (9) mozemy wyznaczyé u, t.j. cosd, a nastepnie z (10) i (11)
katy v 1 ¢.

Oznaczmy prawa strone réwnania (9) przez f(u). Zakladajac,
ze f—a=+0 1 f+ad0, mamy:

(12) f(+1)<<0, f(—1)<0,

a ponadto, poniewaz a>0 na mocy (6),

(13) lim f(u)=-}fo0.
>

Jezeli ¢, bylo wartoscia kata & dla (=0, zad u,=-cosd, to
na mocey (9)
(14) fuo) =12 = 0.

Z réwnan (12)-(14) wynika, ze réwnanie f(u)=0 ma trzy
pierwiastki rzeczywiste, z ktorych dwa, mianowicie w; i u,, lezg
miedzy —1 a -1, trzeci za$ jest u,>1. W przypadku szezegdlnym
moze byé u,=u, (pierwiastek podwdjny).

Przyjmijmy, Ze w,<<#,. Poniewaz w==cos¥ musi byé¢ zawarte
miedzy —1 a +1, a ponadto f(#)>=0 (na mocy (9)), wiec u; << u<Cu,y
czyli
(15) Uy <L COS P <L Uy,

A wiee: kat & amienia si¢ podezas ruchw miedzy granicami Oy
a Py, gdzie cosPy=1; { co8Py=1u,. Poniewas lcosd oznacza wysokosc
srodka masy nad plaszczyeng pozioma xy, wige Srodek masy wyko-
nywa wahania miedzy dwiema plaszczyznami poziomymi z==1cosd;
i z=lcosd,.

Licznik prawego czlona réwnania (10) jest zerem tylko dla
w=BJa. Jezeli wiec |B/a|>1, to znak przy v jest staly, gdyz |u|<1.
Oczywista jest rzecza, ze jezeli

(16) Uy<Pla<ty,

to p zmienia znak. Latwo wykazaé, ze wzor (16) réwnowazny jest
nieréwnogeiom:

(17) |Blajl<1,  Bla<b]a.
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Jezeli bowiem zachodzi wzor (16), to |f/a/<1 i ponadto
(18) f(Bla)=(b—aB[a) (1—p[a®) >0,
wige b—afja>0, skad fla<<bja (gdyz >0 na mocy (6)). Na odwrot,
jezeli zachodzg nieréwnosci (17), to mamy w my§l (18) f(B/a)>0;
zachodzi wige albo nieréwnogé (16), albo nieréwno§é pla>wus. Ta
ostatnia jest jednak niemozliwa, poniewaz f(b/a)=—(f—ab/a)*<0,
wiee bla<<uy, o zatem fla<<uy; na moey (17).

§ 9. Ruch kuli po plaszezyZnie. Niech kula ciezka o ge-
stoSci stalej porusza sie po plaszezyZnie poziomej I (przyklad:
ruch kuli po bilardzie). Uwzglednijmy
tarcie i zalézmy, Ze reakeja plaszezyzny
sprowadza si¢ do jednej sily, zacze-
pionej w punkecie stycznodci S. Ozna-
czmy przez K i T wartodei bezwzgledne
reakeyj:normalnej Ristycznej(tarcia) 7,
a przez p wspolezynnik tareia. Zatem
(1) T=uR. G

Jezeli punkt § stycznodei kuli z plaszezyzng [T ma predkosé
rézng od zera, wéwezas tarcie 7 ma kierunek tej predkosei, lecz
zZwrot przeciwny (str. 368). Przyjmijmy plaszczyzne IT za plasz-
czyzne xy ukladu stalego wspdlrzednyeh (w,v,2) i nadajmy osi 2
zwrot ku gorze. Oznaczajac przez p, przyspieszenie Srodka masy
kuli O(x4,14,29), Przez m mase kuli, a przez @ jej ciezar, mamy

(2) mpo=@Q+ R+ T.

Tworzac¢ rzuty na osie ukladu, dostaniemy:

(3) mEg==Ty  Myg=Ty, MmEy=—mg+ R.

Poniewaz zy=const.=r (gdzie r oznacza promien kuli), wiec
2=0, a zatem R=mg i na moey (1), przy zalozeniu, ze S ma
predkosé rozna od zera,

(4) T = umg.

Niech K bedzie kretem wzgledem §rodka O kuli, o predkoscig

chwilowg katowa, a 4 momentem bezwladnofei wzgledem $rednicy.

Poniewaz z zalozenia kula jest jednorodna, wiec jej Srodek O jest
punktem kulistym. Zatem (na mocy (3), str. 396) K= Aw, skad

(5) K= Aw.
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Moment M sit wzgledem punktu O redukuje si¢ do momentu
sity 7. Zatem:

(6) ]”—r: —r ,11.1], 1‘1”: 7"11,\3 AMz: 0.

Poniewaz K=2M, wiec dostajemy 7z (5):

(7) Ave=—rT,, Aw,=rl,, Aw,=0.

7 ostatniego réownania otrzymujemy
(8) ' wz== const.

Niech % oznacza predko$é punktu styeznodei S. Ruch chwi-
lowy kuli jest zlozeniem ruchu postepowego o predkosei 7, $rodka
masy O oraz ruchu obrotowego okolo osi przechodzgce] przez O
o predkodei katowej w. Zatem @=1y+ OSX o, skad:

(9) Up=To+TwWy, Uy=7Yo—TwWy, =0,

Biorac pochodne wzgledem czasu, otrzymamy:

(10) Uy=Ey+ 10y,  Uy=fy— "y  U,=0,
skad na moey (3) 1 (7):
(L1) te=(1/m—+r2[A) T,  ty=(1/m--r¥A)Ty,  .==0.

Mnozge obie strony pierwszego z réwnan (11) przez u,, a dru-
glego przez w, i dodajac, otrzymamy:

(12) Wt Uy thg={1/m -+ r2/A) (T uc+ Tyuy).

Jezeli u=s=0, to T ma kierunek @, a zwrot przeciwny. Zatem
stale jest T@ <0 czyli Toue+ Tyu,:-20, skad na moey (12)

. . . . . . - 2 2\ - . —19 p p
U Uty 1y <20, Poniewaz utietuy, = 5d(us+uy,)/dt, wiee u|3=e¢ﬁ+u§
jest funkcja nie rosngey. Jezeli wiee w pewnej chwili jest w=0,
to poczynajge od tej chwili bedzie stale #=0.

Zatézmy, ze w ciagu pewnego czasu bylo stale #==0. Tarcie
T mialo w ciagu tego ezasu kierunek % (a zwrot przeciwny); mo-
zemy wiec przyjaé, z¢ T=2Au, gdzie A-20, (przyczem 1A zalezy od
czasu). Zatem Au,=T, i Au,=T, skad na mocy (11)

(13) U Uy — Uty =10,

7 rownania (13) wynika, ze # ma kierunek staly: kladac bo-
wiem w=|u| i oznaezajac przez ¢ kat miedzy %@ a osig x, dostajemy
Up==UCOS P, Uy=USIN@, U=00C0Sp—upsing i U,=using-|-up cosq,
wiee wuyty—tcuy=1u%p, skad na mocy (13) wu?p=0, a poniewaz
w20, wige =0 czyli ¢=const.
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Poniewaz zag 7 ma kierunek predkodei #, wiec réwniez kie-
runek tarcia 7 jest staty. Przy zaloZeniu statosei wspotezynnika
tarcia u (str.368) otrzymamy stad na mocy (4) 7'=const.

A wiec: przez caty czas, w ktérym jest a4 0, jest T=const.

Poniewaz ruch punktu materialnego pod wplywem sily stalej
odbywa si¢ po paraboli (str. 81), wiec Srodek masy kuli zakresla
parabole (0 osi rownoleglej do kierunku 7') przez caly czas, w kidrym
U0 (t.j. w ktérym punkt styeznosei kuli z ptaszezyzng II ma pred-
kosé rédng od zera).

Przyjmijmy, z¢ w chwili poczatkowej t=0 jest:

Te=0,  yo=0, zy=r, Zg=a, Yo=b, =0,

— —)? P!
(14) W =0 0=, 0,0,

X 4

Predkodé poczatkowa %, punktu styeznosei S ma wiec na
mocy (9) rzuty:

24 Py L R PPN | FYLS B SN (] a0 —
(15) W= a-trwp, nyfl) rol,  u)=10.

Zalozmy, #e %,4=0 i nadajmy osi y kierunek i zwrot pred-
ko$ci %, Na mocy (15) beda wiee miedzy danymi poczatkowymi
zachodzily zwigzki:

a0 0__ ) 0
(16) : uy=a—+ro =0, i, = b—rm)>0.
Ze zag 7 i T maja kierunki réwne, lecz zwroty przeciwne, wiec
ki o ’
an) Ty=0, Ty=-—nmy.

7 réwnan (3) i (7) po scalkowaniu i uwzglednieniu warunkow
poczatkowych, otrzymamy:

(18) Lo=at, Yo=—rugt?-+bt, Z=r.
(19) o = umgrt/A oy o =w), o= o’

Podstawiajac wartodei z (18) i (19) w rownania (9), otrzymamy
wobec (16):

(20) =0, u,=(b —r@)— (1 +-mr2/A)gtp,  w,=0.
Poniewaz na mocy (16) jest b—ra®>0, wiec po czasio

01 b—raw!
=) b= (1 mr2A) g
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bedzie wu,=0, uy;=0 i u,=0, czyli =0 i od chwili ¢, bedzie juz
stale #=0. Na mocy (11) bedzie wigc stale T,=0 i Ty=0 eczyli
T=0. Z rownan (3) i (7) otrzymamy woéwezas:

ii():()’ :l/"): O, é(): 0, (l')x:o, cb!,:(), (;)z:().

A wiec: od chwili t, bedzie stale v,=const. ¢ w=const., {.zn.
de Srodek kuli poruszaé sie bedzie od chwili 1, ruchem yednostajnym
po linii prostej, zas predkosé chwilowa katowa kuli bedzie stala.

§ 10. Giroskop Foucaulta. Tak nazywamy cialo ciezkie,
posiadajace of symetrii i zawieszone w frodku masy (t. zw. zawie-
szenie Cardana).

Poniewaz sila ciezkodei zaczepiona jest w {rodku masy, wiee
w przypadku, gdy na cialo nie dziataja zadne inne sity, rach giroskopu
sprowadza sie do obrotu ciata okolo srodka masy bez dzialania sil.

Jezeli eiato wprawimy w obrit okolo §rodka masy i w chwili
poezatkowej 0§ symetrii bedzie osig obrotu chwilowego, to of sy-
metrii bedzie zachowywala staly kierunek w przestrzeni. Wynika
to z twierdzenia podanego na str. 403 i z uwagi, ze 0§ symetrii ]est
osig §rodkowa bezwladnosci ciata.

O$ symetrii bedzie sie wprawdzie poruszala wzgledem ziemi,‘
bedzie to jednak tylko ruch pozorny (wywolany obrotem ziemi):
jezeli bowiem skierowaé o$ symetrii ku jakiejs gwieidzie stalej,
to 0§ bedzie ja stale wskazywacd.

Rozpatrzymy tutaj przypadki, w ktorych o$ symetrii nie jest
swobodna, lecz uwieziona badz w plaszezyznie poludnika, badz
w plaszezyznie poziomej.

Ruch osi symetrii w pltaszcezyznie polndnika. Niech
0§ symetrii ciala (zawieszonego w $rodku masy) moze si¢ poruszaé
tylko w plaszezyznie poludnika, przechodzacego przez dany punkt
na ziemi., Mozemy zulozyé, ze sily (reakeje), utrzymujace o§ w plasz-
czyznie poludnika, sa do tej plaszezyznv prostopadle i zaczepione
w punktach osi symetrii.

Oznaczmy przez o, wektor predkosci katowej ziemi i poldézmy:

(1) o, =|w,].

Przyjmijmy $rodek O masy ciala za poczatek ukladu wspél-
rze¢dnych (z,y,2), nadajac osi 2 kierunek i zwrot predkodei katowej
ziemi oy, za8 osi # kierunek poziomy ze zwrotem na wschoéd.
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Plaszezyzna yz bedzie zatem plasz-
czyzng poludnika, a o8 2z bedzie w da-
nym miejsen tworzyé z pionem kat
90°—g, gdzie ¢ oznacza szerokogé geo-
graficzna tego miejsca.

Obierzmy ponadto drugi uklad
wspolrzednych (£,4,() o poczatku O,
przyjmujac za of { of symetrii ciala,
a za o & of§ x. Plaszezyzna ¢ bedzie
zatem identyezna z plaszezyznag poludnika yz. Polozenie ukladu
(& 1,{) okreslone jest przez kat ¢, jaki tworza z soby osie ¢ i 2
(przyczem kgt ¢ okreslamy jako kat, o ktory nalezy obrécié of z
w kierunku od reki prawej ku lewej wzgledem osi #, aby kierunki
dodatnie osi z i ¢ pokryly si¢ z soba).

Nieeh ' bedzie chwilowg predkoscia katowsa uktadu (&,%,C)
wzgledem ukladu inercjalnego, za ktéry przyjmujemy uklad zwig-
zany ze storicem i gwiazdami stalymi. Latwo zauwazyé, ze o’ jest
wypadkows predkosei chwilowej katowej w, ukladu (&,#,C) wagle-
dem (z,y,2) i predkosei katowej w, ukladu (x,y,2) wzgledem ukladu
inercjalnego. Zatem
(2) ' =@, +w,.

/
’n

Poniewaz wektor w, ma z zalozenia kicrunek i zwrot osi z,
wige jego rzuty na osie ukladu (&, 7,¢) wynosza na mocy (1):

(3) o=V,  w,=—o18ind, o= owcosd.

Uktad (&,7,l) obraca sie okolo osi & wzgledem ukladu (z,v,z).
Poniewaz kat obrotu wynosi ¢, wiec predkoéé chwilowa katowa
ma kierunek osi &1 jej wspolrzedna wzgledem osi & wynosi ¢. Zatem:
(4) == 19, Wy, = 0,  wy=0.

Na moey (2)-(4) jest:

(5) =1,  w,=—osing,  oi=wcosd.

Niech o oznacza predkod$é chwilowyg katows ciala wzgledem
ukladu inercjalnego. Wektor o uwazaé mozemy za zlozenie pred-
kodci chwilowej katowej w, ciala wzgledem ukladu (&, 9,L) oraz
predkosei o' ukladu (&,7,0) wagledem ukladu inercjalnego. Zatem
o=wz+o’. Poniewaz ruch ciala wzgledem (&, 9,¢) jest obrotem
okolo osi &, wiec wy,=0 1 w3 =0, skad:

(6) W= w;, w, = w,:, W= w3+ w‘
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(przytem, poniewaz w, jest bardzo matle, wiec na mocy (5) w: jest
rOwniez male; pmkt'yczme wiee W= m3). Kiadac w,;=w, otrzy-
mamy na mocy () i (6):

(7) w:=17, w,;=—aw18in Y, W= ©.

Osie & 9, ¢ s3 osiami Srodkowymi bezwladnosei ciala, gdyz
{ jest osig symetrii, za§ O drodkiem masy. Oznaczajac kret wzgle-
dem O przez K, momenty bezwhladno§ci wzgledem £ i 5 przez A,
a wzgledem ¢ przez ¢, otrzymamy na mocy (111), str. 396, i (7):

(8) Ke=Ad, K,=—Aosing, K:=Co,

skad po zrozniezkowaniu:
(" K:i=A49, K,=—Awdcos?d, K:=Cao.

Moment eciezaru wzgledem O jest zerem. Moment sil, utrzy-
mujgeyeh of symetrii ciala w plaszezyznie poludnika, jest wazgle-
dem osi &1 ¢ zerem, gdyz sily te zaczepione sa w punktach osi ¢
i sg réwnolegle do osi £. Oznaczajac wiee przez M moment sil wzgle-
dem $rodka masy O, otrzymujemy:

(]0) in:(), ﬂl;i 0.

Do wyznaczenia ruchu ciata zastosujemy rownania (11), str. 400.
Z réwnan tych po podstawieniu w nie wartosei z (5), (8), (9) 1 (10)
I po zredukowaniu otrzymamy:

_ Ad—A oisindcosd -+ Cow sind=0,
(1)
—24w@cosd+ Cod=M,, C(o=0.
Na mocy ostatniego rownania o= const. Opuszezajac w pierw-
szym z réwnan (I) wyraz zawierajgey i, jako bardzo maly, otrzy-
maniy

M
Coon,

= sin .
A

(11) ‘ §=—

Poniewaz w=const., wiec osi ¢ mozemy nada¢ taki zwrot,
by bylo stale ©>0, t.zn. by obrét ciala wzgledem osi symetrii £
odbywal sie w kierunku od reki prawej ku lewej. Przy tym zalo-
zeniu bedzie Cow,/A>>0. Réwnanie (11) ma wiec postaé réwnania
rézniczkowego dla wahadla matematycznego (str. 132, wzor (I)).
Polozenie rownowagi nastepuje przy d¢=0 i d=am.



{§10] Giroskop Foucaulta. 417

Of symetrii ciala bedzie sie wiec wahala okolo osi z, t.j. okolo
prostej rownoleglej do osi ziemskiej. O§ ciala moze byé w spoczynku
tylko dla #=0 lub dla #=am, t.j. tylko woweczas gdy jest do osi
ziemi rownolegla. Wyznaezajac zatem polozenie réwnowagi osi ciala,
otrzymujemy kierunek osi ziemi. Poniewaz w danym miejscu of
ziemi tworzy z pionem kat 90°—eq, wiec w ten sposdb mosemy otrzy-
maé szeroko$é geograficang @ danego miejsca.

Mozna wykazaé, ze #=0 jest polozeniem réwnowagi stalej,
za$ 9= rownowagi chwiejnej. OF { ciata stara si¢ wiec tak usta-
wié¢, aby jej kierunek i zwrot zgodne byly z kierunkiem osi ziem-
skiej i zwrotem wektora w,. Ze wzoru (3), str. 132, wynika, ze okres
wahania osi ciala (gdy kat poczatkowy ¥, jest maly i 2‘)},:0) wynosi

(12) T'=2x)A]Cown,.
Okres wahania jest duzy, bo o, jest male (okoto 0,00007 sek 1).

Mozemy go jednak zmniejszyé, zwiekszajac o, t.j. nadajac cialu
szybszy obrot okolo wlasnej osi symetrii.

Ruch osi w plaszezyznie poziomej. Zalézmy teraz, ze
0§ symetrii ciala moze sie poruszaé jedynie w plaszezyznie poziome;j.
Mozemy wiee przyjad, ze reakeje, utrzymujace o§ poziomo, zacze-
pione sa w punktach tej osi i maja kierunek pionowy.

Obierzmy dwa uklady wspélrzed-
nych (x,y,2) i (§,4,L) o poczatku w $ro-
dku O masy ciata. Nadajmy osi y zwrot
pionowy ku goérze, osi » zwrot na wsehod,
a osi 2z na pdlnoc. Przyjmijmy of sy-
metrii ciala za of {, a 0§ y za of 1.
Plaszezyzna £ bedzie zatem stale po-
ziomgy. Polozenie uktadu (&,%,{) okre-
Slone jest przez kat 9 miedzy osiami ¢
a 2 (przyczem kgt 9 okreslamy jako
kat, o jaki trzeba obréeié o z okolo osi y w kierunku od reki
prawej ku lewej, aby kierunki dodatnie osi {1z pokryly sie z sobg).

Predkosé chwilowa kgtowa ukladu (,v,2) wzgledem ukladu
inercjalnego réwna jest w; (t.j. predkodci katowej ziemi). Wektor o,
lezy w plaszezyznie yz i tworzy z osia y kat 90°—¢ (gdzie ¢ ozna-
cza szerokosé geograficzng danego miejsca). Niech w;=l|w,|. Rauty o,
na osie &,%,{ wyniosg zatem:

(13) o1;= w108 @8N, w1, = w1Sing,  wi = w1 COS ¢ Cosy.
5
S. Banach. Mechanika. 27
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Predkosé chwilowa katowa w, ukladu (§,7,¢) wzgledem ukladu
{z,y,2) Téwna jest.ﬁ. 1 ma kierunek osi », gdyz (& 9,¢) obraca sie
okolo # wzgledem (x,y,2). Zatem predkosé chwilowa kgtowa o'
uktadu (&,%,0) wzgledem ukladu inercjalnego jest zlozeniem pred-
kodci katowej w, i predkosei katowej w;, skad na mocy (13):

(14) wg=wicosgsing, w,=9-+wising, o:=wcospcosd.

Niech o oznacza predkosé chwilowa katows ciala wzgledem
ukladun inercjalnego. Poniewaz ruch chwilowy ciata wzgledem ukladu
(&,1,0) jest obrotem chwilowym okolo osi £, wiec predkosé chwilowa
katowa w, ciala wzgledem ukladu (& #,{) ma na osie tego ukladu
rzuty ws.=0, w;,=0. Z uwagi na to, ze o=’} w,;, otrzymamy
na mocy (14) (klémdapc w:=w):

(15) ws= w1008 psind, =9+ sing, w=o.
Oznaczajac kret wzgledem O przez K, momenty bezwladnogei

wzgledem osi & i % przez A, a wzgledem osi ¢ przez (), otrzymamy
na mocy (LLL), str. 396, i (15):

(16)  HK:= Awicosgsin, ]f,[:A(19+m1sin(p), K=o,
skad przez rozniczkowanie:
(17) Ks=Aw dcosgeosd, K,— Ad, K= (o,

Oznaczajac przez M moment sil dzialajacych, otrzymamy
z uwagi na to, ze reakcje utrzymujace of ciala w plaszezyznie po-
ziome] zaczepione s3 w punktach osi { ciala i prostopadle do &C:

(18) M,=0, M:=0.

Ze wzoréw (1I), str. 400, otrzymamy po podstawieniu wartosei
z (17), {16), (14) i (18):

A (»119 cosp cosd+ A({H—w1 81D @) w, cosg cos¥—Cn( f}+w1 sing)=M_;,

A9+ Cow, cos @sind — Awlcos’pcosdsind=0, (w=0.

Na mocy ostatniego z réwnan (II) jest o= const. Opuszezajac
w drugim z tych rownan wyraz zawierajacy o}, jako bardzo maly,
dostaniemy
__ Cow,cosg

sin 9.
A

(19) -
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Nadajmy osi £ zwrot taki, by bylo o>0. Wdwezas
Cowcosp/A>0

i rownanie (19) przyjmie postaé¢ réwnania wahadla matematycznego
((I), str. 132). Polozenie rownowagi nastapi przy =0 i d=u.

0§ symetrii ciala bedzie sie wiec wahaé okolo osi 2, ft.j.
okolo osi poziomej, biegngcej z poludnia na poéinoe. Of ciala moze
* byé w spoezynku tylko dla #=0 lub d=a, t.j. tylko woéwezas,
gdy lezy w plaszezyznie poludnika. Wyznaczajae zatem polozenie
rownowagi osi ciala, otreymujemy kierunek poludnika: ciato moge
wiee byé usyte jako kompas.

Zauwazmy jeszcze, ze tak jak poprzednio #=0 odpowiada
polozeniu réwnowagi stalej, za§ ¢ == polozeniu réwnowagi chwiejnej.

Okres wahania otrzymamy ze wzoru (3), str. 132:

(20) T=2n) A]/Coww, cosg.

Bedzie on najmniejszy na réowniku (t.j. przy ¢=0). Na bie-
gunie za$ (t.j. przy ¢=090°), kazde polozenie bedzie poloZeniem
réwnowagi, jak wynika ze wzoru (19). Dla ¢=90° jest bowiem 9=0;
w miare zblizania sie do bieguna bedzie wige T'— oo,

Otrzymane wyniki znalazly potwierdzenie w doswiadczeniu, co dowodzi
obrotu ziemi okolo osi. Doiwindezenia takie pierwszy wykonat L. Foucault.

27*



