DODATEK

ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE RZEDU
DRUGIEGO O WSPOLCZYNNIKACH STALYCH

Tak nazywamy réwnania ksztaltu
(1) Y ay +by=g@),

gdzie a,b sy danymi liczbami rzeczywistymi, ¢(x) funkecja znang;
szukang zad jest funkeja y=7f(z), spelniajaca (I).

Rownanie (I), w ktérym funkeja ¢(z) jest zerem, nazywamy
réwnaniem jednorodnym.

Réwnanie jednorodne ma wiec postac
(IT) y' - ay' 4 by =0

Aby rozwigzaé rownanie jednorodne (1L), przyjmuje(my
(1) Y=,

gdzie r jest liczba tak dobrang, aby réwnanie (L) bylo spelnione.
Rézniczkujae (1), otrzymamy:

(2) Y =re, Y =rie,
Podstawiajac (1) 1 (2) w (LL) otrzymamy
rer 4 are™ + be =0,
skad po podzieleniu przez e
(I11) r2-ar+-b=0.

Rownanie (L11) nazywamy réwnaniem charakterystycznym
dla (II).
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Postaé rozwigzania réwnania jednorodnego (1I) zalezy od tego,
czy pierwiastki ry,», réwnania charakterystyeznego (11I) sa rzeczy-
wiste (réwne lub rézne), czy zespolone. Rozpatrzmy wiec 3 praypadki:

1% Pierwiastki r,r, sa rzeczywiste i rézne. Najogélniej-
szym rozwigzaniem réwnania (I1) jest wowezas
(3) Y==cre"" + cyen,
gdzie ¢,¢, sa dowolnymi liezbami statymi.

2° Pierwiastki r,r, sa rzeczywiste i réwne. Najogolniej-
szym rozwigzaniem réwnania (1) jest wtedy
(4) y=(er0Fe) e,
gdzie ¢y,¢, sa dowolnymi statymi.

3% Pierwiastki r,7, sa zespolone. Poniewaz réwnanie (111)
ma wspolezynniki a,b rzeczywiste, wiec *1,75 8% liczbami sprzezonymi.

Przyjmijmy:
rn=a -+ p, ry=a— fi.

Najogélniejszym rozwigzaniem (II) jest w tym przypadku
(5) Y==e" (e, 608 fr 4- ¢y 8in ),
gdzie ¢;,¢, 53 dowolnymi statymi.

Aby znalezé rozwigzanie ogélne réwnania (I), staramy sie znalezé
najpierw jakie§ jedno szczegélne rozwigzanie tego réwnania. Jezeli
nam si¢ to uda i y=y(x) jest tym szezegOlnym rozwigzaniem, to
rozwigzujemy nastepnie réwnanie jednorodne (IT). Najogoélniejsze
rozwigzanie réwnania (I) otrzymujemy, dodajac rozwiéyzanie szeze-
golne u(x) do rozwigzania ogélnego réwnania jednorodnego (II).

Przyklad 1. Rozwigzaé réwnania:

() y"'—3y'+2y=0;  (b) y'+2y +y==0; (¢ Y'—2y'+5y=0.
Réwnaniami charakterystycznymi 8

(@) r—3r+42=0; (b) 'r2—]—2r+1:(); (€¢) —2¢45=0,
Pierwiastki powyzszych réwnan WYNOSZy:

(@) m=1, r,=2; (b) ry==ry=—1, (¢) ry=1424, r,—=1—24.
Najogélniejsze rozwigzania maja wiee postaé:

(@) y=rcie*4c2¢>*; (b) y=(c1x4ez)e; (¢) Y=e"(c10082x+ e 8in 2x),
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Przyktad 2. Rozwiazaé réwndnie

(d) Y =3y’ + 2y =4
Staramy sie znalezé rozwigzanie postaci
(6) Y =ax?+bx-c.

Aby wyznaczyé a,b i ¢, podstawiamy (6) do (d). Dostaniemy
po utworzeniu pochodnych:
2a—3 (2ax-+b)+ 2 (ax?+ br+ )= 4x?

skad
2002+ (—6a-+2b)x+ (20 —3b +2¢) = 4a®.

Poré6wnujae wspoélezynniki, otrzymamy:
20=4, —b6a+ 2b=0, 2a—3b+2c=0,
zatem:
a=2, b=6, c="1.

Na moey wiec (6) rozwigzaniem szczegélnym réwnania (d) jest

(7) y=2x*-}6x+1.
Réwnanie jednorodne y''—3y'-2y=0 ma rozwigzanie ogoblne
(8) Y=y "t 0y 6

(przyktad 1(a)). Najogélniejszym rowzigzaniem roéwnania (d) jest
wiec na moey (7) i (8)

Y=, e+ ¢y 420+ 67,

gdzie ¢, ¢, s3 dowolnymi statymi.




