Sur les ensembles de points ou la dérivée est infinie®

M. Lusin a démontré que l’ensemble de points ou la dérivée d’une
fonction continue f(x) est +-oo est de mesure nulle (1). M. Ruziewicz
m’a communiqué une idée comment on pourrait démontrer ce théoréme
pour toute fonetion d’une variable réelle (mesurable ou non). Le but de
cette Note est de démontrer un théoréeme, un peu plus général, que voiei:

Lensemble de points @, ot la dérivée & droite . (1) = oo, est de mesure
nulle pour toute fonction f(x) d’une variable réelle.

Soit f(#) une fonction donnée d’une variable réelle. Dégignons par E
Pensemble de points ¢ ol la dérivée & droite, f (z), est = --oco. Pour tous
point © de F existe évidemment un nombre positif §, tel que pour tout
nombre ¢ intérieur a lintervalle (x, x—J,) subsiste 1'inégalité
1) flo) < f(&).

Désignons par E, Pensemble de ces points de F pour lesquels existe
an nombre d, > 1/n tel que Vinégalité » < & < x4, entraine Pinéga-
lité (1). (L’ensemble K, est évidemment toujours contenu dans #, , et
nous avons B = E,+HB, +E,+...).

Si chacun des ensembles F, avait une mesure nulle, notre théoréme
serait démontré. Admettons donc que I’ensemble E; ne jouit pas de cette
propriété (¢’est-a-dire a une mesure positive ou bien est non mesurable).
Dans ce cas il existe évidemment un intervalle 4 = (a, b) de longueur
< 1/k tel que l'ensemble AE; (la portion de Ej contenue dans A) n’est
pas de mesure nulle.

Soient #z, et x, > @; deux points de 'ensemble AH,. D’aprés la défi-
nition de I’ensemble Ej et la propriété de Pintervalle A, nous concluons
que P'inégalité (1) subsiste pour v = x, et & = w,, ce qui donne

fl@) < f(2,).

Il en résulte que la fonction f(x) est croissante dans lensemble AL,.

* Commenté sur p. 317.

(*) Comptes Rendus 154 (1912), p. 1688; Recueil de la Société Mathématique
de Moscou (Matiematitschesky Sbornik) 28 (en russe). Cf. G.-C. Young, Comptes
rendus 162 (1916), p. 909.
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R0 La dérivée infinie

Définissons maintenant dans lintervalle A = (a,b) la fonction
@(x) comme borne supérieure de tous les nombres f(£) pour & < & < @;
@(x) sera évidemment une fonction non déeroissante dans (a, b), done
aura, comme l'on sait, presque partout une dérivée finie. I’ensemble .,
ol la fonction ¢(x) ne posséde pas de dérivée finie, est donc de mesure
nulle.

On voit sans peine que pour tout point # de lensemble AHy qui
est limite d’une suite décroissante de points de cet ensemble, nous avons
g (@) = +oo (puisque f(#) = +oco et g(f) = f(t) dans AHy). 11 en résulte
que 'ensemble Ay, sauf peut-étre un nombre fini ou une infinité dé-
nombrable de points (qui ne sont pas points d’accumulation de droite
de AH,) est contenu dans I’ensemble .. Par conséquent 4Ky est de mesure
nulle, ce qui impligue une contradiction. Notre théoréme est ainsi
démontré.




