Sur le probleme de la mesure*®

Introduction

Dans ce travail je m’oceupe du probléme de la mesure et des proble-
mes connexes qui s’attachent aux questions suivantes:

Dans son livre Legons sur Uintégration (Paris 1905) M. Lebesgue
énonce les propriétés de son intégrale:

1° Quels que soient a, b, k, on a

b bih
ff(w)dx = fhf(w—h)dw.
a a+

2° Quels que soient a, b, ¢, on a

b c [

Jf@ e+ [f(@)do+ [f(@)dz = 0.
a b 4

b

b b
3° [[f@)+e(@)lds = [f(z)ds+ [¢(x)dw.

a
b

4° Si l'on a f >0 et b >a, on a aussi ff(w)da; = 0.
1 e

5° On a [lde = 1.
0

6° 81 f,(») tend en croissant vers f(x), I'intégrale de f,(x) tend vers
celle de f(x).

En méme temps M. Lebesgue pose le probléme si la propriété 6°
est indépendante de cing autres, ce qu’il faut comprendre comme le
probléme si une intégrale jouissant des propriétés 1°-5° pour un ensemble
de fonctions, jouit nécessairement de la propriété 6°.

Dans son Livre Grundziige der Mengenlehre (Leipzig 1914), p. 469 ss.,
M. Hausdorff s’occupe du probléme suivant, qu’on peut appeler probléme

* Commenté sur p. 318.
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large de la mesure: Peut-on attacher & chaque ensemble borné E d’un
espace & m dimensions un nombre m (k) satisfaisant aux conditions sui-
vantes: '

1) m(E) =

2) m(H,) = 1 pour un ensemble F, de l'espace considéré,

3) m(B,+B,) = m(E,)-+m(H,), si B H, =0,

4) m(H,) = m(H,) si les ensembles F, et E, sont superposables ().

Il prouve que ce probléme est impossible pour l'espace a trois ou
plus dimensions. 11 démontre notamment (& Paide de 'axiome de M. Zer-
melo) Dexistence d’une décomposition de la surface d’une sphére en
quatre ensembles A, B, 0, D, ol D est un ensemble dénombrable et
Ax=B~C, A ~B+C.

%] exigtait une mesure satisfaisant aux conditions 1)-4), 'ensemble
D aurait une mesure nulle et les conditions 1)-4) donneraient:

m(Ad) = m(B) =m(C) =%, m(4) =m(B+C0) =13

ce qui implique une contradiction.
Un probléme analogue n’est pas encore résolu pour l'espace & une
ou deux dimensions.
M. S. Ruziewicz m’a posé le probléme suivant:
Existe-il une opération f(X) satisfaisant aux conditions suivantes:
1) f(X) est définie pour tout ensemble mesurable (L) d'un espace
& n dimensions.
2) f(X)=0.
3) f(X,) = 1 pour un certain ensemble X, tel que m(X,) = 1.
4) f(X+Y) = f(X)+f(¥) pour X, ¥ = 0. '
5) f(X)=f(Y)si X =Y.
6) f(X,) # m(X,;) pour un certain ensemble X, mesurable (L).
Je démontre dans ce travail qu’on peut attribuer une mesure & tout
ensemble linéaire et & tout ensemble dans le plan. Je prouve aussi qu’on

peut attacher & toute fonction bornée d’une variable réelle f(z) ¢t & tout
b

intervalle (@, b) un nombre [f(x)dx satisfaisant aux conditions 1°-5°
a

de M. Lebesgue: ce nombre peut étre regardé comme une généralisation
de lintégrale. Pour une fonction intégrable au sens de Riemann ce
nombre est son intégrale riemanienne; pour les fonctions intégrables au
sens de Lebesgue ce nombre ne coineide pas nécessairement avec son
intégrale lebesguienne (et la condition 6° n’est pas alors satisfaite). Ainsi
le probléme de M. Lebesgue se trouve résolu négativement, c.-a-d. la

(1) Nous écrirons B, ~ E, pour exprimer que les ensembles H; et B sont super-
posables (par translation ou rotation autour d’un centre ou autour d’un axe).
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condition 6° est indépendante des conditions 1°-5°. En ce qui concerne
le probleme de M. Hausdorff, nous voyons qu’il est autrement pour
les espaces & une ou deux dimensgions, ou on peut attribuer une mesure
a chaque ensemble, et autrement pour les espaces a n >3 dimensions,
ol cela est impossible.

Le probléme de M. Ruziewicz se trouve résolu affirmativement
pour les espaces & une et deux dimensions, cependant pour les espaces
4 plusieurs dimensions le probleme reste ouvert.

Toutes les fonctions considérées dans ce travail seront bornées,
c.-a-d. pour toute fonction f(x) existe un nombre M(f(w)) > 0, tel que
[f(x)] << M pour tout x pour lequel f(x) est définie.

%

Soit f(x) = f(x+1) une fonction de période 1, définie sur la circon-
férence d’un cercle de rayon = 1/2x, ayant pour centre 1’origine des
coordonnées rectangulaires; x désigne ’arc correspondant.

Détfinition 1. Nous appellerons la fonction f(x) équivalente & zéro,
en écrivant

f (x) ~0,
§’il existe pour tout nombre positif ¢ une suite finie de nombres réels
0y, Ugy.n.y Oy, telle qu’on a pour tout z réel

T

%‘ Zf(m‘l_ak)‘ < &.

k=1
THEOREME 1. 8¢ f(x) ~0 et g(x) ~ 0, on o aussi
Jf(@)+g(z) ~0.

Démonstration. D’aprés 'hypothése il existe pour tout & positif
donné deux suites finies ay, as,y ..., a, €t By, B3, ..., B telles qu’on a pour

tout = réel
n

llz_f(m—f—ak)l < & et %gg(m+ﬁl)l<67

L e
ce qui donne sans peine:

2| 3 Voot g (o aB)] < 265

LC A v I ey

il existe done pour la somme f(2)+¢g{x) et pour tout ¢ > 0 une suite finie
-+ (t=1,2,...,n; j=1,2,...,7) jouissant de la propriété exigée
par la définition 1.
THEORBME 2. 8¢ f(2) ~ 0 el st C est une constanie réelle, on a Cf(x) ~ 0.
La démonstration est évidente.
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THEOREME 3. 8 Uon o f(x) =0 >0, on n’a pas f(x) ~ 0.

69

Démonstration. Quel que soit la suite finie {a;}, on a toujours

1
>= Y0 =0.

Wim

‘_‘Zf w—f—az

THREOREME 4. Si f(x) ~ 0, si a est une constante réelle, et si 'on pose

¢(@) = f(a+a), on a
p(x) ~0.

Démonstration. Lorsque o; (¢ = 1,2,...,n) est une suite corres-
pondante & la fonction f(x), a; (¢ =1, 2, ..., n) sera aussi une suite corres-

pondante & la fonection ¢(w).
Définition 2. Nous écrirons

fla) ~g()

dans ce et seulement dans ce cas, lorsque f(z)—g(x) ~ 0.
THEOREME 5. Lorsque

(1) f@)~g(x) e gl@)~h(=),

on a
f(@) ~h(z).

Démonstration. D’aprés (1) et d’aprés le théoréme 1, on trouve

[f(x)—g(2)]+ [g(2)—R(2)] ~ 0,
done
flo)—h(zy ~0 et f(o) ~h(x), ec.q.f d.

Definition 3. Nous écrirons
f(@) &0

lorsqu’il existe un ¢ > 0 et une suite finie des nombres réels a,, a,,
tels qu'on a pour tout x réel inégalité

1 o0
—Zf(ﬁH—ai) =0
n &~

Definition 4. Nous écrirons

fl@) 30
lorsque

—f(x) & 0.

Définition 5. Nous écrirons

f#) & g(@)  (resp. fx) 3 g(x))

crey Oy
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lorsque
f@)—g(@) &0 (resp. f(o)—g(x) 3 0).

THEOREME 6. Lorsque f(x) & 0 et lm”s_que o est une constante réelle,
on a

flz+a) &0

Démonstration. La suite correspondante & Ila fonetion ¢(x)
(x+a) est la méme qu’a f(x)

Un théoréme analogue subsiste pour f(x) < 0.

THEOREME 7. St f(x) & 0 et g(x) &= 0, on a f(x)+g(x) & 0.

La démonstration est analogue a la démonstration du théoréme 1.
Un théoréme analogue subsiste pour la relation 3.

THEOREME 8. 8¢ Pon a pour tout x réel f(x) > 0, on n’a pas f(x) ] 0.
Démonstration. Il suffit de remarquer qu’on aura pour toute

suite oy, dgy .e.y Gyt
V(3
1
—lE (w+ar) =0,

et de se rapporter & la définition 4.
TuROREME 9. Les relations

fl@) &0, f(#)~0, [flx)e0
s'excluent dewx o deuwx.

Démonstration. Si f(x) & 0, il existe, d’aprés la définition 3,
un ¢ > 0 et une suite finie ay, a;, ..., a, tels que

1 2
A — T ) =0
(A) - g;f( +a)
3l était f(x) ~ 0, on aurait, d’aprés les théorémes 4 et 1,
1 3
(B) — Mf(w+a) ~0
(s}

or les formules (A) et (B) sont incompatibles, d’aprés le théoréme 3.
Or, en supposant gqu’on a simulfanément f(x) & 0 et f(x) <2 0, on
aurait d’aprés le théoréme 6:

flo-0az) 20 pour £k =12,...,n,

done, d’apreés le théoréeme 7,

f(@+4ar) < 0,

3|
-

ce gui est impossible d’aprés (A) et le théoréme 8.
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Pareillement on démontrerait que les relations f(#) & 0 et f(z) ~ 0
sont incompatibles.

THEOREME 10. St f(2) & g(x) € g(x) & h(x), on a f(z) &= h(z).
Démonstration. On a d’aprés Phypothése et la définition 5
fl@)—g(x) &0 et  g(x)—h(x) &0,

done, d’aprés le théoreme 7,
[f(@)—g(@)]+ [g(®)—h(®)] & 0,

c’est-a-dire f(o) & g(2), ¢. q. f. d.

Un théoréme analogue subsiste pour la relation -<2.

ToneorBME 11. 8i f(z) & 0 el g(x) ~ 0, on a f(x)-+g(x) & 0.

En partant des définitions 3 et 1 on démontre le théoréme 11 d’une
fagon analogue & la démonstration du théoréme 1.

TurorEME 12. 8¢ f(2) & g(®), f(x) ~fi(2), g@) ~g¢,(x), on a
f1(®) & g1(2).

Démonstration. D’aprés Phypothése et d’aprés les définitions 5
et 2 nous avons

f@)—g(@) &0, fil@)—f(@) ~0, g(@)—g,(x) ~0,
done, d’apres le théoreme 11,

Ji(@)—g.(z) & 0,
c’est-a-dire f;(x) & ¢,(x), ¢. q. f. d.

Considérons maintenant Densemble de toutes les fonctions f(x)
définies sur la circonférence d’un cercle de rayon 1/2=, ayant pour centre
Porigine des coordonnées. Chacune de ces fonctions sera supposée bornée
(mais les fonctions considérées ne seront pas bornées en leur ensemble).

Divisons toutes les fonctions considérées en classes, en rangeant
dans une méme classe deux fonctions equivalentes et dans les classes
différentes deux fonctions qui ne sont pas équivalentes. Une telle classi-
fication est possible, d’aprés le théoréme 5. Les classes de fonctions ainsi
obtenues seront appellées hyperfonctions et désignées par des majuscules
F, D, F ete. 11 est évident que deux hyperfonctions F, et F, sont iden-
tiques ou bien n’ont pas d’éléments communs.

Définition 6. Si F est une hyperfonction dont un élément est la
fonction f(x) et si € est une constante réelle, C-F désignera 1’hyper-
fonction dont un élément est la fonetion C-f(x).

Définition 7. Si F, et I, sont des hyperfonctions contenant resp.
les fonections f;(x) et f.(x),

‘ F=F+F,

désignera 'hyperfonction qui contient la fonetion f(x) = fi(x)-+f,().
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On prouve sans peine que les hyperfonctions C-F, resp. F,+F, ne
dépendent que des hyperfonctions F, resp. F, et F,.

Définition 8. —F désignera I’hyperfonction —1-F.
D’aprés les définitions 6, 7 et 8, I’expression

D) O Fy,
k=1

ol (), sont des constantes réelles et F; des hyperfonctions, a un sens et
détermine une hyperfonction.

Définition 9. ¢ étant une constante réelle, nous poserons
F=ce¢

si la hyperfonction F contient la fonction f(x) = c.
Définition 10. Nous écrirons

F,>F,

si toute fonction f(w) qui appartient a I’hyperfonction F,—F, satisfait
a la relation
flz) & 0.

THEOREME 13. Il existe pour toute hyperfonction F deuw hyperfonctions
F, =¢, et F,=c,, telles que

F,>F>F,.

Démonstration. ¢ étant un nombre positif donné et f(x) un élé-
ment de F, désignons par ¢; un nombre réel, tel que

flx) < e;—e  pour tout x réel

(Ia fonction f(x) étant bornée, un tel nombre ¢; existe); nous aurons
¢;—f(x) > & > 0, done (Définition 3) ¢,—f(x) & 0, ce qui donne d’apres
le théoréme 12 et la définition 10: ¥, > F.

De méme pour le signe <.

Un ensemble d’hyperfonctions © sera appelé corps, §’il jouit de la
propriété suivante:

Si les hyperfonctions Fy, F,, ..., F, appartiennent & £ et si
C1y Cay ..., €, SOt des constantes réelles, hyperfonction

F =c¢, Fi+e,Fo+...+c, Fy
appartient a £. :

Dans les considérations ultérieures seront envisagés les corps Q(R)
et Q(L). Q(R) est défini comme le plus petit corps jouissant de la pro-
priété suivante:
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Toute fonction bornée f(x), intégrable au sens de Riemann appar-
tient & une hyperfonction R contenue dans Q(R).

On voit sans peine qu’un tel corps existe et que toute hyperfonc-
tion R de ce corps contient une fonction intégrable au sens de Riemann.

Pareillement on définit le corps (L) en remplacant dans la défini-
tion de Q(R) les fonctions intégrables au sens de Riemann par les fonc-
tions intégrables au sens de Lebesgue.

Remarque. Soit Q(F) un corps d’hyperfonctions F, & — une
hyperfonction qui n’appartient pas & Q(F). Formons le plus petit corps
Q(F, ®) contenant Q(F) et I’hyperfonetion @: on voit sans peine que
Q(F, @) se compose d’hyperfonctions de la forme F-¢®, oll ¢ est une
constante et F est une hyperfonction faisant partie de Q(F).

On voit sans peine que toute hyperfonction ¥ appartenant a Q(F, @)
peut &tre présentée d’une seule maniere sous la forme

Y — F+cd.
En effet, en admettant qu’on a encore la formule

Y =F+c®,
on aurait
(c—¢"YO = F' —F.

Sl était ¢’ = ¢, on aurait F' = F et les décompositions seraient
identiques; or il ne peut étre ¢’ # ¢, puisque on aurait

et @ appartiendrait & Q(F), contrairement & I’hypothése. On en voit
aussi que lorsque les hyperfonctions ¥, ¥, et ¥, appartiennent & Q(F, @)
et lorsqu’on a '

Y, = a¥,-b¥, (ol a,b sont des const. réelles)

et

Y, =F,+6,P, V,=F,+e®, ¥;=DF;+0,9,
on a
(T F, = aF,+bF, et ¢3= ac,-+be,.

En effet,
¥y = (aFy+-0F;) -+ (ac; +be)) @ = Fy+¢; D,

ce qui donne, d’aprés I'unicité du développement, les relations (I).
Définition 11. Soit Q(F) un corps d’hyperfonetions F. Consi-

dérons une opération A (F) dont Pargument indépendant est nne hyper-

fonction F appartenant & £ et Pargument dépendant — un nombre
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réel. Nous dirons que I'opération A4 (F) est additive, si les conditions que
F, et F, appartiennent & £ et que ¢, et ¢, sont des constantes réelles,
entrainent:

A0y FiteyFy) = c; A(Fy)+e, A(F,).

Définition 12. L’opération A (F) est appelée non négative, si pour
tout I > 0 appartenant a Q(F) on a A(F) > 0.

THEOREME 14. Soit @ une hyperfonction wappartenant pas & Q(F)
et telle qu’il existe deux hyperfonctions Fy et F, de Q(F) satisfaisant & Uiné-
galité

F,> 0> F,,

et soit A(X) une opération additive et non négative, définie pour les hyper-
fonctions X de corps Q(F).

Thése. Il existe une opération additive, non négative A (X), définie
dans le corps Q(F, @) et telle que

A(X) = A(X) lorsque X appartient & Q(F).

Démonstration. D’aprés Phypothése, il existe dans Q(F) des
hyperfonctions F, > @; désignons par « la borne inférieure de tous les
nombres A (F,), ou F; est une hyperfonction de Q(F) qui est > @; a sera
donc. un nombre fini, non négatif.

Toute hyperfonction ¥ de Q(F, @) est de la forme

(IT) ¥ = F+c?,

ou I' appartient & 2(F) et ¢ est un nombre réel, et cette décomposition
est unique.

Définissons opération A4 (¥), en posant

AW = A(F)+ca.

La décomposition (IT) étant unique, Popération A (¥) est ainsi définie
d’une fagon univoque. Lorsque ¥ appartient & Q(F), on a A(¥) = A(¥P),
puisque alors ¥ = F-}-ca et ¢ =0, donc A(¥) = A(F) = A(P).

Topération A (W) est additive, puisque ¥, = a¥,--b¥, donne
(v. les formules (I)):

Fy = aF,+bF,y, ¢y = ac,--bey,
done

A(P;) = A(Fy)+eya = A(aF, +-DF;)+ (ac, +bey)a
= al[A(Fy)+c,a]+b[A(Fy)+cya] = ad(P,)+bA(Y,).
Or Popération 4 (¥) est non négative. Soit en effet

Ve Filecd = 0.
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Si ¢ =0, ¥ appartient & (F) et on a A(¥) = A(¥)=0.
Si ¢ > 0, nous avons @ = (—1/c)F, done, pour tout ¥, > @ de Q(F):

1 1
7y, > —5 donc F1+;>O,
ce qui donne

1 1
APt B) =A@+ A0 >0,
done, d’aprés la définition du nombre a:
1
at=A(F) >0,

done, ¢ étant > 0, A(¥) = A(F)+ca = 0.

Si e << 0, nous avons ~%F > @, done —%—F > @, puisque P
n’appartient pas & Q(F). D’aprés la définition du nombre o nous avons
done A(—%F) > q, ce qui donne, ¢ étant < 0, A(¥) = A(F)+ca =0.

L’inégalité ¥ = 0 entraine donc toujours inégalité A(¥) = 0 et le
théoréme est démontré complétement. :

THEOREME 15. Soit {Q,} (a < f) un ensemble bien ordonné du type
B des corps nmon déeroissants d’hyperfonctions (1), et soit pour tout o < f3
définie dans le corps Q, une opération additive et non négative A,(X), telle
que A (X) = A (X) pour tous les & < a et toutes les hyperfonctions X appar-
tenant & Q.. Si Pon désigne Q = > Q, et si Von pose pour tout X de Q:

o<
A(X) = Ayx)(X), ot a(X) désigne le plus petit nombre ordinal, tel que
X appartient & Qux), A(X) est une opération additive et non négative, définie
dans le corps (.

Démonstration. On voit sans peine qu'une somme (d’un nombre
fini ou d’une infinité quelconque) des corps non décroissants d’hyper-

fonctions est un corps; done 2 = }'Q, est un corps.
a<lf
Soient X, et X, deux hyperfonctions appartenant a 2, @ et b deux

nombres réels. Soit a, celui de deux nombres a(X,) et a(X,) qui est plus
grand (ou leur valeur commune, s’ils sont égaux): nous aurons évidemment
ay < f. Les hyperfonctions X; et X, appartiennent donec toutes les deux
a Q,; par conséquent, 4, (X) étant une opération additive dans £,

(Im) VINTS 55 SERFYING SEEYING A

(1) Cest-a-dire 2 < 2, pour & << 5 < f.



76 Sur le probléme de la mesure

Or, d’aprés Phypothese, et d’aprés a(X,) < a, et a(X,) < a,:
Aa(Xl)(Xl) - AaO(X1)7 Aa(X2)(X2) - Aao(Xz)-

Or, d’apres la définition du nombre a(X), Q
X, et X,, donc.aussi X, = aX,+bX,:

a(X,) < Aoy

o, €tant un corps contenant

done
Agxy (Xo) = Aq (X).

La formule (III) donne donc
Agxp (Xo) = ad xy(X;)+bAox,) (X2),
done, d’aprés la définition de Popération 4 (X) et d’aprés X, = aX,+bX,:
A(aX,+0X,) = ad(X,)+bA(X,),

ce qui prouve que P'opération 4 (X) est additive.

Or, il résulte immédiatement de la formule A(X) = Ayxy(X) eb
de I’hypothése sur les opérations 4,(X) (a < ), que Popération A (X)
~ est non négative.
Notre théoréme est ainsi démontré.

THEOREME 16. 8¢ Q(F) est un corps d’hyperfonctions contenant I'hyper-
Jonction F =1 et s'il existe une opération additive et non négative, définie
dans Q(F), il eviste une opération additive et non négative A(X), définie
pour toute hyperfonction, et telle que A(X) = A(X), lorsque X appartient
a Q(F).

Démonstration. Soit {®,} (a < y) un ensemble bien ordonné, du
type y, formé de toutes les hyperfonctions ne faisant pas partie de Q(F).
Désignons, pour tout « < y, par 2, le plus petit corps contenant le corps
D, = Q(F) et toutes les hyperfonctions @, pour & < a. (On voit sans
peine que, & désignant un ensemble quelconque d’hyperfonctions, il
exigte toujours un plus petit corps d’hyperfonctions contenant &). {Q,}
(0 < a < y) sera donc un ensemble bien ordonné non décroissant de corps
d’hyperfonctions et £2, sera le corps de toutes les hyperfonctions.

Je dis qu’on peut définir, par 'induction transfinie, pour tout a < v,
une opération additive et non négative A,(X) dans le corps 2., telle
que A.(X) = A4,(X) pour tous les & < a et toutes les hyperfonctions
X appartenant & Q..

En effet, posons 4,(X) = A(X) dans 2, = Q(F).

Soit maintenant A > 1 un nombre ordinal <y et supposons que
pour 0 < a < A sont définies les opérations A,(X) telles que A4, (X) est
une opération additive et non négative dans Q, et que A,(X) = A (X)
pour ¢ << a et pour les X de £,. Distinguons deux cas:
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1) A est un nombre de premiere espece, ¢’est-a-dire il existe le nombre
A—1>=0. Soit 0, , = Q(¥); il résulte de la définition des corps £,
quon a 2, = Q(¥,d, ;). Si P,_, appartient a £, ,, on a L, = 0, ;
et on peut poser 4;(X) = 4, ,(X) dans £,. Supposons donc que P, _,
n’appartient pas & 2, ,. Pour définir Popération 4,(X) nous appliquerons
le théoréme 14. D’aprés ’hypothése, le corps 2,, done aussi le corps
0, ;, contient I’hyperfonction F = 1, done toute hyperfonction ¥ = ¢,
¢ étant un nombre réel quelconque. D’aprés le théoréme 13, les conditions
du théoréme 14 sont donc réalisées pour le corps Q, ;. Done, d’aprés
le théoréme 14, on peut définir une opération additive et non négative
A;(X) dans le corps 2, = Q(¥, ®,_,), telle que A,(X) = A, ,(X) lors-
que X appartient & Q, ;. D'aprés la propriété de A4, ,(X) nous aurons
évidemment aussi A,(X) = 4,(X) pour & < } et pour les hyperfonctions
X de £..

2) 1 est un nombre de seconde espéce. Comme on voit sans peine,
on a alors 2, = > Q,, et pour avoir dans £; opération 4,(X) jouissant

a<<i

des propriétés désirées, on n’a qu’a appliquer le théoreme 15.

Nous avons ainsi défini par Vinduction transfinie les opérations
A;(X) pour A <y et, en particulier, Popération A,(X). IL’opération
A,(X), définie dans le corps 2, de toutes les hyperfonctions, jouit évi-
demment des propriétés démandées par le théoréme 16.

Le théoréme 16 est ainsi démontré.

Applications

THEORBEME 17. Toute fonction f(x) intégrable au. sens de Riemann (')
satisfait & la relation

fla)y ~e, o0 ¢= ff(x)dm.

Démonstration. Comme on voit sans peine, 'expression

1 2” k
M n
k=1
1
converge (pour une fonction intégrable R) uniformément vers ff(w)dw

pour n = oo, done
1\ k!
L 2ol

(1) Rappelons gqu’il s’agit toujours des fonctions bornées, définies sur une cir-
conférence.

< e pour n > ul(e),
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¢’est-a-dire

}%j[f(w—i—%)—c] <e pour m > u(e),

k=1

ce qui démontre que f(x)—e¢ ~ 0, done f(x) ~e¢, c. q. 1. d.

THRoREME 18. Il ewiste wune fonction bornée o(x), dont Vintégrale
lebesguienne est nulle et telle que toute fonction ¢(x) intégrable au sens de
Riemann el satisfaisant & la relation

(1) ¢(®) & o(x),
vérifie Uinégalité

1
(2) [p(@)da > 1.

0

Démonstration. Considérons sur la circonférence un ensemble F
de mesure lebesguienne nulle, dont le complémentaire est de premidre
catégorie de M. Baire. La fonction p(x) égale &4 1 sur F et & 0 sur le
complémentaire de K satisfait aux conditions de notre théoréme.

En effet, il est clair que

(L)fg(x)dw = 0.

Or, soit ¢(x) une fonction intégrable (R) et satisfaisant & la rela-
tion (1). Il existe donc une suite finie ay, a,, ..., a, et un nombre ¢ >0,
tels que

1 n
= D lp(@ta)—e(@+a)] > e

pour tout z réel. Il en résulte tout de suite que pour tout k naturel et
tout x réel subsiste I'inégalité

S

7=1

k . n .
0 20 el 3 X Yol g

T=1 j=1 i=1
Pour &k > u (et tout x réel) la premiére de ces sommes différe de
1
fe(x)de & moins que de e Or, je dis qu’il existe des nombres x pour
0

lesquels la seconde des sommes (3) est = 1. Désignons, en effef, par
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E(ai+~]]c—) Pensemble qu’on obtient en tournant ’ensemble E (autour

du centre de la circonférence considérée) d'un angle ai—}—%. L’ensemble
K ayant pour complémentaire un ensemble de premiére catégorie, il en
est de méme pour tout ensemble E(ai—l—%), pour ¢ =1,2,...,%;

j=1,2,..., k; leur produit I7 est donc un ensemble de deuxiéme caté-
gorie. Pour tout nombre # de /7 nous aurons évidemment

n k
1 {1 ( ])}
= M= Delotat)t =1,
" b k; k

done, 'inégalité (3) subsistant pour tous les = réels,
1
f(p(a})da?—{—e—l > g,
0

ce qui donne l'inégalité (2).

Remarque 1. La borne inférieure de toutes les intégrales de toutes
les fonections intégrables R et satisfaisant & la relation (1) est = 1, puisque
pour tout &> 0 la fonction ¢(x) = 1+¢ véritie cette relation.

Remarque 2. La fonetion o(x) n’est équivalente & aucune fone-
tion g¢(x) intégrable R.
En effet, sl était

o(®) ~p(x), ou p(x) est intégrable R,
1
alors, en désignant f[¢(z)dz = ¢, on aurait, d’aprés le théoréme 17,
0

e() ~¢,  o#)—c~0,

done, pour tout ¢ > 0 donné et pour une suite a,, a,, ..., a, convenable:

<& pour tout x.

(4) ]%g[mwaw—c]

Or, il résulte sans peine de la définition de la fonction ¢(x) qu’il

n
existe des points x dans lesquels Vexpression %EQ(erak) prend la
k=1
valeurs 1, et des points # (formant un ensemble de mesure 1) dans lesquels
cette expression prend la valeur 0. L’inégalité (4) est donc impossible.
THEOREME 19. Il existe une opération H, dont le conire-domaine est
ensemble des nombre réels, définie pour toute fonction bornée (définie sur
la circonférence), satisfaisant aux conditions suivantes:
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1) Si fi(=) et fo(@) sont deux fonctions (bornées), ¢, et ¢, deuxw nombres
réels, on a

H (e,fy(@) +o:fol@)) = ¢ H(f1(#)) 40 H (fo(a).
2) 8t fi(x) = 0 pour tout x (sur la circonférence), on @
H(f,(x)) = 0.
3) Si fi(x) = ¢, on a H(fy(2)) = c.
4) Pour tout o réel on a
H(f(@)) = H(f(Lo+a).
b) Lorsque f(x) est intégrable (L), on a

Démonstration. Considérons le corps £(L). En conservant les
notations du théoréme 16, posons pour les hyperfonctions X de Q(L):

1
A(X) = (L) [ ¢(2)da,
0 .
ol ¢(x) est une fonetion intégrable (L) faisant partie de ’hyperfonc-
tion X.
Pour prouver que A (X) est bien déterminé pour tout X de (L),
il suffira évidemment de démontrer qu’on a

(o) (L) [ f(@)de = 0,
]
pour toute fonetion f(x) intégrable (L) et satisfaisant & la relation
(B) f@) ~0.
D’aprés (B) il existe pour tout & > 0 une suite ay, ay, ..., a, telle que
1 1 1 1 n
R
!5Zf<x+ak> <e, done (D) [ | = Mot de <o,
k=1 0 k=1
et, a plus forte raison: '
1 w .
1
(1) }(L) [2 o+ wyda] <&
0 k=1
or
1 1 1 n 1
(L) [f(@)dw = (D) [f(a+a)do = = D(L) [f(o+a)do
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(puisque f(z--1) = f(&)); done, Laprds (y),
1
(8) | (L) [ f(@)da] < &
0

le nombre ¢ étant aussi petit que 'on veut, 'inégalité (§) donne 1’égalité
(a), c. q. f. d.

Si X >0, alors, en désignant par ¢(x) une fonetion quelconque
intégrable (L) et faisant partie de X, nous aurons

soit g(x) & 0, s0it ¢(z) ~0.

Dans le premier cas nous avons pour une certaine suite a,, ay, ..., a,
et certain e:

3

1

1« 1
— Dloleta)>e, done  — ML) [glatu)dn > c,
s "

1 0

[

¢’est-a-dire
1

(L) [ g(@)do > ¢,
done '

A(X)>c¢>0.

Or, nous avons démontré que pour les fonctions intégrables (L)
la relation (8) entraine I'inégalité («). Tl en résulte tout de suite que dans
le second cas (g(w) ~ 0) nous aurons A (X) = 0.

Nous avons donce pour tout X >0 de Q(I):

A(X) = 0.
L’opération A (X) est done non négative.
Or, Popération A (X) est additive: en effet, si
X =0¢X+e¢,X, (o X,X, et X, appartiennent & Q(L)),
alors, en désignant resp. par ¢,(«), ps(x) des fonctions intégrables (I)
et faisant partie de X,, X,, nous aurons:
(@) = 0101 (®) +Co0 (@)

oll ¢{x) appartient & X, ce qui donne:

A(X) = (L) [ (019 (2) 4 a2 (w)) do

1 1

= o,(L) [ gu(@)det-0y(L) [ gu(@)de = oy 4(X,) 40, A(X,).

0 0

Or Q(L) contient I’hyperfonction X, = 1. Les conditions du théo-
réme 16 sont done réalisées. En vertu de ce théoréme il existe donc une

Oeuvres 6
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opération additive et non négative 4 (X), définie pour toute hyperfonction

X et telle que A(X) = A(X) pour tout X de Q(L).

Définissons maintenant une opération @& (f(z)), dont le domaine,
est Uensemble de toutes les fonetions (bornées & période 1) et le contre-
-domaine — Pensemble de nombres réels (= 0), comme il suit: Si f(x)

appartient & Vhyperfonction X, posons

G(f(x) = A(X).

Llopération G est déterminée d’une fagcon univoque puisque f(x)

appartient & un seul X. Elle est additive, puisque si

J(@) = orf (@) +eofo (@
les hyperfonctions correspondantes satisfont a la relation
X =¢,X,-}te; X
ce qui donne, A(X) étant une opération additive,

—_

A(X) = e, A(Xy)+e, A(X,),

G(f(w ) =0 (fl )+02G(fz(5p))~
Or, G( f(w)) > 0 pour f(z) > 0. En effet, envisageons la fonetion
g(x) =c+f(x), o ¢>0.

Nous aurons ¢ () = ¢ (pour tout x réel), donc

done

p(z) & 0;

Phyperfonction correspondante @ vérifie done P'inégalité @ > 0,

A (D) =0, ce qui donne G(p(x)) >0, done
Gle+f(2) =0,
ce qui donne (G(f(w) étant une opération additive):
G(f(2) > —6(c) = —¢,
done, ¢ étant un nombre positif quelconque:
G(f(@) >0, ec oqfd
L’opération G vérifie aussi I’égalité

G(f(z+a)) = G(f(2)),

done

puisgue nous avons f(z—+a) ~ f(x) et parsuite les deux fonctions appar-

fiennent & la méme hyperfonction X,
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Or, il est clair que
1

G(f(@) = (L) [ fla)do

0

lorsque f(z) est intégrable (L).
Définissons maintenant Vopération H (f(»)) en posant

H(f(2)) = 16 (f(x))+36G (f(—w)).
~ Cette opération vérifie les conditions 1)-5) de notre théoréme.

1) Elle est additive, puisque G D’est.
2) Pour f(w) > 0 nous avons f(—x) > 0, done G(f(z)) > 0, &(f(—=))
=0 et H(f(w) > 0.
3) Pour f(x) = ¢ nous avons
H(f(2)) = 36G(0)+3G(¢) = G (o) = c.

4) Nous avons
H(f(+o+a)) = 36 (f(-Lo+a)) +36 (f(Fo—a))
Y0 (f (L)) 3G (f(F o) = H(f(#).
5) Lorsque f(x) est intégrable (L), nous avouns, d’apreés f(z) = f(z-+1):
H(f(2)) = 36 (f(2)) +36(f(—=)) = 16 (f(2) +36G(f(1—a))

1

= %(L)f x)dr+%( ff (1—z)de = (L)ff(w)dw

0

Le théoréme 19 est ainsi démontré complétement.

THEOREME 20. I1 existe une opération H vérifiant les conditions 1)-4)
du théoreme 19 qui w'est pas identique & Vintégrale de Lebesque pour les
Sfonctions bornées intégrables (L).

Démonstration. Considérons le corps Q(R) et désignons par P
Phyperfonction qui contient la fonction ¢(x) définie dans le théoréme 18
(qui, comme nous avons observé dans la remarque 2 au theowme 18,
n’appartient & aucune hyperfonction de Q(R)).

Posons dans le corps Q2(R):

(c) A(X) = [g(@)ds,

ou ¢(x) est une fonetion intégrable R, contenue dans X. Pour définir
dans le corps 2, = Q(R, P) Vopération additive et non négative A4,(X),
telle que 4,(X) = A(X) dans Q(R), nous pouvons poser

(1) A, (B-+eP) = A(R)+c
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(voir la démonstration du théoreme 14), puisque, d’aprés la remarque I
au théoréme 18 et d’apreés (¢), la borne inférieure o de tous les nombres
A(X) pour les hyperfonctions X de Q(R) vérifiant D'inégalité X > P
est = 1. )

De (1)) résulte en particulier que

A(P) =1.

En appliquant maintenant le théoreme 16, nous concluons qu’il existe
une opération additive et non négative A (X) définie pour toute hyper-
fonection et telle que 4 (X) = 4,(X) pour les X de 2, = Q(R, P), donc

(%) A(P) =1.

En définissant maintenant les opérations G (f(x)) et ensuite H (f(x))
comme plus haut, nous vérifions sans peine que H jouit des propriétés
1)-4) du théoréme 19 et que (d’apres (L), o(x) appartenant a P):

() H(e(x)) =1,
tandis que
(v) (L) [ e(@)dw = 0

(voir la démonstration du théoréme 18). Le théoréme 20 est ainsi établi.

Remarque I. On peut démontrer sans peine que pour les opéra-
tions H (f(x)) véritiant les conditions 1)-4) du théoréme 19 subsiste la

formule
1

H(f(2) = [f(x)dw,

0

lorsque f(x) est intégrable E.
Observons a ce but d’abord que

(i) H(f(®)) = H(g(®), s f(z)~g(@).
11 suffira évidemment démontrer qu’on a
(ii) Hp(x)) =0, & ¢@)~0

et appliquer ensuite la propriété 1) de Popération H.
Soit done ¢(x) ~ 0. Il existe done pour tout ¢ > 0 une suite finie
Opy Ogy ..., ap telle qu'on a pour tout x I'inégalité

o(@+az) <e.

N

1
(111) —e K —
‘ n

k=1
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Or, d’aprés les propriétés 1) et 4) de V'opération H:
1 « 1 -,
1= Nyta)] == 3 lpata) = {pe)
"3 n i
Pinégalité (iii) donne done
—e < H(go(w)) < e.

Le nombre positif ¢ étant quelconque, cela prouve la formule (ii). La
formule (i) est aingi établie.
Or, lorsque f(x) est intégrable R, on a théoréme (17)

1

flo) = ¢ = [fla)de,

0
done, d’apres la propriété 3) de lopération H:

1

H(f(x)) = H(c) = ¢ = ff(w)daé, c. q. f. d.

0

Remarque II. En posant

Jfmde =

a

b [H((p(w)) pour b >a,

—H(p(x)) pouwr b<a,
ol

@

L { f(z)  dans VYintervalle (a, b),
7

0 pour les autres x,

et ou H est une opération satisfaisant aux conditions du théoréme 20,
nous obtenons une intégrale satisfaisant aux conditions 1°-5° de M. Le-
besgue énumérées dans 1'Introduction, mais ne satisfaisant pas & la
condition 6°.

En effet, d’aprés M. Lebesgue, les conditions 1°-6° caractérisent
son intégrale, done, l'intégrale que nous venons de définir satisfaisant
aux conditions 1°-5° et ne coincidant pas (pour les fonctions intégrables I)
avec celle de M. Lebesgue (d’aprés (p) et (v)), elle ne peut pas satisfaire
a la condition 6°.

Or, on pourrait sans peine démontrer directement que notre intégrale
ne satisfait pas & la condition 6° pour les fonctions intégrables (L). En
effet, la fonction g (x) étant nulle sauf dans un ensemble de mesure nulle,
il existe une suite infinie d’intervalles &,, d,, d,, ... recouvrant #, dont
la somme des longueurs est ¢ < 1. Soit f(#) une fonetion égale &4 1 pour
les # appartenant & un §; et 4 0 pour les autres . Nous aurons évidemment
pour tout x

olr) <flx) <1,
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done
Ho(x) < H(f(w) < H(1) =1,
et
H(f(x)) =1 (puisque H(g(w)) = 1).
Or, posons

£ (@) 1 lorsque o appartient & 8,+d8,-1...4-d,,
nl\) =
i 0  pour les aufres «;

nous aurons
Jil@) < falx) < fs(w) < ...

et la suite f,(x) converge évidemment (non uniformément) vers f(z).
Cependant
HmH (fp(w)) <& <1 = H(f()).

T—>00

Les théorémes démontrés nous permettent d’énoncer les proposi-
tions suivantes:

THEOREME I. On peut attacher & tout ensemble B de points d’une circon-
férence de rayon 1/2n un nombre H (E) satisfaisant aux conditions suwivantes:

1) H(E) = 0.

2) H(E,y) = 1 lorsque E, désigne Uensemble de tous les poinis de la
circonférence.

3) H(E,+H,) = H(E,)+H(B,), si B B, =0.

4) H(H,) = H(H,), si H, =~ H,.

5) H(H) coincide avec la mesure lebesquienne de 'ensemble B lorsque

F est mesurable (L).

ToiorEME II. Il ewiste une fonction H(E) vérifiant les conditions
1)-4) du théoréme I et un ensemble W de mesure lebesguienne nulle, tels
gue H(W) = 1.

Pour démontrer ces théoremes, il suffit de poser

H(E) = H(fz(x)),

ou fg(x) désigne la fonction caractéristique de Pensemble E (¢’est-a-dire
fm(®) = 1 sur F et = 0 sur le complémentaire de ). Le théoréme I résulte
alors du théoreme 19, et le théoréme II — du théoréme 20.

Remarque. Il n’y a aucune difficulté d’étendre les théorémes I
et IT aux segments d’'une droite (il suffira d’observer & cet but que la
circonférence est une courbe rectifiable).

Des théorémes analogues subsistent pour le plan:

THEOREME I*. On peut attacher & toute fonction bornée f(x, y) définie
dams wn domaine bornée, un nombre réel H (f(x, y)), satisfaisant aux con-
ditions swivantes:
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1) Lorsque f, (2, y) et fo(x, y) sont des fonctions bornées quelcongues,
définies dans le méme domaine H, ¢, et ¢, deux nombres réels quelconques,
on a: )

H(Glfl (@, y)+Csfs (w, ?/)) = GIH(fl(x7 ?/))‘l‘czH(fz(% ?/))

2) On a H(f(z,y)) =0 pour f(x,y) = 0.

3) Lorsque f{x, y) = ¢ dans un corré K aux cotés 1, on a H(f(m, y)) c.
4) Lorsque f(w,y) = g(x, y) (\), nous avons H(f(z,y)) = Hg(a, ).
b) Lorsque f(x,y) est une fonclion intégrable (L), on a

H(f (=, ) fffw,ydwdy

TaRoREME I1*. Il ewiste une opération H satisfaisant aux condi-
tions 1)-4) du théoréme 1* qui n’est pas identique avec Uintégrale de Lebesgue
pour toutes les fonctions mesurables (L).

TutorEME II1*. A tout ensemble borné E de poinis du plan peut éire
attaché un nombre H(E) salisfaisant aux condilions suivantes:

1) H(E) = 0.

2) H(E) = 1 lorsque K est un carré de cbté 1.

3) H(E,+E,) = H(E,)+H (K, st E,+E,=0

4) H(E,) = H(H,), si B, >~ E,.

b) H(FE) coincide avec la mesure lebesguienne (superficielle) de Vensemble
H, lorsque E est mesurable (L).

THEOREME IV *. IT existe une fonction H (E) satisfaisant aux conditions
1)-4) du théoréme IIL* et un ensemble W de mesure lebesguienne (super-
ficielle) nulle, tels que H (W) = 1.

Démonstration. Nous définirons comme il suit la fonction H (f (=, y))
du théoréme I*. Considérons un cercle de rayon 1/2x, ayant pour centre
P’origine des coordonnées rectangulaires. f(xz, ) étant une fonetion donnée,
bornéde et définie dans I’ensemble borné #, définissons une fonction ¢(£)
sur la circonférence de notre cercle de la fagon suivante.

Tournons les axes OX et OY d’un angle & et désignons par «, 4’
les nouvelles coordonnées. Nous aurons donc les formules

o =g'coséE—y'siné, y =a'siné+ty cosé.
Envisageons la fonction

fil@',y') = f(r cosé—y'siné, o' sin £ +y' cos &),

(*) Nous appelons superposables deux fonctions f(x, y) et g(w, y), définies dans
les ensembles F et E,, lorsque B =~ F, et lorsqu’il existe une superposition de £ et H,,
telle que dans les points correspondants les fonctions f et g ont des valeurs égales.
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définie dans Uensemble F,; des points (#', ') qu’on obtient en tournant B
autour d’origine des coordonnées de langle —§&.

H (<;o(y’)) désignant Vopération du théoréeme 19, définissons mainte-
nant la fonction g(2’) d’'une variable réelle ' comme il suit.

Soit ¢’ un nombre réel donné. Sila droite #' = &’ a des points communs
avec ’ensemble H,, posons

gla') = H(f.(a',y"),
sinon, posons g(a’') = 0.
Posons maintenant
@(&) = Hg(x")).

Définissons encore la fonction p(x) pareillement comme ¢(£), en rem-
placant seulement 'axe OX’ par OY' et inversement (et en conservant
les directions des axes).

Nous définissons maintenant lopération H (f(x,y)) en posant

H(f(z,y)) = $H[p(&)+v()].

On vérifie sans peine que l'opération H ainsi définie satisfait & toutes
les conditions du théoréme I*. Quant au théoréme ITI*, le raisonnement
est analogue.

Pour les théorémes I1* et IV ™, je donne ici seulement une esquisse
d’une démonstration.

Considérons un corps d’hyperfonctions 2(F), tel que

1) Toute hyperfonction du corps Q(R) appartient & Q(F).

2) Toute fonetion y(x) qui est égale & 1 dans un ensemble de pre-
miére catégorie de M. Baire et de mesure nulle, et qui est nulle dans le
complémentaire de cet ensemble, appartient & une hyperfonection F du

corps Q(F).
3) Le corps Q(F) est le plus petit satisfaisant aux conditions 1)
et 2).

Définissons Popération A (X) dans le corps Q(F), en posant
1
A(X) = (L) [ f(w)da,
0
oll f(x) est une fonction intégrable (L), contenue dans X. Or, désignons
par P la méme hyperfonction que dans la démonstration du théoréme 20,
posons Q, = Q(F, P) et définissons Popération 4,(X) dans 2, ensuite
Vopération A(X) dans le corps de toutes les hyperfonctions et enfin
Vopération H (f(m)) d’une facon analogue comme dans la démonstration
du théoréme 20.
On pourrait démontrer que toute fonction o(x) qui est =1 dans
un certain ensemble F de mesure nulle, dont le complémentaire est de
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1% catégorie de M. Baire, et qui est nulle dans le cormplémentaire de
cet ensemble, vérifie Pinégalité

H{o@) = 1.

11 est en effet o(#)—o(x) = +1 dans un ensemble de premiére catégorie
et de mesure nulle, et p(x)—o(x) = 0 dans le complémentaire de cet
ensemble. Par conséquent, ’hyperfonction F contenant la fonction
o(x)—o(x) appartient & Q(F), donc H(e(z)—o(w)) =0, ce qui donne

Ho(x) =1.

Ceci posé, considérons I'ensemble plan W formé des segments de lon-
gueur 1, perpendiculaires & 1’axe d’abscisses dans les points de I'ensemble
E détini plus haunt. En définissant Popération H comme dans le théoréme
1% on arrive sans peine aux théorémes IT* et IV™.




