Sur le théoréme de M. Vitali*

Cette Note est consacrée &4 une question posée par M. Carathéo-
dory (*) et concernant le théoréme connu de M. Vitali(®) sur le recou-
vrement des ensembles plans. Voici le théoréme:

Soit E un ensemble plan quelconque mais borné et contenu dans
un ensemble ouvert et borné 2; supposons qu’a tout point P de E corres-
pond une suite infinie {W,;(P)} (+ =1, 2, ...) des ensembles fermés W, (P)
contenus dans Q et remplissant les hypothéses suivantes:

(1) Wi(P) est situé dans un cercle K;(P) dont P est le centre,

(2) Lim |I,(P)| = o.

(La notation |X| signifie ici — et dans tout ce qui suit — la mesure le-
besguienne de X, si X est mesurable (L).)

(3) il existe un nombre positif a tel que I'inégalité

| Wi (P)]

KP)

a lien pour tout ¢ naturel et pour tout P de H;

alors il existe une suite finie ou infinie {P,} des points appartenant
a B et une suite des nombres naturels {a,}, telles que les ensembles W, (P,)
— désignés plus simplement par Z, — aient les proprietés

(TI;) que leur somme >'Z, recouvre presque tout Pensemble I,
=1
(T1y) Z,Z, = 0 pour p # q.
La propriété (11,) exprime done que 'ensemble composé de ces points
de E qui sont étrangers a tous les Z, est de mesure lebesguienne nulle,
tandis que (II,) enseigne que les Z, n’ont pas des points communs deux

a deux.

* Commenté sur p. 323.
(1) Vorlesungen diber reelle Funktionen (Teubner 1918), p. 304.

() Cf. p.ex.l c.p. 299-307.
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Le théoréme subsiste si Ion prend peur K,;(P) des carrés, ayant P
pour cenfre. Il est aussi aigé &4 démontrer que la condition (3) est essen-
tielle. M. Carathéodory demande, si le théoréme reste exact, quand on
supprime la condition (3), en la remplagant par une nouvelle restriction,
a savoir que les W,;(P) sont rectangles concentriques avec P?

Cette note donne au § 2 une réponse négative & la question ci-dessus;
le §1 contient une démonstration simple du théoréme de M. Vitali.

§ 1. Le théoréme de M. Vitali

Nous conservons les notations de ’Introduction.

Les suites {a,}, {P,} seront définies par récurrence comme il suit.

Soit a; un nombre naturel et P, un point de K, tels que 'on ait
|W;(P)]| 3

W, ()] =2

quels que soient le point P de K et ’indice ¢ (en désignant par M, la borne
supérieure de W,(P) pour tous les P de F et tous les 4 naturels, il suffit
de choisir a,, P, satisfaisant & Dinégalité M, /[|W, (P;)] < 3/2).

a;, P; étant définis pour j < »—1, on choisit «a,, P, conformément
aux conditions suivantes:

(D) Wa, (P) 3 Woy(Bs) = 0,

(II) pour tout ¢ naturel et tout P de K la relation

n—1

implique

Si la condition (I) est possible & remplir, on peut évidemment remplir
(II) en se servant d'un nombre M, égal & la borne supérieure de |W,(P)|
pour les ¢, P obéissant & la relation qui intervient en (II) — et en procédant

comme pour » = 1. Supposons done que (I) est impossible pour un certain
n—1 ’

n, étant possible pour les indices < n. L’ensemble fermé >’ W, (P;) aurait
=1
alors des points en commun avec tous les W;(P) et & fortiori avee tous
les I(;(P), quel que soit le point P de E et 'indice ¢. Or, pour ¢ — oo le
rayon du cercle KH;(P) tend vers zéro d’apres (2): le point P — qui est
le centre du cercle — est donc un point d’accumulation de Pensemble
n—1

fermé D’ Waj(P), done un point de cet ensemble. En ce eas le théoreme
=1
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n—1

de Vitali serait démontré puisque ZWa.(Py-) couvrirait F, et, comme n

est le plus petit indice qui rend (I ) 1mp0ss1ble, les W, (P (5 =1, 2,
.y »—1) n’auraient pas des points communs deux 3 deux
Admettons done que les suites {a,} et {P,} sont infinies. Il est évident
que (I) implique (IT,). Nous allons démeontrer que les Z, = W, . (Pr)
jouissent aussi de la propriété (II,).
Désignons par R, le cercle concentrique avec K, (P,) et tel que

R, = (]/ 23 +1)2 K, (P,).

Eerivons, par définition

i
L

H
] [\4

nous allons établir que B, contient tous les points P de E. Supposons
que le point P, de E n’appartient pas & B,,. La distance de P, & ’ensemble
n—-1

fermé > Z; étant alors positive, il existe un nombre naturel r, tel que
j=1

(a) Wo(Py) ¥ 7 = 0;

cette relation implique, d’apres (IT), que
(b) W (Po)| < 31205

or, (II,) ayant lieu et 2 étant borné, Z, tend vers zéro avec 1 /n; d’autre
part [W,(P,)| > 0, d’aprés (3); il faut done que (b) et, d’aprés (I1), aussi
(a) cessent d’étre vraies quand on remplace n par un nombre assez grand.
Soit done s > » un tel indice que

amZ@:m WPy D7z #0,
j=1 i=1

ce qui implique
() We(Po)Zs # 0
t (d’aprés (I1))
() (Wo(Po)] < 31Z|.

Nous savons que

W, (P,
i X AT ALY
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(d’apres (1)), ce qui donne, moyennant (d),

3

(e) K (Po)l <~ Hay (Fs)l5
a

or, (¢) fournit

(f) K, (Py) Kog(Ps) 0.

Tenant compte de la définition de Ry, on déduit de (e) et (f) par la géomé-
trie élémentaire que P, appartient & R,, donc & B,, puisque s = n. B,

n—1
recouvre donc tout point P de Fj; il s’ensuit que D'Z; recouvre tous les
f=1
points P de F & lexception des certains points dont ’ensemble est de
mesure

< M= (Y2 ) Y < () L L N,

[e.0]
tendant vers 0 pour m-— oo, car la série > |Z;] converge, en vertu
j=1
(o]

de (Il,). }'Z, recouvre donc presque tout I’ensemble F, c. q.f. d.

N=1

§ 2. La guestion de M. Carathéodory

Nous allons démontrer le théoréme suivant:

Il existe un ensemble plan F de mesure lebesquienne égale & Dunité,
contenu dans un carré 2, tout point P de I' étant le cenire rectangles T;(P)
(constituant une suite infinie {T;};i_,,, . correspondante 6 P) contenus dans
0 et remplissant les conditions suivantes: T;(P) est situé dans un cercle
8;(P) dont P est le centre et

lim [ 8;(P)] = 0;

T—»00
quelque soit la suite {P,} des points de F et la suite des nombres naturels
{an} — pourvu que Von ait T, (P,)To (Ps) = 0 pour z s — on aura

o0

1 1
T, (Pa)l < 5 F = -
g 2 2

=1

Ce théoréme résout négativement la question de M. Carathéodory
formulée & I'Introduction.
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Démonstration. Soit {f,} une suite & termes positifs, telle que

la série
2
Bm+1

M=1

converge vers la somme § (*). Soit 2 un carré d’aire unité aux c6tés paralle-
les aux axes x0y; a tout point P intérieur & Q et & tout couple des nombres
naturels (¢, m) nous faisons correspondre un ensemble fermé W, (P, m)
comme il suit: nous menons par P des axes &, y paralléles & x, y et dési-
gnons par W;(P, m) I'ensemble des points (&, %) satisfaisant simultanément
aux inégalités:
1 1 1
fp<etre, 0<E<o =

27 y 0y <

En désignant par K;(P) le cercle dont le centre est P et le rayon
21/—2—/1' nous déduisons: '

(1) Wi(P, m) est situé dans K;(P) quel que soit m;

(2) im|K,(P)| = 0;

— [_Wz(P7 7)@)} _n_—];_ —Bm
(3) K@) 6 e Pm(f,+1) > 0.

1l s’ensuit que pour un m invariable le théoréme de Vitali s’applique;
nous pouvons done trouver une suite des points {P,'} et des indices {a;'},
telles qu’en écrivant Z; au lieu de W (P, m), on ait:

n

1) }'Zy recouvre presque tout Pensemble E consistant, par défi-

n=1
nition, de tous les points intérieurs 4 0.

2) Zy-Zg # 0 pour p # q.

Lorsqu’on remarque que I'on peut — pour tout P de £ — ne con-
server dans les suites {K;} que les K, d’indices assez élevés pour que K;
soit intérieur & 2, on voit que le choix des indices a;’ peut se faire de
maniére que 'on ait:

3) Kam(PZ,”) et par 1& Z,' appartient & Pintérieur de 0.

n

4y ay > m.
Définissons ¥ comme || > Zy'; 1) et 3) donnent F = 1; & tout point

m=1n=1
P de F il correspond une suite des indices {r,(P)}n_,. . telle que P appar-
tient & tous les ensembles
Z:.'Z;Z(P) =W m (P;Z:n(_p), ’ln) .

U (P)

(1) p.ex. B = 2M+3__1,
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Soit T, (P) le rectangle aux cOtés paralleéles aux axes xy dont P est le
centre et Pffn(P) un des sommets; ce rectangle est intérieur au cercle
Kam (P), car le rayon de ce cercle est la double diagonale du carré

*ml(P)

0<&<1/i,0 <y <1/i, qui contient P et P, » [i=a; ] En
appellant ce cercle 8 (P), on pourra écrire

Hm |8, (P)] = 0;

M—00

enreffet, 4) fournit |K,| < 8=/m? pour ¢ = aZ.:‘n(P).
L’aire de T, (P) est le produit quadruple de coordonnées &, # de
I’ZL(P); or P appartient & Z p, done ce produit ne surpasse pas

¢™Pm ——— 11 g'ensuit que

‘ (arm(P))
5) T (P)] _ 4e™Pm  o~fm(p, 1) 4
Ze ) e e)? (@ )2 Bt1"

Considérons une suite {P,} de points de F telle que - pour un m
fixé d’avance — on ait, pour 2 £ s, Tp(P)Tn(Ps) = 0. (Il n’importe
pas ici, si une telle suite existe.) Les points Py’ p, et P p,ne coincident
pas alors pour # = 8, car autrement les deux rectangles auraient un sommet
commun, contrairement & ce qui a été supposé tout & I’heure; on aura
done 7, (P,) # rw(Ps), ce qui entraine avec 2).

6) Zy oy Ty = 0 POUr & # §;

5) fournit
Z o ﬁm+1 ? Zrnte)
et ceci avec 3) et 6) implique
4 4
ML (P)] < 2] =
‘;‘J ﬁm+1 ﬁm‘l‘l

Maintenant on voit déja que pour une suite quelconque {P,} des
points de F et une suite quelconque {a,} des indices la validité de la
relation “T, (Pp) T, (Ps) = 0 pour z #* s” entraine

By

- 6 q f.d.
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