Sur une classe de fonctions d’ensemble *

Introduction

Dans ce Mémoire je m’occupe des fonctions d’ensembles définies
pour les ensembles formant un corps #°,. Le corps 2, est le produit de
toutes les classes  de sous-ensembles du carré aux sommets (0, 0), (0, 1),
(1, 0), (1,1) (nous appellerons carré fondamental), satisfaisant aux
conditions suivantes:

1) Tout carré fermé, contenu dans le carré fondamental, appar-
tient & A

2) Si H, et E, appartiennent & %, et si E,H, = 0, alors E,-%,
appartient & 7.

3) Si ¥, et F, appartiennent a & et K, < H,, alors F,—H, appar-
tient & .

Nous n’excluons pas le cas on les fonctions sont définies pour les
ensembles n’appartenant pas au corps £, mais nous ne les étudierons
que pour les éléments du corps .

Par la dérivée supérieure d’'une fonction d’ensemble F(X) (définie
dans o) au point p, F'(p), je comprends la limite

— F(K)
im ——~,
Ko K]
ou K désigne un carré fermé contenu dans le carré fondamental et con-

tenant le point p, et ot |K| désigne laire du carré K.
D’une facon analogue je définie la dérivée inférieure

. F(K)
F'(p) = lim —— .
I (p) IK% K|

Lorsqu’on a pour le point p

F'(p) =F'(p),

* Commenté sur p. 323.
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la valeur comraune de ces nombres sera désignée par F'(p) et appelée
la dérivée de la fonction F' au point p.

Je prouverai que pour toute fonction les dérivées supérieure et in-
férieure sont mesurables.

Ensuite je m’occupe de fonctions & variation bornée. Une fonction
F(X) est dite & variation bornée, §’il existe un nombre fini M, tel que
pour toute suite finie FE,, E,,..., H, d’ensembles de 2y, ou E;E; =0
pour % =+ j, subsiste I'inégalité

|E (B + | F(Bg)| ...+ | F(H,)| < M.

Je démontre que ’ensemble de points, ot 'une des dérivées d’une
fonetion & variation bornée est infinie (--co ou —oo), est de mesure
nulle.

Puis, j’étudie les fonetions & variation bornée qui satisfont & la con-
dition

F(E,+E,) < F(E)+F(H,)(*), pour HieXy, Eyedy, B, E; =0.

J’appellerai ces fonctions normales, et je prouverai qu’elles ont
presque partout une dérivée. Un cas particulier de ces fonctions sont
les fonctions additives (au sens restreint) bornées supérieurement ou
inférieurement, p.e. les fonctions additives positives.

Définition du réseau. Divisons le plan par des droites en carrés
égaux: ensemble de ces carrés forme un grillage que nous désignerons
par G. Une suite infinie des grillages G, G,, G5, ... sera dit un réseau,
si les conditions suivantes sont vérifides: 1) les cotés des carrés formant
G, tendent vers 0 avec 1/n; 2) tout carré du grillage @,, est contenu dans
un earré de G,, lorsque % > p.

Je désignerai un réseau par le signe R.

Remarque. En tenant compte de la définition du réseau on voit
sang peine qu’il existe, pour toute fonction & variation bornée, un nombre
fini M, tel que la somme des valeurs absolues de la fonetion considérée,
étendue aux carrés queleonques appartenant 4 un résean donné et n’em-
piétant pas (2), est < M.

Définition. Si @ est un domaine appartenant & %'y, et B un réseau
formé des grillages @, (» = 1, 2, ...), nous appellerons variation supérieure
relative de F(X) dans o par rapport au réseau R, la limite supérieure

7,

n
des sommes > F(K7), pour n — oo, ot Ki (i =1,2,...,r,) sont des
i=1

carrés du grillage @, contenus dans o. D’une facon analogue on définit

(1) Cette condition pourrait &tre remplacée par V'inégalité F (B, + E,) > I (E,)+
+ F(E,) comme il suit de la substitution F(H) = —®(H).
(2) C’est-a-dire n’ayant pas deux & deux de points intérieurs communs.

Oeuvres 7
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Ia variation inférieure relative dans le domaine w par rapport & E. Nous
les désignerons par les symboles V[F, R, w], vesp. V[F, R, w]. Lorsque
V[F,R, o] = V[F, R, o], nous parlerons tout court de la variation
relative dans o par rapport & R.

La variation supérieure absolue est le nombre V[|F|, R, »]; dans
un sens analogue seront utilisées les symboles VI[|F|, R, w] et
VIIF, B, w].

Nous dirons que la fonction F (X)) est absolument continue par rapport
au réseau R, §'il existe pour tout ¢ > 0 un 5 > 0, tel que pour tout =
naturel et tout ensemble des carrés K; (¢ =1,2,...,7) appartenant
a @, et satisfaisant aux conditions

1) K;K; = 0 pour ¢ 7,

2) DK <,

subsiste Vinégalité
DF (K| < e.
=1

Remarque. On pourrait démontrer sans peine que la condition
1) peut &tre remplacée par la condition que les carrés K, et K; n’empiétent
pas 'un sur 1’autre.

Définition. Une fonction #(X) sera dite absolument continue, §'il
existe pour tout ¢ > 0 un 5 > 0, tel que pour tout ensemble des earrés
K; (i =1,2,...,r) satisfaisant aux conditions 1) et 2) subsiste ’'inégalité

D IF(K)| < e.

im=l

Remarque. Ici aussi la condition 1) peut étre remplacée par la
condition que HK; et K; n’empiétent pas.

§1

TutoriME 1. Un ensemble plan H, dont tout point p est situé sur un
ebté d’um carré W (p) ne contenant & son intérieur aucun point de H, est de
mesure nulle.

Démonstration. Lorsque p est un point de 'engemble F, la dérivée
' n’a aucun point commun avee Uintérieur du carré W (p). Il en résulte
que la densité de E’ au point p appartenant & F et & ' ne peut étre égale
& 1, puisque, lorsque K, (» = 1, 2, ...) est une suite infinie de carrés ayant
p pour centre, convergeant vers p, et dont les c6tés sont paralléles aux
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c6tés du carré W(p), on a pour n suffisamment grand Vinégalité |K,E'|
<Z|Kn| (puisque, pour #» suffisamment grand, au moins une quatriéme
partie du carré K, est situé dans le carré W (p)). En vertu des théorémes
connus sur la densité il en résulte que |FE'| = 0, d’out [E| = 0, c. q. £. d.

TaHEOREME 2. Un ensemble plan H, dont tout point p est situé sur un
cOté ou & Uintériewr d’un carré W(p), dont Uintérieur appartient & F, est
mesurable (L).

Démonstration. Soit #, I'ensemble de tous les points intérieurs
de ’ensemble F; 'ensemble F, est donc mesurable. Posons H, = K —FH,.
Si p appartient & E,, alors ;

1) p est situé sur un e6té du carré W (p) (puisque &i p était & intérieur
du carré W(p), p serait, d’apres I’hypothése du théoréme, un point in-
térieur de F, done un point de E,),

2} & Vintérieur de W(p) il n’y a pas de points de E, (en méme raison
que 1)).

I’ensemble E, est donc, en vertu du théoréme 1, de mesure nulle,
d’olt il résulte que Vensemble K = H,-+FH, est mesurable, ¢. q. f. d.

Remarque. Du théoreme 2 résulte sans peine la proposition sui-
vante:

Une fonction de deux variables f(x, y), définie pour tout point du carré
0o <1,0 <y <1 et telle qw’on a toujours

F@, y1) <[f(@2,4s)  pour o < @y, Yy < Yo,

est une fonction mesurable (L) (V).

Pour le démontrer, il suffit de remarquer que, pour tout nombre
a réel donné, ’ensemble F de tous les points (x, y) satisfaisant & I’'inégalité
flo, y) < a, vérifie les conditions du théoréme 2.

TakorEME 3. Soit F un ensemble plan fermé et borné, et soit A; (i
=1,2,...) une suite infinie de domaines fermés et bornés dont chacun contient
& son intérieur DUensemble H. Désignons par A; la distance maximum de
poinis frontieres de A; a Vensemble H, et soit limA; = 0. Il ewiste alors pour

T—>00
tout m naturel un nombre N (m), tel gw’on a A, < A, pour n > N(m).

Démonstration. Désignons par 1, la distance minimum de points
frontiéres de 4, & Pensemble F. D’aprés ’hypothése, nous avons [, > 0
(Pensemble F étant & Vintérieur de 4,). Admettons qu’il existe un indice

(1) Cette fonction peut étre d’ailleurs non mesurable (B), comme I'a remarqué
M. Sierpinski (on obtient une telle fonction p.e. en désignant par N un ensemble
donné quelcongue non mesurable (B), situé dans lintervalle (0, 1), et en posant
flw,y) = 0 pour -}y << 1 et pour z+y = 1, zeN, et f(x, y) = 1 pour tous les autres
points (x, ¥)).
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m auquel notre théoréme ne s’applique pas. Il existerait donc une suite
infinie croissante d’indices n; (k =1,2,...), telle que aucun des domaines
Ay, ne gerait tout entier & Vintérieur de 4,,. Done, tout ensemble Ank (k
=1,2,...) contiendrait un point p,, n’appartenant pas & 4,. En désignant
par d,, la distance de p,, & lensemble Z, on aurait les inégalités g,
2y, > 1,, >0 (puisque tout point, dont la distance & F est < 1,,, est & Vin-
térieur de 4,), donc lim 4, > I, > 0, contrairement & I’hypothése que

koo
lim }.,; = 0.
T—»c0

THROREME 4. La dérivée supérieure de la fonction F(X) est une fonction
mesurable (L).

Démonstration. Soit @ un nombre réel donné quelconque et désig-
nons par K ’ensemble de tous les points p pour lesquels F’'(p) > a. Choisis-
sons pour tout point p de ¥ une suite infinie de carrés K, (p) satisfaisant
aux trois conditions suivantes:

1
1) |[Ku(p)] <— pour pel,n=1,2,3,...,
7

(K, 1
%) ( (p_)>a__ pour peB, n—1,2,3,...,
[ K, (p)| "

3) p est un point de K,(p) (intérieur ou frontiére).

(Il résulte de la définition de la dérivée supérieure qu’une telle suite

K, (p) existe.)
Posons E, = > K,(p), la sommation s’étendant, pour » fixe, & tous
el

les points p de E. Il est clair que B < F,. Nous prouverons qu’en posant
P =FH E,H,..., nous aurons P = K.

En effet, d’aprés ¥ < F,, nous avons F < P. Or, si p,eP, il existe
une suite de points p, (n =1, 2, ...), tels que p,<¥F et p,eK,(p,), ce qui
donne, d’aprés 1) et 2), F'(p,) = a et prouve que p,eF. Donc P < E.

D’aprés le théoréme 2, les ensembles ¥, (n = 1,2,...) sont mesu-
rables, ce qui entraine la mesurabilité de 'ensemble ¥ =P = H, B, E, ...
Ceci étant pour tout nombre a réel, nous concluons que la fonction F’(p)
est mesurable, c. q. £. d.

Remarque. Du théoréme démontré résulte sans peine la propo-
sition suivante:

Si f(x) est une fonction quelconque (mesurable ou mon), définie pour
0 <z <1, la fonction

@) — Timup EED T @B
PLE) = P Wtk

k—0

(h =0,k >=20,h+k > 0)

est mesurable.
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Pour la démonstration il suffit de considérer la fonetion F(6), définie
pour tout intervalle 6 = (2,,x,) par la formule: F(J) = f{wy) —f ().

De cette remarque résulte sans difficulté la proposition (1): f(x)
étant une fonction quelconque, définie pour 0 < x < 1, la fonction
J(@-+h)—f (@)

= lim -
p(a) = limsup ==

(b 0)

est mesurable (2).

THEOREME 5. Si F(X) est une fonction a variation bornée, I'ensemble
de points, ot la dérivée supérieure est oo ou —oo, est de mesure nulle.

Démonstration. Il suffira évidemment de démontrer notre théo-
réme pour 'ensemble de points out la dérivée supérieure est +-oo: pour
le cas ol elle est —oo la démonstration serait tout a fait analogue.

D’aprés le théoréme 4, Pensemble H, ou la dérivée supérieure de
F(X) est +oo, est mesurable. Admettons que |H| > 0 et recouvrons tout
point p de B d’une suite infinie de carrés K,(p), de sorte que

1) Um|K,(p)] = 0 pour pell,n =1,2,...,

N—>00

F(Kq(p)) _
m~ > a pour pell,n =1,2,...,

oll @ est un nombre réel donné.

n étant un nombre positif donné quelcongue, on peut, d’aprés le
théoréme de M. Vitali(®), extraire de P’ensemble de tous les K,(p) une
suite finie de carrés — désignons les par K,, K,, ..., K, — de sorte que
les deux propriétés suivantes subsistent:

I) L’ensemble de points de E qui ne sont pas recouverts pdr les
carrés K; (i =1,2,...,7) est de mesure < 7.

(1) Cette proposition énonce, sans la démontrer, I. C. Burkill (Fund. Math. 5,
p. 321.

(2) 1l suffit évidemment de prouver que y(x) = ¢(z). Or, cela résulte tout de
fle+h)—f(x-—k)

suite de la remarque que, pour h> 0,k > 0, le nombre W est tou-
v
Ry — —flx—h
jours compris (au sens large) entre les nombres Jot L;) J@) et /@) J;( ) . En
3

effet, on a, pour h> 0, %k > 0, 'identité
fath =@  f@—fe—k &

floth)—flo—k) h k h
h+k - ’

1y
h

et, comme on sait, pour ¢> 0, le nombre (a+8t)/(1+¢) est toujours compris (an sens
large) entre o et § (quels que soient a et f réels).
(®) V.p.e. Fund. Math. 5, p. 130.
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IT) Les carrés K; (¢ = 1,2,...,7) sont sans points communs deux
4 deux.

De I) résulte l'inégalité
|K1H— ]K2|++ ]K,I = |B|—1,

et, d’aprés 2), nous avons

d’olt

3\

ce qui est impossible, #(X) étant une fonction &4 variation bornée et a
et » étant des nombres positifs quelconques.
Nous avons donc |[F]| == 0 et notre théoréme est démontré.

Définition. Une fonetion F(X) & variation bornée sera dite nor-
male, si la condition H, H, = 0 entraine Vinégalité F(H,--H,) < F(E,)-+
-+ F (H,) pour tout couple d’ensembles H, et E,, pour lesquels les valeurs
F(Hy), F(H,) et F(H,+H,) sont définies.

THEOREME 6. Toute fonction normale F(X) est une différence de deuax
fonctions normales non positives.

Démonstration. F(X) étant une fonction d’ensemble, définie
pour les ensembles X d'un corps Xy, j’appelle, avec M. Fréchet, variation
de F sur Densemble X ey la borne supérieure des sommes |F(X,)|+
AP (X)) 4. - F(X)], o Xy, X,,..., X, est une décomposition quel-
conque de X en un nombre fini d’ensembles disjoints appartenant & 7.
On voit sans peine que la variation o(X) d’une fonction normale #({X)
est bien déterminée et finie, non négative pour tout ensemble X de 'y,
et que la fonetion —w(X) est normale (1). Posons F,(X) = F(X)—w(X),
Fy(X) = —w(X); ce seront évidemment des fonctions normales, non
positives et nous aurons F(X) = F,(X)—F,(X), ce qui prouve notre
théoréme.

TnitorEME 7. Une fonction wnormale F(X) o presque partout une
dérivée. ‘

Démonstration (2). D’aprés le théoréme 6, nous pouvons supposer
que la fonetion F(X) est non positive (done F’ < 0). Soit N I’ensemble

(}) puisqu’on a toujours w(X;+X,) > o(X))+ o (X,) pour X, X, = 0, X;e ',
Xye Ay, (Dailleurs il peut &tre w(X;+X,) > o(X;)+w(X,); la fonction o (X) n’est
pas donc nécessairement normale.)

(®) Quelques simplifications de la démonstration de ce théoréme sont dues
4 M. Saks.
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de points p en lesquels la dérivée de F(X) n’existe pas, et désignons par
N (u, v) Pensemble de tous les points p pour lesquels subsistent les
inégalités '

(1) F(p)>v>u>F(p).

Nous avons évidemment N = > N(u,v), la sommation s’étendant
u,v

4 tous les systémes de nombres rationnels u, v, ou u << v < 0.

Admettons que |N| = m,(N) > 0: il existerait donc un systéme
(u, v), tel que |N (u, v)| = m(N (%, v)) > 0. Soit p, un point de densité
extérieure de lensemble N (u,v), appartenant & N (u,v), et soit & un
nombre positif donné quelconque. D’apres (1) nous avons F'(pg) >
et parsuite il existe un carré K, tel que

F(K)

(2) T >

et

) K- Nwo)
| K|

Or, d’aprés (1), 4 tout point p de N (u, ») qui est intérieur & K corres-
pond une suite infinie de carrés K"(p) (n =1,2,...), tels que

n o F(K"(p))
K c K, lm|K — t
P (p) ' %11101 (P)=0 e K ()]

D’aprés le théoréme de Vitali il existe donc un systéme fini de
carrés disjoints, K,, K,, ..., K,, tel que

(4) F(E,) <|Eu (n=1,2..,7),
(5) DKyl > KN (4, 0)|—¢ K|

et

(6) DK, cK.

De (b) et (3) il résulte que

(7) : ZIKM > |K|{(1—¢)—e|K| = [K|(1—2¢).
Nn=1
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La fonction F(X) étant non positive, nous avons en particulier:
r

F(K— ZKn)go. Done, la fonetion F(X) étant normale, nous trou-

=1

vons, d’aprés (4) et (2),

7

w N, = NP = N P 47 (- NK) = P () > ol

ce qui donne, d’aprés (7), les nombres u et v étant négatifs:
u(1—2¢) > v;

¢ étant un nombre positif quelconque, cela prouve que « =9, ee qui
est incompatible avec I’hypothése que # < v.
Nous avons done [N| = 0 et le théoréme est démontré.

THEOREME 8. Si F(X) est une fonction & variation bornée ayant partout
une dérivée finie, F(X) est absolument continue par rapport & tout réseau.

Démonstration. Admettons que la fonction F(X) n’est pas abso-
lument continue par rapport au réseau E. Il existe done un nombre ¢ > 0
et une suite infinie de nombres naturels n,, #,, 5y, ... tendant vers +oo
et tels que de tout grillage @,, on peut extraire un ensemble fini D; de
carrés K; (¢t =1,2,...,7;) satisfaisant aux conditions suivantes:

1) les carrés de ’ensemble D; n’empiétent pas (c’est-a-dire n’ont
pas deux & deux de points intérieurs communs);

2) en désignant par p; la somme des aires des carrds appartenants
a D;, nous avons limu; = 0;

100
3) on a Pinégalité
, "
(1) Z;F(K}'); >e pour =1,23,...
i=1

Désignons maintenant par 4; ’ensemble de tous ces carrés K de D;,
pour lesquels

[ (K)] ot

2 —_
) & Zm

I’ensemble 4; n’est vide pour aucun i. Admettons, en effet, que
Pensemble A; est vide; on aurait done

(KD _ e

”—{](—;lh\ﬁtj pour t:1,27...,’ri,
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ce qui donne
DB <

t=1

€
57

contrairement & la condition 3).

Observons encore que la somme des valeurs absolues de F(X) pour
les carrés de 4; surpasse $e ce qui résulte de (1) et (2).

Désignons maintenant par B, 'ensemble de tous les nombres naturels
k, tels que la somme de valeurs absolues de la fonction F'(X) sur les carrés
of (i=1,2,...,7) appartenant & A et n’ayant de points intérieurs
communs avee les carrés de A,, 4,, ..., A;_, surpasse le nombre #; = ¢/8.
Il est clair que Pensemble B; est fini, puisque autrement la somme
ZlF(aff)] étendue & tous les nombres ¢ =1, 2;. ..., 7% et & tous les nombres
k de B, serait infinie, contrairement & I'hypothése que F(X) est une
fonction & variation bornée (les carrés of étant sans points intérieurs
communs). Nous définirons maintenant un ensemble de carrés A, comme
il suit: A, est formé de tous les carrés des Ay, ol k est un nombre de By,
qui ne sont intérieurs & aucun autre carré de Ay, ol keB;.

L’ensemble 4, se compose, comme on voit sans peine, d’'un nombre
fini de carrés (fermés): il est donc fermé. Si N, est le plus grand nombre
de B,, désignons par 4; Pensemble de ces carrés appartenant & Ay ., qui
sont recouverts par les carrés de A4,. De la définition de l’ensemble 4,
il résulte que la somme de valeurs absolues de la fonction F(X) sur les
carrés de A} surpasse e, = £/2—¢/8 = 3¢/8. A; n’est donc pas vide. Nous
définissons ensuite les ensembles B, et A,, en prenant 7, = ¢/32. En
procédant ainsi de suite, nous obtiendrons une suite infinie d’ensembles
A; (1=1,2,...), telle que

1) A; se compose dun nombre fini de carrés n’empiétant pas les
uns sur les autres,

2) on a A; > A pour ¢ <k,

3) laire maximum de carrés de A, tend vers 0 pour 7 — oo,

4) le quotient | F(K)|: | K| pour les carrés K de A4; tend vers +ocoavec.

De 1) et 2) résulte Pexistence d’un point p commun a tous les
A; (1=1,2,...). De 3) et 4) nous concluons que |F(p)| = -+ oo, contraire-
ment & Ihypothése que la fonction F(X) a partout une dérivée finie.
Done F(X) est une fonction absolument continue par rapport au réseau
R,c.q. 1. d.

Remarque. Il suffit de supposer dans ce théoréme que les déri-
vées supérieure et inférieure sont finies en tout point.

THROREME 9. 81 F(X) est une fonction & variation bornée, absolument
continue par rapport & un réseau R et ayant presque pariout une dérivée,
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alors F'(p) est intégrable supevficiellement et on a pour tout domwine w
Dégalité

ffp'(p)dxdy = V[F, R, »].

Démonstration. Désignons par ¢,(z, y) une fonction qui a une
valeur constante = F(K7):|K7| & Vintérieur du tout carré K7 du grillage
Gn qui est tout entier contenu dans w. Pour tous les autres points du
carré K, posons ¢, («, y) = 0. Il est clair que la suite ¢,(z, y) tend, pour
n — oo, vers F'(p) en presque tous les points p de ». Remarquons que

(1) [[ wate, ldzay = 3 \F (KD,

la somme & droite s'étendant & tous les carrés du grillage @, contenus
dans . La fonetion F(X) étant & variation bornée, il existe un nombre
M >0, tel que pour tout » naturel subsiste 1'inégalité

(2) D IF(KD) < M.

Il en résulte, d’aprés (1), Uinégalité
ff]qpn(w, Y)ldedy < M  pour n=1,2,3,...

Done, la fonction F’(p), comme limite des fonctions g¢,, est intégrable.
Soient maintenant ¢ et # deux nombres positifs donnés quelconques.
Il existe donc un nombre naturel N et un ensemble B — o de mesure
> |w|—n, tels que pour tout n > N subsiste en tout point p de F ’inégalité
1B () ~gul < e. Dot

lgf(F’(pF%)dwdy] < &lol.

Désignons par H, le complémentaire de F par rapport & o. Soient
K; (1 =1,2,...,7r) les carrés du grillage @,, qui sont contenus entiérement
dans o et tels que K;H, # 0. Posons m; = [K;H,|. Nous aurons donc

Lf o dardy — Zj: F[g,") i — ZF(L) I?! .

Décomposons cette somme en deux, 3'; et },, la somme ', §’éten-

dant aux termes, pour lesquels m;/[K;| <e, et la somme D', aux termes,
pour lesquels m;/|K;| > e. I1 est clair qu’on a, d’aprés (2),

l21| <eM.
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Quant & D),, nous avons

| 3| < Y IPKY| = I

La derniére somme s'étend aux carrés K,; pour lesquels my | K| > e
Or, remarquons que l'aire de la somme des carrés ol m,;[l K, > ¢ tend
vers |H,| pour n — co. Nous obtenons done

i[ofqzn—[ufF'(p)K@f%—LfF/(p)(+§{Elf¢n1+uﬂlfﬁ”<p>|

<elo|teM+Tut [[1F () ().
By

Done, en choisissant # de sorte que pour tout » la somme des valeurs
absolues de F(X) sur les carrés de @G, dont la somme a une aire <7, 801t
< &, et en prenant le nombre N; > N tel que pour n = N, Vaire de la
somme des carrés formant I', soit < 7, nous obtenons pour tout # > N,
Pinégalité

[[ou— [ F®)| < slol+eM+et [ [1F ()]
o » yol
qui montre que
tim [ fon = [[F' @)

Or, [[¢n= D F(K}), la sommation s’étendant aux carrés du

grillage @, contenus dans . Il en résulte que
lim . = V[, R cest-a-dire  V[F, R = ||
n_)fx"[;fqg [F, R, »], [F, R, ] Ja;f (p)s

¢ q.f d.

Remarquons que dans la premiére partie de la démonstration du
théoréme précédent nous avons démontré le théoréme suivant:

TuhoriEME 10. 87 la fonction F(X) & variation bornée a presque partout
une dérivée, cette dérivée est une fonction intégrable.

Du théoréme 9 résulte sans peine lo

THatoriME 11. 8i F(X) est une fonction & variation bornée, absolument
continue et ayant presque partout une dérivée, alors la variation relative
sur un domaine quelconque o ne dépend pas du choiw du réseau et st égole
& Vintégrale de la dérivée sur o.

(1) On supprime la différentielle dwdy pour abreger Vecrituré.
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Remarque I. On peut remplacer dans les théoremes 9 et 11 Ia
variation relative par la variation absolue, en remplacant en méme temps
Vintégrale de la dérivée par lintégrale de la valeur absolue de la dérivée.

THEOREME. 12 87 F(X) est une fonction & variation bornée, ayant
partout une dérivée finie et telle que Vinégalité

\F(By Byt +-By)| < |F ()| + | F(By)|+...+ |F (B,

subsiste pour tout systéme d’ensembles By By, ..., B,, tel que F(X) est
définie pour les ensembles H; (i = 1,2, ey ?) et B =E +H,+...--E,,
alors

I) F(X) est une fonction absolument continue,

IT) Pintégrale de la dérivée sur tout domaine est égale & la variation
de la fonction.

Démonstration. Nous prouverons d’abord que F(X) est ab-
solument continue. Considérons un carré quelconque K. Soit R un réseau
tel que les e¢otés du carré K soient des lignes de division de tout grillage
Gn. En désignant par K; (1 =1, 2, ..., r) les carrés du grillage G, contenus
dans K, nous avons, d’aprés ’hypothése, comme on voit sans peine:

P <

M IF (K.

En désignant la somme & droite par le symbole I, nous voyons
qu'en vertu des théorémes 8 et 9 et de la remarque 1, on a

im 7, = V(|F|, B, K) = [[|F'(p)].
K

N>00
D’ou

(1) IF(K) < [[1F(p)).
K

Si maintenant B est un ensemble quelconque de carrés K; n’empiétant
pas les uns sur les autres, nous avons d’aprés (1):

DEE)N < X [[17'(p) = [[17(p),
i=1 i=1 Ky B

ce qui prouve la continuité absolue de F(X).

Quant & la seconde partie de notre théoréme, elle est une consé-
quence immédiate du théoréme 11.

THEOREME 13. Soit F'(X) une fonction absolument continue non néga-
tive et satisfaisant aux conditions suivanies, toutefois qu’elle est définie
pour les ensembles H; (i =1,2,..., %) et H:
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1) 8i B = Ei+HBy+...+By, on 0 F(E) < F(E)A+F(By) ... +F(Ey),
2) Si E;E,=0 pour i #k e H > H; pour i =1,2,...,n, on &

F(E) = F(B,)+F(Hy)+... +F (Ha).

Alors il ewiste presque partout la dérivée F'(p), elle est intégrable et
pour tout carré E subsiste la formule

F(E) = [[F(p).
B

Démonstration. Remarquons que F(X) est une fonction & varia-
tion bornée. En effet, si K, désigne le carré contenant le corps dans lequel
F(X) est définie, et si B; (i =1,2,...,7n) sont des ensembles du corps
contenus dans F et satisfaisant & la condition E;E;, = 0 pour 7 # k, nous
avons, d’aprés 2) et d’aprés 1’hypothése que F(H;) =0, Vinégalité
\F (B + |F(By)|+...+ |F(H,)| < F(K,), ce qui prouve que F(X) est
une fonction & variation bornée.

En vertu de la condition 1) et d’aprés le théoréme 7 nous voyons
done que F'(p) existe presque partout, done, d’aprés le théoreme 10,
cette dérivée est intégrable. Or, du théoréme 12 nous obtenons la for-
mule

V(F, E) = [[F(p)
E

(ol B est un carré quelconque pour lequel F(X) est définie).
D’autre part, d’aprés ’hypothése 1), pareillement comme dans le
théoréme 12, nous voyons que

(1) ~ V(F,E) > F(E).

Nous prouverons maintenant la formule V(F, E) = F(E). Prenons
un réseau R de sorte que les eotés du carré E soient des lignes de division
de R. D’aprés (I) il existe pour tout # > 0 un n, tel qu’en désignant par

K? (i =1,2,...,7) les carrés du grillage @, contenus dans FE, on a I'iné-
galité
(I1) V(F, B)—y < ) F(K}).

=1

Le nombre positif y étant donné quelconque, nous pouvons main-
tenant trouver un p > n, de sorte que Paire de la somme A de tous les
carrés du grillage G, contenus dans ¥ et contigus aux cotés d’un au moins
de carrés K7 (i =1, 2,...,7) soit < u. Choisissons u de sorte que la somme
8 de valeurs de la fonction F(X) étendue aux carrés formant A satisfasse
a linégalité
(ILI) 8 <.
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(On peut sans peine réaliser cette inégalité, en tenant compte de ce que
F(X) est une fonction absolument continue).

Remarquons maintenant que les carrés du grillage &, qui n’appar-
tiennent pas & A et sont contenus dans le carré K7 forment un carré que
nous désignerons par f;. Or, d’aprés 'hypothése 1), Ia somme de valeurs
de F(X) étendue aux carrés t; et aux carrés appartenant & 4 est > F(K?) 4
+F(Ky)+...+F(Ky). Par conséquent,

I 7

S+ Y F(t) = Y F(KY),
=1 1=1
d’olt, d’apres (I1T),
v ZF Z F(KY)—y.

Les carrés i; étant sans points communs et = F, nous avons, d’aprés
I'hypothése 2):

(V) 2, Fli) < F(B).

D’apres (ITI), (IV) et (V), nous en trouvons
F(E) > V(F, B)—2y.
Cette inégalité subsistant pour tout % > 0, nous avons done
F(B) = V(F, B),
done, d’apres (I),
V(F, B) = F(B),

par conséquent

= [[F(p), caqtad
E

Supplément: Applications (1)

La masse, la chaleur, la charge éléctrique et beaucoup d’autres
grandeurs employées en physique étant des fonctions additives il est
aisé A’y appliquer les résultats précédents. On voit ainsi p. e. que Pexistence
d’une densité dans presque tous les points de 'univers est une conséquence
purement mathématique de I’hypothese que toute portion de Iespace

() Ce supplément est écrit en collaboration avee M. Steinhaus.
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enferme une masse bien définie et que cette masse posséde les propriétés
d’étre additive et non-négative. 11 est de méme avec la température et
avee la densité de la charge éléctrique. M. Fubini (1) s’était posé la ques-
tion ¢’il existe un corps pesant de densité nulle; il obtient un théoreme
analogue & celui de Rolle en supposant que la densité existe partout
et en faisant certaines hypothéses restrictives sur la masse.

Tei nous allons tirer parti de théorémes établis dans les §§ précédents
pour montrer la dépendance mutuelle de quelques hypothéses dont se
sert la mécanique statistique.

En mécanique statistique on représente le mouvement d’un systeme
matériel & n degrés de liberté par le mouvement d’un seul point P dont
les coordonnées Pi, Pay.--y Pny 1, G2y ---5 ¢n remplissent les équations
de Hamilton-Jacobi:

dq; 0H dp; 0B .
1 = 9 pz:__ (7’:1727---7%)7
dt op; at 0q;

E(qyy-.vs Gus Piy -y Do) 6tant Pénergie totale du systéme et les g1, ..., Gas
Py ..ry Pn Gtant les coordonnées et vitesses généralisées du systéme.
Quand le temps ¢ change, le point représentatif P(¢) décrit une courbe
situde sur la surface EF = const. On fait sur cette courbe les hypotheses
suivantes (2):

1. A toute portion 40; d’aire |40, de la hypersurface E = constante
il correspond une ,fréquence relative® ¢’est-a-dire il existe la limite

1 +Tj2
lim — f a(t)ydt = AW;
T 500 72

ot 1a fonetion a(f) est égale & 1 quand P(f) est en 40; et égale & 0 quand
P(t) est ailleurs.

2. La limite finie

. AW,
(2) lim

= 17
o U

nommée ,la fréquence relative différentielle®, existe quand A0, se retréeit
autour d’un point quelconque déterminé I7 de maniére que laire 140,
tende vers zéro.

Pour fixer les idées supposons d’abord que n = 2; E = const. est
alors une équation entre 4 variables. I’hypothése 1 implique donc que

(1) Atti della Reale Accademia di Torino 50 (1915), pp. 293-296.
(?) Paul Hertz, Statistische Mechanik, VIILeme livre du ,Repertorium der
Physik“ de R. H. Weber et R. Gans (Leipzig 1916), §§ 250-251, pp. 482-487.
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a tout cube généralisé A0, appartenant & une variété tridimensionale
correspond un nombre non-négatif AW,. La définition (1) montre que
le nombre AW correspondant & la portion d’espace composée de deux
cubes 40;, 40; sans points communs est égal & AW, - AW,;.

D’aprés notre théoreme 7 il s’ensuit que la limite (2) existe pour
presque tous les points I7 intérieurs au domaine ¥ = const., si la suite
{40;} est composée de cubes contenant le point IT & lintérieur.

Examinons ce que devient la relation

(3) [ [[wdo =140,
405

que l'on rencontre dans la mécanique statistique. Supposons toujours
que lintégrale soit étendue a un cube généralisé; si w est fini pour tous
les points I7 du cube la relation sera encore exacte d’aprés nos théorémes
11 et 12, (3) est donc une conséquence mathématique des hypothéses
1 et 2.

Envisageons maintenant la portion A0; de A40; qui reste quand
on supprime les points de 40; par lesquels passe le point mobile P(t)
(ncourbe de phase)“; nous écrirons AQ; = A0;—H en désignant par
H la trajectoire de P(t). D’aprés cette définition AW, correspondant
& A€, sera égal & zéro. Quand AQ; se retrécit d’une manidre quelcongue
autour de I/ on obtient done

AW,
| 442

(4) lim

=

ce qui est vrai pour tous les points /T de E = const. sauf les points sup-
primés. D’auntre part (3) donne

[[[wdo =140 = 40|

car la mesure de H est nulle d’aprés M. Plancherel (1); [40| étant positif
on voit que w est positif pour presque tous les I7 de AQ; (4) fournit done

AW,

i
e,

7 w(II)

pour presque tous les /7. Il ’ensuit que les hypotheéses 1 et 2 sont incompa-
tibles quand on conserve dans I’énoncé de 2 les ensembles mesurables
généraux A0; comme des admissibles portions de I’hypersurface. Pour
lever cette contradiction il suffit de restreindre la signification de A0;
dans cet énoncé et n’admettre que des cubes généralisés.

(*) Annalen der Physik 42 (1913), p. 1061. Tl s’agit ici de la mesure de Lebes-
gue - Carathéodory.
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Il faut encore définir les cubes généralisés; ce sont les portions de
Phypersurface qui correspondent aux cubes ordinaires quand on repré-
sente les quatre coordonnées de I’hypersurface comme fonctions de trois
parametres; cette représentation est possible par des fonctions analyti-
ques et on peut — ce qui importe ici — la choisir telle que le rapport
de volumes du cube ordinaire de I’espace paramétrique et du cube géné-
ralisé qui lui correspond dans Ihypersurface soit toujours compris entre
deux limites positives finies. Ces indications suffisent aussi dans le cag
n > 2.

Ceuvres 8



