Un théoréeme sur les transformations biunivoques*

En analysant les différentes démonstrations du théoréme connu
de Schroder-Bernstein sur 1’égalité des puissances de deux ensembles
(Aequivalenzsalz), p. ex. la démonstration dfie a J. Konig(*), on peut
constater que toutes ces démonstrations font usage d’une fagon implicite
d’'un  théoréme général concernant les transformations biunivoques.
Je me propose dans cette Note d’établir ce théoreme et d’en tirer quel-
ques conséquences immédiates; une de ces conséquences jouera un role
important dans la Note Sur la décomposition des ensembles de points en
parties respectivement congruentes que je vais publier avec M. Tarski
dans ce Volume.

Notations

Soit @ une fonction définie pour tous les éléments d’un ensemble A. X étant
un sous-ensemble de 4, ¢(X) désigne I'ensemble de tous les éléments ¢(a), ou @ ap-
partient & X (aX). p étant une fonction définie pour les éléments de 'ensemble ¢ (4),
jo pose: pp(a) = y[p(a)] pour o appartenant & 4.

Si la fonetion ¢ remplit la condition ¢(a,) # ¢(a,), lorsque a; et a, appartien-
nent 4 A et a, # a,, nous allons dire que cette fonction transforme d'une fagon biuni-
voque I’ensemble A en l'ensemble B = ¢(4). Dans ce cas ¢ * est la fonction inverse
par rapport & ¢; c’est-a-dire, b étant un élément de B, 71 (b) désigne I'élément « de
A, qui vérifie la formule: b = ¢(a).

THEOREME 1. Si la fonction ¢ transforme dune fagon biunivoque
Densemble A en un sous-ensemble de B et de méme la fonction v transforme
un sous-ensemble de A en Uensemble B, il existe une décomposition des
ensembles A et B:

A =A4,+4,, B=B;+B,,

qui satisfait auxr conditions:

A XA, =0=DB,xXB,, ¢(4,) =B, e y(4,)=B,.

* Commenté sur p. 324.
(1) C. R. 143, Paris 1906, Cf. A. Schoenflies, Entwickelung der Mengenlehre,
Leipzig und Berlin 1913, p. 36.
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Démonstration. e étant un élément arbitraire de A4, il existe
des sous-ensembles X de 4 (p. ex. 'ensemble A lui-méme), qui remplissent
les conditions suivantes:

I aeX;
IT. i weX, on a p~'p(x)eX;

IT1. si zeX et ¢ 'y(x) existe, on a ¢ 'y (x)eX.

Désignons par C(a) la partie commune (le produit) de tous les sous-
-ensembles X de A, qui satisfont aux eonditions I-III. On peut facilement
se convaincre que ’ensemble C(a) se compose de tous les termes de la
suite suivante (du type « ou bien o*+4-w):

(S) T (@), @y ela), v ey g (a), -
On en conclut que les ensembles C(a) jouissent de propriétés sui-
vantes:
(1) pour tout aed, C(a) remplit les conditions I-III;
(2) si a,eAd et a,ed, on a C(a;) = C(a,) ou bien O(a;)xC(a,) = 0.

Désignons ensuite par 4, ’ensemble de tous les éléments ¢ de A qui
vérifient la formule
O(a) = y~(B);

Pensemble 4, se compose done de tous les éléments a tels que ’ensemble
O(a) peut étre réprésenté par la suite (S) du type o +«* ou bien du type
w, dont le premier terme appartient & ' (B).

Seoit:
(3) Ay = A—A4,;
on a évidemment:
(4) A =A,+A,,
(5) A x4, =0.

Observons quelques propriétés des ensembles A, et A,:
(6) SibeB et p'(b) =aecd,, ¢ " (b) existe.

Si, en effet, ¢7'(b) = ¢ 'p(a) nlexistait pas, la suite (S) serait du
type o et aurait pour premier terme ’élément a, qui appartient, en vertu
de Végalité ¢ = »~'(b), & D’ensemble y~'(B). On pourrait en déduire
que aed, contrairement & (3).

(7)  Si beB et un des éléments a, = v '(b) et a, = ¢ '(b) appartient
a A, le second lui appartient aussi.
Comme a, = p~'g(a,), (7) résulte aussitot de (1), (2) et (3).
Suivant (1), I et la définition de A4,, on obtient encore sans peine:

(8) A, < pyY(B).
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Posons, conformément & (8) et & I"hypothése du théordéme:

(9) B, = ‘P(A1)a B, = p(4,),
d’ou
(10) B,+B, ¢ B.

Pour établir l'inclusion inverse, envisageons un élément arbitraire
b de B. 8i p~'(b)ed,, b appartient évidemment & ¢(4,) = B,. Si, par
contre, v~ '(b)ed;, on déduit selon (6) et (7) que ¢ '(b) existe et appar-
tient & A;, d’oll bep({4,;) = B,. On peut done conclure que
(11) B < B;+B,.

Les inclusions (10) et (11) donnent aussitét identité:
(12) B = B,+B,.

Il résulte encore de (7) et (9) que
(13) BiXBy,=0.

Les formules (4) et (12) nous fournissent une décomposition des
ensembles 4 et B; en vertu de (5), (9) et (13), cette décomposition remplit
toutes les conditions de la thése du théoréme.

Remarque. On prouve sans peine que l’ensemble A4, déterminé
dans la démonstration précédente vérifie la formule:

Al = ﬁ? On7
n=40

ot g = A—yp " (B), C, =v "'¢(C,_;) pour tout n naturel.
DrriNITION 1. La relation R posséde la propriété (o), lorsque:
I. cette relation ne peut subsister qu’entre des ensembles;

II. la condition A RB implique U'exvistence d’une fonclion ¢, qui trans-
forme d’une fagon biunivogue A en B de sorte que Uon ait XRe(X) pour
tout sous-ensemble X de A.

Conformément & cette définition, le théoréme 1 implique immsé-
diatement le sunivant:

THEOREME 2. La relation R possédant la propriété («), si A, < A,
B, « B, ARB, et A, RB, on peut décomposer chacun des ensembles A et B
en deux sous-ensembles disjoints:

A =A4,+4,, B = B, +B,,
tels que Pon ail:
A RB; e A,RB,.

On peut appliquer directement le théoréme précédent & des diverses
relations connues qui possédent la propriété («). Telles sont p.ex. les
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relations suivantes: 'ordre semblable des ensembles ordonnés, la congruence
ou la similitude géométrique des ensembles de points situés dans un espace
métrique, I’homéomorphie des ensembles de points situés dans un espace
topologique.

En ce qui concerne cette derniére relation, on peut énoncer le corollaire
suivant (en appelant avec M. Fréchet (') ensembles du méme type de
dimension deux ensembles dont chacun est homéomorphe & un sous-
-ensemble de 'autre):

COROLLAIRE 2'. St les ensembles de points A et B ont le méme type
de dimension, on peut décomposer chacun deux en deuxr sous-ensembles
disjoints, respectivement homéomorphes.

DErFINITION 2. La relation R posséde la propriété (B), lorsque

L. cetie relation ne peut subsister qw’enire des ensembles;

II. les conditions A,RB,, A,RB, et A, XA, =0 = B,;xXB, impli-
quent que (A,+A,) R(B,+B,).

Suivant la définition précédente, on déduit aussitét du théoréme 2
le suivant:

THEOREME 3. La relation R possédant les propriédiés («) et (B), st
A, A, B, =« B, ARB, et A,RB, on a ARB.

En appliquant ce théoréme & la relation de I’égalité des puissances
des ensembles arbitraires, on obtient le théoréme connu de Schréder-
Berngtein. Son application aux aufres relations connues, qui possédent-
les propriétés («) et (B), notamment & Déquivalence par décomposition
finie ou dénombrable des ensembles de points situés dans un espace métri-
que, va étre étudiée dans Vouvrage de M. Targki et de moi, mentionné
au début de cette Note.

(*) Mathematische Annalen 68 (1910), p. 145.




