Sur certains ensembles de fonctions
conduisant aux équations partielles du second ordre

Soit F un ensemble de fonctions remplissant les conditions suivantes:

10 Toute fonction de F est définie et continue dans un cercle K.
Nous ne supposons pas que le cercle K soit le méme pour toutes les fone-
tions de A.

20 Toute fonetion superposable (1) & une fonetion quelconque de #
appartient & K.

30 A tout cercle K de rayon plus petit qu'un nombre R > 0 et & toute
fonction ¢ définie et continue sur K, K désignant la circonférence de K,
il correspond une fonction F de E définie et continue dans K, qui se réduit
4 ¢ sur K. Deux fonctions F, et F, continues dans K et identiques sur
K sont identiques dans K et ¢ = 0 implique F = 0.

40 Si Pon pose F = U(p/K), U est une fonctionnelle continue par
rapport & ¢ et admettant une premiére variation pour ¢ = 0, quelque
soit le cercle K (2).

Sous ces conditions, on peut démontrer le théoréme suivant:

TutortME 1. Soit f = 60U (dp/K) la premiere variation de U pour
o = 0. Il eviste un nombre réel 2 tel que pour chaque Op, [ soit une
fonction continue ainsi que ses premieres et secondes derivées & Uintérieur
du cerele K et satisfasse & Uéquation swivanie:

Af+2f =0, f=0p sur K (Af:ﬂ+_aif)

Remarque 1. On peut démontrer un théoréme analogue en suppo-
sant que les fonetions de l'ensemble F attribuent aux points des vec-
teurs de n dimensions.

(*) Deux fonetions F; et F, définies dans les ensembles D, resp. D, sont dites
superposables, §'il existe une translation euclidienne (produit d’un déplacement et
d’une rotation) qui transforme D; & D, de telle maniére qu’en des points correspon-
dants F; et F, aient des valeurs égales.

(2} Pour la définition de la premidre et seconde variation voir les Legons d’Ana-
lyse fonctionnelle de Paul Lévy, Paris 1922, p. 50 et p. 79.
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Remarque 2. 1état physique d’un corps homogéne conduit fré-
quemment & Pensemble de fonctions jouissant des propriétés citées ci-
-dessus. Les fonctions qui définissent les déformations d’un corps homo-
gene peuvent servir d’exemple. Le théoréme précédent montre qu’en pre-
miére approximation ces fonctions sont des fonetions analytiques satis-
faisant & I’équation:

Af+-3f = 0.

Définition. [|f]| = maximum de |f| dans K.

TutiorEME T1. 8i nous supposons que la deuwiéme variation 6* U{dp|K)
ewiste pour @ = 0, et qu’il existe un nombre M tel que pour tout K et dp
on ait

1162 U (dp/K)|| < M ||0g][?,
alors en posani

f=20U(0¢lK), = U(dp/K)

af \? af\* -
Ay +iy = aof +p [(0—'0]:-) -+ (%) ], w =0 sur K,

on aurd

Af -4 =0, f=0d6p sur K,

a et B élant deuw nombres constants ne dépendant ni de d¢ ni de K.
On peut établir des équations pareilles pour les autres variations.

Démonstration du théoréme I. Supposons que nous ayons deux
fonctions continues ¢, et ¢, définies dans K, resp. K, telles que les fone-
tions f; = 0U(p,/K,) et f, = 6U (g,/K,) soient égales dans K, K étant
contenu dans K, et K,. Nous allons démontrer que les fonctions f, et f,
sont aussi égales dans K.

Fn effet, posens dans K

(1) B = Ulhg Ky, P = Uhgy/K,)

et nous aurons dans K

(2) Uhg,|Ky) = U(FPIK),  Ulhg,/K,) = UFPIK),
en outre
1) 7
(3) 1im—2:11m =7,
) h Y ;Z



Equations partielles du second ordre 171

Mais d’aprés la définition de la variation
U(FPK) = 0U(F[K)+ || Fy)]] - Ry,

{4) : 2 (@ (2
U(FPK) = 6U(FR [K) -+ || FP)| - Ry,

R, et R, tendant vers zéro uniformément avec h.

Donc d’apres (1), (3) et {4)

UFD K U(FPIK

(5) hm‘Lh_/_l:hm_(Lu: SU(fIK).

70 I B0 h

Les relations (1), (2) et (5) nous donnent enfin dans K

f1 :fz-

Soit maintenant K un cercle quelconque et f une fonction définie et
continue sur K. Posons V(f/K) égale & la valeur de la fonction U (f/K)
au centre de K. Il est clair que la fonctionnelle V(f/K) est continue et
linéaire et en outre si deux cercles K, et K, ont des rayons égaux et si
f. et f, sont deux fonetions superposables, continues et définies sur K,
resp. K,, on a

V(fl/Kl) = V(fz/Kz)-

Soit maintenant 4 un point quelconque de K et a I'angle du rayon
vecteur joignant le centre de K avec A avec 'axe des x. Nous allons
démontrer que pour tout nombre naturel n

Visinna/K) = V(cosna/K) = 0.

En effet, y étant un nombre quelconque, les fonctions sinna et
ginn{a-+y) sont superposables, donc

V(Sinn(a%—y)/K) = V(sinna/H).
Nous aurons alors quelque soit y
cosy - V(sinna/K)-+siny - V(cosna/K) = V (sinna/K)
et pour tout n naturel
Visinna/K) = V(cosna/K) = 0.

Soit ¢(«) une fonction continue, telle que ¢(0) = ¢(2=) et soif

o0
1 .
ity -+ }_J (ancO08 001D, sinna)
n=1
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sa série de Fourier. On sait que la moyenne des sommes partielles tend
uniformément vers ¢(a). Done en posant

V(1/K) = 2xe,
nous aurons

27

ViplK) = 2na ¢ = Of @ (a)da.

Done si f(w, y) = 6U(d¢/K), nous aurons pour tout couple (@, y) situé
a Pintérieur de K et pour tout r suffisamment petit

(6) fla,y) = c(r)f flxtreosa, y-+rsina)da,

¢(r) étant une constante ne dépendante que de 7.
Puisque f n’est pas identiquement nul si dp ne lest pas, la formule
(6) montre que lime(r) = 1/2n et que ¢(r) est continue pour tout » plus
-0
petit quun nombre positif R
La formule (6) donne

o 2

2
Py

dr} fle+rcosa, y4rsina)da
]

H
%tu

—
-
R

f x, y)dedy,
R

l
N%ﬂ S

Kp étant un cercle de centre (z, y) et de rayon R.

On voit sans peine que d’aprés (7) f(z, y) est une fonetion remplis-
sante la condition de Lipschitz dans tout cercle au rayon plus petit que
R situé dans K. Done pour presque tous les (z, ¥)

ar

felwyy) = ¢(r) [ fala+treosa, y+rsina) da

0

ol 7~fffxw,ydwdy,

Je(2, y) est done continue dans chaque point intérienr de K. De la méme
maniére ou peut démontrer DPexistence et la continuité des Jola, y),
fra (2, ¥) s faa(, ) dansg tout point intérieur de K. D’aples (6), la econtinuité
de f,(, y) entraine Pexistence et 1a continuité de 1 Je(r) pour » suffisamment
petit.

et

fw,yf

[
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L’égalité (6) fournit

¢’ (r)
et (7)

2r

Fla, y) :f [ fuli 47 o8 a, y+7sina)cos a1
0

+fy(x-+reosa, y-+rsina)sinalda.

Done

) _ 1 ! . 4
Sl = [ (ade—fyay).
KR

En employant la formule de Green, nous obtenons

"ty y) = — [ [ apasay,
Ep

e (r)

ce qui donne

) J(
2,1
ree?(r) Y
Puisque
(8) hm—ff Afdody — Af,
r—0 r? T

lime' (r) frre?(r) existe; en désignant cette limite par —A nous aurons
r—0

d’aprés (8)

en tout point de K, 1 étant une constante ne dépendant ni de f
ni de K.

Soit B(f, p) une fonctionnelle continue qui & chaque couple de fore-
tions f et @ continues dans (0, 2w) et telles que f(0)—f(2x) = ¢(0)—
—@(2n) =0, attribue un nombre réel. Supposons que pour toutes les fonc-
tions f, ¢, w remplissantes les conditions cités eci-dessus, on ait
toujours

B(f,9) = B, f),
B(f+vy, ¢ B(f, ) +B(y, ¢).

La fonctionnelle B remplissante les conditions précédentes est dite
symmétrique et linéaire.
Dans ce qui suivra nous ferons usage du lemme suivant:
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Lemme. Si B(f, ¢) est une fonctionnelle continue linéaire et symmétri-
que et st la fonctionnelle A(f) = B(f, f) prend les mémes valeurs pour les
fonctions superposables, on o

o 27T
Alfy = Dleif Alda,
i=0 0
o les ¢; sont des constantes indépendantes de la fonction f et
00 [ee]
ZAi = 2 (a;co8ta-Fb;8inta)
i=1 i=0

est la série de Fourier correspondante & la fonction f.
Démonstration. Posons

@y = B(sinna, sinra), b, = B(sinna, cosra), ¢, = B(cosna, cosra).

Si f est un nombre quelconque, un calcul facile montre que

20y = {Gpp —Cpp) COS(N—+7) f+ (b D) 8i0 (10 1) -
nous avons done

Gpp == Dpp = Cpp = 0, I 0 £
et :

Apn = Cnny bnn = 0.

Jomme les premiéres moyennes des sommes partielles de la série de
Fourier correspondant & la fonetion f tendent uniformément vers f, on a

Al = jcianﬁda.
o

(Les ¢, sont des constantes indépendantes de f.)

Démonstration du théoréme TI. Si F est une fonction définie
dans un ensemble 4 dont B est un sous-ensemble, nous désignons par
Fg une fonction définie seulement dans B, qui prend aux points corres-
pondants les mémes valeurs que la fonction #. 8i K’ est un cercle gitué
dans K nous démontrérons la relation suivante valable dans K':

(9) 82U (Sp/K) = 0U (yg [K')+ 02U (fr|K').
En effet, soit U(hdp/K) = f™; nous aurons dans K
f(h)
(10) lim?— — 7,
h—0 h
™ _p, 1
(A1) hmf / = —
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Il est clair que d’apreés (11) il subsiste dans K’ la relation suivante:

1 U(f&IE)—~hoU (fR/K)
{12) —p = lim '
2 h—s0 - h?
D’apres la définition de 1a deuxiéme variation on a pour tout cercle K :
1
(13) Uog/E) = 6U (0p/K)+ - 6" U(op/K)+||8¢|"R

ou R tend uniformément vers zéro avec ||dpi|.
Done, d’aprés (10), (12) et (13), nous aurons dans K':

—hSU YK

?

o

’

SULfOIE 1+4 8 UfL
Y= Lim

h—0 he

[}

ce qui prouve la relation (9).
D’apres le théoréme I et d’apres la formule (6), (z, ¥) étant le centre

du K’, la valeur de 06U (yx./K') au point (z, ) est égale &

27

c(r)f p{x+rcosa, y-+rsina)da.

[
Il est clair, que si V(fx.) est la valeur de 62U (fx./K') au point (x, y);
la fonctionnelle V' remplit les conditions imposées & la fonctionnelle 4 du
lemme, done

(14) Vife) = Zcm) f“Ai-(T do

ou les ¢;(r) sont des constantes dépendant seulement de r,
On peut done éerire pour » assez petit

2

(15)  y(@y) =o(r) [ (w+vcosa,y+mnada+2 jA

0 =

Si nous supposons mainfenant que
[102 U (o [K)|| < M ||bp)[?

(M étant indépendant de K et d¢) nous aurons en posant dans (15)
fx = sinna,

imen (r)] < My
la relation (15) donne maintenant

o 2r

vz, y)f—oh = ffq) (@, y)daody + Zf Ai(r f Z()‘) dr.
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Nous rappellons que lime(r) = 1/2x.
r—0
Puisque
=00 27

2

IZ fA OA 0! f 70y (7 *‘
<[ 3t N (#) ] [ )

et puisque f(w, y) est une fonctionnelle analytique, on peut démeontrer
de la méme fagon que la fonction y(x, ¥) a toutes les derivées continues (1),
Congidérons maintenant que

(@, y)—e( f y(@-Freosa, y-+rsina)da

1
16 lim A Ap).
(16) P00 7ir 471( yiv)
Or
oo 21T
S [ 43)da
lim LZ—O—@
r—>0 7‘2

on
(ff @+ cosa, y +rsina)da)® — f Ag(r da—f Aj(r
= lim -2

r—>0

:
2 S

S

lim =0 0
P Tzﬁ'
2m
2r A2
L 2¢4(r) 1 . _ Of !
=lim ———~-— | f(z+reosa, y--rsina)da-lim
2 2
rso  ¥= 2w 7—0 T

En supposant que fgx. soit constant, on veit sans peine que lime,/r?
existe. Done lime, (r) existe.

r—0

(*) 1l faut remarquer que 1’on peut démontrer existence de toutes les dérivées
de p(x, y) sans hypothése que M soit indépendant de 7.
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Nous obtenons alors

27

> () | A2 (r)da

g g a . BT(OFV, (OF\
an i e @ﬂ(%)*(a—y”f

a et p étant des constantes indépendantes de f, et finalement tenant
compte de (15), (16) et (17)

a 2 0 2
o=l -]
e. q.f d.

Oeuvres 1z



