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des fonctions absolument continues®

par

S. Banach et S. Saks

§ 1. Dans une Note de C. R.(!), Mlle Bary et M. Menchoff ont
signalé (sans démonstration) le théoreme suivant: pour qu’une fonction
continue f(x) soit une fonction absolument continue dune f, absolument
continue, il faut et il suffit que Vensemble de valeurs f(x) od la dérivée (unique
et finie) f'(x) n'existe pas, soit de mesure nulle.

Nous nous proposons ici de prouver qu’une propriété étudide déja
par 3. Banach dans une Nofe antérieure (2) et appellée la propriété (8)
fournit également une econdition nécessaire et suffisante pour qu’une
fonction continue soit une f. a. e. (3) d’une f. a. ¢. Il est aigé en déduire
le théoréme de Mlle Bary et de M. Menchoff.

§ 2. Nous rappellerons d’abord quelques notions utiles pour les
considérations qui vont suivre.

f(x) étant une fonction continue et K un ensemble de valeurs z, H;
désigne Pensemble de valeurs f(«) admises aux points e F.

La fonction f(x) satisfait & la eondition (N) (de M. Lusin), lorsque
mes & = 0 implique toujours mes F; = 0 On dira encore qu’elle vérifie
la condifion (8) lorsque, & chaque ¢ > 0, eorrespond un nombre 5 > 0
tel que mes K < » entraine mes F; < e.

Nous désignons, pour ehaque nombre ¥y, par N;(y) le nombre de
valeurs différents » vérifiant 1’équation f(x) = y. Nous disons que la
fonetion f(x) vérifie la condition (7) lorsque N, (y) est fini pour presque
toute valeur de .

* Commenté sur p. 332.

(1 C. R. 182, p. 1373.

{?2) Banach [18], p. 166.

(3) Nous désignons, pour abréger, par f. a. ¢. toute fonetion absolument continue.
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On prouve que la condition (8) équivaut & l'ensemble de conditions
(&) et (T) (%).

§3. LEMME. y = v(®) élant une fonction mesurable et presque partout
finie dans (0, 1), il existe toujours dans Uintervalle (0, 1) une fonction erois-
sante et absolument continue (x) (p(0) =0, (1) = 1), telle que:

10 Dinverse de o(x), o *(»), est une f. a. c.

20 vlg(x)] est sommable dans (0, 1).

Démonstration. Soit, pour chaque entier n > 1,

B, =E[n—1 < |v(®)] <n],

r

et posons, par définition, pour chaque wel,: p(x) = n~°.

La fonction y(x) déterminde ainsi presque partout dans (0, 1) soib
encore pour tout 0 <o < 1:

6(z) — %fw(t)dt, otk :fw(t)dt.

On voit que 6(x) est une fonection croissante et abgolument continue,
8t que 6(0) = 0, 6(1) = 1. L’inverse de 6(x), qu’on désignera par ¢(x),
est done encore une fonetion déterminéde et eroissante dans (0,1). De
plus, 6(x) admettant presque partout la dérivée positive 0'(x) = yp(2),
Pensemble de valeurs de ¢(z) ou cette fonction ¢ () n’admet pas de dérivée
finie, est de mesure nulle. La fonction ¢ (x) est par suite (ainsi que 6(x))
absolument continue.

Nous prouverons maintenant que la fonction »{p(x)] est sommable (?)
dans (0, 1). Posons, dans ce but, pour tout » > 1:

H,, = E[u_l < W[‘P(w)]i = n]‘

On voit immédiatement gue ’ensemble H,, coincide avec celul de valeurs
x pour lesquels ¢(x) appartient & E,, ou bien, ce qui équivaut, avec celui
de valeurs de la fonetion 6(x) qui correspondent aux valeurs zel,. On
a done, en vertu de la définition de la fonetion 6(z):

nes #,, 1
mes H, :f 0’ (x)dx :f y(x)yde = o i

n3 n®

En En

(*) Banach, 1. c.

(*) La fonction v[p(x)] est une fonetion mesurable et presque partout finie;
¢’est une conséquence immédiate du fait que v (z) est une telle fonction et que I'inverse
de @{x) est absolument continue.
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Done
[oe] oo 1
nmes H,, < V__
Z TN Ly op2t
N=1 =1

d’ott 1la sommabilité de la fonction v[e(x)].

La fonction ¢(z) jouit done de toutes les propriétés désirées.

THEOREME. Pour gu'une fonction continue f(x) soit une f. a.c. dune
I a.c., 4l faul et il suffit gu’elle jouit de la propriété (S).

Démonstration. La nécessité de la condition (S) étant bien évi-
dente, il suffit de démontrer que toute fonction continue dans (0,1) et
vérifiant la condition (8) et une f. a. ¢. d’une £. a. ¢. Soit done f(x) une
telle fonction, satisfaisant, par conséquent, aux conditions (N) et (¥)
& la fois (voir § 2). On peut évidemment supposer que les bornes inférieure
et supérieure de f(x) sont égales respectivement & 0 et 1. La fonction
correspondante & f(x), N;{y) étant mesurable (') et, en vertu de la con-
dition (7'), presque partout finie, il existe, d’aprés le lemme précédent,
une fonetion croissante et a.c. dans (0,1), ¢(x) (¢(0) =0, ¢(1) =1)
telle que son inverse qu’on désignera par 0(x), est aussi a.c.et que
Nilg(y)] est sommable dans (0, 1).

Posons:

Lrégalité w(x) = y étant évidemment équivalente a f(x) = 67 (y)
= ¢(y), on a, pour chaque y:

Nou(y) = Nylo(y)].

Or, N;[¢(y)] étant, d’aprés le précédent, sommable dans (0, 1), il
en est de méme de la fonetion N, (y) et, par suite, u(a) est une fonction
a variation bornée (2). De plus, les deux fonetions f et 0 satisfaisant
a la condition (N) (la premiére par hypothése, et la seconde en vertu
de sa continuité absolue), la fonetion composée u = §(f) vérifie la méme
condition et, par suite, elle est absolument continue (3). La fonction

[=0""(u) = ¢(u)

est ainsi une f. a. ¢ d’une £f. a. c.

(Y Banach [14], p. 225.

(?) car, pour qu'une fonetion continue f(x) soit & variation bornée, il faut et
il suffit que Ny(y) soit sommable. Voir Banaech, L ¢., p. -228.

(?) Banach, 1. c., p. 229.
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Remarque. On peut aisément déduire de 1'énoncé qu'on vient de prouver
:a proposition de Mlle Bary et de M. Menchoff. Soit, & cet effet, f(x) une fonction
dans (0, 1) satisfaisant & la condition de ces auteurs. En désignant donc par M Ven-
semble de tous les points = ot f(x) n’admet pas la dérivée finie et unique, on a

(1) mes M; = 0.

Soit # un ensemble quelconque dans (0,1) de mesure nulle. f(x) admettant
la dérivée en chaque point de /— M, I’ensemble (¥ — M); est, en vertu d’un théoréme
de M. Lusin (}), de mesure nulle. Done, en vertu de (1), B < (E— M)+ M; est aussi
de mesure nulle, et la fonetion f(x) posséde la propriété (V).

Soit maintenant 4 P'ensemble de valeurs y telles que Ny(y) y est infini. A chaque
valeur y ¢ 4 on peut done faire correspondre un point xy gui soit un point d’accumula-

tion d’une suite de points #{") tels que f(x{")) = y. Désignons par B I'ensemble de va.

leurs yed pour lesquels xye M. On a donc

(2) B« My, done mesB =0.

Iy

D’autre part, si xy n’appartient pas a M, la dérivée f'(zy) existant en ce point,
elle 8’y annule nécessairement et, par conséquent, I'ensemble 4 —B de valeurs cor-
responidant aux tels points est de mesure nulle (%). Done, d’aprés (2), on a mes 4 = 0,
¢.-d.-d. f(») satisfait encore & la condition (7).

Les conditions (N) et (T') vérifides par la fonction f(x), elle est d’aprés le théoréme
préeédent une f.a.c. d’une f.a.ec.

Remarque post seriptum. Aprés I'envoi par nous de la présente
note 4 la Rédaction des ,Fundamenta“, Mille Bary a publié une nou-
velle Note (C. R. 183, p. 469) ou elle a signalé Ia méme proposition que
nous venons d’obtenir. Or, la démonstration de Mlle Bary étant (d’apres
les renseignements que Mlle Bary a bien voulu nous faire parvenir)
essentiellement différente de la noétre, nous croyons de pouvoir publier
cette derniére, d’autant plus qu’elle semble étre aussi simple que naturelle.

Les raisonnements complets de Mlle Bary et de M. Menchoff
paraitront dans le recueil italien , Annali di Matematiea“.

(Y Lusin, I’intégrale et la série trigonométrique (en russe), Moscou 1915, p. 105,
Cf. aussi Saks, Sur un théoréme de M. Lusin, Fundamenta Mathematicae 6 (1924),
p. 111
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