Uber einige Eigenschaften
der lakuniiren trigonometrischen Reihen®

In der vorliegenden Arbeit beschéftige ich mich mit der Untersuchung
einiger Eigenschaften der lakuniren trigonometrischen Reihen. Hine
trigonometrische Reihe soll dabei lakundr heiflen, wenn sie die
Gestalt
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hat, wo die Folge {k,} aus der natiirlichen Zahlenfolge durch Weglassen
unendlich vieler Glieder entsteht. Es sind iiber die lakuniren Reihen
einer besonderen Klasse, iiber die Reihen némlich, fiir welche die Bedin-

gung
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stattfindet, zwei bemerkenswerte Sdtze bekannt. Der erste rihrt von
Herrn S. Sidon her und lautet: Wenn die Reihe (1) die Fourierreihe
einer mefBbaren beschrinkten Funktion ist, so mufl die Reihe
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konvergent sein (1). Den zweiten hat Herr A. Zygmund bewiesen: Stellt
die Reihe (1) die Fourierreihe einer integrierbaren Funktion dar, so

* Commenté sur p. 337.

(*) 8. Sidon, Hin Satz iiber die absolute Konvergenz von Fourierrethen, in denen
sehr viele Glieder fehlen, Mathematische Annalen 96 (1927), p. 418-419; S. Sidon,
Verallgemeinerung eines Satzes iiber die absolute Konvergenz won Fowrierreihen mit
Liicken, Mathematische Annalen 97 (1927), p. 675-676.
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ist diese Funktion mit jeder positiven Potenz integrierbar — im beson-
deren also konvergiert die Reihe (1)

[s¢]
Zanln-

n=1

Ieh gebe hier gewisse nene Higenschaften der lakuniren trigono-
metrischen Reihen der oben erwihnten Klasse an. Ich zeige z.B., daB es,
falls die Voraussetzung des Satzes des Herrn Zygmund erfiillt ist, eine
stetige Funktion x(¢) gibt, derart dafl die Fulerschen Formeln

27 2
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(3) —J 2(t)coskaldl, b, — —f s)sinkddt  (n = 0,1...)
T [4] T 0
stattfinden (2). Als eine einfache Folgerung dieses Satzes ergibt sich die
Existenz von Fourierreihen, die die Carlemanseche — und sogar eine
starkere — Singularitdt aufweisen (3).

Es gilt ndmlich der folgende
SATZ a. Wenn {e,} eine gegen Null konvergente Folge positiver Zahlen
ist, so gibt es eine stetige Funktion x(t) derart, daff die Rethe
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wo ay, b, (n=1,2,...) die Fourierkoeffizienten der Funktion x(l) sind,
divergent ist.

Beweis. Es sel {km eine Folge wachsender natiirlicher Zahlen, fir
die die Bedingung (2) stattfindet. Betrachten wir zwei Zahlenfolgen
{an}, {Pn}, fiir welche die Reihe

Z (a2+-F2)

konvergiert und zugleich die Reihe
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divergiert; die Kongtruktion soleher Folgen bietet keine Scehwierigkeiten.

(1) A. Zygmund, Sur les séries irigonomélriques lacunaires, Journal of the
London Mathematical Society 5 (1930), p. 138-145.

(*) ky = 0.

(%) Slehe T. Carleman, Uber die Foumwkoeffmwnten einer stetigen Funktion,
Acta Mathematica 41 (1918), p. 377-384.
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Setzen wir az = ay, by, = Ba (n=1,2,...). Auf Grund unseres vorher
ausgesprochenen Satzes gibt es eine stetige Funktion x(f), derart daB
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w, = -f e(tycoskutdt, by = ﬁf o()sink,ddt  (n—1,2,...)
iv 0 0 N

ist; es ist klar, daBl diese Funktion die verlangten Higenschaften besitzt.
Tch beweise weiter, daB man, falls die Bedingung (2) erfiillt ist,
zu jedem Paar gegen Null konvergenter Folgen {a,}, {b.} eine integrier-
bare Funktion x(f) konstruieren kann, derart dafl die Gleichungen (3)
gelten. Daraus folgt wieder leicht der folgende
Satz b. Wenn {,} eine gegen oo divergenie Folge positiver Zahlen
ist, so gibt es eine integrierbare Funktion x(t) derart, dafi die Reihe

(lanl™ - b2l ™)

Do

n=1

It

WO Gy, by (n=1,2,...) die Fourierkoeffizienten der Funkiion wx(1) sind,
divergiert.

Da wir mit der Methode der Theorie der Operationen arbeiten, wollen
wir zuerst, die aus diesem Gebiete unten vorkommenden Begriffe und
Sitze kurz besprechen, ohne iibrigens auf genauere Erlduterungen und
Beweise einzugehen. Unter einem Raume wvom Typus (B) werden wir
stets einen linearen, normierten und vollstindigen Raum verstehen.
Wir werden mit den folgenden Réumen dieser Art zu tun haben:

1. (L): Der Raum aller in (0, 1) erklirten, integrierbaren Funktionen
1
2(t), wobel ||o]| = [ |(t)|dt ist (1).
0

2. (0): Der Raum aller in <0,1> erklirten, stetigen Funktionen
x(t); ||| = Max|x(?)].
0<Ci<1

3. (1?): Der Raum aller Zahlenfolgen {&,} von dieser Kigenschaft,
daB die Reihe 3 &2 konvergiert, wobei |[z]| = (3 &) ist (2.
n=1 =1
4. (¢,): Der Raum aller gegen Null konvergenten Zahlenfolgen {&,};
]| = Elﬁgbx 1&nl-
n=12,...

Wenn in einem Raume X vom Typus (B) elne Funktion y = F(x)
erklirt ist, deren Werte einem Raume Y vom Typus (B) angehoren,
so spricht man von einer Operation; ein Funktional ist eine Operation
mit reellem Wertbereich. Die Operation F(x) heillt additiv, wenn fir

2 (t); analog im Falle 2.
{&xn}; ebenso im Raume (cp).

]
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jedes Elementenpaar z', 2" aus X die Gleichheit F(z'-+a") = F(z')+
+H(x) stattlindet; sie heillt stetig, wenn immer aus wx,2, c X
(n=1,2,...), #, —« die Beziehung F(x,) — F(x) folgt. Damit eine
additive Operation F(x) stetig sei, ist notwendig und hinreichend,
dall es eine Zahl K gibt, fir die die Ungleichung ||F(z)|]] < K|J#|| im
ganzen Raume X erfiillt ist; die kleinste Zahl von dieser Higenschaft
nennt man die Norm der Operation F(x) und bezeichnet sie mit || F].
Eine additive und stetige Operation heiBt linear. Bekanntlich hat jedes
in den Réumen (I?) und (¢,) erkldrte lineare Funktional die folgende
Gestalt:

= 2 Euda, wobel (£} = (1%) und [[L]] = (3 &) ist, bow.
=1 =1

Z nén, Wobel die Reihe Z £, absolut konvergiert und
— =1

WL = 2]&“ ist.

Bezeichnen wir mit X* die Menge aller in X erklirten linearen Funk-
tionale L(x). Diese Menge bildet, bei der gewohnlichen Definition der
Verkniipfungen einen linearen Raum. Wenn wir als Norm eines dem
Raunme X* angehorigen Hlementes 2* = L(x) die Norm des Funktionals
L(z) erkldren, so wird dieser Raum auch vom Typus (B) sein. Wir nennen
den Raum X* den zu X konjugierten Raum. Es sei weiter y = F(x) eine
lineare Operation und y* = L(y) ein Element des zu ¥ konjugierten Rau-
mes Y*. Ordnen wir dem Element y* das Element a* = L{F(m)) des
Raumes X zu. Die so entstandene lineare Operation «* = F*(y*) nennen
wir die zu F(x) konjugierte Operation.

Es seien L(x) und L,(z) (r = 1, 2, ...) beliebige im Raume X erklirte
lineare I‘unktionale Wenn fir jedes Element x, dieses Raumes die Folge
der Zahlen {L,(x,)} gegen die Zahl L(x,) konvergent ist, so sagen wir,
dall die Folge der Funktionale {Z,(x)} gegen das Funktional L (x) schwach
konvergiert.

Wir brauchen in dieser Arbeit die folgenden S#tze (unter Beibehaltung
der vorigen Bezeichnungen):

SATZ o. Wenn die Operation F*(y*) eine lineare Umkehrung besitzt
und die Folge der Funktionale {F*(yr)} gegen ein lineares im Rauwme X
erkliries Funktional L(x) schwach konvergiert, so g¢ibt es im Raume Y*
ein Element y*, derart daf L(z) = F*(y*) ist (1)

Sarz 8. Wenn die Operation F*(y*) den Raum Y* auf einen abge-
schlossenen Teil des Raumes X* eineindeuiiq abbildet, so ist die Umkehrung
dieser Operation linear (2).

() Banach [23], p. 223-239, insb. Lemme 9.
(?) Siehe Théoréme 7 der unter () zitierten Arbeit.
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Satz y. Dewmit die Operation F*(y*) eine lineare Umkehrung besitze,
ist notwendisg und hinreichend, daf die Operation F(x) den Raum X auf
den ganzen Rauwm Y abbilde ().

§ 1. Es seien a,(f) (n = 1, 2, ...) beliebige, me Bbare und beschrinkte,
in €0, 1> erklirte Funktionen; setzen wir voraus, daB sie ein orthogonales,
normiertes System 8 bilden. Man sagt, dal die Reihe

Z.O C, 0y (1)

die Entwicklung einer gegebenen integrierbaren Funktion x(#) nach dem
betrachteten System ist, wenn die Koeffizienten ¢, dieser Reihe durch
die Gleichungen

= fx(t)an(t)dt (n=1,2,...)

definiert sind (2). In diesem § werden wir ausschlieBlich mit dem Fall
zu tun haben, wo das System 8 einer speziellen Bedingung geniigt, aus der
sowohl die Vollstdndigkeit wie auch die Abgeschlossenheit dieses Systems
im Raume (L) sofort folgt. Es handelt sieh némlich um die folgende
Brpineung 1. Ist z(t) eine infegrierbare Funklion, so kann man die
Zahlfm e (m=1,2,...,m3m =1,2,...) so wihlen, daf — z,(t)

— ZG(M) t) fiir m = 1,2,... geselzt —:

1. lim f]zm (t)—=(t)|dt = O ist;

M-—>00 0

2. aus t)ydt = 0 fiir ein gewisses n, die Relationen d™ =0
g ’

(m =mn,n +1, folg(m.

Es sei nun {k,} eine monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen;
wir erkliren fiir eine derartige Folge die drei Eigenschaften A, B und C
folgenderweise:

A. Hs gibl eine Konstante K, derart daf fir jede Zahlenfolge {c,} die
Ungleichungen

m mwm

(1) ( )”2 Kﬂzonak ‘ (m=1,2,...)

=1
gelten.

(*) Siehe Théoreme 5 und 6 der unter (*) auf s. 190 zitierten Arbeit.
{?) Wenn wir kurz von Funktionen sprechen, so sind stets die in <0,1)>
erkldrten Funktionen gemeint.
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B. Wenn die Reihe
(2) D, e, (1)
n=1

die Bwntwicklung einer integrierbaren Funktion nach dem System § ist, so
konvergiert die Reihe

(3) Zoi.

=1
C. Wenn die Reihe (3) konvergent ist, so gibt es eine stetige Funklion
x(t), die den Gleichungen

1

(4) f:v(t)akn(t)dt =¢, (n=1,2..)

geniigt.
Wir werden jetzt den folgenden grundlegenden Satz beweisen:
SAarz 1. Die Higenschaften A, B und C sind dquivalent.
Beweis. Bs sel @ = x(f) < (0); setzen wir

Dureh die Gleichung
F(x) = {na(a)}

ist im Raume (O) eine lineare Operation definiert, die ihn auf einen Teil
des Raumes (12) abbildet; die Stetigkeit der betrachteten Operation folgt
unmittelbar aus der Bemerkung, dafl

e

WE @) = (X d@)” <| [e2mat]” < sl

n=1

ist. Es sei ferner 4 * = L(y) ein lineares im Raume ({2) erklirtes Funktional;
wir haben also

cO

L(y) = > 4ty

Nn=1
wobei ¥ = {5,} und {,} < (1?) ist. Infolgedessen erhalten wir

1

L(F @) = X na [ @) oy, (1)t
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wenn mit Z(¢) die durch die Beziehung

7774

(6) T f (7 nnak (D) dr =0
bestimmte Funktion bezeichnet wird. Wir bemerken hier, dall — wie
leicht nachzupriifen ist — die Gleichheit
1
(1) 1E* (") = [|@(0)|d
0
stattfindet.

Wir wollen jetzt zeigen, dafl jede der Higenschaften A, B und C der
Folge {k,} mit der Hxistenz einer linearen Umkehrung der Operation
F*(y™*) dquivalent ist.

A. Wir werden uns hier der einfachen Bemerkung bedienen, nach
der die Operation #*(y*) dann und nur dann eine stetige Umkehrung
besitzt, wenn es eine Zahl K gibt, welche die Ungleichung

(8) Hy 1] < K F*(y*)]]
fir alle y* befriedigt.

Setzen wir voraus, dafll die Folge {k,} die Higenschaft A besitzt;
es ist

m

1 m
{9) (Zﬁn) ' < f‘*‘ 27’"““ (m =1,2,...).
T=1 0
Aus (6) und (7) folgt nun

ne

(10) tim [ >, (1) dt = [|F*(y*)]];

—>00 T R=1

es geniigt also noch die Relation

(11) ™1 =( 3"
n=1

zu beriicksichtigen, um aus (9) durch Grenziibergang die Ungleichung
(8) zu gewinnen Aber auch umgekehrt, wenn die letzte Ungleichung
fiir alle y* erfiillt ist, so kommt der Folge {k,} die Higenschaft A zu. Es
sei ndmlich {c,} eine beliebige Zahlenfolge und m eine natiirliche Zahl.
Setzt man n, = ¢, fir n < m, = 0 fir » >m (m = 1, 2, ...), so ist wegen
(10) und (11), die Relation (8) mit (1) ersichtlich gleichbedeutend.

B. Nehmen wir an, dal die Folge {k,} die Higenschaft B besitzt.
Bs sei {y;} = {L,(x)} eine Folge der linearen im Raume (I?) erklidrten
Funktionale; man kann sie also in der Form

Ly (a Z Tl

Qeuvres . 13
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schreiben, wo « = {1,} ist und {{} < (?) (» = 1,2,...). Setzen wir
weiter voraus, dafl die Folge {F*(y;)} gegen ein Element L(z) des zu
(0) konjugierten Raumes konverglelt Es ist stets, nach dem Vorigen,

1

F(yh) = e, 1),
0
wobei die Beziehungen

(12) hmf Z,(t 2’7" ax, (1))2dt = 0

M—->00 f—1

gelten; da weiter
IE* () —F*ll = [1B(0)—F,(0)]dt  (p,g=1,2,...)

ist, so mufB die Folge {Z.(t)} gegen ein Element des Raumes (L) konver-
gieren. Es existiert also eine integrierbare Funktion z(¢), fiir die die Rela-

tion
1

(13) limfm(t)—ﬁ(t)ldt =0

—0

stattfindet; es ist offenbar

fiir jede dem Raume (C) angehoérige Funktion z = x(t). Betrachten wir
jetzt die Reihe

] 1
(14) o, () [ ®(1) ax, (1) dt;
=1 0
aus den Relationen
1 m
[F(t)as(t)dt = lim lim f(zq“ygf)akn(t))as(t)dt (s =1,2,...),
s P00 M—>00 ) ‘He]

die man unter Bezugnahme auf (12) und (13) leicht verifiziert, folgt un-
mittelbar, dafl die Reihe (14) die Entwicklung der Funktion Z(f) nach
dem System 8 ist; wegen der Voraussetzung muf also die Reihe

konvergieren. Daraus schlieBen wir sofort, daff —

= [BOow, (WA (n=1,2,...)
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gesetzt — die Beziehung (6) erfilllt ist; infolgedessen haben wir, fiir das
durch die Gleichung

o0

?/* = Znnﬁn

=1
im Raume (1?) erklirte Funktional,
L(w) = F*(y").

Auf diese Weise sehen wir, daB die Operation F*(y*) den zu (I)
konjugierten Raum auf einen abgeschlossenen Teil des zu (C) konjugierten
Raumes abbildet; da diese Abbildung eineindeutig ist, so besitzt, wegen
des Satzes 8, die Operation F*(y*) eine lineare Umkehrung.

Setzen wir voraus, dafl die Operation F*(y*) eine stetige Umkehrung
besitzt. Es sei die Reibe (2) die Entwicklung einer integrierbaren Funktion
Z (1) nach dem System S. Das System 8 geniigt der Bedingung I; man kann
also die Zahlen %) (n =1,2,...,7;7 =1,2,...) so wiahlen, daff —

2% G, (r=1,2,...)

1

lim [ [Z,(1)— Z(1) dt = 0

P00 0

&

gesetzt —

ist. Wir erkliren jetzt im Raume (C) die Funktionale L(z) und L,(z)
{r =1,2,...) folgenderweise:

= [@@)=(1) L) = [@(t)@,(t)dt,

wobei #(f) das Element x bezeichnet. Hs existieren offenbar in dem zu
{I?) konjugierten Ranme Klemente y; so beschaffen, daf

Ly(w) = F*(y7)

ist. Da die Folge {F*(y;)} gegen das Element L(x) konvergiert und nach
dem Satz « die Operation F*(y*) den zu (I12) konjugierten Raum auf
einen abgeschlossenen Teil des zu (C) konjugierten Raumes abbildet,
so gibt es in dem zu (I2) konjugierten Raume ein Element y*, derart daB

L(z) = F*(y")

ist. Infolgedessen ist die Funktion %(¢) mit der durch die Relation (6)
erklirten Funktion identisch und folglich gquadratisch 1ntegr1e1bar die
Reihe (3) mufl also in der Tat konvergieren.

C. Um diesen Teil des Beweises zu erledigen, geniigt es zu bemerken,
dafl die Folge {k,} dann und nur dann die Figenschaft C besitzt, wenn die
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Operation y = F(xz) den Raum (C) auf den ganzen Raum ({2) abbildet —
und den Satz v anzuwenden.
Ersichtlich erfiillt das trigonometrische System die Bedingung I

Wenn, nun die Folge {k,} der Forderung

k7z+1 .

k—>k>1 (n=1,2,...)
geniigt, so besitzt sie nach dem zitierten Satz des Herrn A. Zygmund
die Eigenschaft B; auf Grund unseres Satzes I kommt ihr also auch die
Bigenschaft C zu. Das heilt aber, dafl man, wenn die Zahlenreihe

an+b3)

Nk

n

Il

konvergiert, eine stetige Funktion x(f) so wihlen kann, daB die Gleichun-
gen

1 e 1 21 o
ap == [ w(t)coskyidt, b, = — [ a@Wsink,tdt  (n =1,2,...)
TCO TCD

stattfinden.

§ 2. Setzen wir jetzt voraus, daff die Funktionen «,(f) (n = 1,2,...)
nicht nur individuell, sondern auch gemeingam beschrinkt sind. Wir
werden auBerdem annehmen, daB fir das System § die folgende Bedin-
gung erfilllt ist:

BEDINGUNG I'. Wenn 2(I) eine beschrinkie mepbare Funition ist,

so konnen die Zahlen ¢V (n = 1,2, ..., m;m = 1, 2, ...) so gewdhlt werden,
e

daf — zn(t) = 3 &P a,(t) fir m =1,2,... geselst —
n=1
1. fast iiberall limz,, (1) = 2(3) ist;
M—>o

2. die Funkiionen z,(t) (m = 1,2,...) gemeinsam beschrinki sind;
i

3. wenn [#(t) a,()dl = 0 fiir ein gewisses n ist, so ist ¢( = 0 (m = n,
0

n-+1,...).

Bs bezeichne wieder {k,} eine beliebige wachsende Folge natirlicher
Zahlen; wir erkliren fiir derartige Folgen die Eigenschaften A’, B’ und €’
folgendermafen:

A'. Bs gibt eine Konstante K, derart dap fir jede Zahlenfolge {c,} die
Ungleichungen

Ve

m
. |
E len| << K wesentliche obere Grenze | chakn H (m=12...)
I i
N=1 =1

o<l =

stattfinden.
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B'. Wenn die Reihe
o0
Zonakn(t) .
=1

die Entwicklung einer beschrinkten wmefbaren Funktion nach dem System
8 ist, so ist die Reihe
%
e
b=z ]

C'. Wenn {c,} eine gegen Null konvergenie Zahlenfolge ist, so gibf es
stets eine integrierbare Funktion x(t), fiir welche die Formeln

konvergent.

1

fw(t)akn(t)olt =0, (n=12..)
0
gelten.

Wir beweisen jetzt den zu Satz I analogen
Sarz 1. Die Rigenschaften A’y B und C' sind dquivalent.
Beweis. Es gei & = x(t) < (L); setzen wir

m(@) = [o(l)a,Wdt (n=1,2,...)

und
Fz) = {n.(2)}.

Da nach einem bekannten Satze die Folge {7,(x)} gegen Null kon-
vergiert, so bildet die durch die letzte Gleichung erklirte Operation den
Raum (L) auf einen Teil des Raumes (¢,) ab; diese Operation ist ersichtlich
linear, da die Ungleichung

1

[|F'(#)]] < obere Grenze |ay, (1)| [ |o(t)|dt
ModiLy 0

statthat. Wir werden jetzt die Gestalt der zu F(x) konjugierten Operation
F*(y*) bestimmen. Es bezeichne y* = L(y) ein beliebiges im Raume
(¢,) erklirtes Funktional; es ist also

[ee]

Ly) = Znn%m

n=1

wobel y = {5,} ist und die Reihe »'n, absolut konvergiert. Wir haben
1

To=
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und daher

wobei

ist; aullerdem gilt die Gleichung

| F*(y*)|| = wesentliche obere Grenze |Z(1)].
[(Befq]

Man kann nun leicht beweisen, daf jede der Eigenschaften A', B’
und ¢’ der Folge {k,} damit gleichbedeutend ist, dafl die Operation F*(y*)
eine lineare Umkehrung besitzt. Der Beweis verliuft ganz analog dem
entsprechenden Beweis des vorigen §.

Offenbar ist fiir das trigonometrische System die Bedingung I’ exfiillt.
Dem in der Einleitung erwihnten Satze des Herrn S. Sidon zufolge besitzt
die Folge {k,} die Eigenschaft B’, wenn sie nur der Bedingung

kn

k“ >k>1 (n=12..)

geniigh; dann hat sie also auch nach unserem Satze I' die Eigenschait C’.
Dieses bedeutet, dafB es, wenn die Zahlenfolgen {a,} und {b,} gegen Nulil
konvergieren, eine integrierbare Funktion x(¢) gibt, fiir welche die Rela-
tionen
1 2w 1 2 )
ay == [ w(tyeoskyidi, b, == [w()sink,tdt (n=1,2,...)

G k3

kU H

erfiullt sind.




