Uber analytisch darstellbare Operationen
in abstrakten Rdumen*

Einleitong

Seien X und Y zwei metrische Riume. Der Raum Y sei auBerdem
separabel. Wir betrachten Operationen

welche jedem Elemente # < X ein bestimmtes Klement ¥ <« Y zuordnen.
Zwei Arten dieser Operationen werden gewdhnlich betrachtet. Die
erste bilden die (mittels stetiger Operationen) analytisch darstellbaren
Operationen; wir bezeichnen ihre Gesamtheit mit B. Die zweite Art bilden
die im Sinne von Borel mefibaren Operationen; sie sei mit L bezeichnet.
Die zu B gehérenden Operationem werden folgendermafBen erklirt:
Eine stetige Operation zdhlen wir zur nullten Klasse B°. Die Grenz-
werte der Folgen stetiger Operationen bilden die erste Klasse B'. Allge-
mein besteht die &-te Klasse Bf (wobei ¢ eine beliebige endliche oder
unendliche Ordnungszahl < 2 bedeutet) aus denjenigen Operationen,
welche als Grenzwerte von Folgen von Operationen niedrigerer Klassen
darstellbar sind.
Die Vereinigungsmenge aller Klassen B° bildet die Gesamtheit B
der (mittels stetiger Operationen) analytisech darstellbaren Operationen.
Um die im Sinne von Borel meBbaren Operationen zu erkliren,
definieren wir zunichst die zwei Borelschen Mengenklassen P° und Q°.
Die Klasse P! besteht aus allen abgeschlossenen, die Klasse @' aus
allen offenen Mengen. Die Klasse P° ist die Gesamtheit der in der Form
[TA, darstellbaren Mengen, wobei A4, < Q% (&, < &n =1,2,...) ist.

=1
o]

Die Klasse @° ist die Gesamtheit der in der Form > A, darstellbaren

=1

Mengen, wobei A4, = P (" < & n =1,2,...) ist.

* Commenté sur p. 347.
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Eine Operation f(z) heil3t mefBbar im Sinne von Bovel von der Klasse
£ =0, wenn fiir jede offene Menge G = YV die Menge E[f(x) = G1(%)
der Klasse Q**! angehort. Wir bezeichnen die im Sinne von Borel meBbaren
Operationen der Klasse & mit Z° und mit I die Gesamtheit aller derartigen
Operationen.

Die Operationen B wurden zuerst von Herrn Borel definiert, die
QOperationen L von Herrn Lebesgue. Von Herrn Hausdorff (2) wurde
das Problem gestellt, die Beziehungen zu finden, welche zwischen den
Mengen B und L bestehen. In der vorliegenden Arbeit werden diese
Beziehungen untersucht.

Wir erkliren jetzt eine neue Art von Operationen, nidmlich die mit
Hilfe von Operationen der Klasse L analytisch darstellbaren Operationen.
Man erhalt sie aunf folgende Weise:

Die Klasse b' sei mit L' identisch. Zur Klasse b2 zéhlen wir die Grenz-
werte von Folgen aus bt; allgemein besteht die Klasse b° aus Grenzwerten
von Folgen, deren Operationen den Klassen niedrigerer Ordnung ange-
horen.

Wir beschéftigen uns im folgenden mit den Beziehungen, welche
zwischen den Klassen B, L und b bestehen.

Tst ¥ die Menge aller reellen Zahlen, 8o ist B® = L° (¢ = 0), woraus
offenbar B® = b* = L° (£ = 1) folgt.

Wenn Y ein anderer Raum ist, so finden die obigen ldentitéiten
im allgemeinen nicht statt, wie das folgende Beispiel von Herrn Haus-
dorff (*) zeigt:

Es bezeichne X die Gesamtheit der reellen Zahlen und Y eine aus
nur zwei Elementen y,,y, bestehende Menge. Jede stetige Operation
ist also von der Form f(x) = y,, oder f(x) = ¥,. Das sind zugleich alle
Operationen B.

Die Operation, welche durch

f(0) = v4,
fle) =y, (x #0)

(Y) Diese von Herrn Lebesgue eingefiihrte Bezeichnung bedeutet die Menge
derjenigen x, welche die in der Klammer angegebene Eigenschaft besitzen; im obigen
Falle die Menge derjenigen z, fiir welche f(x) in G enthalten ist.

(2) Vgl. F. Hausdorff, Mengenlehre, 2 Aufl., p. 268. Es ist zu beachten, daB
Herr Hausdorff unsere Operationen I, mit (M, N°) und unsere Operationen B
mit % bezeichnet.

Zwischen unseren und den Hausdorff’'schen Bezeichnungen bestehen fol-
gende Beziehungen:

Lf = (M5 N9, Bf=f (§<w),
Lf = (ML, NoHh), B =1 (£ ).
() Vgl. 1 e.(2), p. 268 ff.
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definiert ist, gehort, wie leicht zu sehen, zu . In diesem Falle ist also
L == B
Man bemerkt leicht, daQ

B cb cLf (£=1).

Das folgt aus B® = L° b = L' und aus der Tatsache, daB die
Grenzwerte der Folgen von im Sinne von Borel meBbaren Operationen
von Klasse < & alle der Klasse L° angehiren.

In dieser Arbeit beweise ich die Sitze:

1. Wenn der Raum Y separabel ist, so hat man

=1 (&=1).

2. Wenn sich zwei beliebige Punkte des Raumes Y stets durch einen
stefigen Bogen verbinden lassen, so ist

B =L" (&#£1)

(fiir £ =1 hat man B! < L' < B2).

In diesen Sitzen wird iiber den Raum X lediglich vorausgesetzt,
dafl er metrisch ist.

Hs wire interessant festzustellen, unter welchen Voraussetzungen
beziiglich des Raumes Y die Identitit B® = L fiir jedes £ stattfindet.
Wie man zeigen kann, ist das der Fall fiir gewisse vektorielle Riume,
insbesondere soleche vom Typus (B) (1).

Ich erwihne noch, daB, wie Herr Kuratowski bewiesen hat (s.
Kuratowski [3], S. 281), fir jeden metrischen Raum Y ein ihn enthal-
tender metrischer Raum H definiert werden kann, in welchem

B =1L (§=0)

stattiindet, wobei in Y die frithere Mefrik beibehalten wird.
In §1 beweise ich eine Reihe von Hilfsséitzen. Der § 2 enthilt die
Beweise der Sdtze 1 und 2.

§1
Hiressatz 1. Wenn die Mengen G, H so beschaffen sind, daff G > H,
G < Q°, H < P*, so gibt es eine Menge K = P*-QF, derart dafi G » K > H.

Beweis. Vgl. W. Sierpiniski, Sur une propriété des ensembles am-
bigus, Fund. Math. 6.

(*) D. h. vektorielle, normierte und vollstindige Riume.

Oeuvres 14
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Hivwrssatz 2. Wenn 4 < P4-QF, so gibt es eine Folge von Mengen
{4;} (4; < P9-Q%, a; < &), fiir welche

A =lim 4;
Fs00
st (1).
Beweis. Nach Voraussetzung ist
(1) 4= >H=1[]s
i=1 i=1
wobel

H; < H;,, und H;cP9 (&<§),
G; > G, und G Q¥ (<)

angenommen werden kann.
" Wir bezeichnen mit ¢ die grofere der Ordnungszahlen &, #;.

Wegen 6; > A o H, gibt es nach Hilfssatz 1 eine Menge 4; < P7-Q%,
fir welche G; > 4; o H;.

Wie leicht zu sehen, folgt aus (1)

A; = lim A;.
F->00

HILFSSATZ 3. Damit eine Operation f(x), deren Wertmenge isoliert
ist, der Klasse L° angehort, ist notwendig und hinreichend, dapf sie jeden
ihrer moglichen Werte in einer Menge annimmi, welche in P ent-
halten ist.

Beweis. Sei {y;} die Wertmenge von f(x). Da sie isoliert ist, gibt
es zu jedem y; ein & > 0 derart daB (y;, y;) > & (j # 1) ist. Die Elemente
y, welche der Ungleichung (y, y;) < ¢ geniigen, bilden eine offene Menge;
gie sei mit K; bezeichnet.

Offenbar ist

Eif@) =yl = Elf@) < K1 = X—F [f(0) = > ]
x @ x )

Da Y K; ebenfalls offen ist, so folgt aus f(z) < 17, daB [ [f(») = ;]
o P! -g;“. ’

Die Bedingung ist also notwendig.

Sei G eine beliebige offene Menge und {y; } die darin enthaltene
Teilfolge von {y;}.

(1) D. h. es ist
[ee] [ae) o0 [oe]
a=1J] 4= 3 []4.
n=1 f=n n

Vgl. z. B. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue, D. 9.
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Dann ist
Elf@ CGJ~ZEU — i1

Hieraus folgt, dafl unsere Bedingung zugleich hinreichend ist.

Bemerkung. Aus der letzten Gleichung folgt, daf, wenn die Wert-
menge von f(z) abzahlbar ist und f(x) jeden dieser Werte in einer Menge
aus PHL-Qft annimmt, die Operation f(») von der Klasse L° ist.

HILFSSATZ 4. Jede Operation f(x) aus LF (£ =1) ist die Grenze einer
gleichmdiBig konvergenten Folge von Operationen der Klasse L*, deren jede
eine - isolierte Wertmenge besitat.

Beweis. Sei ¢ > 0. Da der Raum Y separabel ist, gibt es eine abzibl-
bare und isolierte Menge {y,} von der Higenschaft, daf zu jedem y aus
Y ein v, existiert derart, dafi (y.,y) < ¢ ist.

Sei

= Elif @), ya) < 2¢],

Hy, = [|(f(2), ya) < ¢]-

z

(1)

Wegen G, c Q°*', H, c P°*' und G, > H,, gibt es nach Hilfssatz 1
eine Menge K, < P**'.Q°*! fiir welche &, o> K, o H, ist.
Man hat

(2) X = ZK”
N=1
Zu jedem z, = X gibt es nimlich ein y, derart, daB (f(w,), ¥.) < e

o0
ist. Daher ist 2, =« H, = K,, = ) K,.

R=1

5= D

und erkliren eine Operation ¢(2) wie folgt:

Wir setzen

yl ful‘ r < K17

3 r) =
3) 7 () y, fir 2x2<8,—8_, @®=223..).

Da 8, c P, gilt dasselbe fir §,—8, ;. Auf Grund von
Hilfssatz 3 folgt hieraus, daB ¢(x) der Klasse L° angehort.
Wenn ¢ = 8,—8,_;, 80 hat man v <« K, = ¢, und daher wegen (1)

{f(m)7 yn) < Z2e,
d. h. nach (3)

(f(af% @(m)) < Ze.
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Aus (2) folgt, dall diese Ungleichung fiir alle z stattfindet.

Da ¢ eine beliebige positive Zahl ist, ist damit dieser Hilfssatz be-
wiesen.

HILFSSATZ 5. Jede Operation f(x) der Klasse If (& > 1), deren Wert-
menge isoliert ist, lipt sich als Grenze einer Folge von Operationen von
niedrigerer L-Klasse darstellen, deren jede nur endlich viele Werte annimmi.

Beweis. Sei {y;} die Wertmenge von f(x). Setzt man A; = J,[f(x)
x

= y;], so ist 4; « PTL-Q°F (i =1, 2,...). Es gibt also nach Hilfssatz 2
Mengenfolgen {A]} aus P°-Q° fiir welche
(1) lim Al = A4;.

j—oo

Wir setzen Y A} = 8], und erkliren eine Folge von Operationen

1=1

{fi(2)} (j > 2) wie folgt:
y, fir 2 < Al

(2) filey =3y, fir oc Szbu ZFI (j >n>1),
y; fir e X—8,.

Die Operation f;(w) nimmt also nur endlich viele Werte an. Da die
Mengen A%, 8%, 8, —8,_, und X—8_, in P°-@° enthalten sind, ist f;(x)
von einer niedrigeren Klasse als L°.

Sei, fiir ein gewisses @, f(2,) = y». Wegen (1) gibt es ein J derart,
daB fiir j > J die Mengen A} (¢ << n—1) 2, nicht enthalten, aber », = 47,
ist. Hieraus folgt wegen (2) fiir j >» und j > J:

fi(®)) = Yn, daher lim fi(x,) = f(2,).

Bs ist also lim fi(z) = f(x) fir jedes .

j”‘)&?

HrirrssaTz 6. Wenn

hnlfn(x) :f(x>
n'%oo fn(x>7 (Pn(x> c L™ (ap=1,m =1,2,...)
limg,(#) = ¢(2)

und o
(fl@), p(a)) <& (@ = X)

ist, so ¢ibi es eine Folge {y, (%)} (wa(x) = L), fiir welche

limy, (2) = ()

und
(.fn(w)7 "/Jn(x)) <2 {rcdX,n=12..)
stattfindet.
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Beweis. Wir bezeichnen mit {¢,} eine nach Null konvergierende
Folge positiver Zahlen < e.

Nach Hilfssatz 4 gibt es fiir jedes »n zwei Operationen f,(»), @, (x)
aus L', deren Wertmenge isoliert ist und welche den Ungleichungen

(1) (fn(m)' fn(w)) < &py (‘Pn("C)a Qpn(w)) < &p
genigen.
Wir setzen

2) o) — | PPy enn (‘M‘”)’;

fn(2), wenn (§D7L (@),

Hierauns folgt sofort

Daher ist
(fn( » Y (@ ) (fn .fn ) (fn s W (4 )) < etep << 2e.

Wir zeigen jetzt, dal y,(x) der Klasse L°» angehort.
Sei {y;} die Menge der Werte, welche f,(x) und g¢,(x) annehmen.
Man hat fir jedes %

Flya(@) =y

Die Mengen E [pn(®) = y;] und E [fn(2) = yz] sind nach Hilfssatz 3

in Po+1.Q)fnrl enthalten Dasselbe 1st der Fall fiir die beiden anderen
Mengen. Denn man hat z. B.

ElFu@); g < e] ZEfn ) =y,

wobei die Summe iiber diejenigen s erstreckt ist, fiir welche (y,, ¥x) < &
ist. Da, wie soeben bemerkt, alle [ [f,(x) = y,] in P+1.Q“+1 enthalten
x

sind, gilt das gleiche fiir ihre Summe.
Hieraus folgt, das E(wn(x) = yk) ebenfalls in P*+1.Q%+1 enthalten

ist. Da die Wertmenge von y(x) abzidhlbar ist, ist diese Operation nach
der Bemerkung zu Hilfssatz 3 von der Klasse L.
Wir beweisen schlieflich, dall limy,(x) = ¢(x).

N—00

Fiir ein beliebiges x, = X ist
(f(xo)7 ‘P(mo» < e.
Nach (1) ist
hnl?n(x) = f(x), hnl&n(w) = g(x).

H—0C N—>0C
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Es gibt also ein N, so daB fir n > N

(fn(%), &n(wo)) < &
ist.
Hieraus fOIgt auf Grund von (2>a daf "Pn({ﬁo) = (Pn(mo) und daher
lim gy, () = @(x,) ist.

N—-00

Bemerkung. Wenn jede der Operationen f, und ¢, nur endlich
viele Werte annimmt, so koénnen wir, indem wir Fo =fn und @, = @u
setzen, ahnlich wie oben Operationen y, erhalten, deren jede nur endlich
viele Werte annimmt.

Wir werden diese Bemerkung beim Beweise des nichsten Hilfssatzes
beniitzen.

HILFSSATZ 7. Jede Operation f(x) der Klasse LF (& > 1) ist die Grenze
einer Folge von Operationen aus L von Klasse < &, deren jede nur endlich
viele Werte annimmi.

Beweis. Nach THilfssatz 4 gibt es eine gegen f(z) gleichmidBig kon-
vergierende Folge {f.()} von Operationen der Klasse L%, deren jede
eine isolierte Wertmenge besitzt.

oo

Es bezeichne {z,} eine den Bedingungen e, > 0 und Doy < Foo
Mm=1

geniigende Zahlenfolge.
Wir kénnen annehmen, indem wir die urspriingliche Folge {fu(» x)}
notigenfalls durch eine Teilfolge ersetzen, dal

(fm(m fmTl ) < &y (’m/ = 1, 2, .)

Nach Hilfssatz 5 gibt es Folgen {f,(2)} von Operationen aus L von
Klasse < &, deren jede nur endlich viele Werte annimmt, derart dal

Hm 2 @) = fulz) (@cX,n=12,..)
n—0a
ist.
Sei ¢ (#) = fi (#). Nach Hilfssatz 6 und der darauf folgenden Bemer-
kung gibt es eine Folge {py} von Operationen aus L von Klasse < E,

deren jede nur endlich viele Werte annimmt, fiir welche limg"(x) = fa(@

und (¢} (#), ¢"(x)) < 2&; ist.

Indem wir shnlich die Folgen {g¥(®)}, ..., {gm(a)} erkliren, erhalten
wir eine Doppelfolge {o,(®)}, welche fir alle m, n folgende Bedingungen
erfillt:

a) go(x) ist eine im Sinne von Borel mefbare Operafion einer
Klasse < ¢, deren Wertmenge endlich ist.

b) limel (@) = fula

T—>00

9) (‘Pm(w)a me (2 )) < 2ép,.
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Iir ein beliebiges », « X ist
ey (@Z(mo)yf(wo)) < (‘PZ(WO)’ w%(mo))‘l— ((Pm Bo) s fn (o) ) i (fm.(x{))7f(m0))'

Fiir n > m ist wegen c)

n—1 oc
((PZ(QUO); (77;%(900)) < 2 (992(90 )s ‘Pk+1 mo < Zek
k=m k=m

Daher folgt mit Hilfe von b)

i (¢ (o), £ (w0)) < 2 Y ent (Fulao)y F (o).
700 k=m

Da m beliebig ist, hat man schlieflich

Hm gy (2,) = f().

N—-00

Also besitzt die Folge {¢,(x)} alle verlangten Eigenschaften.

HILFSSATZ 8. Wir setzen voraus, daf sich zwei beliebige Punkte von
Y stets durch einen stetigen Bogen wverbinden lassen. Sind dann F;
(:1=1,2,..., k) disjunkte abgeschlossene Mengen aus X und y; (1 =1,2,...,k)
beliebige Elemente aus Y, sc gibt es eine in X definierte stetige Operation
f(x), fiir welche

f@)=y, (@cFii=12,..,k.

Beweis. Wir erkliren fiir beliebige reelle ¢ eine Funktion ¢(?), deren
Wertmenge in Y enthalten ist, wie folgt:

Yan (%:172‘v--'7k>7
pn) =1y (@>Fk),
Y4 (t < 1).

In den Intervallen (1, 2), (2, 3), ..., (k—1, k) sei ¢(t) beliebig definiert,
jedoch stetig. Das letztere ist moglich, da nach unserer Annahme y; und
Yi,, sich durch einen stetigen Bogen verbinden lassen.

Es bezeichne w;(x) die Entfernung des Elementes x von F;; es ist
also u;(x) = 0 fir » < F;. Die Funktionen wu;(x) sind offenbar stetig.

Wir bezeichnen mit H den k-dimensionalen HEuklidischen Raum
und seine Koordinaten mit ¢,, ¢, ..., {z. Sei G die aus denjenigen Punkten,
deren hochstens eine Koordinate verschwindet, bestehende offene Teil-
menge von I und ¢ = F(t,, ..., ) eine in G definierte und stetige Funk-
tion von der Kigenschaft, daﬁ

Fllyy ooy lin Oytiys eyt =4 (0 =1,2, ..., k).
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Da fir jedes # « X hochstens eine der Zahlen wu;(w) (1 =1,2,..., k)

gleich Null ist, ist ¢ = Flu,(x), ..., uy(x)] eine in X definierte stetige
Funktion, fiir welche
(1) Flu(x), ..., u(®)] =1 (¢ < F;).

Setzt man
fle)y = @ {Fluy(x), ..., up(x)]},

so ist f(#) die gesuchte Operation. Sie ist namlich stetig und fir ¢ < F;
hat man nach (1)

Satz 1. Jede Operation der Klasse L° (& = 1) ist auch von der Klasse
b* wnd wmgekehrt, d. h.

LF=b  (£=1).

Beweis. Fir £ =1 folgt der Satz sofort aus der Definition der
Klasse b'. Durch transfinite Induktion beweist man leicht mit Hilfe
von Hilfssatz 7, daB Lf < b° (& =1).

Wir zeigen jetzt, daB b° < L’ (& >1), ebenfalls durch transfinite
Induktion, indem wir also zunichst annehmen, daB dies fiir « < £ richtig
ist.

Sei f(x) = b fulx) = b (0, < &n =1,2,...) und limf,(x) = f(z).

Es bezeichne K eine beliebige Kugel mit dem Mittelpunkt y, und
dem Radius », d. h.

K = ];?[(yo, y) <rl.

Wir setzen

Dann ist

Elf@) < K1 = f ﬁ G-

Wegen G, = Q%" ist also
E(f(m) c K) c Qt? < QFH,
Da jede offene Teilmenge von Y als eine abzidhlbare Summe von
Kugeln darstellbar ist, so folgt hieraus f(x) < L.

Sarz 2. Wenn sich zwei beliebige Elemente von Y stets durch einen
stetigen Bogen verbinden lassen, so ist L' = B* (& # 1) und B* < L.
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Beweis. Ahnlich wie bei Satz 1 zeigt man leicht, daB B < I°.
(Offenbar ist B = LY.)

Wir beweisen zunichst, dal, wenn die Wertmenge einer Opera-
tion f(x) aus L' isoliert ist, diese Operation auch der Klasse B' angehort,
d. h. die Grenze einer Folge stetiger Operationen ist.

Sei {y;} die Wertmenge von f(z). Wir setzen

D, = xE[f(w) = ¥i].

Da D; eine Menge ¢?* ist, hat man

D; = > Dy,
k=1

wobei die Mengen Dy, der Klasse P! angehoren, d. h. abgeschlossen sind
und Dy © Dy, ist.

Nach Hilfssatz 8 gibt es fiir jedes n eine stetige Operation f,(x),
fiir welche

fule) =y (2 < Dy, i =1,...,n).
Man hat fir » < D;
Hm f. (&) =y, (¢i=1,...,7n),

© f—00

also fir alle »

Daher ist f(x) von der Klasse Bl
Nach Hilfssatz 7 ist daher jedes f(x) aus L? in B? enthalten. Hieraus
folgt durch transfinte Induktion mit Hilfe desselben Hilfssatzes, daB

Lf = B® (& +£1) ist.



