Uber die Holdersche Bedingung*

von

H. Averbach und S. Banach

Wir beweisen in dieser Arbeit als Anwendung einer von Herrn

S. Banach gleichzeitig veroffentlichten Methode (*) folgende zwel Sitze:

Sarz 1. Sei w(h) eine fiir b > 0 erklirte Funktion von der Higenschaft,

daf o(h) >0 und limw(h) = 0 ist. Ferner bezeichne E den Raum aller
B0

stetigen Funktionen x(t) von der Periode 1. Abgesehen von gewissen x(t),
welche eine Menge erster Kategorie bilden, besitst jedes x aus E die folgende

Higenschaft:
Hs ist
S LYy —
im x(t- h>_ z(t) — 4o
-0 w(h)
fiir alle 1.

SATZ 2. Hs bezeichne H® (0 < a < 1) den Raum aller Funktionen
x(t) von der Periode 1, welche der H olderschen Bedingung

[ (t+h)—2(t)] < A"

geniigen. Abgesehen wvon gewissen x(t), welche eine Menge erster Kategorie
bilden, besitzt jedes x aus H® die folgende Eigenschaft:
Hs ist
lim

k—st0

fitr alle © und alle p > a (2).

2 (t-+h)—ax(t)

h? = Tee

!

* Commenté sur p. 349.

() 8. Banach [34].

(2) Beispiele stetiger Funktionen, welche diese Eigenschaft fiir § = 1 besitzen,
findet man in. 8. Ruziewicz, Sur les fonciions satisfaisant & la condition de Lipschitz
généralisée, Annales de la Société Polonaise de Mathématique 7 (1928), p. 68-74, und
A. Zygmund, Uwaga o funkcjach nierééniczkowalnych, Mathesis Polska 4 (1929), p. 1-7.
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Es wird hierbei vorausgesetzt, dall die Norm in B bzw. H® als das
Maximum voun |x(f)] erklirt ist.

Aus Satz 1 folgt, indem man w(h) = 1//Igh] annimmt, daB mit
Augnahme gewisser x(f), welche eine Menge erster Kategorie bilden,
fiir jedes x aus F die Beziehung

lim | —

st ‘ h'a

:+oo

fiir alle ¢ und alle o > 0 stattfindet. In dieser Form wurde der Satz von
uns urspriinglich bewiesen. Die obige allgemeine Fassung verdanken
wir einer brieflichen Mitteilung des Herrn S. Saks (1).

Bewelis von Satz 1. Wir nehmen zunéchst an, dafB, fir alle & > 0,
hio(h) < A < +oco ist. In diesem TFalle ergibt sich der Beweis durch
Anwendung des Satzes 2 der zitierten Arbeit.

In der Tat ist £ ein vektorieller, normierter und vollstindiger Raum.
Die Funktionaloperation

U, 1, 1) = :_xf

erfilllt offenbar die dort verlangten Bedingungen 1) und 2). Bezeichnet
H die Menge der trigonometrischen Polynome des Argumentes 2xi, so
ist H eine iiberall dichte Teilmenge von F und fiir ein beliebiges Hlement
w aus H hat man

h

Uw, t, h) = D) < A Max [w’ (1)

w(t-+h)—w( J J w(t+h)—w(t)
L w(h) | h

| oo (

Um Funktionen ¢(¢) aus F zu bilden, welche den Bedingungen a),
b) von Batz 2 a.a.O. geniigen, kann man folgendermafllen verfahren:

Sei ¢(tf) die den Bedingungen ¢(0) = ¢(1) = 0, ¢(1/2) = 1/2 genii-
gende, im iibrigen stetige und lineare Funktion von der Periode 1. Bezeich-
nen dann 7, M beliebige positive Zahlen, so kann man g({) = ro(ni)
setzen, wo n eine hinreichend grofle natiirliche Zahl bedeutet (2).. Denn
es ist ¢g(t) ein Element von & mit der Norm |jg|| = »/2 < r. Wie leicht
ersichtlich, gibt es ferner zu jedem ¢ ein & (0 < iy << 1/n), wofir
lp[n(t+h)]—ent)| = 1/4, also

f
Ulg, t, hy) :M
|

@ (nt+-nhy) —q@ (nt) " 7
w (hy) w‘ )

(t) Uber Beispiele stetiger Funktionen welche die in Satz 1 angegebene Eigen-
schaft besitzen, vgl. G. Faber, Mathematische Annalen 66 (1909), p. 81-94, und
8. Ruziewicz, Studia Mathematica 3 (1931), p. 185-188.

(2) Herr 8. Kaczmarz hat zuerst derartige Funktionen g{f) benatzt.
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ist. Es geniigt also » so grol zu wihlen, daB, fir0 < < 1/n,
w(h) < 4/rM gilt.
Damit ist der Satz bewiesen fiir den Fall, daB 2 /o (h) beschrinkt ist.
Wir nehmen jetzt an, daB

— A
lim
h—0 W (h)

:+(X3

ist (). Dann gibt es eine nach Null konvergente Folge {,} (%, > 0), fiir
welche lim#,/w(hy,) = oo ist. Nach §1 a.a.O. hat man fiir jedes a

P—00

aus K, welches nicht einer gewissen Menge erster Kategorie angehort,

also auch

fiir alle ¢.

Beweis von Satz 2. Wir setzen g, = «+1/m und bezeichnen
mit By die Menge aller x(f) aus H° welche die folgende Rigenschaft
haben:

Fir wenigstens ein (von x abhingiges) ¢ und alle b > 0 ist

[ w(l+h)—w(t)|
e
Wie leicht ersichtlich, sind die Mengen E,' (m,n =1, 2,...) abge-
schlossen. s geniigt offenbar zu zeigen, dafl sie nirgends dicht sind.
Wir fithren den Beweis indirekt, nehmen also an, daB etwa die
Menge Fi einen inneren Punkt enthilt. D. h., es gibt eine Funktion
w(t) aus BY und ein r > 0 derart, dafl jedes x aus H", welches fiir alle
t der Ungleichung |x(t)—w(f)| < r geniigt, ebenfalls in Ey enthalten ist.
Da wir jedes x aus H” durch ein ebenfalls in H® enthaltenes trigono-
metrisches Polynom des Argumentes 2nt — etwa eines seiner Féjerschen
Polynome — beliebig genau approximieren konnen, diirfen wir annehmen,

(*) Da es nur auf das Verhalten fiir 2 — 0 ankommt, sind damit alle Fille er-
schopft.

Oeuvres 15
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daB w(t) ein derartiges Polynom ist. Wir koénnen weiter voraussetzen,
daB w(t) einer Ungleichung

Jw(T-+h)—w(t)] < ¢|h]”

mit 0 < ¢ < 1 geniigt, da man dies durch Multiplikation mit einer hin-
reichend wenig von 1 kleineren Konstanten erreichen kanm.

Man hat fiir jedes t und jedes h >0
Caw (t-Hh) —w (1)

! i
= ihll—ﬁM < A,
| h

wo A eine obere Schranke von |w’(¢)] und |w(i-+h)-—w(?)] bedeutet.
Um zu einem Widerspruch zu gelangen, geniigt es eine stetige Funk-
tion ¢(t) von der Periode 1 zu konstruieren, so dal
1° g(t+h)—g(0)] < A —o)|hl%
2° zu jedem ¢ gibt es ein h; > 0, wofir

VU+M—MQ
T

> N+4,

3% gl <
Denn setzt man x(t) = w(t)-+g(t), so ist wegen 1°
[ (t4-h) —w(8)] < lw(t+h)—w ()| + g (1 +h)—g()]
< ehf" 4 (1—c) [h]* = |h]%,
und wegen 2°

i x(t+Ty) —a(t)

hyM

g(t4h) —g(t) |
niM

—4 > N.

=

|
D. h., « ist ein Element von H", welches in B3 nicht enthalten ist,
trotzdem nach 3° [x—w| < » gilt.

s bezeichne wieder ¢(t) die im Beweise von Satz 1 benutzte stiick-
weise lineare Funktion. Fir || < 1 ist offenbar

lp (E4-h) —@ ()] < [h] < [B]".

Wegen |¢(t-+h)—¢(f)] <1/2 gilt diese Ungleichung auch fiir lh| > 1.
Wiahlt man eine der Ungleichung o < y << fy geniigende Zahl y
und setzt
1
g(1) = — g (1),
so erfiillt diese Funktion ¢(¢) die Forderungen 1°,2° 3°, wenn n eine
hinreichend grofBe natiirliche Zahl ist.
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Denn man hat

) —g (1)) = @ (nE+nh) —g(nt) < w |h|* _ 1 he,

,n? ,ny n}‘ —a

Zu einem jeden t gibt es, wie wir schon wissen, ein 7; (0 < h, < 1/n)
derart, daB |p(ni-+nh)—¢(nt)] = 1/4, also

Lg(t--h) —g(t)

1 1 — __}; /n/ﬁﬂl—y
‘ h’fM )

T dm? | By P = 1 4
' 4n?

ist.
Endlich ist
9] = = lpng)l] = -
i 2nY

Hs gentigt also » so grof zu wihlen, daB 1/n” * <1—¢, 10277 >
N+4 und 1/20” < r ist.



