Uber mehrdeutige stetige Abbildungen*

S. Banach und S. Mazur

Die in dieser Note behandelfen Probleme sind an sich nicht neu
und ihre Losungen fiir verschiedene Spezialfille lingst bekannt; die
hier vorliegenden Sitze migen trotzdem vielleicht mit Riicksicht auf
die Allgemeinheit ihrer Voraussetzungen Interesse beanspruchen.

Seien X und Y metrische Rdume. Ist jedem Punkte #¢X eine aus
k Punkten bestehende Menge F(2) = Y zugeordnet, so sagen wir, es
sei eine k-deutige Abbildung F(x) von X auf einen Teil von Y erklért.
Die k-deutige Abbildung F(x) heiflt sieilg, wenn man stets fiir x,¢ X
(n =1,2,...) und w,eX mit @, -z, in der Menge F(z,) (m = 0,1, ...)
eine Anordnung ¥, ..., Ymr S0 bestimmen kann, daB ¥,; > v¥,. Bine
stetige Abbildung f(x) von X auf einen Teil von Y wird als ein stetiger
Zweig der k-deutigen Abbildung F(x) bezeichnet, falls f(x)eF(x); wir
sagen, dall die k-deutige Abbildung F'(x) in stetige Zweige zerfillt, wenn
es stetige Zweige f;(x) von F(x) mit F(x) = {f,(x), ..., fo(x)} gibt.

Bei unseren Ausfihrungen spielen die metrischen Réume Z mit
den folgenden FEigenschafien (o) und (8) eine grundlegende Rolle: («)
Jede Umgebung W eines Punktes z,¢Z enthiilt eine Umgebung W von
2, derart, daB jeder Punkt von W mit z, durch eine stetige Kurve inner-
halb W verbindbar ist; fiir jedes 2« W gibt es also eine stetige Abbildung
2(t) von <0, 1) auf einen Teil von W, so daB 2(0) = z,, (1) = 2. (B) Je
zwel stetige Kurven in Z mit gemeinsamen Endpunkten kénnen durch
eine stetige Deformation, bei der diese Endpunkte unverindert bleiben,
ineinander iiberfiithrt werden; d. h., sind 2'(t), "/ () stetige Abbildungen
von <0, 1) auf einen Teil von Z mit 2'(0) == 2" (0), 2/ (1) = 2''(1), so existiert
eine stetige Abbildung z(f,s) von <0,1;0,1> ebenfalls auf einen Teil
von Z, fiir die z(f, 0) = 2'(f), 2(t, 1) = 2" (1), 2(0, 8) = ' (0), 2(1, 8) = 2'(1).

* Commenté sur p. 354.
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Satz 1. Sind X, Y meirische Rdume, wobei der Rawm X die Eigen-
schaften (o) und (B) besitat, so zerfdallt jede k-deutige stet@ge Abbildung F(x)
von X auf einen Teil von Y in stetige Zweige.

Beweis. Bermerken wir voraus: Zu jedem x,¢X gehort eine Um-
gebung Ulwx,] von x,, so dall die k-deutige Teilabbildung F(x|U[x,]),
d. h. die durch F(x|Ul[z,]) = F(x) deﬁnierte Abbildung von Ul[z,],
in stetige Zweige zerfillt. Denn sei F(x,) = {¥o1)..., Yoy und V; eine
Umgebung von ¥, V,V, =0 fiir p # q, alsdann ist jedenfalls eine
Umgebung U[x,] von z, so bestimmbar, daB es fir jedes zeU[x,] in
der Menge F(#) eine Anordnung ¥,,...,%; mit ;e V,; gibt; setzt man
fil@) = fil@; o5 Yory -+, Yor) = Yi, S0 sind von selbst die Abbildungen
filw) von Ulax,] stetig und F(x|U[x,]) = {f1(®), ..., [ul@)}, i) = Youi-
Nun kénnen wir leicht zeigen, dafl fiir jede stetige Abbildung x(t) von
<0, 1> auf einen Teil von X die k-deutige Abbildung F(z(f)) von <0, 1)
in stetige Zweige zerfillt. In der Tat, sei x, = 2(0), F(2y) = {Yo1) .-+, Yor};
wir wihlen t#,¢¢0,1> (m =0,1,...,r) mit {, =0,¢ =1, tm < tm+1,
w(t)e Ulw(tn)] fir 6, <t <tlp,;, und setzen u;(0) = yoi, ¥:(t) = filw(
2{ty); Y1 (tm)y ooy yk(tm)) fir ¢, <t <i,.,; die auf diese Welse erklarten
Abbildungen y;(? ) = Jm(t m( Vs Yors oo ey yok) von <0, 1> sind augenscheinlich
stetig und P( ) {y. (1), ..., yx(D)}; ¥:(0) = y4;. Betrachten wir jetzt
beliebige stetige Abblldungen a'(t), " () von <0,1) auf einen Teil von
X mit @' (0) =a"(0); sei @, ='(0), F(2) = Yors-errYuih ¥il0)
= yi(t5 @' (6)5 Yory - -5 yok)’ y;l(t) = ?/i(t§ " ()5 Yous -+ +s Yor). Sicherlich ist
¥:(0) = i (0); wir behaupten, dafl allgemeiner ¢/, t'' € 0, 1>, 2’ (') = «" (t"")
die Gleichheit y;(t') = y; (t"’) zur Folge hat; es geniigt, wie sofort ersicht-
lich, den Beweis fiir den Fall ¢’ = ¢’ = 1 zu fiihren. Da der Ranum X die
Eigenschaft (8) aufweist, so 148t sich eine stetige Abbildung (¢, s) von
{0,1;0,1> auf einen Teil von X angeben derart, dall =(¢, 0) = "' (1),
2(t, 1) = 2" (t), =(0,s) =a'(0), x(1,s) =2'(1); setzen wir ¥4, s)
= y;(ti @ty $)5 Yory - s yok)7 50 ist y4(t,0) = y;(t)y Yilty, 1) = @/;’(t)a
yi(1, 8)eF (#'(1)), und die Richtigkeit von y;(1) = y; (1) wird demnach
gegichert sein, wenn nur die Stetigkeit der Abbildungen w;(1,s) von
(0;1» erkannt ist. Sei sye0,1>; wir withlen s,¢<0, s,> bzw. = 0 falls
8o =0, 85 €(s5,1> baw. =1 falls s, =1, £,¢<0,1> (m =0, ...,7) mit
to=0, t, =1, ty <lwo1, @t 8)eU[t(ty,so)] Lr t, <t <t,.,, S
<8 <8y 5 A8 Tyeltiny tinpr), Se<Sg, 80> und wird t,(7) = t,, $.(7)
—so—i—21(§~so) tir 0 <7 <%, tn(7) =tnt(27—1 )(”m —tn), sm( );5 fiir

$ < v <1 gesetzt, dann sind die Abbildungen y, () = fi(#(ta(7), 5u(7));
w(tm, 0); Y1 (tm > coes Yu(tmy 89)) von (0,1> stemg, wobei F( 2 (t (),
S (T )) {ylm s Yem (D)} Yin(0) = Yillm, 89); andererseits ist auch

F(m(tm( )y Sm(T ))) = {?/1(%(7)7 Sm(‘£))7 SERE) ?/k(tm(7:>7 Sm(""))} ./1( tm(0), Sm(o))

= Yi(tm, 80); sind also fir ein m die Abbildungen y,(t,(7), s,(r)) von
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0, 1> stetig, so gilt ¥;(tm(7), sin(7 )) = ym(r) und insbesondere y,(f, (1),
Sm(l)) :\yim(1)7 d. h. il mas) —'f%( mas); (Tis 805 Y1(lms So)s -+ o,
Yr(tm, So)). Mib Benutzung der oblgen Tatsachen folgern wir nun mittels
Induktion, daB w;(l,s) = fi(x(t, 8); @ (lm, s ),Jl( m, 80)s -+ Ynllm, So)) Fr
b ST by 1730<3<30731us?/113 fz(( m(tr~1a 0)5 Y1(te1,80),
,yk(tr_l,so)) filr s, <s <s, geht aber nafcurhch die Stetigkeit der
Abbildungen y:(1, 8) im Punkte s, hervor. Nach diesen Hilfsbetrachtungen
kann man nun den Beweis des Satzes in einfacher Weise, wie folgt, erbrin-
gen Es bedeutet offenbar keinerlei Einschrinkung, wenn wir annehmen,
da8 der Raum X zusammenhéingend ist. Sei 2, e X und F(2o) = {Yo1, - -+ Yory -
Da dem Raume X die Eigenschaft («) zukommt, so ist die Menge aller
Z eX, die mit x, durch eine stetige Kurve in X Verbunden sind, sowohl
offen als abgeschlossen, und infolgedessen mit X identisch; fiir jedes
& eX gibt es also eine stetige Abbildung x(f) von <0, 1> auf einen Teil
von X, so dafl #(0) = x, und x(1l) = @; fir alle solche Abbildungen a(t)

stimmt nach dem vorigen y;(1;#(?); Yoy, ..., yok) liberein. Sefzt man
Fil@) = Yy (L5 2 (1) Yors - -s Jok) dann sind die so definierten Abbildungen
filx) von X stetig und F(x) = {f,(2), ..., fx(®)}. Um die Stetigkeit nach-

zuweisen, verfahren wir folgenderma,ﬁen: Ist z,eX (n=1,2,...) und
2 eX mit x, - 2, s0 konstruieren wir eine stetige Abbildung x(f) von
<0,1> auf einen Teil von X derart, daf #(1—27") = a, (m =0,1,...),
(1) = &; dies erreicht man miihelos, da der Raum X die Eigenschaft
(«) Desitzt; alsdann ist  fi(@n) = ¥ (L—27"; @(); Yors ---» You) (@)
= ;{13 2(8); Yo1, ..., Yor) und mithin fi(w,) — f:(#), wie behauptet.

Seien X und Y metrische Réume. Eine Abbildung f(x) von X auf
einen Teil von Y heiBt lokal-homéomorph, wenn es fiir jedes x,¢ X eine
Umgebung U[x,] von x, gibt, die bei dieser Abbildung auf eine Umgebung
V{ye] von gy, = f(x,) homoéomorph {ibergeht; alsdann ist die Abbildung
flx) stetig.

Sarz 11 Sind X, Y wmetrische Riume, wobei der Raum X zusammen-
héimgend ist und Y die Eigenschaften («), (B) besitet, so ist jede lokal-homdo-
morphe Abbildung f(x) von X auf einen Teil von Y, bei der die Urbildmengen.
in sich kompakier Mengen in sich kompakl sind, eine Homdbomorphie zwischen
X und Y.

Beweis. Fiir y,¢Y bezeichnen wir mit k(y,) die Anzahl der Urbild-
punkte von y,. Zunichst folgt trivialerweise, daB k(y,) endlich ist; an-
derenfalls gibe es nidmlich einen Haufungspunkt x,¢ X der Urbildmenge
von y, und U[z,] konnte mithin nicht homéomorph autf V]y,] ﬁbergehen
Wir behaupten nun, daB & (y,) von y, freiist; ist ye Y und k = ©(¥) < k(y,)
fir alle y,¢ Y, so haben wir also zu zeigen: k(y,) =k fiir alle y,eY. Dies
ergibt sich leicht, wenn man beachtet, dafl nach der Voraussetzung der
Raum X zusammenhingend ist; denn die Menge aller y,¢Y, fiir die



Mehrdeutige Abbildungen » 249

k(y,) = k, ist sowohl offen als abgeschlossen, wofiiv der Beweis dem
Leser iiberlassen bleiben kann. Ordnen wir jetzt jedem y,¢ Y die Urbild-
menge G (y,) von ¥,, so ist ergichtlich die auf diese Weise erklirte k-deutige
Abbildung G(y) von Y auf X stetig. Auf Grund des Satzes I zerfallt sie
daher in stetige Zweige; es gibt stetige Abbildungen g;(y) von Y auf
einen Teil von X mit G (y) = {g:(¥), ..., gx(y)}. Sicherlich ist X =g,(Y)4-
A ge(Y) und ¢,(Y)g,(Y) = 0 filr p # ¢; da aulBerdem die Mengen
¢:(Y) abgeschlossen sind, so muf &k = 1 sein; der Raum X ist ja als
zusammenhingend vorausgesetzt. Damit ist der Beweis schon erbracht.

Alle Uberlegungen lassen sich sofort auf den Fall von topologischen
Réumen tibertragen.

Die oben angegebenen Sitze wurden der Poluischen Mathematischen Gesell-
schaft (Abteilung Lwéw) in der Sitzung vom 1. 4. 1933 mitgeteilt; vgl. Annales de
la Société Polonaise de Mathématique 12 (1933), p. 118-119.
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