Sur un théoreme de M. Sierpinski®*

M. W. Sierpinski a démontré récemnment (3) ce

THEOREME. f,(p), fo(P), fa(P), ... élant une swite infinie de fonctions
définies dans un ensemble infini E (formé d’éléments quelcongues) et ne
prenant que les valeurs appartenant ¢ E, il ewviste deux fonctions de méme
nature, (p) et p(p) telles que toute fonction de la swite considérée est une
superposition (finie) de ces deux fonctions.

Le but de cette Note est de donner une démonstration plus simple
de ce théoréme.

Démonstration. Décomposons ’ensemble £ en une infinité dé-

nombrable d’ensembles disjoints K., E,, E,, ..., dont chacun a la méme
puissance que ensemble F, et décomposons Pensemble £, en une infinité
dénombrable d’ensembles H,., F,,, Hy;,..., dont chacun a la méme

puissance que #, (donc aussi que #).

Définissons maintenant dans ensemble F la fonction y(p) de sorte
qu’elle transforme d’une fagon biunivoque l’ensemble ¥, en ensemble
B, ,pour n =0,1,2,...

Or, définissons la fonction ¢(p), d’abord seulement dans ’ensemble
b—Hy=FE+E,+H8,+..., de sorte qu’elle transforme d’une facon
biunivoque 'ensemble #, en I'ensemble F,, pour » =1,2,3,...

On vérifie sans peine que, pour » = 1,2, 3, ..., la fonction

(1) O0n(p) = w9 gy (p)

transforme d’une fagon biunivoque ’ensemble F en lensemble FH,,.
La fonetion 6,'(p) (inverse de la fonction 0,(p)) est ainsi définie dans
Pensemble F,, et transforme F,, en K.

Définissons maintenant la fonction ¢(p) dans Pensemble

By = EO,I +Eo,2 +Eo,3+- s

* Commenté sur p. 356.
(') Fundamenta Mathematicae 24 (1934), p. 209.
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en posant
(2) o (p) :fnegl(p) pour pell,, (n=1,2,3,...).
Les formules (1) et (2) donnent immédiatement (d’apres 0,(F) = F,,)
¢0n(p) = fulp) pour pek,
ce qui donne; d’apres (1),
fap) ="y "gy(p) pour pek (n=1,2,3,...)

et le théoréme de M. Sierpinski est démontré.




