Sur les fonctionnelles lineaires

publi¢ dans Studia Math. 1 (1929), p. 211-216.

Introduction. Soit E un ensemble vectoriel(!) normé. Dans ce qui va
suivre nous désignerons par x,y,z,... des éléments de E et par
a,b,c,...,a,B,7v,... des nombres réels.

Un ensemble G(< E) sera dit linéaire lorsqu’il contient toute combi-
naison linéaire o x; +a, x, de deux quelconques de ses €léments x;, x,.
On définit une fonctionnelle f(x) dans G, en faisant correspondre a chaque
¢lément x de G un nombre réel ¢ = f(x). Nous dirons que la fonctionnelle
f(x) est linéaire si

1° elle est additive, c’est-a-dire f(x,+x,;) = f(x,)+ f(x,) pour tout
X, <G,x, =G,

2° elle est continue, c’est-a-dire que lim x, = x (x, < G,x = G) en-

n—oc

traine toujours lim f(x,) = f(x).
n—»x
On prouve aisément qu’il existe alors un nombre M > 0, de sorte que
| f(x)] < M|x]|

pour tout x < G. Le plus petit possible des nombres M est dit la norme
de f(x) dans G. Nous la désignons par || ffc ou bien simplement par
lf1Il, si G=E. On a donc

If < I fle-lIxlE (x = G).

§ 1. TutorEME 1. Soit G un ensemble linéaire et y, un élément d’E
non contenu dans G. Nous désignons par G' [Pensemble formé par tous les

(!) L’ensemble E est dit vectoriel lorsque pour ses éléments sont définies les opérations
d’addition et de multiplication par un nombre réel, conformément aux régles d’algébre. Un
ensemble vectoriel est dit normé lorsqu’a tout son élément x est attribué un nombre réel,
désigné par ||x|| — la norme de cet €lément, de maniere que: 1° |x| > 0 pour tout x # 6;
18] =0, le symbole # désignant 'élément nul (module d’addition), 2° |lax| = |a]|x| pour
tout « réel, 3° [lx;+x,] < x|+ }x2]l. La suite {x,} des éléments d’un ensemble vectoriel
normé est, par définition, convergente vers I'€lément x lorsque lim | x,—x| = 0. Pour une

N n-oxc

exposition detaillée voir S. Banach [7] [ce volume, p. 305-348].
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x+ay, (x < G,a réel), evidlemment lineaire et contenant G. Soit f(x) une
Jonctionnelle linéaire definie dans G. Il existe alors une fonctionnelle linéaire
@ (x) definie dans G', telle que

I°p(x)=f(x) (x<G),

2° llolle = Il flig-

Démonstration. On peut évidemment supposer que || f]lg = 1. On
a, pour x; < G,x, < G,

Sa=x1) < Xz =% = xz+yo—yo—x1 1| < X34 yol+ %1 +yoll,
donc
(1) —lIxs+yoll =f(x1) < Ix2+yol —f(x2).

Soit m la borne supérieure des nombres —|x;+yoll—f(x;) et M la

borne inférieure des nombres [x,+yol —f(x,). Les nombres m, M sont
finis en vertu de (1) et on a m < M. Soit 4 un nombre, satisfaisant
a linégalité

) m< A<M,

d’ailleurs quelconque.
Nous posons par définition

@(x+aye) = f(X)+ad (x = G, o reel).

On voit aisément que la fonctionnelle ¢(z), ainsi définie(*) dans G/,
est additive et que ¢ (2) = f(z) (z = G). On a pour « # 0 (en vertu de (1), (2)):

~f (%)

X X X
o)< o
o4 o4 e d

d’ou

b

(o)<

Lf(x+ad)l < [lx+ayoll,

ou bien

C’est-a-dire
@ < llzIl  (z = G).
On a donc:

lolle =1=1]fle-

(>) L'élément y, nappartenant pas a2 G, un élément z de G’ n’admet qu'une seule
représentation z = x+ay,. La définition de ¢(z) est donc univoque.
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TutoreME 2. G étant un ensemble lineaire et f(x) une fonctionnelle
linéaire definie dans G, il existe une fonctionnelle linéaire ¢ (x), définie dans E,
telle que '

o) =fx) <0,
ol =1fls-

Démonstration. On prouve ce théoréme par induction transfinie en
appliquant succesivement le théoréme 1 aux éléments de ’ensemble E—G
(supposé bien ordonné).

Remarque. A l'aide du théoréme ci-dessus on peut définir dans chaque
ensemble vectoriel normé une fonctionnelle linéaire non identiquement nulle.
Soit en effet xo # @ un élément d’E. Les éléments ax, forment un
ensemble linéaire G. Posons f(ax,) = a | x,|/. Cest une fonctionnelle linéaire,
definie dans G, dont la norme || f|l¢ = 1. En vertu du théoréme 2, il existe
donc une fonctionnelle ¢(x), définie dans E, telle que @(xy) = || xo] et

loll =

§ 2. TutoriMme 3. Soient {x,} une suite des élements de E, {c,} une
suite numerique et M un nombre positif. La condition nécessaire et suffisante
pour lexistence d’une fonctionnelle lineaire f(x), remplissant les relations

I°f(x)=¢, (m=1,2,.),

2° | fI < M,
est que lon ait linegalite

M1

14

el < M| § dix

i

pour tout systéme fini des nombres réels A; (3).
Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, si f (x) existe, alors

xi) = igl Af(x) = 'Z':l Aic;.

.M'-
-

f(

i=1

D’autre part,

E

(3, 2l <A1 3, o

ce qui donne (1) en vertu de 1° et 2°.

(®) Ce théoréme a été démontré pour certains ensembles particuliers par M. F. Riesz
(Untersuchungen iiber Systeme integriebarer Funktionen, Mathematische Annalen 69 (1910),
p. 449-497; Les systémes d’équations linéaires & une infinité d’inconnues, Gauthier—Villars,
1913) et dans quelques cas plus généraux par M. Helly (Berichte der Wiener Akademie
der Wissenschaften, Ila, 121 (1912), p. 265). Notre démonstration est trés simple et ne
suppose sur 'ensemble E que ce qui est dit dans Pintroduction. Notamment nous ne supposons
pas que I'ensemble E soit complet ou séparable.
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La condition est suffisante. Désignons par G I'ensemble linéaire formé

r

par tous les éléments de la forme ) A x;. Définissons une fonctionnelle
i=1

¥
@ (x) de la maniére suivante(*): si x = Y 4,Xx;, posons
i=1

On a, en vertu de (1),
o (Il < M x|,

@ (x) est donc une fonctionnelle linéaire définie dans G et lolle < M. Par
conséquent, il existe, d’aprés de théoréme 2, une fonctionnelle linéaire f(x)
satisfaisant aux conditions énoncées.

Remarque. On peut formuler ce théoréme d’une maniére plus générale
que voici:

¢ (x) etant une fonctionnelle définie dans I'ensemble W (linéaire ou non),
la condition nécessaire et suffisante pour I'existence d’une fonctionnelle
linéaire, définie dans E, et remplissant les relations

I° flx) =@(x) (x<= W),

2° 0 fl < M, _
M étant un nombre positif donné, est que I'on ait

b

l'=i1 Ai(P(xi), sM H é:l )“ixit

quel que soit le systeme des r éléments x; de W, le systéme des r nombres
réels A; et lentier positif r.

TuitoriME 4. G étant un ensemble linéaire et y, un éléement, dont la
distance a G est d > 0, il existe une fonctionnelle linéaire f(x), définie dans
E, remplissant les equations

I°flx) =0 (x = G),

2° fyo) = 1,

NS =1/d.

Démonstration. Désignons par G’ I'ensemble linéaire formé par les
eléments z = x+ay,(x < G, « réel). Posons dans G':

2 Q(z) = a.
On a pour « # 0:

1
Izl = lx+ay,l Iﬂw;x+mu.

(%) Cette définition est univoque, comme il résulte aisément du § 1.
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s 1 . . N
Comme I’¢lément = appartient a G, on a par I’hypothése

Iz > Jod-d,
donc, en vertu de (2),
| 0@ < —]z|
X — i Z
¢ d
et
3 lolle < —
Qllg & R

On a, par définition,
ox+y) =1 (x<G)

donc, en vertu de (3),

1
) L<ele-lIx+yl < = Ix+yl.
La distance de y, et G étant d, il existe dans G une suite {x,} telle que

lim fx,+yol =d.

L’inégalité (4), appliquée a cette suite, donne

l<foleg-d<1

ou

1

lelle = 71‘

D’apres le théoréme 2, il existe donc une fonctionnelle satisfaisant aux
conditions demandées.

TutoreME 5. Si G est un ensemble linéaire fermé tel que toute fonctionnelle
linéaire f(x) égale @ O pour tout x de G est égale a 0 pour tout x, alors

G=E.

THEOREME 6. Soit W un ensemble arbitraire < E et Yo un élément qui
"y appartient pas. La condition nécéssaire et suffisante pour lexistence d’une
suite {w,} = E, remplissant les relations

1°w, = 2 ax;  (x; < W),
i=1

2 nlirg Wu = Yo,
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est que Pon ait f(y,) = 0, pour toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans
E et identiquement nulle dans W.
Démonstration. On I'obtient aisément a I'aide du théoréme 4 appliqué
r
4 Pensemble linéaire G formé par tous les éléments de la forme Y a;x;

r i=1
(x; = W, a; nombres reels). l

(Regu par la Rédaction le 28. IV. 1929)



