Sur les fonctionnelles lineaires II *

publié¢ dans Studia Math. 1 (1929), p. 223-239.

§ 1. Soient {0,} (6, = 1) une suite numérique a termes positifs croissant
indéfiniment et {a,} une suite des ¢léments telle que [lg,| <1 (rn=1,2,..).
f(x) étant une fonctionnelle linéaire, nous désignerons, dans ce qui va suivre,
par || f|*, le plus petit nombre positif K pour lequel

|fa)l < Ko, (m=1,2,..).

Nous dirons que |f|* est la norme de f relative aux suites {o,}, {a,}.

On a évidemment

1 fi* =0,

2° fof|I* = lof - | fI*  (x reel),

¥ f+el* < IfI*+lol*

1< IS0

De méme, z = {{,} étant une suite bornée des nombres réels, nous
désignerons par | z [|* le plus petit nombre K pour lequel |{,| < Ko,
(n=1,2,..). Dans ce qui va suivre nous supposons toujours que 'ensemble
des elements E est véctoriel, normé et complet (1°).

LemMme 1. Soit L un ensemble linéaire(*) des fonctionnelles linéaires.
Supposons qu'a chaque fonctionnelle de L correspond un nombre A(f) rem-
plissant les relations:

A(fi+1) = A+ A(S),
AU < MILfI™

M eétant une constante positive. Il existe alors un élement x, tel que

Ixoll < M, A(f) = f(xo0) (f< L)

* Voir S. Banach [22] [ce volume, pp. 375-380]. Cette communication sera citée
dans la suite comme ,.I”.

(1) Un ensemble L de fonctionnelles linéaires est dit linéaire lorsqu’il contient toute
combinaison linéaire a coefficients réels de deux quelconques de ses fonctionnelles.
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Démonstration. Désignons par W l’ensemble des suites numeériques
w={f (a,)} correspondantes aux diverses fonctionnelles f de L. Ces suites
sont évidemment bornées et on a

Iwi* = 1 £1%,
f étant une fonctionnelle quelconque de L et w la suite correspondante.
~ Posons
1) Fw)=A(f) (weWw).
On a

F(wy+w;) = F(wy)+F(wy),
[F(w)| < M |jw|*.

F (w) est donc une fonctionnelle linéaire définie dans I’ensemble linéaire
W. Par conséquent(?), il existe une fonctionnelle linéaire & (z), definie dans
tout I'ensemble Z, telle que

) P(z) = F(2) (z<= W),
@) = M|z|*  (z = Z).

Désignons par z; la suite {{®} définie par
=0,n#i, (=1

il est aisé de voir que

IMHPZ;QMP=Q

n—>w

quelle que soit la suite bornée z = {{,}.
Par conséquent, '

lim |0~ ¥ #()4] =0

ou
® 20 = ¥ 0@ < 2)

Pour la suite particuliére z, = {{;} définie comme il suit:

{i=signd(z;) (D(z) #0)] _
Gi=1 (mm:m}“‘hlfﬁ_

(*) Voir I, p. 213 [ce volume, p. 377], théordme 2.
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on a evidemment

lzol* =1

et

D) = 319G,
il vient en vertu de (2)

@) 2 1P <M.

i=1
Posons maintenant
) Xo = .Zl P (z)a;;
=

on aura en vertu de (4)

1%l < 3. 19z < M.

i=1

Enfin les relations (1), (2), (3) donnent

AN = T 2@ES@)  (f= D).

donc en vertu de (5)
AN =L 2@)a) =fex)  (F= D).

LemME 2. Soit L un ensemble linéaire des fonctionnelles linéaires et @ une
fonctionnelle linéaire qui n’y appartient pas. Supposons qu’il existe un nombre
M > 0 tel que

If—el*=>M (f< L)

Il existe alors un élement x, tel que

flo) =0 (f<= L),

(P(XO) = 19
1
fixoll <V'

Démonstration. Soit L’ ’ensemble linéaire des fonctionnelles linéaires

) W =f+lp (fc< L;A réel).
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Posons par définition(3)
AW) =2 (= L)

on a évidemment

AW +Y,) = AW+ AW,),
[AW) = |4].
En outre, si 4 # 0,

E3

1
™ = MI-H——[f—(P =AM,

donc
1 *
AW < i .

Il existe donc, par le lemme précédent, un élément x, tel que

1
< —
Ixol < =

et
AW) =y (x) @ <L)
En tenant compte de (1) et de la définition de A4 (), la derniére égalité
devient '
A=f(x)+dp(xo) (f < L;A réel),
c’est-a-dire

fxo) =0 (f= L), olx)=1.

§ 2. TuroriME 1. p(x) étant une fonctionnelle remplissant les relations
1° p(x+y) < p(x)+p(y),
2° p(Ax) = Ap(x) (4> 0),

il existe une fonctionnelle additive(*) f(x) remplissant Pinégalité

—p(—x) < f(x) < p(x) (x < E).

Démonstration. Soit f(x) une fonctionnelle additive définie dans un
ensemble linéaire G et y remplissant I'inégalité f(x) < p(x). Nous prouverons
que, y, €tant un élément non appartenant a G, il est possible d’étendre la
definition de f(x) 4 I'ensemble linéaire G, formé par les éléments z = X+ A4y,
(x = G; A réel), en maintenant I'inégalité f(z) < p(2).

(®) Cette définition est univoque, parce que la fonctionnelle ¢ n’est pas contenue dans L.
(*) Une fonctionnelle f(x) est additive lorsquelle remplit 'équation f(ux+By) = of (x)+
+Bf (y) quelles que soient les éléments x, y et les nombres réels a, B.
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On a, pour x < G, X < G,
fx+%) < p(x+3%) = plx+yo+X—yo) < px+yo)+p(x—Yo),
donc
—p(X—yo)+f(X) < p(x+yo)—f (x).

1! existe donc(®) un nombre a tel que
(1) —px—yo)+f () S a < px+y)—f(x) (x =G, %< G).

Posons dans G,

¢(2) = @(x+A4yg) = f(x)+ 1.

Cette fonctionnelle ¢(z) est additive et égale a f(z) si z < G. Nous
allons voir quelle remplit aussi I'inégalité ¢ (z) < p(z) (z = Gy).
On a, en vertu de (1),

Ao < pUx+Ay)=f(Ax) (x = G,2 > 0),
d’ou, en posant Ax = X et X+4y, = z,
J(X)+ A0 < p(x+4yo),
cest-a-dire
¢(2) < p(2).
Si 4 < 0, I'inégalité (1) donne encore
—p(=AX+Ayg)+f(—4x) € —Aa,
d’ot, en posant —Ax = x et x+ Ao = z,
fx)+4a < p(2),
c’est-a-dire
¢(2) < p(2).
Cela pose, soit x; = 0 (U'élément nul) le premier élément de I'ensemble
E supposé bien ordonné. Posons f(x,) = 0; on aura f(x,) = p(x;). En
etendant la définition de f(x) de proche en proche a l'aide du raisonnement
précedent, on obtient une fonctionnelle additive f(x) définie dans I’ensemble

E et y remplissant I'inégalité f(x) < p(x).
Il s’ensuit

f(=x) < p(—x),
donc

—p(=%) < f(0) < p(x).

* (%) Voir I, p. 212 [ce volume, p. 376].

25 ~ Oeuvres t. 11
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Remarque. S’il existe une constante M > 0 telle que p(x) < M | x|,
alors | f(x)| < M| x|, donc || f| < M.

Définition. Soit 3 un nombre ordinal limite, c’est-3-dire privé d’un
précédent immédiat. Soit {c;} (1 < £ < J) une suite bornée des nombres
réels du type ordinal 3. Nous désignerons par

oL
la borne inférieure des nombres K remplissant I'inégalité c; < K a partir
d’un certain nombre ordinal (dépendant de K). On définit de méme

lim ¢, = —lim (—c,).
=5 pm (-

LemMme 3. Soit {f;(x)} une suite des fonctionnelles linéaires du type 9
telle que | f:l < M (1 <& < 98). Il existe alors une fonctionnelle linéaire
S (x) satisfaisant pour tout x a linégalité

lim f, (x) < £ (x) < T £, ().
&3
Démonstration. Posons

P =Tm (v (@one p(~x) = ~lim £ (x)).
E=9

La fonctionnelle p(x) remplissant évidemment les hypothéses du théo-
reme 1, il existe une fonctionnelle additive f(x) telle que

—p(—x) < f(x) < p(x).

On a encore, en vertu de |p(x)| < M | x|,
|fG)l < Mx],

f(x) est donc une fonctionnelle linéaire.

Deéfinition. Toute fonctionnelle lin€aire remplissant P'inégalité du lemme
précédent sera dite une fonctionnelle-limite de la suite {f;(x)}.

Définition. Un ensemble linéaire L des fonctionnelles linéaires est dit
faiblement ferme si, pour chaque nombre ordinal 3 et chaque suite {f:}
du type § des fonctionnelles linéaires telles que

fec L, AISM (1<¢<9,

il existe une fonctionnelle-limite appartenant a L.

TuEorREME 2. Soit L un ensemble linéaire des fonctionnelles lineaires
faiblement ferme et ¢ une fonctionnelle lineaire qui n’y appartient pas.
Designons par M la borne inferieure des nombres | f—@| (f < L) et par M,
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un nombre positif < M, dailleurs quelconque(°). Il existe un élement x,
tel que )
fxg=0(fcL), o¢x)=1, Ilxl <1/M;.

Démonstration. Soit {M;} une suite numérique croissant indéfiniment
dont le premier terme est le nombre donné M, (0 < M, < M). Soit X le
plus grand nombre cardinal jouissant de la propriété suivante:

G étant un ensemble arbitraire de puissance < ¥, il existe une fonction-
nelle linéaire f(x) telle que

1) feL fllsM,;, [f@)=-e®|<M|x| (xc<G).

Le nombre cardinal de l'ensemble E est > N. En effet, dans le cas
contraire, on aurait une fonctionnelle linéaire f(x), pour laquelle

IfxX)—e®) < M[x]| (x < E),
donc
If—ell < M; <M,
ce qui est impossible.

Nous allons prouver que N est un nombre fini, c’est-a-dire, un entier.
Supposons donc que N n’est pas fini. Soit G(< E) un ensemble arbitraire
de puissance N. Rangeons ses €léments dans une suite transfinie bien
ordonnée {x;} du type ordinal 3,9 désignant le plus petit nombre ordinal
de puissance N; cest évidemment un nombre limite. Si 5 < 3, alors,
lensemble {x:} (1 < ¢ < #) étant de puissance < ¥, il existe une fonction-
nelle linaire f, remplissant les relations

@ e L A< My, i) =0 ()l < Myl x|l (€ < n).

L’ensemble L étant faiblement fermé, la suite {f,} (1 <75 < 9) admet
une fonctionnelle limite f < L, satisfaisant en vertu de (2) aux conditions

If < My, [fxg—ox)l < My x| 1 <& <8).

On peut donc a tout ensemble G (< E) de puissance N faire correspondre
une fonctionnelle linéaire f(x) remplissant les conditions (1), contrairement
a la définition de N. .

Le nombre X étant fini, il existe un ensemble fini K,(< E) tel que
toute fonctionnelle linéaire f(x), satisfaisant aux conditions

If=oll < My,  [fx)—eX)| < M, x| (x = K,),

(®) 1l est aisé de voir que M > 0. Supposons en effet que M = 0. L'ensemble L contient
alors une suite {f,} telle que lim [/ f,—¢|l = 0. La suite des normes {| f,|} étant bornée en

vertu de | f,I| < | fi—@l+lel, la suite {f,} admet une fonctionnelle-limite contenue dans L.
Or, on a |f,(x)—e ()| < [ fi—el - lx|l, donc ¢(x) = lim f,(x) (x < E). La fonctionnelle ¢
est donc la seule fonctionnelle-limite de la suite {f,}. Par conséquent, ¢ < L, ce qui n’est pas.
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n’est pas contenue dans L. On peut supposer que les éléments de 'ensemble
K, ont les normes é€gales a 1, en les multipliant au besoin par des
constantes convenables. Les conditions ci-dessus deviennent alors

If=ell < Mz, 1fX0)—@X)| <M, (x = K,).

On c¢tablit de meéme, par induction, I'existence d’une suite {K;} des
ensembles finis telle que toute fonctionnelle linéaire f(x), satisfaisant pour
un n naturel aux conditions

If=el < M,, [f)—@® <M, (x = K;; i <n),

n’est pas contenue dans L.
Par conséquent, aucune fonctionnelle linéaire f(x), satisfaisant aux

conditions
fX)—ex) <M, (xcK;i=1,2,.)

n’est contenue dans L.
Considérons la suite {a,}, obtenue en écrivant succesivement les éléments

de K,, de K, et ainsi de suite. Posons ny =0, n, = ¥ Il désignant
. r=1
le nombre des ¢léments de K,,0, = 1, 0, = M, /M, (n,_, <n<n). Avec
ces notations le résultat précédent devient:
»Aucune fonctionnelle, satisfaisant aux conditions

[fla) =) < Myo, (m=1,2,.),

n’est contenue dans L”.
On a donc, pour la norme déterminée par les suites {a,} et {o,},

P'inegalité If—ol*> M, (f< D)
I existe donc (lemme 2) un €lément x, tel que
Jo) =0 (f= L), obx)=1, [xl <1/M,.

CoroLLAIRE. Un ensemble faiblement fermé linéaire L des fonctionnelles
linéaires, tel que lélement nul 0 est le seul pour lequel sannulent toutes
ses fonctionnelles, contient nécessairement toutes les fonctionnelles linéaires.

§ 3. Définition. On dit qu'une suite des fonctionnelles linéaires est
Jaiblement convergente vers une fonctionnelle f(x), lorsque

lim f,(x) = f(x) (x < E).
Nous écrivons dans ce cas simplement
lim f, = f ().

(") En vertu de I'inégalité | £,(x)—f(x)| < | fi—f |- |x| toute suite convergente (suivant
la norme) est aussi faiblement convergente vers la méme fonctionnelle f(x).
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Fai démontré dans ma Thése un théoréme, dont il s’ensuit que la
fonctionnelle f est aussi lineaire et que la suite {| f,Il} est bornée(®).

LemMe 4. Si pour une suite donnée {xn}, la suite {f(x)} est toujours
convergente, quelle que soit la fonctionnelle linéaire f(x), alors la suite
{lIx,||} est bornee.

Démonstration. On peut, en effet, considérer {f(x,)} comme une
fonctionnelle A,(f) définie dans I'ensemble des fonctionnelles linéaires f(x).
La suite {4,(f)} étant par I'hypothése faiblement convergente, le théoréme,
dont nous venons de parler, nous enseigne que la suite {||A,(f)II} est
bornée. Or, on a

A, (O < lxal -

I’égalité ayant lieu pour toute fonctionnelle f telle que f(x,) = ||x,| et

| £ = 1. Par conséquent, ||A4,|| = |lx,|. La suite {|x,||} est donc bornée.

Remarque. On démontre aisément qu’une suite {f,} des fonctionnelles,

dont les normes forment une suite bornée, est faiblement convergente,

lorsqu’il existe lim f,(x) pour tout x appartenant a un ensemble G partout
n—oo

dense dans E.

LemME 5 Si Pensemble E est separable(®), alors toute suite des fonction-
nelles, dont les normes forment une suite bornee, contient une suite faiblement
convergente.

Démonstration. Il suffit, d’aprés la remarque précédente, d’extraire
une suite partielle convergente dans un ensemble dénombrable partout dense.
On le fait par la méthode bien connue des diagonales.

Définition. Un ensemble L des fonctionnelles linéaires est dit faiblement
séparable, lorsqu’il contient une suite dénombrable {f,} des fonctionnelles
jouissant de la propriété suivante: quelle que soit la fonctionnelle f = L,
la suite {f,} contient une suite partielle faiblement convergente vers f.

LemME 6. Si lensemble E est séparable, tout ensemble L des fonctionnelles
linéaires est faiblement separable.

Démonstration. On peut supposer que les normes des fonctionnelles
de L sont bornées. En effet, tout ensemble L est une somme dénombrable
des ensembles satisfaisant a cette condition.

Soit {x,} une suite des €léments partout dense dans E. Des1gnons par
Z, lensemble formé par les points

{f(x0), f(x2), o0, f(xa)}

correspondants aux diverses fonctionnelles de L dans l'espace euclidien
a n dimensions. Cet ensemble Z, étant séparable, il existe un ensemble

(®) Banach [7], p. 157, théoréme 5 [ce volume, p. 309].
(°) Cest-a-dire contenant un sous-ensemble dénombrable et partout dense.
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dénombrable K, des fonctionnelles de L tel que les points correspondants
forment un ensemble partout dense dans Z,.

Posons
K;.

i

s

R =

1

t

Cet ensemble R de fonctionnelles est dénombrable. Pour une fonctionnelle
quelconque de L il existe évidemment une suite {f,} des fonctionnelles
remplissant les conditions:

1°f, < K, <R,

22 1 filx)=flx)l < 1m (i=1,2,.., n).

Les normes | f,|l formant par ’hypothése une suite bornée, on a, d’aprés
la remarque faite au lemme 4,

lim f, = f.

n—oxc

THEOREME 3. Si lensemble E est séparable, la condition nécessaire et
suffisante pour qu'un ensemble L des fonctionnelles linéaires soit Jaiblement
ferme, est que la limite de toute suite faiblement convergente de fonctionnelles
de L soit aussi une fonctionnelle de L. '

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Nous allons
prouver quelle est aussi suffisante.

Soit {f;} (1 < ¢ < 9) une suite du type 9 telle que fecLet|fil <M
(1 < ¢ < 9). Désignons par {x,} un ensemble dénombrable partout dense
dans E. On peut faire correspondre a tout »n naturel un nombre ordinal
¢, de maniére que

1 —
lim f, (x)—— < () < T o) 4 (1 <i<n).
i n Il i n

La suite {f;} contient (lemme 5) une suite partielle faiblement con-
vergente, dont la limite est évidemment une fonctionnelle-limite de la suite
{f:}, contenue par I'hypothése dans L.

Définition. Lorsqu’a toute fonctionnelle f d’un ensemble linéaire L
correspond un nombre A(f) remplissant les conditions: ‘

1° Ay fi+oy fr) = a A(f)+a, A(f) (fy © L, f, © Loy, o, réels),
2° on a lim A(f,) = A(f), toute fois que

fhcL et limf,=fclL,
n~oc
nous dirons que A(f) est une opération linéaire faiblement continue, définie

dans L.
Il est ais¢ a prouver qu’il existe alors un M > 0 tel que

AN < M Sl (f= D).
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TuioriME 4. Soit L un ensemble linéaire faiblement fermé des fonction-
nelles linéaires, définies dans un ensemble séparable E, et A(f) une opération
linéaire faiblement continue, definie dans L et y remplissant. 'inégalité

AN <M fI.

Etant donne un nombre M, > M, dailleurs quelconque, il existe un
element x, tel que

AN =fx) (f<= D),

[xoll < M.

Démonstration. Désignons par L le sous-ensemble de L defini par
I’égalité A(f) = 0. Cest évidemment un ensemble lin€aire faiblement ferme.
Soit @ un élément de L tel que A(p)=1. On a pour tout. f< L

A(f+o) =1 < M| f+ol,
donc '

If+el =z 1M (f< L).
Il existe donc (théoréme 2) un éléement x, de sorte que
fxo)=0 (f<= L)

1) @ (xo) = 1,
Ixoll < M.

Si Y est une fonctionelle quelconque de L, écrivons

y=N—eAW)]+oAW).
La fonctionelle y —¢ 4 () étant contenue dans L, il vient en vertu de (1),
Y (xo) = @xo)AY) = AW).
§ 4. Soient E,E deux ensembles vectoriels normés et complets (*°).
Supposons qu’a tout élément y de E'
y = U(x).

Nous dirons alors que U(x) est une opeération définie dans E.
Une opération U (x)
1° additive, c’est-a-dire telle que

U (axy +Bx;) = aU(x1)+ U (x,),

(*°) Un ensemble vectoriel et normé est complet, lorsque toute suite {x,} de ses éléments,
remplissant la condition lim [x,—x,|| = O, est convergente.
P>

g x
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2° continue, Cest-a-dire telle que
lim U(x,) = U(x), toute fois que lim x, = x,
n— X n—oo

sera dite une opération linéaire.
Il est aisé 'a prouver qu’il existe alors un nombre M > O tel que

UG < M x|l

Réciproquement, une opération additive remplissant cette inégalité est
linéaire.

Nous designerons les fonctionnelles linéaires définies dans E ou E’ par
X respectivement par Y.

Une opération U (x) fait correspondre a toute fonctionnelle linéaire Y
définie dans E’ une fonctionnelle X = Y[ U (x)] définie dans E, aussi linéaire.
En effet, il est évident qu'elle est additive. Elle est aussi continue, car on a

YIUX] < Y- IU&IF < MY - Ix].
Cette correspondance entre X et Y est une nouvelle opération linéaire
X =U(®)

- définie dans le domaine des fonctionnelles linéaires Y, le contredomaine étant
contenu dans I'ensemble des fonctionnelles linéaires X.
On a, en effet, par I'inégalité précedente,

U@ < MY].

Nous l'appellerons 'opération adjointe a Popération y = U (x).
U (x) étant une opération additive, la condition nécessaire et suffisante
pour I’existence de l'opération inverse

x=U"'()
est évidemment que I'équation U(x) = 0 ait lieu seulement pour x = 0.
L’opération inverse est aussi additive. Pour qu’elle soit en outre continue,
il faut et suffit que on ait
IxI < Myl (M>0),

pour tout paire des €léments correspondants. On peut donc énoncer le
lemme suivant:

LemMme 7. U(x) etant une operation linéaire (ou seulement additive), la
condition necessaire et suffisante pour lexistence et continuite de opération
inverse, est qu’il existe un nombre m > 0, de maniére que

mlx| < UG (x = E).

LemMme 8. Si U(x) est une opération linéaire, dont linverse existe et
est continue, alors le contredomaine de U (x) (C’est-a-dire l'image de I'ensemble E)
est fermé.
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Démonstration. En effet, si hm Ve =y, o y, = Ul(x,), il vient en
vertu du lemme precedent

l,— x| < mIIy,,—qu

Il existe donc lim x, = x et on a U(x) = y.

n— o

Remarque. Si Y, est une fonctionnelle-limite d’une suite {Y:} du type 9,
alors X, = U(Y,) est évidemment une fonctionnelle-limite de la suite cor-
respondante {X, = U(Y,:)}.

LeMME 9. Supposons que linverse de Poperation adjointe X = U (Y) existe
et soit continue. .

Si alors L est un ensemble linéaire des Y faiblement fermé, Pensemble
correspondant U (L) des X Test aussi.

Démonstration. En vertu du Lemme 7 il existe un m > 0 tel que,
pour tout Y,

m| Y| < UM

Si donc {X.} est une suite a normes bornées du type I, contenue
dans U(L), la suite correspondante {Y;}, contenue dans I, a aussi les
normes bornées, en vertu de X, = U(Y) (1 <& < 9 et de linégalité
précédente. L’ensemble L étant faiblement fermé, la suite {Y;} admet une
fonctionnelle limite Y, < L. La fonctionnelle X, = U(Y,), contenue dans
U (L), est une fonctionnelle-limite de la suite {X,}.

TutoreMe 5. 1. Si Pinverse de Topération adjointe X = U(Y) existe et
est continue, alors Péquation y = U (x) est soluble pour tout y donné.

II. Si Péquation X = U(Y) est soluble pour tout X donné, alors

a) linverse de lopération linéaire U (x) existe et est continue,

b) le contredomaine de Popération U (x) est I'ensemble des y remplissants
la condition Y (y) = O toute fois que U(Y) = 0.

Démonstration. I. Soit y, un €lément quelconque de E’; désignons
par L T'ensemble des toutes fonctionnelles linéaires Y telles que Y (yy) = O
et par L I'ensemble des fonctionnelles correspondantes X = U (Y).

L’ensemble L étant évidemment faiblement fermé, L ’est aussi (lemme 9).

Soit Y, une fonctionnelle linéaire telle que Y,(y,) = 1. L’ensemble L ne
contient pas la fonctionnelle X, = U(Y). Il existe donc (théoréme 2) un
éléement x, tel que

Xoxo) =1, X(xo) =0 (X <=1L).

Posons y; = U(xo); on a Y, (yy) = Xo(xo) = 1, Y(yy) =0 (Y = ).
Soit maintenant Y une fonctionnelle linéaire quelconque; posons

Y'=Y-Y(o) Y.
On a Y'(y,) = 0, c’est-a-dire Y’ < L. Par conséquent, Y’ (yl) =0, ou
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Y (y1)—Y(yo) = 0, ou encore Y(y;,—y,) = 0. La fonctionnelle Y étant
arbitraire, il vient y; = y,, ou y, = U (x,).

IL. a) Par I'hypothése toute fonctionnelle X peut étre représentée sous
la forme X = Y[U(x)]. Il résulte de la que l'opération inverse de U(x)
existe, car dans le cas contraire toute fonctionnelle X prendrait pour certains
deux ¢€léments x les mémes valeurs, ce qui n'est pas.

Supposons que cette opération inverse n’est pas continue. Il existe
alors, en vertu du lemme 7, une suite {x,} telle que

lim x| = +c0 et lim |ly,| =0, ou y,=U(x,).

Soit X une fonctionnelle quelconque et Y une fonctionnelle telle que
X =U(Y); on a

lim X (x,) = lim-Y(y,) = 0.

Or, la fonctionnelle X étant quelconque, la suite {||x, ||} doit &tre bornée
(lemme 4), ce qui n’est pas.

II. b) Soit y, un élément vérifiant I'équation Y (y,) = O toutes les fois
que U(Y) = 0. Désignons par G’ le contredomaine de lopération U (x).
Cest un ensemble fermé (lemme 8). Supposons que I'€lément Yo Dest pas
contenu dans G'; il existe alors, en vertu d’un théoreme analogue au
théoréme 2 ('), une fonctionnelle Y, telle que Y, (y,) = 1, Yo(9) =0 (y = G).
Pour T'opération correspondante X, = U(Y,) il vient

Xox) = Yo[UX)] =0 (x = E), donc U(Y)=0,

ce qui est impossible, puisque Y, (y,) = 1.

Reéciproquement, si y, = U(x,) = G’ et U(Y) = 0, alors Y[U(x)] = 0
(x = E), donc, pour x = x,, il vient Y (y,) = 0.

TueorimE 6. 1. Si linverse de Iopération linéaire y = U (x) existe et est
continue, alors Péquation X = U(Y) est soluble pour tout X donné.

II. Si lequation y = U(x) est soluble pour tout y donné, alors

a) linverse de lopération adjointe X = U(Y) existe et est continue,

b) le contredomaine de Popération U (Y) est lensemble des X remplissant
la condition X (x) = 0 toutes les fois que U(x) = 0.

Démonstration. Elle est tout a fait analogue a celle du théoréme
précédent. On remplacera dans celle-ci les lettres x, ¥, X,Y,U, U resp. par
Y,X,y,x,U, U et on sappuiera sur le théoréme cité dans le renvoi (1)
au lieu du théoréme 2 et réciproquement.

TutorimE 7. Si loperation linéaire y = U (x) définit une représentation

- biunivoque de lensemble E sur tout Iensemble E', alors Popération inverse
est aussi linéaire. )

(*') A savoir I, p. 215, théoréme 4 [ce volume, p. 378].
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Démonstration. Il résulte du théoréme 6.11.b) que I’équation X = U(Y)
est soluble pour tout X donné, parce que U (x) = 0 est ici équivalent a x = 0.
La continuité de I'opération inverse est donc une conséquence du théoréme
5.1La).

TuEorEME 8. Soit E un espace vectoriel admettant deux normes différentes:
lxli et lxll,, et complet pour chacune d’elles. Supposons encore que

lim ||x,}| = O entrdine toujours lim |x,||; = 0. Alors aussi lim ||x,||; =0

n—*oc R=> 0 n— o

entraine toujours lim | x,| = 0, c’est-a-dire: les deux normes donnent lieu a la
n—r o

meme définition de convergence, ou encore: il existent deux nombres m, M
(0 < m < M) tels que

(Rl

1l

m <

<M,

pour tout x # 0.

Démonstration. On l'obtient comme application immeédiate du
théoréme précédent en prenant pour les ensembles E, E' le méme ensemble
E normé suivant la premiére resp. la seconde norme et en définissant la
correspondance par I’équation y = x.

Nous avons l'intention de publier dans le prochain volume de ces Studia
une troisiéme communication sur les questions auxquelles étaient consacrées
les deux premicres.

(Regu par la Rédaction le 6. VI. 1929)



