Sur la divergence des. interpolations
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1. Soit (C) I'espace des fonctions x(t), continues dans lintervalle fermé
0 <t < 1. Lespace (C) est vectoriel, normé et complet avec la norme

Ixll = Jmax |x(1)].

Considérons dans P'espace (C) une suite de fonctions {x (1)} assujettie
aux conditions:

(I) La suite {x;(t)} est complete dans (C), c.-a-d. que pour toute fonction
x(t)e(C) et pour tout nombre ¢ > 0, il existe vn systéme fini de nombres
o, ..., o, tels que

n
[ x— 21 x| < e;
&

(IT) Pour tout systéme de nombres «,,..., o, et de points

0 <ty<..<t, <1,
les relations

n

Z x(t) =0 ou j=1,2,..,n

)
entrainent
o =0y =...=q, =0.
En designant par &, la famille de tous les systemes (7) de n points
de Tl'intervalle fermé 0 < ¢ < 1, considérons une suite arbitraire T, 7"2,...,
ou T,ed, pour n=1,2,..., 2 savoir oll le systéme T, est composé de
points

(T,) 0SSP <P <... <1,
Pour toute fonction x(f)e(C) et pour tout n=1,2,..., il existe en

vertu de (II) un et un seul systtme de nombres af, ... a® satisfaisant
aux relations

n
Y o, () = x@) ou j=1,2,...,n.
=1
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Posons

n

Uy(x,0) =Y, a”x(1).
i=1
Les fonctions U,(x,t) portent le nom d’interpolations de la fonction x(t)
relatives a la suite de fonctions {x;(¢)}. Telles sont p. ex. les interpolations
polynomiales (relatives a la suite {¢"}), trigonométriques (relatives a la suite
{sin nt, cos nt}), etc.
Jétablis dans cet ouvrage les théorémes suivants:

Tugorime 1. Etant donnée dans lespace (C) une suite quelconque
{x;(t)} de fonctions assujetties aux conditions (I) et (II), il existe une fonction
x(t)e(C) et une suite d’ensembles {T,} telles que
)y T,<T,,, pourn=1,2,..;

(2) Tlensemble Z T, est dense dans lintervalle 0 < t < 1;

n=1

(3) lim |U,(x,t)] = +o0 presque partout dans cet intervalle.

TutoriMe 2. Etant données une suite quelconque {x;(t)} de fonctions
de (C) assujetties aux conditions (I) et (II) et une suite {1,} d’ensembles dont

T
la somme T = Y T, nest pas dense dans lintervalle 0 <t < 1, il existe

n=1

une fonction x(t)e(C) telle que
(4) lim |U,(x,t) = +oo presque partout en dehors du dérivé M) 2" de 2.

Pour chaque n = 1,2, ..., introduisons dans la famille @, une distance
entre deux systémes de points:

)

N
L,

(A) 0<a,<a,<...<
(B) 0<bh, <bhy<..<

NN

a
b,

par la formule:
-1

(4, B) = Ial—bll_‘_. ) |(ai+1_ai)_l_(biﬂ“bi)_ll-

La famille @, devient alors un espace métrique complet.

De meéme, introduisons dans la famille ¥ de toutes les suites {T,}
telles que T,e®, pour n = 1,2,..., une distance entre deux suites {4,}
et {B,} par la formule:

= 1 (A,,B,
({A, {(B) = 2 ?-lﬁfﬁjﬁi)%)"

n=1

Alors la famille ¥ devient aussi un espace metrique complet.

() C.-a.-d. de I'ensemble des points d’accumulation.
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Je montre qu’on a les théorémes suivants:
TutoriMme 3. Pour toute suite {T,} e ¥, sauf une famille de suites qui

est de I-e categorie dans ¥, l'ensemble X = Z T, est dense dans lintervalle
0<t< 1. n=1

TuioriMe 4. Soit dans (C) une suite quelconque {x;(t)} de fonctions
assujetties aux conditions (I) et (II). Alors pour toute suite de systémes
{T,} € ¥, sauf une famille de suites qui est de I-e categorie dans ¥, les
interpolations U,(x, t) relatives a cette suite satisfont a la condition

(5) lim U, (x, 9)| =

presque partout dans Tintervalle 0 < t < 1 pour toute fonction x(t) € (C), sauf
une famille de fonctions qui est de I-e categorie dans (C).

Soit enfin ¥, le sous-espace de ¥ composé de toutes les suites {7}
assujetties a la condition (1). En gardant la distance introduite dans ¥,
I'espace ¥, est évidemment aussi métrique et complet.

Je montre le

THEOREME S. Les théorémes 3 et 4 subsistent en remplagant ¥ par ¥,.

Il en résulte aussitot le théoreme 1.

2. Considérons un espace quelconque E vectoriel, normé et complet,
et I'espace S, de toutes les fonctions u(t) mesurables (L) dans I'ensemble
w < (0,1) avec la norme

(5) flull = JT% dt

(o]

Lemme 1. Soient H un ensemble dense dans E et
V. = U,(x,8) ou n=1,2,..,x€E, tew, y,()eS,,

une suite d’opérations linéaires. Si pour tout x € H la suite de fonctions {y,(t)}
converge presque partout dans w, il existe un ensemble © < w ayant les
proprietes suivantes:

1° hm U,(x,t) existe presque partout dans T pour tout x€E;

2° hm (U, (x, t)} = + o0 presque partout dans w—1 pour tout xe E, sauf

un ensemble des x de l-e categorie dans E;
3° Popération y(t) = Ulx,t) = hm U,(x,t), ou xeE, tet et y(t)eS,,
est lineaire;
4° pour tout ¢ > 0 il existe un M > 0 tel que
mes E [|U,(x, )] < M| x| pour n =1,2,...] > (1—¢) mes t

tet

pour tout xeE.
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Démonstration. Les propriétés 1°et 2° ont &té établies par M. S. Saks (%),
La propriéié 3° résulie immédiatement du théoréme d’aprés lequel la limite
d’opérations linéaires en est également une (*). Pour démontrer 4°, posons
V.i(x,0) = max |[U;j{x,t)) pouwr i=1,2,...,n, xek, te1.
I’opération
z, ()= V,(x,5) ot n=1,2,...,x€E, tet, z,(t)eS,
est quasi-lineaire, c.-a~d. continue et satisfaisant aux conditions:
1V Geg x5 O < 1V, Gens Dl H 1TV, G, D
[V, Gx, gl = 1AV, (x, )l
Par conséquent (*) opération
z{th = Vix, 1) = ,%ifiz"(z) ou xek, tet, z{H)es§,,
est aussi quasi-linéaire; il existe donc pour tout ¢ > 0 un o > 0 tel que
x| < & entraine ||z|| < &{°). Il en résulte facilement 4° en vertu de (5),.

LemMe 2. La famille de toutes les suites de systemes {T,} pour lesquelles

le dérive X' de Vensemble £ = % T, est de mesure nulle est dense dans V.
n=1

Démenstration. Soient {4,} une suite appartenant 2 ¥ et ¢ > 0 un
nombre réel donné d’avance. Fixons un entier positif m de fagon a avoir
1/2" < & et posons T, = A, pour n=1,2,...,m. On peut evidemment
choisir les systémes de points T, ,, Tsz...., de maniére que la suite {7}
appartienne a ¥ et que P'on ait mes 2’ = 0. On aura alors

1 1

({An}a {E}) < Z A = Zm < g, qud
n=m+1 “o

3. Démonstration du théoréme 2. Posons
Vailt) = Uy(x;,1) pour wn=1,2,..;i=1,2,..
Nous aurons évidemment

lim y,; () = x;(t) powr Ost<1;i= 1,2,...

(*) S. Saks [Sur les fonctionnelles de M. Banach et leur application aux développements
des fonctions], Fundamenta Mathematicae 10 (1924) [p. 186-196]1, p. 192.

(®) S. Banach, Théorie des opérations linéaires, Monografiec Matematyczne 1, Warszawa
1932, p. 23-24 [ce volume, p. 40-41].

(") S. Mazur et W. Orlicz [Uber Folgen linearer Operationen], Studia Mathematica
4 (1933) Tp. 152-157], p. 157, théoréme 6.1.

(%) Ibidem, p. 157, théoréme 3.1. Cf aussi S. Saks, Trans. Amer. Math. Soc. 41 (1937),
p. 160-170.
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Designons par H I'ensemble de tous les polynomes

(6) z(t) = _il o X (1) Cpour  j=1,2,..

En posant
Z, ()= U,(z,1),
nous avons donc

(6), - lim Z, () =z() pour 0<t<1;zeH.
Or, I'ensemble H etant dense dans Iespace (C), il existe en vertu du

lemme 1 (pour E = (C) et w = (0, 1)) un ensemble 7 = (0, 1) ayant les
propriétes 1°-4°. Nous allons montrer que

(7) - mes (t—2") = 0,

ou X' designe I'ensemble dérive de £ = Y T,.
Soit a ce but .

(8) {=0.)—-(2+2)

un ensemble fermé. Considérons une fonction arbitraire v(t), continue dans
(0, 1) et telle que

#0 pour el
9 t
®) U(){zo pour teX+2'.

Comme ensemble dense dans (C), H contient une suite {z:(t)} de
polynomes, telle que

(10) lim |[z;—v| = 0.

En posant
Zn.i(t) = Un(Zia t)’ Un([) = Un(v7 t)7

nous avons en vertu de (6),

(11) lim Z, (t) = z,(t) pour O0<t<1,i=1,2,..

En vertu de (9). on a d'autre part v,(1) =0, ou v,(t) = U,(v, 1)
pour 0 €t <1, dot

(12 lim v,(t) = 0.

On conclut de (10) et (11) en vertu de la propriété 3° de 7 que

v(t) = lim z;(t) = lim v,(t) presque partout dans z.

Comme. selon (9), v(t) # 0 pour te{, on a selon (12) mes t{ = 0.
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Il en résulte aussitdt (7), puisque { est par définition un ensemble ferme
arbitraire satisfaisant 2 (8). Or, les propriétés 2° et (7) de © entrainent la
relation (4), c.q.f.d.

Démonstration du théeoréme 3. Etant donné un ¢ > 0, désignons
par I'(e) la famille de toutes les suites {7,} de ¥ a chacune desquelles
on peut faire correspondre un entier positif n tel que

(13) W <e, -t <e, P -1, <g, 1-1P <.

Ainsi définie, la famille I'(¢) constitue évidemment un ensemble ouvert
dans ¥. Par conséquent

r= ]fi G(1/k)

est un G; dans ¥.
D’autre part, il est facile de voir que I' est la famille de toutes les

suites {7,} pour lesquelles les ensembles ) T, sont denses dans I'intervalle-
0<t<I. =t

Enfin, soient {4,} une suite appartenant a ¥ et # > 0 un nombre
réel donné d’avance. Fixons un entier positif m de fagon a avoir 12" < #.
La famille I contient évidemment une suite {T,} telle que T, = 4, pour
n=1,2,.., m Par conséquent

& 1 1
(A} (T) < 3 o= <1,
n=m+1

ce qui montre que I' est dense dans ¥. Or, le complémentaire d’'un G; dense
étant de I-e catégorie, le théoréme se trouve démontre.

Démonstration du théoréme 4. Etant donnés deux nombres & > 0
et M > 0, désignons par I'(e, M) la famille de toutes les suites {7,} de
¥ a chacune desquelles on peut faire correspondre une fonction x(t)e(C)

de norme ||x|| = 1 et telle que les interpolations correspondantes U, (x, t)
satisfassent a la condition

(14) mes E . [U,(x, <M pour n =1,2,...] < e.
S

Ainsi définie, la famille I'(¢, M) constitue évidemment un ensemble
ouvert dans ¥ et par consequent

r=11 I1 Tk, M)
k=1M=1
est un G; dans ¥.
D’autre part, I' contient en vertu du théoréme 2 toute suite {7,} pour
laquelle on a mes X’ = 0, de sorte quen vertu du lemme 2 la famille I’
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constitue un ensemble dense dans ¥; par conséquent, son complémentaire
(comme celui d’'un G, dense) est de I-e catégorie dans ¥. Enfin, soit {T}}
une suite appartenant a I'. D’aprés le lemme 1, en prenant pout E I'espace
(C), pour H l'ensemble des polynomes (6) et pour w lintervalle 0 < ¢ < 1,
cet intervalle contient un ensemble t jouissant des propriétés 1°—4°. Comme
il existe pour tout ¢ > 0 et pour tout M > 0 une fonction x(t)e(C) de
norme |x| = 1 satisfaisant a (14), on a d’aprés la propriété 4° mes 7 = 0.
Il en resulte en vertu de la propriété 2° de t que (5) se présente pour
toute fonction x(f)€(C), sauf une famille de fonctions qui est de I-e catégorie
dans (C), c.qfd.

Démonstration du théoréme 5. Le lemme 2 et les théorémes 3
et 4 se demontrent pour ¥, exactement de la méme maniére que pour V.

Démonstration du théoréme 1. Ce théoréme résulte du théoréme
5 en vertu du théoréme général d’aprés lequel la partic commune de deux
G; denses est un G; dense, donc a fortiori non vide.

(Regu par la Rédaction le 3. 4. 1940)



