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Wyrazenia utlamkowe

Rozdziatl I
Czynniki wielomianow

§ 1. Rozkiadanie na czynniki (Powtérzenie)

Wyrazy wielomianu 8x®+ 6x* majg wspdlny czynnik 2x?*;
mamy bowiem: 8x®--6x*=2x%*4x--2x%3.
Wylaczajac 2 x® przed (za) nawias dostaniemy:

8x'-L 8x? = 2x*(4x-}3) — (4x-+3)2x2

Tatwo zauwazyé, ze wyrazenie w nawiasie jest ilorazem
danego wielomianu przez jednomian 2x?. Zatem jednomian,
bedgcy wspélnym czynnikiem wyrazéow danego wielomianu, wy-
lgczamy przed (za) nawias w nastepujacy sposéb: jednomian
piszemy przed (za) nawiasem, w nawiasie zas ilo-
raz danego wielomianu przez ten jednomian.

Podobnie wylagczamy —1 przed nawias; np.

—x3xt—1 = (=1 —x21) = ~(x3——x2+1)

W nawiasie mamy iloraz wielomianu przez —1; iloraz ten
otrzymujemy zmieniajgc znaki wyrazéw danego wielomianu.

W wielomianie: $x* — §x--§ wspoélczynniki sg ulamkami.
Wspélnym mianownikiem tych ulamkéw jest 12. Wylgczajac
4 przed nawias, dostaniemy : )

3Ix?—Ex+ =% Ox*—10x-}4).

W nawiasie mamy iloraz wielomianu przez ¢, czyli iloczyn
przez 12. W ten sposéb przedstawiliSmy wielomian jako iloczyn
“ulamka i wielomianu o wspélezynnikach catkowitych.

Rozwazania powyzsze majg szczegélne zastosowanie wow-
czas, gdy chcemy wielomian rozlozy¢ na czynniki, tj. przedstaww
w postaci -iloczynu wielomianéw stopni niZszych. Poznamy kilka
przypadkéw, w ktorych taki rozklad mozna wykonaé.



I. Jezeli wszystkie wyrazy wielomianu majg wspdlny ezynnik,
to czynnik ten mozemy wylgczy¢ przed nawias, np.:

1) Wyrazy wielomianu 6456 — 84?5 majg wspélny czynnik
2a*b. Wylgczajgc 2a%b przed nawias otrzymamy:

6a’b—8a’b® — 2a°b(Ba—45d).
2) Rozlozyé na czynniki wielomian:
12u®vt (x — y?) — 9 u* v® (y* — x).

Zauwaimy, Ze x —y? =— —(y?—x), zatem wyrazy wielomianu
majg wspélny czynnik 3 u®v? (x — y?).

Wylaczajac ten czynnik przed nawias otrzymamy :

128 vt (x — g —9%utv® (P —x) = 3udv’(x — y®) (dv+3u).

II. Czesto rozlozenie wielomianu na c¢zynniki ulatwimy sobie
grupujgc odpowiednio wyrazy, np.:

3) Wielomian x®4-yz 4 xy -}- xz przeksztalcamy nastepujaco:
xt-+yz + xy + xz=(x*-+xp) + (yz +x2) =x (x + ) +2 (g +x)=

=(x+y x+2)
4) x8 — ab ax — bx® = (x% — bx?) -} (ax — ab) =
=x¥(x—b)+ a(x — b) =(x?+ a) (x — b).
III. Niekiedy nalezy uiy¢ specjalnych wzoréw, jak np.:
— b*==(a - b)(a —~ b), (a4 b)*= a®+ 2ab --b* itp.,

5) 16x* —9y* = (4x)* — (By)*=(4x+3y) (4x—3y)

6) 16x* — y* =(4x* +y%) (4x* — y») =(4x*4-y*) 2x+p) (2x —p)

N (a—by—b' 4 a=(a—b) (2 —b)=(a—b)’+

+(@a+bd(a—b)—=(@a—b(a—b+a+d)—=2a(a—b)

8) a® 4+ b*—2ab—4=(a—b)*—22=(@@a—b+2)(a—b—2).

Uwaga: Przypuéémy, e mamy dany jaki§ wielomian, np.:*
3x*—1; pomnéimy go przez jakikolwiek inny wielomian, np.
2x-+1. Otrzymamy :

Bx*—1)(2x+1)=6x*438x*—2x—1

Wielomian 6x® - 3x?—2x —1 nazywamy wielokrotnoscig
wielomianu 3x* —1; wielomian za§ 3x*—1 nazywamy dziel-
nikiem wielomianun 6x%-}3x2—2x—1.

Pojg¢cia powyisze s uogélnieniem pojeé znanych nam w za-
kresie liczb naturalnych.

Jezeli chcemy znaleZé dzielniki jakiego§ wielomianu, to sta-
ramy si¢ go najpierw rozloiy¢ na czynniki. Rozkladajjgc np.
2x* = 8x® na czynniki dostaniemy:

2xt—8x*=2x*(x+2)(x—2)
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Latwo zauwaiyé, Ze dzielnikiem wielomianu 2x*—8x? jest
katdy czynnik w danym rozkladzie; dzielnikiem jest réwniez
iloczyn ilukolwiek czynnikéw. Dzielnikami zatem sg np. 2, x,

(x+2), (x—2),2x% x*(x-+2), (x+2)(x—2) itd.

Zadania

1. Wylacz wspélny czynnik przed nawias:
a) ba+5b, Tx—T7y, 3a—6x—9z, —2x-}-8x244;

b) ax+ay, ax--ay, — bz— bx, ax — ay -+ ab— az;
¢) 3ab-+3ac, 6x*y+ 2ax, 5xy?—10x*y*4-15y;
d) 20a®— 35 ab -} 45 ac, 16 4% x? - 24 ax® — 56 a%x?%;

e) 21x*—9x*-6x%, 2a®°—-8a°—64a% Bx'y—6x'y-L12x3
f) 4 x°y — 6 xy8, 9a%b® —12a'b° 4 64°D%,

g) 21a°x’{-14a°x® — 42a"xS, 22a°x%y" —44a%x?yt |- 44 2%xSy".
2. Wylacz przed nawias (—1): )

—bx+7y, 3a—4x, —ba+3b—T7y, —4a—3y—>5z2.
3. Wylacz przed nawias:

a) —x z wielomjianéw: x*—3x —2x%, —ax’-}a*x*—bx,
—a%—x?—x, 2x3+ ax®—8x;

b) —3ax ” —6a%x® —3ax®—9 ax,
9 ab’x® — 6 a’bx* 4 2 a%%x ;

¢) — b a*bhx® » — 10 a%b%x* — 15 a%h%x3® — atbx?,
— 7 a%*x" -+ 6 asbsx:.

4. Przedstaw w postaci iloczynu wielomianu o wspéiczynnikach
catkowitych przez jednomian:
a) fx—4+y, 3a—3b, §x*—fxy-+ iy
b) gax®ta’x, §x3y*— X2y’ §a*b®—§ ab?;
c) —3a*x"yt —gasxiys — L atxsys, %a%‘—%a”b“ﬁ—%a‘bi
5. Wylacz wspélny czynnik za nawias:

a) 2(a+b)+4(a+?), - 8(x—y)—4(x—y);
b alx+2)+o(x+2), 14(x—y)—T(x—y)—6(x—y).
6. Wylgcz przed nawias a — b: ' v

a) 3(a—b)—b(b—a), T(a—b) —8(b—a) —9(b—a)+6(a—b),

b) 4(a—b)—@0—a)x+(b—a)y, —2x(b—a)—3y(a—b>).
7. Wylgez wspdlny czynnik przed nawias:

a) 3x’y*(a — b) — 6x3y° (b — a),

b) 5(x — y)(a— ) —T(y — x) (b —a), _
) 4(a—b") (x* —y°) —62(b°—a) (x* —y*) + T (b* —a) (y*—x?).



W zadaniach 8 — 12 rozl6Zz podane wielomiany na czynniki

(mozliwie najnizszego stopnia) i wskaz kilka dzielnikow.

8.

10.

11.

13.

a) xy -+ bx + ay -+ ab, ab -+ ay — bx —xy,
b) ac-t bd -+ ad -+ be, ax — by — ay -+ bx,
c) ab-}3a—2b-—6, 6ax — 4ay — 9bx - 6by,

d) 14ab 4 7ay — 2bx —xy, 45 ab1-63 xy — 81 ax — 35 by,

e) 40x*—2p+5x—16px, ax-ay—bx—by-+cx—+cy,
) x3+ a® 4 ax®4 ax, 6xt—35y°+10x2y® — 21 x%y3,
g) 6x*—3ax -+ 2bx:— ab, abx+3ax—2bx—6x,

h) x3+4x4tx+41, x84+ xt4x34x24x4-1,

a) a*—b? 4a*—9x? 25x:—16y¢2, 2582 — 36x4;
b) 16a2b2—9x2y?, 4x2 - 28a2b? 16z —4x2te
c) xt—1, 16 4% —81x*, 626x'—16y*, a%t—x3
d) 4atb*c®—xyt, atx* —-16b*ys, atbict—8lx‘y*
8) (a_b)z_x2’ yz__(a__*_x)z’ (x+a)’“y2;

b) 2x+3y)2—x¢, BGa—T7b)t—>b% y:—(2x—3y)::
¢) (a+b)t—(a—b): (a+x)°-(x—a)? (x—g*—(x+a)
d) Ba+2b):*—(2a+3b)? (x+y—2)'—(Ex—y+2)*%

e) 4arb*—(at+b2)? (at+4ab)®—(a®—4ab-{3b%2
a) (6+x)*+36—x% Bx—2y)°+9x°—4y% '
b @—x)*—x*+4,  @Bx—y) —9x +y%

¢) 26+ (x—b)*—x? —49y>—(B+7y)2 4 25.

a) x*+2x+1—y? x:—2xy-y*— a’;

b) 4x*—8x-+4—162% 9x2—12xy+4y*—25;

c) c*—at—2ab— b 16 y® — 2622 — 20 ax — 4 &*;

d) 16 —x*4+8xy—16y2, —y*+10xy—25 22 16;

e) x* - 2xy-ty*—at—2ab—0b% x* —4xyt+4y*-9a*|6a—1.
Aby obliczyé wartosé wielomianu

? 25-1+45x—23x240,7x dla x=15

nalezaloby wykonaé 5 mnozen, mianowicie:

x=x.x, x%=2x2-x, 0,7x% 2,3x% 45x Liczb¢ mnoiei mozna
zmniejszyé przedstawigjgc wielomian w postaci: ‘
25-+x [456—23x+072]=25-+x [45—=x (23— 0,72)].
Aby obliczyé ostatnie wyrazenie, nalezy wykona¢ tylko 3 mno-
tenia. Otrzymamy na wynik: 6,4375. Oblicz w ten sposéb:

—1,4405x—3x-+0,7x% dla x—=1,3
2+6x—4x2 |+ B5x*—4xt s x=15
0,16 —356x+ 1,4 x% s x =25

3—b5x+Tat—5as . x=14.
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14. Jezeli od kwadratu liczby - catkowite] a2 odejmiemy iloczyn
dwéch liczb catkowitych, ktérych suma réwna si¢ 2 a, to otrzy-
mamy na wynik kwadrat liczby catkowitej. Np. 10* — 16-4 =62

15. Z czterech rogéw kwadratu o boku a wycieto cztery kwadraty
o boku x. Podaj prostokgt o tym samym obwodzie i polu, co
otrzymana figura. (Przedstaw pole figury w postaci iloczynu).

16. a) Przedstaw nastepujace liczby jako réznice kwadratéw dwdch
liczb catkowitych dodatnich: 27, 35, 264, 125. _
Np. chcemy wyznaczyé x, y tak, by x* — y* = 15. Przedstawmy
15 jako iloczyn - dwéch czynnikéw, np. 3-5.

Zatem (x—y) (x+y)=38-5. Przyjmujgc x —y=3,x +y=>5
dostajemy x=4, y=1. A wiec 42——12——15 Gdyby$Smy 15
przedstawili w postaci iloczynu: 1-15, to postepujac jak
poprzeédnio dostaliby§my x=8, y—7. A wige 8 —T7*=15.

b) Przedstaw na kilka sposob6éw jako réznice kwadratéw
dwéch liczb catkowitych dodatnich: 45, 245, 20, 24.

¢) Dlaczego nastepujgce liczby nie dadzg sie przedstawic jako
roznica kwadratéw dwach liczb calkowitych: 10, 14, 18, 22?

§ 2. Miejsca zerowe wielomianéw

Przypusémy, ze mamy dany jaki§ wielomian, np. x* —5x -+ 6.
Podstawiajgc x = 2 otrzymamy 2 —5-2+46=0. A wigc dla x =2
wielomian przyjmuje warto§é 0. Liczbe x =2 nazywamy miej-
scem zerowym wielomianu x* —5x - 6. ’ '

W wielomianie 3a%*b — 4ab®-4 10 podstawmy a=1, b=2;
otrzymamy 3-1%-2 — 4-1-2* +-10=0.

Uklad liczb a=1, b =2 nazywamy réwniez miejscem zero-
wym danego wielomianu.

Ogdlnie, miejscem zerowym wielomianu nazywamy
kazdy uklad wartosci liter, dla ktérych wielomian
przyjmuje wartosé zero.

Np. miejscem zerowym wielomianu 5xy — y*z 46 jest uktad
liczb x =2, y =3, =4, mamy bowiem 5-2-3=23%*4+6=0.

Zauwazmy, Ze uktlad liczb x =2, y =3, 2 =4 moZemy uwazac
za uklad pierwiastk6w réwnania: S5xy—y*z+6=0.

Mozemy wigc powiedzieé, ze miejscem zerowym wielomianu
jest uktad pierwiastk6w réwnania, ktére otrzymamy przyréwny-
wajgc dany wielomian do zera.

Wielomian moze mieé kilka miejsc zerowych. Np. mle]scaml
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zerowymi wielomianu x*—7x -6 sg liczby 1, 2, — 3; ‘mamy bo-
wiem: 1¥—~7-14+6=0,22—7.-2+6=0, (—38)*— 7. (—8)16—=0.

Zdarzy¢ si¢ moie réwniet, e wielomian nie posiada wecale
miejsc zerowych. Np. wielomian x?+ 1 nie posiada miejsc zero-
wych. Dla kazdej bowiem liczby x dany wielomian przyjmuje
warto$é dodatnig.

Niekiedy mozemy wyznaczyé miejsca zerowe wielomianu,
opierajgc sie na nastepujacej uwadze:

Iloczyn kilku liczb réinych od zera jest tez rdiny od- zera.
Jezeli w iloczynie jeden z czynnikow jest zerem, to wartosé ilo-
czynu rdéwna sig zeru.

Np 0:-5=0, (—38)-0=0, a25(——3)0 0 itd.

Na odwrét, jeteli wartosc iloczynu wynosi zero, to przynaj-
. mniej jeden z czynnikow musi byé réwny zeru. Np. .

1. Jezeli a-b-c=0, to albo a=0, &lbo =0, albo c=0.

2. Dla jakich x iloczyn (8x —6)-(4x-5) réwna sie zeru?

Iloczyn powyiszy bedzie réwny zeru, jezeli albo 83x —6=0,
albo 4x-+5=0. Rozwigzujgc te réwnania otrzymamy z pierw-
szego x==2, z drugiego x==—4. A wigc iloczyn dany bedzie
rowny zeru, jezeli x—2 albo x=— 4.

3. Wyznaczy¢ miejsca zerowe wielomianu: x* —4x=0. Roz-
kladajge wielomian na czynniki otrzymamy: x (x -+ 2) (x —2). Ilo-
czyn ten bedzie réwny zeru, jezeli albo x=0, albo x+2=0,
albo x —2=0. .

Zatem miejscami zerowymi danego wielomianu sg: x=0,
x=—2 x=2 ‘

4. Wyznaczy¢ pierwiastki réwnania:

4x*—9=0. ’
Przedstawmy lewg strone réwnania w postaci iloczynu:
(2x+3) 2x —3)=0.

Réwnanie bedzie spelnione, jezeli albo 2x 4 3=0, albo
2x—3=0. Rozwigzujgc te réwnania otrzymujemy pierwiastki:

x=—31i x=4%.

5. Rozwigzaé réwnanie:

3x} —x=90—x —22x% _

Przenoszqc wszystkie wyrazy na lewa strone i redukujgc
dostajemy: 25x* —9=0 czyli Gx+3) (5x—38)=0.

’ Stad x=—$, albo x=4§. Sprawdzajgc réwnanie przekonamy
sig, Ze te liczby s pierwiastkami. :



17.

18.

19.

-20.

21.

22,

23.

24.

25.

Zadania

Dla jakich x przyjmuje wartodé zero iloczyn:

a) x(4x—1), b) x2(2x — 1),

¢) (x—H(x+3), +d) (x —4*(2x4-5)%,.

e) 2x+1)(Bx—2), f) (x* —4)(Bx +-5)~

Wskaz miejsca zerowe wielomiandw : .

a) 4x*— 25, b) 9x*— 36, c) 12— 27 xt,

d) 9x—16 xt, e) 2x®—8xt, f) xX¥*—4xt4-4x

g) x*+xt4+x+1, k) x*4+x2-x-—1, ) xX*—x*4x—1.

Przedstaw w postaciiloczynu i zbadaj, dla jakich x przyjmuje
warto$§é zero wyrazenie:

a) (x—2)*—(x+3)? b) (4x+5)(4x—5)+9,

¢) (4x—3)— 81, d) Bx—2)(8x-+2)—60.
Zbadaj, ktoére z iloczynéw moga przybiera¢ wartosé zero
i dla jakich x:

a) (x*+1) (x*+3), b) 3x+2)(8x*+5) (x—2),

) (x*—1) (x+4), o d) (*41)(Bx*+5),

e) (x—12x—3)Bx—14), ) x*2x*+ 1)@ x*—09).

Rozwigz réwnania:

a) Bx—1)Bx+7) =0, b)) 2x—1)(x+1)x=0,
¢) x =) (x+1)(x—2)(x+2)=0, d) 3x* =14 (x*+5),

e) 5(x*+B) =3 (x* - 25), 5*+4)=4(x*+9),
g) x*+Tx==0, h) 3x*=4x, i) 5x*=6x,

J) 5(x?+ 3) — (x* —25) =176, k) 7 (x*—1)—(x*—9) =56,
) 83x*+(Bx- 2)?=20x-} 32, m) 45+ 3 x=4 (x4 3)%

Jezeli wyrzucimy kamien w gére z predkoscig pociqtkowq
v m/sek., to jego -odleglo§¢ od ziemi po ¢ sek. wynosi w m:

vt—49 £

Obliez, po ilu sekundach kamien spadnie, jezeli v = 40 m/sek.
Bok kwadratu wynosi a cm, boki zas§ prostokgta wynoszg
(@+2x)em i (a— x) ecm. Przy jakim x oba pola sg r6wne?
Podaj wielomian stopnia a) pierwszego, b) drugiego, c) trze-
ciego, ktérego miejsca zerowe sg a) 2, b) 3, 4, ¢) 2, 7, 5.

Jezeli a® 4 b* =0, to a =0 i b = 0. Opierajae si¢ na tym, latwo
rozwigzemy rownanie (2x —4)*4 By —9)2=0. Roéwnanie
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bedzie spelnione, jezeli 2x —4=01i 3y —9=0; stad x=2,
y = 3. Rozwigz w ten sposob réwnania:
a) (x =5+ @y—7"=0, b) 2x—3)+@y—7'=0,
e) 4x*—4x+1-+y24+-6y+9=0, d) x*—4x+y*—10y+29=0,
e) 2x—3y—1)+Bx+2y—8)°2=0,
f) 9x24-(x—2y+6)*=0.

26. Wykaz: jezeli (a-+b)®=a®+ b to jedna z liczb a, b jest
réwna zeru, jezeli zas (a | b)? —2 (a4 b?), to a=0.

27. Wykaz: jezeli (a -} b)*=a®-} b5, to albo jedna z liczb a, b
jest ré6wna zeru, albo’ a - b=0. '

28. a) Jezeli (a-+ b)2=4ab, to a=020.
b) Jeteli (a4 b)?+ (b+ )+ (¢4 d)*—4(ab-+ be + cd), to
a—=—>b-=—c—d. (Przenie§ wszystkie wyrazy na jedna strone,
a nastepnie przedstaw otrzymane wyraZenie w postaci sumy
kwadratow).

Rozdzial II
WyraZenia utamkowe

§ 1. Wartosci liczbowe utamkéw algebraicznych

Wezimy pod uwage ulamek algebraiczny
5

a
Jezeli a oznacza liczbe rézng od zera, to wyraténie powyisze
posiada warto§é liczbowa. Np. dla a=1,2,—1,—5 wyraZenie
to posiada warto$é odpowiednio 5,§, — 5, — 1. JeZeli natomiast
a—0, to wyratenie dane nic nie oznacza, gdyz mianownik
ulamka nie moze by¢ zerem. Ulamek algebraiczny: .
2x+47
3x—6
nie posiada wartosci liczbowej dla x —2; w tym bowiem przy- .
padku warto§é mianownika wynosi 0. Dla wartosci x réznych od
2 dany ulamek posiada wartos¢ liczbowsg, gdyz mianownik jest
woéwcezas rézny od zera. .
5x—1
2x—4)(3x+9)
traci seng, jezeli (2x-—4)(8x+9) =0, czyli jezeli 2x —4=0 lub
3x+9—0. Rozwigzujgc te réwnania widzimy, ze dany utamek
nie ma wartoSci liezbowej dla x=2 i x = —3.

Ulamek algebraiczny :
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3a-+b

a(b—b)
traci sens, jezeli a(b—5)=0, czyli jezeli a=0 lub b —5=0.
Utamek ten nie ma wigc wartosci liczbowej, gdy a =0 lub b=>5.
Dla a401i b3 5 dany ulamek posiada warto8é liczbowa.

Z podanych przyktadéw wynika, Ze ulamek algebraiczny,
w ktérym wystepuja litery, moze dla niektérych wartosci tych
liter tracié sens; ulamek algebraiczny traci mianowicie sens dla
miejsc zerowych mianownika.

Ulamek algebraiczny :

Uwaga 1: Moze sig¢ zdarzy¢, ie ulamek algebraiczny po-
siada zawsze wartos¢ liczbowg, chociaz w mianowniku wystepuja
litery. Np. wyrazenie:

3+a

a*t+5
nigdy nie traci sensu. Jakakolwiek bowiem liczbe podstawimy za
a, to a® 1 5 bedzie dodatnie.
Uwaga 2: Jeieli w wyrazemu algebralcznym, ]ak np.:

3 + x—1
wystepuje kilka ulamkow, to wyrazenie ' dane traci sens, jezeli
ktorykolwiek z ulamkéw traci sens. Zatem dane wyrazenie nie
posiada wartosci liczbowej, jezeli x—=38 lub x=1.

Zadania
1. Dla jakich & podane wyraienie nie ma wartoéci liczbowej:
2a+3 a—1
ﬂ) a—8 ’ b) m ’
o) Ta-42 ' 4 3a417
a1’ (2a—3)(100a* 19)’
e 3e P .
fa——Z) Bai1) 25 a’—}— 10 a+1

Oblicz wartoéci liczbowe powyiszych wyrazefi dla 8—=3,6,—4,1.
2. Dla jakich warto$ci x s3 okre§lone wyraZenia:

3x 1 X
%) x — 4 T"—x——5’ b)x’——4+ x43"’
x+4+1 x-+5 2 8x+7
o x—2 = x—4’ 4 - x(x—2)’
x—1 2x :
) w1 t2x N &= 3)*+1+x+1

Podaj wartosci liczbowe powyiszych wyrazen dla x—=3,6,—5, 1.
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3. Zbadaj, ktére z poniiej podanych wyrazen sg okreslone dla
wszystkich x > 0:

C2Xx 2
Y710 Y=o 9 GFD)’
3x+5 - ox—1
°) 2x—3’ 4) x+2+x(x2+1) ‘
4. Podaj kilka wartoSci liter x, y, dla ktérych podane wyraie-
nia tracg sens:

1 x
% iy’ )=
x 2
c)~2x+y’ d) ?+§_x2—9y2 ’
¢) 2 1 , /) 3x+5y
x+2y x-—2y x4y 4-2xy’

5. Za pole ksztattuy prostokgta, ktérego jeden bok ma 250 m,
drugi za$§ jest o x m krotszy, zaplacono w 2¢ Ile placono za
1 m*? Dla jakich warto$ci x otrzymany wzér traci sens? .
(Wyjasnij to).
6. SprawdZ przez wymnozenie, Ze:
A+ x4 x9Q—x%)=1—x8
Opierajgc si¢ na powyzszym wzorze powiedz dla jakich
- warto§ci x zachodzi réwnoéé: . .
—X

2 4 6 .
14+ x4 xt+x g

§ 2. Upraszczanie utamkow algebraicznych

Jak wiemy, warto§¢ ulamka algebraicznego nig zmieni sig,
jezeli licznik i mianownik pomnoiymy. lub podzielimy przez te
- samg liczbe (réing od zera).

. a' am a a:m
A wiec: B bm' b bim gdy 30, m=0.
Wlasno$ci powyisze pozwalajg czesto przedstawié dany ula-
mek algebraiczny w postaci prostszej.

1. W ulamku algebraicznym : g—s

wystepuje w liczniku i mianowniku czynnik a. Jezeli zatem a0,
mozemy licznik i mianownik przez a podzieli¢ (czyli utamek przez
a uproscié). Otrzymamy :

ot
&

5
a 3

|

w
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Nalezy pamietaé, ze réwno§é powyisza zachodzi tylko wtedy,
gdy a=$0. Jezeli bowiem a=20, lewa strona réwnosci traci sens.

2. Utamek algebraiczny : e ial()x(—xs—) 5

mozemy upro$cié przez x — 5 pod warunkiem, Ze x—5=F0, czyli
x == 5. Otrzymamy :
3a(x—bH). 3a

(x—1) (x—58) x—1
R6wnosé zachodzi tylko wtedy, gdy x+5 1 x¥1.
Jezeli bowiem x==5, to lewa strona traci sens; jeteli za$
x =1, to obie strony tracg sens. ¢
2a%x(x—2)
at(x — 2)
.mozemy uprofci¢ przez a® oraz przez x — 2 pod warunkiem, Ze
a#$0ix—2540. Zatem:
2a%x(x—2) 2x .
0 —2)  a dla a£01i x42.

12 -
4. Ulamek algebraiczny : %;2_}_35;::5;

3. Ulamek algebraiczny:

mozemy przedstawi¢ w postaci utlamka algebraicznego, w ktérym
wspblezynniki cyfrowe sg liczbami calkowitymi. Pomnéimy w tym
celu licznik i mianownik danego ulamka przez 24 (tj. wspélny
'mianownik wspélezynnikéw cyfrowych). Otrzymamy:

6x> —20x |14

9x?F5x-436

Zadania

W zadaniach 7—10 uproé¢ i zbadaj, dla jakich wartosci liter
ulamek, otrzymany po uproszczeniu, jest réwny danemu.

7. Uprosé:

12 ab 120x* g°1 9x'y
2) 20 ac’ 16xt } o 12xy? |

125 a%b% ¢ 48xiytz b7a’x*y
) e ) By YT,
) 154° 6% c"x° n) 125ab*c*d* ) 5a®b* c*xy*
Y 955220 ¢t x*’ 1502 6% c*d’ T eSxy®

14 ab® c® xy* 2° 3a%bc' XYz

i

2P ex’ Pz’ 8a*biex’ yi 2
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8. Uprosé:
a) _Eib_, x3y? o a*——ab, x4 ax‘;
a®-+ ab x?— x¥yt a*-t+ab x%— 4t
b) x+5 3x—2, x—1)(x—23):
=25’ 9x:—4 x2—9 ’
¢) (x—2)“ (x+2) (4x2—25) Bx+1)*x®

x—4) x—9’ @2Cx+5) 9x*—1) (x1+1)
9. Uprosé:
g &=L @x+5) p) . Bx—5) @x+ 1 (x+2) |
x(x—1) 10@2x+1)* (xF+2) Bx—1b)
* L (Bx—2)% (x — 2)%x¢* 72(4x+3) (2x—1)® (6x1+9)
% =20 Bx—2x" @x 3 (4x—7) (12x+9)
(4x-+4) (x—5) 8 (4x+10) 2x-+5) (3x—1)*
¢ Gcriy Gx—35 (12x—4) Bx+ 20 x®

d)

10. Uprosé:
2) 20a5b2——24agb“’ b) 21a3b202—15a“‘bsc2+Qa’b“‘c”’
28 g7 b% — 322 b8 18a*b*c® +24a%btc® —6a°b* c*
18a“—12a”b* Tx?y* — 42 x% y? p? 2*

d)

)36a2b2 245%
11. Dla jakich wartoSci a zachodzi réwnosé:
a 9 (a+1)* (a—5)>* (a—5H)*:
) g =1 3218 J Gy @—8  atli
12. Jeden prostopadtoScian ma wymiary a em, b ecm, b cm, drugi

a cm, a cm, b cm; ile wynosi stosunek ich objetoSci, a ile
stosunek ich pownerzchm ?

0 x i —42xi i p 2t

13. Przedstaw w postaci ulamka algebraicznego, w ktérym wspol—
czynniki cyfrowe sg l]CZbaml calkownyml

VR TR ot
b R
d) §x*—fax+4a’ e)ga%—-l—%»ab——f%bs'
§y'—5by+506° Fxy+dax+4ha

14. Oznaczmy 5 literg a. Zatem mamy réwnosé:
a=>5,
Pomnéimy obie strony tej réwnosci przez a— 3. Wiec:
a (a—3)=>5 (a—3), czyli a*—3a=5a—15.
Przenoszac — 3a na prawg strone, 52 na lewsg, destaniemy:
at—b5a=34a— 15, czyli a (a-——5)=3 (a— b).
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Podzielmy obie strony tej réwno&ci przez a —5. Zatem:

a(a—5) 3 (a—5)
a—58  a—5b

Upraszezajge przez a —5 otrzymamy:
a=—3.

Poniewaz zaloiyliSmy, Ze a—25, wigc z otrzymanej réwnoSci
wynika: 5- -3. Gdzie jest blgd?

15. Obierzmy dowolna liczbe i oznaczmy ja liters a; poléznry
b=4a. Mnozigc te réwnos¢ przez 10 otrzymamy 105 =6 a,
czyli 156 —5b=9a—3a. Odejmujgc od obu stron 9a i do-
dajgc 56 dostajemy 156—9a=5b—3a, czyli 3(6b—3a)=
=bb — 3a. Dzielgc obustronnie przez 56 — 3a i upraszczajac
oirzymamy 3=1. Wyjaénij te sprzecznosé.

§ 3. Mnozenie i dzielenie utamkoéw algebraicznych

MnoZenie i dzielenie ulamkéw algebraicznych wykonywa sie
podobnle, jak mnozenie i dzielenie ulamkéw zwyczajnych, A wiec:

a ¢ ac
7 hd dla 30, d5=0
a ¢ a d '
L.L_2.8 dla b0, c30, d=+0.
a—x 2x+1 (a—x) 2x-41) ‘a4 .
b ix—8  bdx—89 (60, 4x—80).

Przed obliczeniem iloczynu upraszezamy, jesli mozna. Np.:
2a8(3—x) 3b" (1T—y)*
BB (1T—y) 74 8—x)°
Upraszczamy najpierw przez 3 — x, nastepnie przez a? po-
tem przez 5% a w koncu przez 7 —y. Otrzymamy:
2a 3P (T—y)_ 6ab*(T—y)
B T3B—x) 35 B—x)
2a° (3——x) 37 (7-—y)2 6ab2(7—y)
56°(1—y) Ta*(3 —x)¢  35(3—x)
Rownosc ta zachodzi, gdy a0, b0, y=+7 i x+3.
Tloraz zamieniamy na iloczyn; przed obliczeniem iloczynu
upraszezamy, jes§li moina, np.:

3(x—2) ba(x- 2! 3(x— 2y 2b3(x——3)

zatem:

b(x—3)"2b°(x —3) b(x—3)* Ba(x—2)*
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Upraszezamy przez (x —2)%, nastepnie pvrzez b, w *koncu
przez (x —3) -
L 3(x—2) 28 6b°(x—2)°
Otrzymamy : =3 52 Balx—3)
83(x—2)* ba(x—2)* 6b(x—2)°
b(x—38)*"2b%(x—38) bHa(x—3)*
dia 230, b0, x33 i xF2.

- Zatem :

Zadania

16. SprowadZ do najprostszej postaci:
2a 3c ba® 36 a c 2a® 3ab,

2 312 6bc 10c2’ ¢'d o &
p 2.C . bd 2 b & (b 1).1 ei.i).ei.
b d ac bc ca ab b/ ’(b* c?) " a?’

2a 2b 2c¢ 2x° 3y® b52° Baxy® 6ay®,

) -~

bc ca ab’'3yz bxz 2xy’ 5b° ‘100
d) 5a%bec 5a’bc? ( a*d® 15 b*cd®\ 6 bd*
3bic?a” 386263 5bct 2845 7 aic®’

17. Sprowadi do najprostszej postacl.

a) x—1 x—2 x—38 b) x+1  x+2 x+3
x—2 x—3 x—4’ (x+2)¢ (x1+3) (xF1)
¢) x*—8x+45 (x—5b) d) a—b b (atby
x—5 x*—3x+5 a a-+b ab '’
xﬁ___yl. xy/’ ]
K
18. Sprowadi do najprostszej postaci:
X , 4
a) (2X+1)'m-’ b) (x + 1) -
_x41 _2x
¢c) 3x—4)- Gx—1 d) (9x’—16)-3x+4,
4 3x—1

e) 3x*(2x —1)? —(—23—(:—)—,,’ b7 X(4x”—25)'m’
19. SprowadZ do najprostszej postaci:
x—5  2x p =D (2x—!—1) (x—1)(@x+}1)¢
) 5xFd G5’ 67@x—2) & 16x(0%—6)
3x—6 2 x? x2—1 x-41
%) x 9(x—2)’ 4 x+38 '(x I 8)*’
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) x—Dx—4 x+2)(x+1) ) § 9x2——25 3x— 5
NCET R YO IR e

20. SprowadZ do najprostszej postaci: '

a) 8x*(4x—7(2x+1) (x —1)?(2x% | 10)

(x*+5)(x—1) 10x3(2x -+ 1)?
b) 24(6x—4) (x> —4) 21(9x*—1) (x4—1)
7(3x-+1)2 x*F1) 16Bx—2)(xF+2) ’

¢) x*—DE*—1) . (D1
Bx+1)*(x—3) (9x* —1)I(x — 3)’

d) (x—1)@Bx—2) @x-+1)(x+3)*
@x+1D)E+3) -1y @x+2)’

e) 6 x 9 x*?

25(x —3)(x*—1)" 20(x‘—9)(x+1)

21. Kupiec zmieszal a kg kawy po x 2{ z 2a kg po y z¢; nastepnie
zmieszal & kg po x 2t z 3b kg po y zt. lle razy jest droisza
pierwsza mieszanka od drugiej?

22. Pocigg robi m km w a godz. i & min.; piechur przechodzi
n km w c¢ godz. i d min. Ile razy jest WIkaza predkos$é po-
ciggu od predkosci piechura?

23. Jakim procentem liczby a jest liczba b?

s

§. 4. Wspolna wielokrotno§¢ wielomiandow

Wsp6lnag wielokrotnos§cia kilku wielomianéw nazy-
wamy wielomian, ktéry jest wielokrotno§cia kazdego z nich, Np.:

1) Wielomian x® — 4 x jest wspélng wielokrotnoScig wielomia-
now: x+2 i x—2. Mamy bowiem:

xd—4x=x(x+42)(x —2).

2) Jednomlan 12 x2 y3 2* jest wspélng wielokrotnoscig jedno-

mianéw: 3x*yz? 4xy’z i 6xy*z', gdyi:
12x izt =8 x2y2t 42 =4xy’z-3x23=6xy*2*-2xy.

Iloczyn kilku wielomianéw jest oczywiscie wspdlng wielokrot-
noscig tych wielomianéw.

Np. iloczyn (3x+5y) (7x—38y) jest wspolnq wielokrotnoScig
widlomianéw 3x+45y, 7x—3y.

‘Czasem mozna wyznaczy¢é wspélng wielokrotnosé, bedgeqg
wielomianem nizszego stopnia niz iloczyn danych wielomianow.

Udaje sig to woéwczas, gdy dane wielomiany majg wspolny
dzielnik, ktéry jest wielomianem co najmniej stopnia pierwszego. Np.:

3) Wyznaczy¢ wspélng wielokrotno$é jednomianow :

’ 4a*bic, 2a°b?c’, Babct.

Banach: Algebra II.. : 2
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Najmniejszg wsp6lng wielokrotno$cia wspéiczynnikéw jest 12.
Zauwazmy, Ze w jednomianach tych wystepuja czynniki 4, b, ¢
w rozmaitych potegach.
Najwy#szymi potegami, w ktérych te czynniki wystgpuja, sa
a%, b5, c¢t. Jako wspélng wielokrotno$é obra¢ mozemy 12a°d°ct.
Latwo sie przekonaé, Ze iloczyn danych jednomianéw jest wyi-
szego stopnia niz wyznaczona wspélna wielokrotnosé.
4) Wyznaczyé wsp6lng wielokrotno$¢ wielomianoéw :
2xSyzs —6x2yzs, 5x* yiz® — 46xy°2?, BxPytz —18x'ytz+-
: +27x%ytz.
Rozkladajac dane wielomiany na czynniki otrzymamy:
2x2yz®(x —8); 5xy®2? (x4 8)(x —3); 3x°y*z(x —3)°
W iloczynach powyzszych wystepuja czynniki x, g, 2z, (x 4+ 3),
(x — 8). Jako wspélng wielokrotno§¢ obieramy iloczyn:
30x3 g3 2° (x 4 3) (x — 3)%

SprOW{dzanie do wspélnego mianownika

Jeizeli mamy kilka ulamkéw algebraicznych, to mozemy je
przedstawi¢ w postaci ulamkow o réwnych mianownikach, czyli
sprowadzi¢ do wspélnego mianownika. Jako wsp6élny mianownik
obieramy wsp6lng wielokrotno§é mianownik6w danych utamkéw. Np:

1) Sprowadzié do wspoélnego mianownika utamki: -

a c¢

= (b0, dF0).

- Wsp6lng wielokrotnosciag mianownikéw jest iloczyn bd.
Mnozgc licznik i mianownik pierwszego ulamka przez d, dru-
giego przez b, otrzymamy:
a ad o _bc
b bd d bd
2) Sprowadzi¢ do wspélnego mianownika utamki:
2
6;51203’ 9a2!b]4c’ 4a5b§c5 a0, b0, c+0
Wspélng wielokrotnoscig mianownikéw jest 36 a® b* ¢5. Poniewatz
36a%btc5:6a° bed —6b3¢c?, wige mnoiymy licznik i mianownik
pierwszego ulamka przez 6b°c®. Podobnie mnozymy licznik i mia-
nownik drugiego ulamka przez 4a°c!, trzeciego przez 9a'bd®
Otrzymamy : 66 b3 c? X Ba'cty = 45a'biz
36 asdbte*  36atbtced 36 a® bt c*
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3) Sprowadzi¢ do wspélnego mianownika utamki:
54° ' 3b®
6P x—3)Cx 1 da(x —3)pr@xF1)*

Zakladamy, Ze mianowniki tych ulamkéw sg réine od zera.

Wspélng wielokrotnofcig mianownikéw jest:
1282 6% (x — 3)*(2x - 1) '

Przedstawiajgc dane utamki jako ulamki o powyiszym mia-

nowniku otrzymamy: '
10a*(x —3) 9 (2x+4 1)
Baib(x—38)PRxI 1) 12226 (x—8)*@x—+1)*

Zadania

24, Wyznacz wspélng wielokrotnosé (mozliwie najnizszego stopnia):
a) a’b?, a’b3; b) abc?, a*bc3; c) 9abs, 6a° b3,
d) 24 a3 b3 xt, 60a%b* x°; e) 9a2bix*y’® 8x3y’;
f) 3xtyzs, 16xy32%, 10x7y 222 ’

25. Wyznacz wsp6lng wielokrotno§é (mozliwie najniiszego stopnia).
a) 6ab(a+t-b), 422b(a-+b) b a® — b, (a-+b)?
¢) 3xy(x+2), 4xz(x+y), 6xy d) a® -+ ab*— b?, a®— b
e) 4x*(x2} a%), 8a*(x®— a%), 3(at— ab’). :

26. SprowadZ nastepujgce ulamki do wspélnego mianownika:

2) 2x , 3y , 2z ;B S5u , 7v : 1 .
a’ber | abc atel 2atbx?y? 3a?bly* 6bx°y
¢) 5a , 7b , 3¢ s d)- 1 , 1 , 1 .
12x3y 2 18xytz 20y*z* S5kI2xt 4k*xz® 10k%yz
e) 6x ’ 3y 5 2xy 5 f) d s y 3
6abcsx® 4asbix 5 a’ cx3 2ab 3a(a+0)
X z . h) 2 b c

y )
9) Tabe’ 2acla—0) 36a—by ~ 1Br 10xy(xty)’ 24xp
27. Przedstaw: o

a) x—l—y jako ulamek o mianowniku x*—2xy+y*
1 | 1y
Y 3%y L T T
. X a?
C) x —1 » » » » X !
2x4+3 ' —1)%(x-
d)(x——f) (x+4) » » » » (x 1) (X+4)x

2x

e) DD » ” » v(x—}—2)9‘(x—2)(x+1)=

2*
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28. Przedstaw w postaci ulamkéw o mianowniku a) n, b) a—b
nastepujace wyrazenia: 1, n, m, a--b, a— b.
29. SprowadZ do wspélnego mianownika:
a) X y ’ b) ; 2x ’ _x_——_y 'T—}—““;
y(x+y)  x(x+y) - 7 x+2y x—2y’ x¥*—4y
o) x+y 2x—-—3y, d) X .Y 5 ,
(x+y3? 4(x—y) 3(x+y)* 9(x—y)  6x(x*—y")
¢) 4x—y 2x+y . #) 7x 42y . X _
IGx*—y?) 6(x+y) “x-2n@+1D x+2nE -1

30. SprowadZz do wspélnego mianownika:

1 3 5 x 3x—1 2.
%) x—1'x—2’x—4’ b)x—l’(x—l)i”;’
x x—1 x4 1 )
% 5xTB) 3Gx—4)  0GxLBGx—_4
) 2x x—1 1 .
oG 3) 12(x—3) ' 18(x*—9)’
4x-+1 3x-5 2x—3 |
¢ FxG—9) Gx—DHxL) IxIx’
x+1 x—1 X

D G ope—1) G—2x (F—BEx—1¢""

§ 5. Suma i réznica utamkéw algebraicznych

Sume ulamkéw algebraicznych o réwnych mianownikach obli-
czamy podobnie, jak ulamkéw zwyczajnych.
. a b atb, a b _ a—b .
A wigc: ?+?=_—{c—_; ST e o (¢c£0)
Jezeli mamy dodaé¢ utamki o réinych mianownikach, to spro-
wadzamy je najpierw do wspélnego mianownika. Np.:
1. Obliczyé sume: 43&—6% + gg-‘;—g (20, b 0).
Wspélnym mianownikiem jest 12 g% % Sprowadzajgc do wspol-
nego mianownika otrzymamy:
9bec 10ad _9bc+10ad
Rap 12260 12&6°
2a 3d
Sxryx—y) 2xP (C—y))
Zakladamy, ze mianowniki sa rézne od zera. Wspélnym mia-
nownikiem jest 6x?y®(x®*— y?).

2. Obliczy¢ sume:
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Sprowadzajgc do wspélnego mianownika dostaniemy:

day x4y 9dx =4ay(x—{—y)—9dx. :
6x2y2(x2_y2) 6x2y2(x2_y2) 6x2y2(x2_y2)
3. Obliczyé sume: 3x- 2 3xy (yF0).

Jednomian 3 x moiemy'przedstawxc w postaci: 31_x

Wspélnym mianownikiem jest Zatem: y. Sprowadzajac do
wspolnego mianownika dostaniemy
3xy_’_a—3xy _a

g y y
4. Przedstawi¢ nastgpujgcg sume w postaci utamka:
3;;03_9a§i2c2+6ab50 (@0, b0, c50).
Wspélnym mianownikiem jest: 18a4b%¢®. Sprowadzajgc do

wspélnego mianownika otrzymamy:
122°b*x  10b%cy 21a*c*z
18a*d5¢? 18a*bbec® ' 18atbsc3
_122a%0'x—10b°cy {21 a°c? z

183t b5 ¢*
5. Przedstawié nastepumca sume¢ w postaci utamka:
2x 3x
23 S DG I aG—DrGrn CFLxEFE-D.

Dwumian: 2x -3 moZemy przedstawi¢ w postaci: _x;_F_S .
Wobec tego wspélnym mianownikiem bedzie: 6(x — 1)2(x 4 1)z
Sprowadzajac do wspélnego mianownika otrzymamy :
6(2x+3)(x —1)2(x-1)2 4x{x 1)
6 (x — 1) (x + 1) + 6(x—1)2(xF1)2
O9x(x+4+1) -
Te6(x—12(x 1)
_ (12x° -18x*—24 x* — 36 x* 4 12 x4 18)+(4 x2 — 4 x) — (9x2-9x) .
o ' 6(x — 1) (x| 1)2 -
12x% 418 x*— 24 x* — 41 x!—x-+-18
6(x—1)2(x+1)2

Zadania
31. Wykonaj dzialania:
b.

9

1,1 5 7 a, b a
Y xT Yy aTe 5T b a

a
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32.

33.

b +£’é_x‘3:2 Zb+8b Py
c) 3—l—§,x—|—%, = —z a+t 5» 1—.—Z
d) _1_+l_|_l,§._% = x_y+yz+_
¢) ag3b+4az—b—b+5a;’—c3x__a2afx_g;;

8a—bb a—Tc bb—4c .
) gz ~ 12ac  20bc +ZZ+BT;+3__6’
3 1 2a+3 —2b,

9 3273 62 +2x“’+ oab
2 3 2x y )
b asbﬂ‘“aﬂbs’abc%-_aﬂch’gabS“Feaﬂb’
) 5a_|_ ‘3b 5 1y .
ixty 10xy=’- %P x 602 b x*
N 2X Sa 2b 3¢ .
h ab® a’bc+abc2 3‘x“’yz"’+l5xy5z2~lesy”z*’
1 1 1 1 x y .
k) a—l—b_*_a——b’x—l—y—x—y’;—y x+y’
a b 1 1 1 1 .
b a+b"‘a—b’x+3'x—2’x-—§fx+2’
my Xy 28 3 2 a b .
x+2a x—2a x*—y x*+y a—3b a1 3b’
R S 1 2, 1 1 2 1
a—x afxx—-1 x x+1 a at1' at2

Wykona] dzialania:
8) x—{——» 8+1+———7 2x—|—5+2x

b)‘3+—;——2,x+x2~_x2—( 3x2)2,x2+2x+1+x+1;
2
) at 3 +b+b 145 1+(x—1)’
Wykonaj dzialania:
1 2 x+y x
%) x2——2+(x2~;2)”’ +Z:x—y2xjy+;2'—!f’ %)
a a? x - X — x(x .
) ;T Tass a— Yxt1 x—1 T
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3x—{—5 2x*}-6x—1 1
e) e—9  tTaxF3’
5 3x—4 2x—|—5
f)x—l—x’—<2x—|—'1+
34. Wykonaj dzialania:

2
)(1 x)* 1—x’+1+x'

3x+1 , 5x—1 8 x* +2x+1
%) Ix—10  6x—15’ b) 2x-|—1+ dx L dxt1’

x+1 2x—5 2x*—38x+1 x—2
°) 8x +16x—24 4 x”—6x—|—9+x’—3x’
o 2(;1;,5)+6<x+3>

) —1 + 4x-45
(x—|—2)’(x”—6x+9) (x+2)(x* —
SprawdZ wynik podstawiajgc x=1,%,— 3.

35. Wykonaj dzialania:
3 6 A X 1
) w—ite—o - Ve axyi 3d—»)
¢) 4x-41 13 d) 2 1
A(x+2) 4(xx*—9)’ x?—4 x*—4x-44°

36. Wykonaj dz1alanig:‘
2 __
0 (49) 225 (- ) (172 (=)

(42t () (042) (1)

x - Xx\. _1—x x+2a ai2x
¢) (l—l-xT'— )'(1+x X )’ a—2x x—2a
3 . 1 x2_y2 2y 2 .(x+y))
4 3ax a—x ' 3% '(1+x—y> x—xty
37. Ulamek
8 _ 1
x-1 x
5 3’
F1T %

w ktérego liczniku i mianowniku wystepujg utamki, ma sens, jeteli
wszystkie mianowniki sg réine od zera. Zakladamy wiec, Ze:

x+1F0, x=F0, x—|—1+ %+ 0.



24

. 5 3 8&+3 .. . .
Pomewazx_’_l—l—?—x(x_*_l), jezeli x-+-130 i x40, zatem

utamek dany ma sens, jezeli: x &=—1, x40, x:i:——%-

Przy tym zalozeniu mozemy utamek sprowadzi¢ do prostszej postaci
w dwojaki sposéb:
1. Wykonywamy naznaczone ' dzialania w liczniku i mia-
nowniku, a nastepnie dzielimy. Otrzymamy :
' 2x —1
x(x+1)  2x—1
8x+3  8x-+3
x(x+1)

2. Mnozymy licznik i mianownik przez wspélny mianownik

ulamkéw : x (x - 1). ‘Dostajemy:

3 1 4
x(x+1) x—f—l—x(x+1)—5cﬂ _8x—(x+1) 2x—1
5 3 - 5x+3(x+1) 8x-+3
x(x+1) g +x(+1)
Podobnie przeksztalé nastepujace wyrazenia:

x—2 x-+1
x—1 b) __.I—_x_—+:_%, 0)5 L,
SO I T S
*—% x+2 x
Xy l_a—l—b
x x—|—1 8—-;(_)
d) " ’ 6’) x—1 ’ f)l—a_b’
x—1 a+b
12 1___1__;_1
g T2, - aFd X 44
1 h) 71 ’ i) x—1
3+x | 1
a1 X—
' 21t 2 3b  a—2b
) Xty e SN
e Gy 7 Y3atb atsb’
x—y 17 a b
1,1 a-tx a—x 1 2x
m)2{+3 )a—x—a—l-x 0)1—|—2x+1—2x’
i_l_g’ n a+x+a—x’ 1 2x
b 'a a—x ' a-tx 1—2x 1-}2x

¢
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39.

40,

41.

42.

43.

44,

45,

46.
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1

A ST T S
pl1L_1 J gy , x q +1+ 2 1) T F—
x y X y X
Oblicz réinice migdzy ulamkiem 2 a utamkiem, ktéry otrzy-

b
masz dodajgc do licznika i mianownika te sama liczbe x.

Zbadaj, kiedy oba ulamki sg réwne (4= 0).

K —5y b -
Uczen uproscil ulamek —; 4 ——a %5 w ten sposéb:
2x—by 2 —5 3

Jaki przy tym blad po-

4x*— 26y 4x—b5y  4x—5y°
petnil? Uprosé ten ulamek poprawnie i oblicz réinice miedzy
prawdziwym a powyiszym wynikiem dla x=3, y—=1.

2 2__ 42 ____ 42
Oblicz: 1 +x ;‘_(zy —I—zzt) t , a nastepnie przedstaw licznik
otrzymanego ulamka w postaci iloczynu dwu czynnikéw.
2 ab a-+b
a1 b od 9

Odejmujac utamek wykai, ze pierwszy ulamek

jest niewiekszy od drugiego, gdy a4 & > 0. Kiedy sg réwne ?

1 1 1
, _r 1 1 . t
Wykaz, Ze AT D  n n+1' Oblicz przy pomocy tego
1 1
4
wzord ) 75530 0) 1 2+2 3+3 4+4 5’
1
%) ﬁ+§§+"'+99-100'
Jezeli do liczby dodatniej dodamy jej odwrotnosé, to otrzy-

mamy liczbe co najmniej réwng 2. Dlaczego ? (Odejmij od tej

sumy 2 i przedstaw wynik w postaci utamka),

Dwaj poslaficy wychodza réwnoczesnie naprzeciw siebie

z dwéch miast, odleglych od siebie o d &m.

a) Plerwszy przebywa w jednej godzinie u km, drugi v km;
kiedy sie spotkaja i w jakich odleglosciach od miast?

b) Pierwszy przebywa 1 km w [ min., drugi w k& min. Kiedy sie
spotkaja i w jakich odleglo$ciach od miast?

Piechur odbyl droge d km w a godz.; pierwszg polowe prze-

szedl w x godzinach; o ile km wigcej na godzine przebywat

w pierwszej potowie niz w drugiej?

Jeden piechur przeszedl a km w ciagu b godzin, drugi o x km

wigce] w czasie o y godzin krétszym; jaka jest réznica ich
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47,

48.

49.

50.

51.

52.

predkosci? O ile wigcej czasu zuiywa na przebycie 1 &m
pierwszy piechur niz drugi?

Jeden cyklista robi a okrgZen toru na godzine, drugi o x
okrazen wigcej. O ile czasu wigcej potrzebuje pierwszy cy-
klista niz drugi na jedno okraZenie ?

Jeden robotnik wykonalby pewng prace w_a dniach, drugi
te samg prac¢ w b dniach; w jakim czasie wykonajg te prace
obaj robotnicy pracujgc réwnocze$nie ?

Kupiec zmieszal a kg kawy po x 2¢ z b kg kawy po y z¢;
jakg ilo8¢ mieszaniny mozna otrzymaé za 1 z¢? '

Kupiec sprzedal a kg towaru po x z¢ za kg i b kg po y zi
za kg; ile przecigtnie zarabial na 1 kg, jezeli sam kupil 2 kg
po y 2¢, zas8 b kg po x 2t?

Kupiec wlal do beczki 2 ! wina po 3 2¢1 b ] wina po 4 z¢;
nastepnie sprzedal! b ! mieszaniny i dolal! b ! wina po 4 zi
Ile bgdzie kosztowal teraz 1 / mieszaniny ?

Z beczki zawierajgcej a [ wina odlano zawartodci,

ﬁl"ﬂl'—s

1 .
z reszty o a z tego,co pozostalo, jeszcze

" Oblicz: a) ile ! pozostalo na konicu? b) ile odlano?

w obhczemach czesto, aby unikngé dzielenia, zastepuje sig
ulamek 1 + przez 1 —x, gdy x jest malg liczbg. Oblicz:

a) blad, jaki si¢ przez to popelnia?
b) jakim procentem dokladnej warto$ci jest ten blad?
¢) ile procent wynosi blad, jezeli x wynosi 0,2, 0,3, 0,05?

§ 6. Podstawienia literowe

Czgsto si¢ zdarza, 2¢ w danym wyrazeniu mamy za pewne

litery podstawi¢ nowe wyrazenia.

1. W wyrazeniu 3x® — 2xy -+ 5y% | y podstawié y =x —5.
Piszemy w danym wyraZeniu zamiast y wszedzie: x — 5. Wy

razenie x — 5 bierzemy w nawias. Dostaniemy:

3x2—2x(x —5)+ 5(x — 5)2 4 (x —b).
Po uwolnieniu od nawiaséw i po redukeji otrzymamy w koncu
. 6x2 — 39x 4 120.
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atb_a—b
a—b a-tb
podstawi¢ a=x-+y, b=x—y.

Podstawiajgc dostajemy: )
c+p+E—y)  (@t+p—(x—y)
x+y—G—y) +p+x—y

Po wykonaniu dzialann otrzymamy :

X _y_x—y

2. W wyrazZeniu:

y x xy .
.. x+y oo
3. W wyrazeniu: xm2+xy+y2 podstawié x y.
Piszemy zamiast x wszedzie y. Dostaniemy:
y+y 2y _ 2

Uwaga: W przypadku 2.i 3. podane postepowanie ma sens
tylko wtedy, gdy mianowniki sq réine od zera.

4. W wyrazeniu: 3x*—x-|1 zamiast x podstawié x--1.

Piszemy zamiast x wszedzie x--1. Otrzymamy :

3(x+1)—(x+1+1.

Po wykonaniu dzialan dostaniemy 3x*+5x-+3.

Zadania

Po podstawieniu sprowadZ wynik do 'najprostszej postaci:
54. a) x+y; . x=a-1+2b—-3¢, y=b+2c—3a,

b) x*+-y*+28 x=—a—b, y=b—ec, z=c—a,

¢) pP—2q; p=x-+y, q=xy,

d) x*—y*; x—a-+2b y—a—2b,

e) J_C_—_;—_gh; X=—a-+2b y=—a—2b, h=4Db,

)G+ &ty x—atl, y=1—a
55. a) x*— 15x — 126; x=y—{—%,

2 2. a 1
c)x +xy+y ’ le—i—a’ yzl-—a’
1+y

d) 2x*—xy—y*; x=—"2,
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56. a

57.

58.

59.

60.

61.

t—1 21t

—_g)® —_p — _“

o) (x—af +y— 8% x—atyry, y=b+yry
_atz oz

f) xy+yz+ax; x=_——, y=-

2x+3y+1. A
)4x_2y+3, x"a—‘{'—b: y=—a ba

Xty o _
D) sy g ¥ 2f—1, y=t+3,

2
o SEL; x—sa—2, p=1,

ax-+(1--a)
d) WJ; x—a, y=1+a,
e) 82+b2’ x-_—‘8(m+1), yzb(n—l)a

. 2s—|—1 s
D ;’ X=5—1’ Y7os—%

x -2 z2+2
e

y z—y

x*—xy+y°, 12 2t

W=ty 5 15 VT ife

i x2—y’ xzw__f, y=___z_,
1F2. xy w--z w-+t+z
Wykonaj podstawienie y = fx w nastepujgcych ulamkach alge-
braicznych i sprowadZ do najprostszej postaci: (x40, y=0,
t30):
) 4x2_3x!]+!] b) y C) (x2__y_2-)—2.
5x*fxy— 3y x*+3xy*+y° xt+yt
Powierzchnia walca o promieniu r i wysoko$ci w wynosi
2rix 4 2rxw. Jaka jest powierzchnia walca réwnobocznego
(tj. takiego, w ktéorym w =2r)?

Objetosé walca wynosi przy tych samych oznaczeniach r*zw.
Ile wynosi objeto$é walca réwnobocznego ?

Ile wynosi érednia arytmetyczna wyrazefi: a=—2x*—3x +1,
b=2x*4+3x—1°

: 73
W wielomianie x*—6 x - 8 podstaw x = y—a. Jak naleiy obra¢
a, aby w otrzymanym wielomianie nie bylo wyrazu stopnia
pierwszego ze wzgledu na y?
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63.

64.

B85.

66.

67.

68.

69.
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Zréb to samo z wielomianami:
x*—8x+12, 4x*—24x-+20, 6x*24+5x-41.
Wykaz, ze podstawiajac w wielomianie x® 4 ax?4-bx ¢

xzy—gi, otrzymuje sig¢ nowy wielomian, w ktérym brak.

drugiej potegi y.

Wykaz, ze wyrazenie: x°-4 y*®— axy

dia x:—ég—, y= at?
142 142

Przekonaj sie, ze podstawiajac x=2-3, y=t—4 w wyra-

zeniu: x%*-y®>—6x+48y— 12, otrzymasz wyrazenie nie za-

wierajace pierwszych poteg z i £

7 jest rowne zeru, jezeli 1-+#50.

Wykaz, ze jezeli liczba w spélnia réownanie:
X' —Txtx*—x*-+7x —1=0,
to liczba % réwniez je spelnia.

SprawdZ, ze wykonywajgc w wyrazenin x2—2x- 1 — # pod-
stawienie @) x=1-4+1¢, b) x=1—1¢, otrzymamy zero.
Przekonzij sie, ze jezeli liczby x, y spetniajg réwnanie :

>4 y*—10x4-9=0,

rowniez je spetniaja.

. 9x
to liczby: iy otg
Przekonaj sig, ze jezeli liczba w spelnia réwnanie x*-}bx 4
+e=0, to liczba a) —b—w, b) Z% réwniez spetnia to réw-

nanie. SprawdZ to na przykladach: x?—31242=0, w=1;
6x24x—1=0, w=4%; X’ —x+-&=0, w=4%.

Przekonaj sie, ze zastgpujac w wyrateniu xt — yz, x przez x |
+ mz, za$§ yprzez y |+ mt, otrzymasz to samo wyrazeme

. Przekonaj sie, ze zaste;pumc w wyrazeniu x2+z/, X przez

$x + 4y, zas§ yprzez — §x - 3y, otrzymasz to samo wyrazenie.
11—  20b¢
ey 1

Wykaz: Ze wyrazenia x —a spelniajg ro-

. Xx
wnanie ;—H—%— =1.

. Matematyk hinduski Brahmagupta znalaz! w VI w. przed Chr.

nastepujacy wzér na kwadrat pola trojkata o bokach a, b, c:
PP=gs(s—a)(s—bd(s—0),
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a-t+b+tec

5 Podstaw za s to wyraienie i zbadaj,

jaka postaé przybiera ten wzoér dla tréjkata: a) r6wnoramien-
nego, b) réwnobocznego ?

_gdzie 8 =

1 .
{5 Podstaw x = 1= W otrzymanym wyra-

Zeniu (po sprowadzeniu do prostszej postaci) podstaw

y=1 CELyFL pEO, t%1)

4. W wyi'azeniu

zamiast x wyra-

75. Przekonaj sie, ze piszac w wyrazeniu —

x—+1
x

- x+1 s

Zenie — T aw otrzymanym wyrazeniu piszgc znowu za-

x+1
x

miast x wyraZzenie — » otrzymasz x, (x =0, x f — 1),

76. Pewnemu uczniowi kto$ powiedzial, ze suma kwadratéw liczb
naturalnych 12+ 2% -+ 3° ... -+ n® wynosi = (n+ 1()5 @n+1

Chcac sprawdzi¢ ten wzoér, ktérego nie potrafit udowodnié,
zastapil w tyrp wyrazeniu n przez n+1 i od nowego wy-
razenia odjat pierwotne. Co powinien byt otrzymaé na
wynik ? Sprawdz!

Rozdzial III
Réwnania utamkowe o jednej i wiecej niewiadomych

§ 1. Rozwiagzywanie réwnaf

Zajmiemy sie teraz rozwigzywaniem réwnan, w ktérych wy-
stepuja ulamki zawierajgce niewiadoma w mianowniku. ‘

Przykta d1 Rozwigzaé réwnanie:

' 7 4 1

% " Bx x| 2
Przyjmujemy, Ze to réwnanie posiada pierwiastek j Ze x ozna-
cza ten pierwiastek. Aby uwolni¢ si¢ od mianownikéw, mnoiymy
obie strony réwnos$ci przez wspélny” mianownik 6 x. Otrzymamy :

7 4 1
6x.-——6x. —6x.é—£+2.6x.

2x 3x
Upraszezamy i redukujemy:
13=1-12x, stad x=1.
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Sprawdzajgc przekonywamy sie, Ze x=1 jest pierwiastkiem.
Przyktad 2. Rozwigzaé réwnanie:

3 1 1
2(x+3) x4 x+8
Wspélnym mianownikiem jest 2 (x4 3) (x - 4).
Mnozac obie strony przez wspélny mianownik i upraszczajgc
otrzymamy : 3(x+4) — 2(x+3)=2(x 1 4), stad x—=—2.

Sprawdzajgc stwierdzamy, Ze x= —2 jest pierwiastkiem.

Przyklad 3. Rozwigzaé uklad réwnaf :
x+3y _ 8, x—18 ",

xX—y 3y—5
Mnozymy obustronnie pierwsze réwnanie przez x — y, drugie
przez 3y —5; dostajemy x4 3y—8(x —y), Tx—13=4(8y —5).
Rozwigzujgc te réwnania jedng ze znanych metod dostajemy
x=11, y="7.. Latwo sprawdzié, ze te wartoSci spelniajg dany
uktad réwnan. '

Przyklad 4 Rozwiqzaé rownanie:

__3+8 3x

Podobnie jak poprzednio, mnozymy obie strony przez wspélny
mianownik x--2 i dostajemy: ’
x=3(x—2)-+8—3x. Stad x=2,

Podstawiajgc zauwazamy, Ze dla znalezionej wartofci x—=2
obie strony réwnania nie majg sensu. A wiec warto§é¢ ta nie
spelnia danego réwnania.

‘ Poniewaz, jak wynika z naszego rachunku, jedynie x=—=2
mogloby byé pierwiastkiem tego réwnania, przeto dane réwnanie
mie ma pierwiastka. |

Z przyktadu tego widzimy, Ze nalezy zawsze sprawdzi¢, czy
znaleziona warto$¢ spelnia rOwnanie, bo moze si¢ zdarzy¢, Ze tak
nie jest.

x——~2

Przyktad 5. Niekiedy utatwiamy sobie rozwigzanie réwna-
nia wprowadzajac tzw. pomocniczg niewiadoms. Niech np. dane
bedzie rownanie:

1 +3(3x——1)—l—2_2 7
3x — 1 5B8x—1) 5 3@Bx—1)
Widzimy, Ze tutaj niewiadoma x wystepuje zawsze w pola-
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czeniu: 3x — 1. Polézimy 3x — 1 =u. Otrzymamy wéwczas prostsze
.ré6wnanie na niewiadomq pomocniczg u:
3u + 2 2 7
PRl kS
Rozwigzujgc to réwnanie otrzymamy u==—45g,
Ale y=3x—1. Zatem x musi spelniaé¢ réwnanie:
3x —1=—458 Stagd x=— 43, ’

Sprawdzajgc przekonywamy sie, Ze wyszukana warto§é jest

pierwiastkiem danego réwnania.

Przyktad 6. Wprowadzanie niewiadomych pomocniczych
mozna stosowaé réwniez przy ukladach rownan. Niech dany be-
dzie np. uklad réwnan:

3 2
x—4 y—2
1 1
x—4 7 py—2

utv=4%, 3u—2v=2.
Rozwigzujge ten ukiad otrzymamy u=1, v=4. Zatem:
1 1, 1 1
x—4 y—2 2

Stad x=5, y=+¢.

Sprawdzajgc przekonywamy sie, ze x=5, y—4 jest ukladem
pierwiastk6w danego réwnania.

=2,

3
2 ’

]

Kladge: =p, dostajemy :

Zadania
RozwigqZ réwnania ;
1 5 3 2 .
L &) =6 )= —=—10; 0 T=—"" &) 2 }5—14;
a) ——=6; b 103 ¢ T——_ @) & +5=4;
4 11
o TH3=U-in Shr=2tey g 2o amf oy,
9 4 ... .8 B 1. .8 9 11
W ox—5x=3% Vg a'? D3 ox— 12
BT 1 2 83 1 1.
R 3x 3x+6%~ 1545 m ) X T 3 B
1 3_13x—24 87 10
n) x+ 6+4x )3+5§ B 20 %
17 6+ x 2x—1 9
2 LA 8 _3
) 310 0 2x~f—1 b Jdg—x—2dg, 27 11
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4 1 16 6

3 33
¢ s T3 s+ Vet T iy
3 3 9 5 1 . 1 3
9 T 5 x5 Y oy T Y xie Tt
S 2 8 o, 0x _x—3 1 15
Dy =s—r Vi Va5 =0
5 7 8 2
G I A N T B
5 1111
’ x-+5 x+6 x-+6 x-8
p) Lt .t 1
4 x-++7 x+1 x+1 x-}-8’
1 1 2 2
) 6 extd 243 V3 {9+5x+1 I
5 11 1 12 2 1
¢ P 4T xie X2 D =9 3 ax—3
1 2 1 4 11
9 55 Fi Ble—16 9x—4 % Wer—i" o1
3 .8 T 102
Jr6x+1’ Y x+8+x—7""(x+8) x—"1"
.3 2 19 R S B
Vi3 T—x i d—xn YaxTi 3x132
8 ooy 9 4
T @x+1) (3x+2)’ 4x—5 (4x—bB) 2x—1)
1 _ﬁ_@_(x+2) ’
i W x+1 GrD G TxTs
y 12 . 15ady
W XTa 2x—7 1 (T—2x) (x-4)
5 3x—4 * 2x+5 14-x x
4. a)x—l-xg——ZxJplw;‘J—T’ b)( —x) 1—x
2 ¢) 4x—3 8x*-}-2x+1 0
. T 1+x’ 2xF1 4x*44xi-1
4x2—17 1 ‘ 1 1
d)ﬁ‘x+3“z’§'“2"“‘3’ ")_z—1—3(z2—1)'“
B P , 3 1 2
T 22z 1] ! Y — y——4_/+4 iy td

) x—1 X+1 L 3 .
9 X—x 1 x*4x—1’ k) ﬂ——'_Z—*—x—l—(S”x—%—tS

Banach : Algebra II
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5.

Rozwigz réwnania:

1 1
T o1y |
3 2
a) 2 4 ’ C) 1— 4 :3’
+ T 83—+~
1 1
— +
b) x—1 x+1_ 3 d) T4+ —1 8.
B S .
x—1 x-+41 x
Sprawdi, Ze nastepujace réwnania nie posiadajg pierwiastkéw .
1 1 2 3
a)lx*(x_—m-ﬁ—;’ b) xl—2+x—}—2~'x2——4—'71’
1 1 1 4x*—9
) xTxTi~iGin Yax=3 %

Rozwigz, wprowadzajgc niewiadomg pomoceniczg:

24 96 22 9 1 15
)5x +7(5x -3 T’ o) 2x+1" 3 2@x41)’
1/ 2
o 3(525+5) 5=t (55 +5) 5 (525 9),
4 17 10 1
)6(3x——2)—i—5 3(B3x—2)—16 3-238x—2)
11 7 5
e Gxrd) -1 16 DT 6GxTH 1’
7) 3 10 9 ,
1. /1 1,
T ()
X
x 12 x+1 —2 1

) —— —
b'Y 2
x—|—1+3 —{—1+1

Rozwigz uklady réwnan:

y 11 o2
Y 3xf8y 5—8y’ Bx+1  Ty+2’
19 2 1
By—bx L | xray T xreFi T
5 1 x+y 15
c)x+2y~2x—|—y’ @ y—x 8
! 5 9x—3X ¥ _ 150

3x—2 6—g’ 7



5x+7y 13 7—2x

_ 3 x+2y+1_
e)?}?-i—lf—ﬁ’ ,)5~3y—‘2’ _ 9) 2x-—y—|—1—2’
11x--27 10 o 3x—y+1
Tx+6y 11’ y—x=4 x—gF3 =2
) x—1 y—6 i) 7+8x__3x—§g__4~9 4x
x+15 y+2’ 10 2x—8 5

x—3 y—4 6y-+9 13+3y—|—4_3y—}—5x.
x y—1’ 4 4" 2 4y —6
9. Rozwigz, wprowadzajgc niewiadome pomocnicze :
12 2 3 8 ] 1
—_———=1, b) —4+—=38, ¢c) ———=04
a) 7 b y : ) 7
4 3 15 4 11 |
CxtyTR Ty FIRE TR
4 5 _12xy _xy.
d) x‘ y_‘z, e) x+8!]—~ f) —_'10

3y+2x=13xy, 3x—2y—71’;)y —1%(3——"21—)=5y-
Wskazéwki: Podziel przez xy: w d) obie strony drugiego
réwnania, w e), f) obu réwnan zakladajae, e x01 y 0. Na-
stgpnie zbadaj, czy moze byé x=0, y=0.

10. Rozwiai wprowadzajqc niewiadome pomoenicze :

6 5

)x+3+y+2 5, wx+2-5~1“&

4 9 4 b 6 _17

x+3 yg+2 x+2 y—1 2’
6 5 10 9

%) 3x——y_x+y~8’ 4 3x+2y+y =38,
. 5 6 ) 8 3

By Txty T Sxfayty "

§ 2. Uktadanie réwnafi

11. Jezeli do licznika i mianownika pewnego ulamka dodam 7,
to oirzymam ulamek o wartosci %; jezeli zas od licznika
i mianownika odejme 11, to otrzymam ulamek o wartoSci ¥
Oblicz licznik i mianownik tego ulamka.

12. W liczbie dwucyfrowej pierwsza cyfra jest o 5 wieksza od
drugiej. Jezeli przestawimy cyfry i nowa liczbe podzielimy
przez pierwotng, otrzymamy £. Co to za liczba ?
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13.
14.

15,

16.

17.

18.

19.

20,

21,

22.

Wyszuka] dwie liezby, ktorych rdznica i iloraz sg roéwne 7.

Jezeli pewng liczhe dwucyfrowg podzielisz przez sume jej
cyfr, otrzymasz 7. Jezeli zas odejmiesz od niej 27, to otrzy-
masz liczbe o tych samych cvfrach w innym porzgdku. Co-
to za liczba?

2y i?wtensposob ;ii? ;jf
Aby sprawdzi¢ ten wynik, podstawil za x pewna wartosc,
przy czym okazalo sie, Ze prawdziwy wynik jest o /2 mniej-
szy. Ile podstawil za x?

Uezen uproscit ulamek =3,

Suma dwdch liczb podzielona przez. ich réznicge daje na
wynik 3; suma ich odwrotnosci wynosi 0,5. Co to za liczby?

Ksiegarz sprzedat 600 egzemplarzy ksigzki po 3 z¢ i reszte
naktadu po 2 2¢. Jaki byl nakiad, jezeli Srednia cena egzem-
plarza wypadia na 2% 2£?

Oszust dolal do 5 / dobrego mleka pewng iloS¢ wody, tak
ze ciezar wlasciwy, wynoszgcy pierwotnie 1,04, obnizyt sie
na 1,02. lle { wody dolat?

lle I wody nalezy usungC¢ (przez destylacje) z 66 [ alkoholu
48°%/, by otrzymac alkohol 64°/?

Pewna instytucja postanowita rozdziela¢ 1 stycznia kazdego
roku 1800 z¢ w réwnych czeSciach miedzy ubogich. W na-
stepnym roku liczba obdarowanych byta o polowe wigksza,
tak ze kazdy dostat o 20 zf mnie] niZz za pierwszym razem.
Tlu ubogich otrzymato zapomogi w pierwszym roku?

Pewien kapitat przynosi w jednym roku 240 z¢ dochodu.
Drugi kapital, oprocentowany o 3% wyzej, przynosi w tym
samym czasie 210 2¢. Gdyby oba kapitaly wypozyczono razem,
to przyniostyby one w jednym roku roéwniez 450 z{, przy
oprocentowaniu o 1% wyzszym niz poprzednio dla pierwszego
kapitalu. Na ile procent byl wypozyczony pierwszy kapital?
[le wynosity oba kapitaty ?

W pewnym miescie kosztuje 5 biletéw framwajowych z prze- -
siadaniem tyle, co 6 bilefow wprost. Konduktor sprzedal 202
biletow, mianowicie biletéw wprost za 28,75 24, zas biletow
z przesiadaniem za 26,10 z¢. Ile kosztowal bilet wprost, a ile
z przesiadaniem? Ile biletow kazdego rodzaju sprzedal kon-
duktor?



23.

24,

25.

26.

27.

28.

29,

37

Pewien towar sprzedajg w paczkach 1 kg oraz w paczkach
wigkszych. 8 paczek wigkszych i 2 mniejsze kosztujg razem
54 z¢; natomiast 2 paczki wieksze i 8 paczek mniejszych
kosztuje 36 2¢ Jaka jest cena 1 kg towaru i ile zawiera
wieksza paczka?

Pierwszy pocigg przebywa droge AB w czasie o dwie go-
dziny krétszym niz drugi. Jeieli drugi pocigg jedzie za
pierwszym w tym samym kierunku, to ich odleglos¢ zwieksza
sie 0 30 km na godzine. Jezeli za§ oba pociagi jadg w prze-
ciwnych kierunkach, to ich odleglo$¢ zwieksza si¢ o 150 km
na godzine. W jakim czasic kazdy pocigg przebywa droge AB?
Jaka jest dlugosé tej drogi?

Pocigg osobowy przebywa w pewnym czasie 200 km, pociag
po$pieszny w tym samym czasie 320 km, pociag towarowy
w czasie o 5 godzin dluZzszym 270 Akm. Jakie sq predkosei
tych pociggéw, ‘jezeli predkoSé pociggu poSpiesznego jest
ré6wna sumie predkosci pociggu osobowego i towarowego?
Trzej bracia skladali co miesigc t¢ samy kwot¢e do Kkasy
oszczednosci, przy czym najstarszy brat skladal tyle, co dwaj
pozostali razem. Po pewnym czasje oszczednosci najmtod-
szego wynosity 100 2¢, w dwa miesiace pdiniej oszczednosci
najstarszego wynosity 420 24, a po dalszym miesigcu oszczed-
nosei sredniego wynosity 320 z¢. Ile skladal co miesige kazdy
z braci?

1 m plétna I gatunku koszluje tyle, ile 1 m plotna II gatunku
i 1 m plétna II/ gatunku razem. Kupujgc za 16 z¢ piétna
I gatunku, za 7 z¢ ptétna II gatunku, a za 9 z¢ ptétna /1] ga-
tunku, dostajemy II] gatunku o 2 m wiecej niz I/, zas [ ga-
tunku o 1 m wiecej niz II. Jaka jest cena kazdego gatunku
pt6étna ?

W liczbie trzycyfrowej srodkowa cyfra jest érednig arytme-
tyczng obu innych cyfr. Jezeli odwrocimy porzadek cyfr, otrzy-
mamy liczbe o 198 mniejsza. Jezeli zas§ podzielimy jgq przez
sume cyfr, otrzymamy 48. Co to za liczba ?

Do zbiornika prowadza 3 rury. Jezeli woda doplywaé bedzie
réwnoczesnie pierwszg i drugg rura, lub drugag i trzecig,lub
wreszcie pierwszg i trzecig rurg, to zbiornik napeilni sie od-
powiednio w 84, 28, 30 minutach. W jakim czasie napelni sige
zbiornik, jezeli otwarta bedzie tylko pierwsza, tylko druga,
lub tylko trzecia rura ?
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30. 7 trzech metali moZna otrzymaé stop o cigzarze wlasciwym 84,
biorac 3 g pierwszego metalu, 4 g drugiego metalu i 5 g
trzeciego metalu. Jezeli sie stopi 4 g plerwszego metalu, 5 g
drugiego metalu i 3 g trzeciego, otrzyma si¢ stop o cigzarze
wlasciwym 8. Jezeli wreszcie stopimy 5 g pierwszego metalu,
3 g drugiego i 4 g trzeciego, to cigzar wlasciwy stopu bedzie
wynosit 8,1. Oblicz cigzary wlasciwe poszczeg6lnych metali.

31. Z trzech naczyn, zawierajgcych wode o temperaturze odpo-
wiednio 25° 40° i 72° pobrano pewne ilo§ci wody, ktore na-
stepnie zmieszano. Z trzeciego naczynia pobrano tyle, co
z pierwszych dwu razem. Temperatura mieszaniny wynosita 53°
Potem dolano 60 g wody z pierwszego naczynia, przez co
temperatura mieszaniny obnizyla si¢ o 10,5° Ile wody po-
brano na poczgtku z kazdego naczynia?

Rozdzxal v

Proporcja. Wielkosci proporcjonalne
§ 1. Proporcja

Rownosgé taka, jak np.
a b

8:4--12:6, a:5=090:x, =g itd.

wyrazajacag, Ze dwa ilorazy sg rowne, nazywamy proporcjg
Oczywiscie w ilorazach tych dzielniki muszg by¢ réine od zera.
Proporcje: a:b=c:d - (%0, d+0)
czytamy : ,a jest w takim stosunku do b, jak ¢ do d.
Liczby a, d nazywamy wyrazami skrajnymi, liczby b, ¢
vyrazami Srodkowymi.
Napiszmy powyZszg proporcje w postaci:
a c

b d

Sprowadzajgec obie strony do wspélnego mianownika bd
otrzymamy réwnos$é:
ad _be
bd~ bd’
Poniewaz mianowniki sg rowne, wiec z réwnosci ulamkow
wynika réwnos$é licznikow. Zatem ad = be.
A wiec w proporcji iloczyn wyrazéw skrajnych
rowna sie iloczynowi wyrazéw srodkowych.
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Np. z proporcji 8:4=12:6 wymka 8.-6=4-12
x:6= 7:3 » 3x=6-7, wigc x=14itp.
‘Na odwrét jezeli iloczyny ad i bc sa réwne (b= 0, d3+0),
to zachodzi proporcja: '
, a:b=c:d
Jezeli bowiem ad=be, wéwczas dzielgc obustronnie przez
bd otrzymamy :

ad__bc,
bd  bd
Stad po uproszczeniu dostanlemy:
a .
vy ——d—, czyli a:b=c:d.

Np. proporcja 6,8:4=—28,5:5 jest prawdziwa, gdyZ
68-5=85-4=34
Proporcja: 2,1:1,4=24:1,5 nie jest prawdziwa, gdyz
21-15=38,15 zas§ 1,4 -2,4=3,36.
Przypusémy, ze liczby a, b, ¢, d sg roine od zera i e za-
chodzi proporcja:

‘ a:b=c:d (1)

Zatem ad = bc (2)

Przestawmy wyrazy skrajne ze sobg. Otrzymamy : '
d:b=c:a.

Ta proporcja jest prawdziwa, gdyz na mocy (2) da=be.

Przestawiajgc w proporcji (1) wyrazy srodkowe ze sobg, otrzy-
mamy proporcje a:c==b:d. Proporcja tajest prawdziwa, gdy%
na mocy (2) ad = cb.

Przestawmy wreszcie w proporcji (1) wyrazy skrajne z wyra-
zami $rodkowymi. Otrzymamy:

b:a=d:c.

Proporcja powyzsza zachodzi, gdyZz na mocy (2): bc=ad.
Widzimy stad, ze w proporcji (ktorej wszystkie wyrazy sg rotne
od zera) mozemy przestawic wyrazy a) skrajne ze sobg, lub b)
srodkowe ze sobg, lub c) skrajne ze srodkowymt i otrzymamy nowg
proporcje prawdziwg.

Np21——84zatem41——8228——1412 48

‘Uwaga 1. Przy poprzedmch przeksztalceniach komeczne
jest zalozenie, ze wyrazy proporcji sg r6zne od zera.
Np. mamy proporcje: 0:1=0:2, gdyz oba ilorazy sg réwne
zeru. Przestawiajgc ze soba wyrazy skrajne dostaniemy:
2:1=0:0,
co nie jest prawdziwe, bo prawa: sirona nic nie oznacza.
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Uwaga 2: Jeteli w proporcji dane sg 3 wyrazy, to czwarty
mozemy wyznaczyé. Np.: ‘

1. Rozwigzaé proporcje 3:x=28:7 (czyli wyznaczyé x). Przy-
puszczajgc, Ze x oznacza liczbe spelniajgcqg dana proporcje, otrzy-
mamy: 8x=3-7. Stad x=2% Sprawdzajgc przekonywamy sie,
ie x =421 spelnia dang proporcje.

2. Rozwigzaé proporcje (x —3):4=(x-+7):9. Postepujgc jak
poprzednio, dostaniemy: 9 (x —3)=4(x+7), stad x=11. Spraw-
dzajac przekonywamy sig, ze x==11 spetnia dang proporcje. :

Moéwimy, ie liczby a, b, ¢, d sg do siebie w takim sto-
sunku, jak liczby A, B, C, D, jeieli iloraz dwéch liczb
pierwszej grupy jest zawsze réwny ilorazowi odpowiednich liczb
drugle] grupy t] . jezeli:

=A:B, a:d=A:D, c:b=(:B itd.

M6wimy rowmez ze liczby a, b, ¢, d s§ (wprost) propor-
cjonalne do liczb A4, B, C, D. :

Zapisujemy to krétko: a:b:c:d=A:B:C:D. (1)
(Oczywiscie liczby te muszg byé réine od zera).

Poniewaz a:b=A:B wiec a:A=¥:8B,
podobnie a:e=A:C ” a:Ad=c:C,
a:d=A:D ” a:A=d:D,.
a b c d
Zatem: ATBTCTD (2)

Na odwrét, jezeli liczby rézne od K{ﬁera a, bc,did B CD
spelniajg zwigzki (2), wéwczas z proporcji a: A=b: B wynika,
a:b=A: B. Podobnie otrzymamy a:c="A:C, b:d= B: D itd.

Zatem a:b:c:d=A4:B:C:D.

Z rozwaian powyiszych wynika, ie jezeli liczby réine od
zera spetniajg zwigzek (1), to spelniajg rowniez zwigzek (2) i na
odwroét.

Np.: 8:4:2:1=64:32:16:8, zatem & —=f =3 —

5 — 23— #%§; stad wynika 5:20:25=15:60: 75

Uwaga. 1. Przypuéémy, e chcemy wyznaczyé liczby x, y, 2
spelniajgce zwigzek: .
x:y:2=3:5:6 1)
Obierzmy 2z dowolnie, np. polézmy z~—4
Ze zwigzku (1) otrzymamy :

x:2=3:6, y:2=>5: 6 czyli
:4=3:6, y:4=5:6,
Stad x=2, y—ng Sprawdza]qc przekonywamy sig, Ze:
2:10:4=38:5:6.
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2. Wyznaczyé x, y, z tak, by zachodzity zwigzki

x:y:2—3:5:6 ' 2)
x-+y-+z=28. 3)
Ze zwiqzku (2) dostajemy: x:2=3:6, y:2-=5:6.
Stad x = §~, y:%; watawiajge te wyraZzenia w réwnanie (3)
otrzymamy : 5 + ir)—z 4z 28.

Stgd z =12. Wiec x—H6 y= 10 Sprawdzajac plzekonywamy sie,
Ze llczby wyznaczone spelniajg zwigzki (2), (3).

Zadania

1. SprawdZ proporcje:
a) 8:20=14:35, b) (-12):16 = 15: (-20),
c) 14:8=12:4%. d) 24:16=2/1:14.

2. Utworz przez zmiane porzadku wyrazéw wszystkie proporcje
wynikajgce z: &) a:3=28:7, b) 3:5=a:b.

3. Wykaz, jezeli a:b==c:d, to: a) ac:bd=2c*:q*
b) 2a-+38¢):(83a+2¢)==(20-43d):(8b-2d),
¢c) a’:c*=(a*— b :(c*— d?),
d)(Bat--4b%):(6a*—5b*)=(3c*+4d?):(6c*—5d?).
Zakladamy przy tym, a4 0, 640, ¢ 0, d=0, a ponadto,
ze wyrazy proporeyj b), ¢), d) sg rézne od zera.

4. 7Zbadaj prawdziwos$¢ proporeyj:
a) (a*+2ab+-b%) :(a*— b*)=(a+b):(a—b),
b) (*—3x*y+3xy* —y'): (X — Xy —xy* +y) —
=(x—y):(x+p).

5. Utwérz z réwnosci xy—==uv wszystkie proporcje prawdziwe.

6. RozwlaZz proporcje:
a) x:12=15:47, b) 18:11=12:x,
¢) 3:x=17:10, d) 7T:9==x:11.

7. RozwiaZ proporcje:
a) x:5=(x-+1):6, b) x:4=(x-}1):5,
¢)3:y=2:(1—yp), d) QA+x:(1—x)=E0+x):(6—x),
e) y—1):(g+3)=y—2):(y+4),
D @xH18) 1) = —1) (=),
8. Rozwig%Z proporcje:
a) x:(x+5)=2:38, b) Bx+9 :(9x45)==7:11,
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¢) 2x- 8):(3x+4)=38:4,
d) 2x—3): (2x+3)—(4x—3) (4 x-11),

e) Bx+4-1):x=27:2 f) @x—"17): (3x——2)——(2x—l—1) 3x,
g) (5x—{—9):(9x—l—5)=7 11, h) 0,34:x=715:(2x—1).
9. Sprawdi:

a) 12:20:28 =15:25:35, b) 1:%
c) 39:13:52: 65——48 16:64:8
/RS ES BT E S AT |
10. . Wykaz, ze jezeli a:b:c:d=A:B:C:D,lor6wniezd:c:b:a=
=D:C:B:A.
11. Rozwigz ukltady réwnan, ktére otrzymasz ze zwigzku:
a) 4:x:y=2:3:8, b) x:y:5=3%:%:3,
¢) x:32:y:£=12:58:17:2,
d) x:y:z:4=3}:28:4:1-
12. RozwigZz uklady réwnan wynikajgce ze zwigzkow:
a)x:y:z==3:5:12 b) x:yiz=5:8:7
x -+ y + z =360 x—y—+z=56,
¢) x—y+1):(x—y—1)=7:(—3)
x+8):x—D=@+4:(y—9.
13. Przedstaw liczbe 180 jako sume dwéch liczb, ktére sg do
siebie w takim stosunku, jak 13:7.

%:14:4:10,

3

14. Dwie liczby, réznigce sie o 25, sa do siebie w/takim stosunku,
jak 3:8. Jakie to liczby?

15. W pewnem towarzystwie zloZonem z 32 oséb liczba mezczyzn
jest do liczby kobiet, jak 5 :3. Ilu bylo mezczyzn, a ile kobiet ?

16. a) Obwoéd tréojkata wynosi 36 cm, boki sg do siebie w ta-
kim stosunku, jak 3:5:4. lle wynosza boki?
b) Katy trojkata sg do siebie w takim stosunku jak 7:10:8.
Ile wynosza katy?

17. Ojciec ma 45 lat, syn 20 lat. Po ilu latach stosunek wieku
ojca do wieku syna bedzie 11:6 ?

§ 2. Wielko$ci proporcjonalne

Wyktadnik stosunku (Powtérzenie)

Jezeli odcinki a i b majg odpowiednio np. 3 em i 5 cm,
to iloraz 3:5=% nazywamy wykladnikiem stosunku dlugosci
tych odcinkéw. Zapisujemy to: a:b=3:5 i czytamy:, odcinki
a, b sq do siebie w takim stosunku, jak 3 do 5.
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Wykladnikiem stosunku dwéch pél 4 em? i 7 cm?® jest iloraz
4:7 lub %- .

Wykladnikiem stosunku dwéch cigzaréw 3!/, kg i 7Y/, kg jest
iloraz 38'/;: 7Y/, czyli %%.

Wyktadnikiem stosunku dwéch wielko$ci tego
samego rodzaju nazywamy iloraz miar tych wiel-
. ko$ci przy tej samej jednostce. Iloraz ten nie zalety
od wyboru jednostki. _

Méwimy, ze jukie§ wielkosci a, b, ¢, d, tego samego rodzaju,
np. odcinki, sa do siebie w takim stosunku, jak liczby np. 2, 4,7, 8,
jezeli wykladnik stosunku dowolnych dwéch z tych wielkosci réwny
jest ilorazowi odpowiednich liczb. A wiec, jezeli:

a:b==2:4,2:d=2:8 c:4a="7:2 itd.

Zapisujemy to: a b:c:d=2:4:7:8.

Powiadamy tez, ze wielkoéci &, b, ¢, d sq wprost proporcjo-
nalne do liczb 2, 4, 7, 8.

Np. pola 4 cm?® 8 cm? 16 cm® sg do siebie w takim sto-
sunku, jak liczby 1, 2, 4.

Przyklad. Podzielié¢ kapitat 3500 z¢ migdzy trzech wsp6l-
nikéw w stosunku 2:3:5. Oznacziny przez x, y, z udzialy w 2¢
poszczegblnych wspélnikéw.

Mamy: x:y:2=2:3:5

' x + y -+ z = 3500.

Stad po rozwigzaniu otrzymujemy x =700, y = 1050, z = 1750.

Zadania

18. Ojciec postanowil rozdzieli¢ sume 600 z# pomigdzy 3 synéw
proporcjonalnie do wieku. Pierwszy syn mial 20 lat, drugi 15,
trzeci 25. Ile kazdy z nich dostal?

19. Wycieczka, zlozona z 5 doroslych i 4 dzieci, zaplacila za bi-

" lety kolejowe 56 2. Ile wypada na osobe dorosla, a ile na
dziecko, jezeli dzieci placily polowe biletu?

20. Kwas weglowy zawiera 12 czesci wegla i 32 czeéci tlenu (na

wage). Ile wegla i ile tlenu zawiera 2 g kwasu weglowego?

21. Powietrze sklada sie z 21 czeSci tlenu i 79 czgsei azotu (po-
mijajac drobne domieszki innych gazéw). Ile tlenu i azotu
zawiera pokéj o dlugosci 4,4 m, szerokoéci 38 m i wyso-
kosci 2,4 m? :

22. A wloiyl w pewne przedsigbiorstwo 450 z{, B 375 z¢ Po
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23.

24.

25';

26.

27,

28.

pewnym czasie przedsiebiorstwo -przyniosto 135 2¢ zysku.
Jak nalezy rozdzieli¢ ten zysk?

A wlozyl w pewne przedsi¢biorstwo 284 2¢ na przecigg trzech
miesiecy, zas B 454 z{ na przecigg 2 miesiecy. Jak nalezy
rozdzieli¢ zysk w kwocie 237 z¢? (Rozdziel w stosunku
3-285:2 - 454).

Trzy osoby 4, B, C kupily wspélnie los loterii klasowej za
50 z¢, przy czym A dat 25 2¢, B 15 24, C resth Jak rozdzieli¢
wygrang 40000 2¢?

Tzw. nowe srebro jest aliazem 53,4°% miedzi, 29,1% cynku
i 17,56% niklu. Ile potrzeba kaZdego z tych metali do 45 kg
nowego srebra, jezeli przy stapianiu traci sie¢ 1° na wadze?

A, B i C stracili na wsp6lnym przedsiebjorstwie 15% wiozo-
nego kapitatu. Ich udziaty sg w stosunbb%:J, jak 2:3:5, zas
kapital pozostaly po potraceniu straty wynosi 15720 2¢. Oblicz,
ile kazdy otrzymuje z powrotem oraz ile kazdy stracil.

A pracuje przez 5 dni po 8 godzin dziennie, za§ B przez 7 dni
po 6 godzin dziennie. Jak rozdzieli¢ wspolny zarobek, wyno-
szgcy 74,30 2¢7?

Trzy grupy robotnikéw, zajetych przy pewnej budowie, za-
robily razem 2487 z/. W pierwszej grupie bylo 5 robotnikéow,
ktérzy pracowali przez 9 dni po 8 godzin dziennie, w drugiej
grupie 8 robotnikéw, kt6érzy pracowali przez 7 dni po 7 go-
dzin dziennie, w trzeciej za$ grupie 12 robotnikow, ktorzy

- pracowali przez 6 dni po 9 godzin dziennie. Oblicz, ile za-

robil robotnik pierwszej, drugiej i trzeciej grupy, jezeli kazdy
otrzymywat to samo wynagrodzenie za godzine pracy.

Wielko$ci wprost proporcjonalne (Powtérzenie)
Jezeli 1 [ mleka kosztuje 20 gr, to 2 I mleka kosztuje 40 gr,

4 ! mleka 80 gr. Iloraz 4:2 jest wykladnikiem stosunku dwé6ch
ilosci mleka, iloraz 80 : 40 jest wykiadnikiem stosunku odpowied-
nich cen. Oba wyktadniki sq rowne, bo 4:2=80:40=2.

Ilo$¢ mleka i odpowiednia cena sg wielkoSciami tak ze sobg

zwigzanymi, ze wykladnik stosunku dwéch ilosci mleka réwna sig
zawsze wyktadnikowi stosunku odpowiednich cen.

Dwa rodzaje wielkos$ci (np. ilo§é mieka i odpowiednia cena)

nazywamy wprost proporcjonalnymi, jezeli sq ze sobg tak
zwigzane, Ze wykladnik stosunku dwéch wielkosci pierwszego
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rodzaju rowna sie zawsze wykladnikowi stosunku odpowiednich
wielkosci drugiego rodzaju.
Dla wielu towaréw ilosé i cena sg wielkosciami wprost pro-
porcjonalnymi (nie uwzgledniajgc rabatu, skonta itp.).
Wielko$ciami wprost proporcjonalnymi sg np.:
a) zarobek robotnika i ilo$¢ dni roboczych (przy stalej dzien-
nej placy),
b) droga przebyta przez cialo poruszajgce si¢ i czas (przy
statej predkosci),
¢) ciezar np. zelaza (otowiu etc.) i ]ego objetos¢ (przy statej
temperaturze).

Zagadnienia na wielkoSci wprost proporcjonalne

"Wezmy pod uwage dwie wielkosci wprost proporcjonalne, np.
cene i ilo§¢ mleka; jezeli 4 / mleka kosztuje a gr, zas B [ mleka
b gr, to: ’ . a:b=A:B.

Jezeli znamy frzy liczby w tej proporcji, to czwartg mozemy
obliczyé. Na tym polega mozliwosé stosowania proporcyj do za-
gadnien na wielko§ci proporcjonalne. Np.:

1. 7 m sukna kosztuje 140 z2{; ile kosztuje 12 m sukna?

Rozwiazanie: Oznaczamy cene 12 m sukna przez x z{.

Zapiszmy zadanie w spos6b nastgpujacy:

7 m — 140 z¢
12 , — x

Poniewaz cena sukna jest wprost proporcjonalna do ilosci

sukna, wigc:
127 = x:140, stgd 7x = 12-140, zatem x = 240.

A wiec 12 m sukna kosztuje 240 2z

2. Pocigg przeby! 165 km jadgc ze stalg predkoscig. Gdyby
jechal o 20 km/godz. predzej, to w tym samym czasie przeje-
chatby 225 km. Z jakg predkos$cig pocigg jechal?

Oznaczmy predkos§é pociggu przez x km/godz. Zapiszmy za-
danie w sposéb nastepujacy:

x kmfgodz. — 165 km
x+20 , —225

Poniewaz droga przebyta w pewnym czasie jest wprost pro-
porcjonalna do predkos$ci, wiec: '
x:(x - 20) = 165 : 225. Stad 165 (x |- 20) = 225 x. Zatem x=055
A wiec pociag jechal z predkosciag 65 km/godz.
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Wielkodci odwrotnie proporcjonalne (Powtérzenie).

Jeteli 1 m sukna kosztuje 5 z¢, to za 60 22 mozna kupié
12 m sukna; jezeli 1 m sukna kosztuje 15 2¢, to za 60 z¢ moina
kupié 4 m sukna. Iloraz 15:5 jest wykladnikiem cen za 1 m dwéch
gatunkéw sukna, 'iloraz 4:12 jest wykladnikiem stosunku odpo-
wiednich iloci sukna, ktére mozna kupié za te samg kwote (60 z1).
Wyktadnik pierwszy réwna si¢ odwrotnosci wykladnika druglego
bo 15:5=12:4,

Dwa rodzaje wielkosci'nazywamy odwrotnie proporcjo-
nalnymi, jezeli sg ze sobg tak zwigzane, ze wyktadnik stosunku
dwoch wielko$ci pierwszego rodzaju réwna si¢ zawsze odwrot-
nosci wykladnika stosunku odpowiednich wielkosci drugiego
rodzaju.

A wige cena 1 m sukna i odpowiednia ilo§é sukna, ktoérg
mozna Kupi¢ za 60 24, sg wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi.

WielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi sg np.:

a) liczba robotnikéw i liczba dni potrzebnych do wykonama

pewnej pracy,

b) predkosé i czas potrzebny do przebycia pewnej drogi,

c¢) diugosé i szeroko$¢ prostokgta przy danym polu.

Zagadnienia na wielkoéci odwrotnie proporcjonalne

Jezeli a i b oznaczajg w z¢ ceny 1 m dwéch gatunkéw sukna,
za§ A i B odpowiednig ilo§¢ m, ktéore mozna kupié zg pewng

kwote, to: a:b=RB:A.
Znajgc w tej proporcji trzy liczby mozemy czwartg wyznaczyé.
Przyklad:

Pewng prace wykonatoby 6 robotnikéw w 20 dniach; w ilu
dniach wykona te prace 10 robotnikéw ?
Oznaczmy przez x niewiadomg liczbe dni. Zapiszmy zadanie:
6 robotniké6w — 20 dni
10 » — X
Poniewaz liczba robotnikéw jest odwrotnie proporcjonalna
do liczby dni potrzebnych do wykonania pewnej pracy, wiec
6:10=x:20, stad x =12

Zadania

29. Pewna liczba robotnikéw wykona prace w 6 dniach; gdyby
bylo o 4 robotnikéw wiecej, to prace ukonczonoby w 4 dniach.
llu byto robotnikéw ?
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Za 3 paczki cukru i 2 kg cukru zaplacono razem 23,80 =z,
a za 2 paczki cukru i 8 kg cukru zaplacono 18 z¢ 20 gr. lle
kg cukru zawiera paczka?

Zapas zywno$ci wystarczy dla pewnej liczby oséb na 40 dni.
Gdyby bylo o 8 0s6b mniej, to ten sam zapas wystarczyiby na
60 dni. Ile bylo os6b?

7 dwu k6! zebatych, zachodzacych na siebie, drugie ma o 27 z¢-
béw wiecej niz pierwsze. Podczas gdy pierwsze koto wyko-
nalo 240 obrotéw, drugie obrécilo sie tylko 150 razy. Ile zebéw
ma kazde kolo?

Kilky, uczniéw odbylo wycieczke. Koszta podrézy wynosily
po 8,50 zf Poniewaz jednak dwu uczniéw nie miato pienig¢dzy,
kazdy z pozostalych zaptacil po 11,90 z£ Ilu bylo uczniéw?
Odlegto§é dwu miejscowosci na mapie o podziatce 1:25000
jest o 2,7 cm wigksza niz na mapie o podzialce 1 : 40000.
Oblicz odlegto§¢ tych miejscowosci na pierwszej i drugiej
mapie oraz ich rzeczywistq odleglos¢.

Pewien kapital umieszczony na 6°/, przynosi w 1 roku ten sam
dochéd, co kapital o 50 z¢ wigkszy, umieszczony na 5°,. Ile
wynosi ten kapitat?

Ojciec rozdzielit pewng sume pieniedzy migdzy dwu synéw
proporcjonalnie do wieku. Starszy, ktéry liczy? 25 lat, otrzy-
mal dwa razy tyle,co miodszy, 12 letni, i jeszcze 3 zi Ile
dostal kazdy ?

Suma cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 9. Jezeli cyfry prze-
stawimy, otrzymamy liczbe, ktéra jest do pierwotnej w takim
stosunku, jak 5:6. Co to za liczba?

Dwaj postanicy wyszli r6wnocze$nie z miasta A do B. Pierwszy
z nich przebywal 1 &m w 12 minutach, drugi w 15 minutach.
Pierwszy przybyt do B o 20 minut wcze$niej niz drugi. Jak
odlegle sg te miasta od siebie?

Wskazéwka: Oblicz najpierw, jak dlugo szedt jeden z postancéw.
Pocigg pospieszny przebywa pewpg droge w czasie o 15 mi-
nut krétszym, niz pociag osobowy. Predkos$é pociagu pospiesz-
nego wynosi 75 km{godz., osobowego za$ 55 km/godz. Oblicz
a) czas, w ktérym kazdy z pociagéw jg przebyl, b) dlugosé
tej drogi.,

Postaniec, wystany z miejscowosci A do miejscowosci B, prze- -
byt pewna czes$é drogi, ktéra do reszty drogi jest w takim sto- -
sunku, jak 3:4. Gdyby przebyl jeszcze 400 m, to ten stosunek
zmienitby si¢ na 4:3. Oblicz odleglo§é tych miejscowosci.



Funkcja

Rozdzial V
Pojecie funkcji

§ 1. Zmienna

1. Jezeli L oznacza obwé6d kola w cm, za§ r dlugo§é promie-
nia w em, to:
L =2nxr.

Litera = oznacza tutaj $ciSle okreslona liczbg 3,14 . .. Litery
L i r oznacza¢ moga rozmaite liczby, zaleznie od wielkosci kotla.

O literach, ktére w danym zagadnieniu oznacza¢ mogg roz-
maite liczby, bedziemy mowic, ze oznacza]q zmienne, lub krétko,
ze sg zmiennymi.

A wiec litery L i r sg w naszym przypadku zmiennymi.
Zmienna L w tym zagadnieniu przybiera¢ moze dowolne wartoSci
dodatnie, podobnie jak zmienna r. Natomiast L i r nie moZe by¢é
liczbg ujemng ani zerem, bo nie ma kola o promieniu ujemnym
ani o promieniu zero.

2. Obierzmy na prostej poczatek, zwrot dodatni i jednostke

0 a diugoseci.
— i e Jezeli jaki$ punkt A ma
. . wspélrzedng s, to dlugosé
Rys. L. odcinka OA, przy obranej
jednostce, wynosi: .| s |, tj. bezwzgledng wartosé s.

Jeteli np. s=-+1, +2, —1, —21it d, to dlugo$é odcinka
OA wynosi odpowiednio: | +1|=1, |+2| =2, | —1]|==1,
|—2| =21t d .

W tym przykladzie zmienna s oznaczaé moze dowolng liczbe
dodatnig, ujemna lub zero.

3. Jezeli ze zwoju sukna 0 dlugosci 15 m sprzedano x m, to
reszta wynosi w m: 15 — x. lutaj zmienna x oznacza¢ moze do-
wolng liczbe, zawartg miedzy 0 a 15. Piszemy to: 0 < x < 15.
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Z podanych przykladéw widzimy, Ze nie zawsze kazda liczba
moze by¢ warto$cia danej zmiennej. Zalezy od natury zagadnienia,
jakie moZe warto$ci dana zmienna przyjmowac.

Zadania

1. Jezeli pole kota wynosi P cm?, zas promiet r cm, to P==nr%
Ktére z liter oznaczajg zmienne ?

2. Jezeli v ecm® zelaza wazy Q g, za§ d g/em® oznacza cieiar
wlasciwy zelaza, to Q =vd. Ktére z liter oznaczajg zmienne?

3. Kto§ majagc 50 2¢ zaplacit za x kg towaru po 3 2{, za 4 kg
" innego towaru po 2 z¢ Ile mu zostalo z¢? Jakie wartosci
moze przyjmowadé zmienna x?

4. W prostokacie o obwodzie L c¢m jeden bok wynosi x cm,
drugi jest o 5 cm kré6tszy. Jakie warto§ci moie przyjmowad
zmienna x, a jakie zmienna L?

§ 2. Funkcja

‘ 1. Pole kwadratu jest okreSlone przez podanie diugosci jego
boku. Jezeli y oznacza pole kwadratu w em? zas§ x dlugo$é jego
boku w cm, to: g =x"

Jezeli np. x=2, to odpowiednia warto§¢ y-—4; ]eiell x=5
to odpowiednia wartodé y=251i t. d.

Kazde] wugc warto$ci zmiennej x odpowiada Jedna tylko war-
tos¢ zmiennej y.

Zdanie to wyrazamy jeszcze inaczej, méwigc: zmienna y jest -
funhkejag zmiennej x.

Z uwagi na to, ze y oznacza pole kwadratu, zas§ x dlugo$é
jego boku, méwimy: pole kwadratu jest funkcjg dlugosci jego
boku.

W tym zagadnieniu zmienna x moze przyjmowac tylko war-
tosei dodatnie, gdyz diugosé boku jest liczbg dodatnia.

2. Jezeli wiemy, ze 1 kg pewnego towaru kosztuje 2 zf, to
mozemy obliczy¢ cene ilukolwiek kg tego towaru. Oznaczajgc
przez x ilos¢ kg towaru, przez y cene w 2/, mozemy napisac:

y=2x.

Jezeli np. x =3, to odpowiednia warto$¢ y =6, jezeli x =7,
to odpowiednia warto$¢ y — 14 itd.

A wieciw tym przykladzie kaide] warto$ci zmiennej x odpo-
wiada tylko jedna warlo$é zmiennej y. Méwimy i teraz: zmienna
y jest funkcjg zmiennej x; cena towaru jest funkcja ilosci kg
tego towaru.

Banach: Algebra J1 .
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Zmienna x moze tu przyjmowaé dowolne wartodci dodatnie.

3. Cene biletu kolejowego III kl. pociggu osobowego moizemy
wyznaczyé znajgc dlugosé drogi, na jakg bilet zostal wystawiony.
Oznaczmy przez s dlugosé drogi w km, za$ przez z ceng odpo-
wiedniego biletu w z¢ Ceny biletéw wskuzuje tabelka.:

s km od | 1—6 | 7—9 |10-12]13—15 ‘ 16—17 ' 18~—20l 2123 ‘ 24 —26 ‘ 2729

z z¢ | b40| 060 080 | 1 120 | 140 | 1,60 | 1,80 | 2,00

Jeieli np. s—19, to odpowiednia wartos¢ 2z =140, jezeli s =28,
odpowiednia warto§é z =2 itd.

A wiec kazdej wartosci zmiennej s odpowiada jedna tylko
warto$¢ zmiennej z. Podobnie jak poprzednio méwimy, Ze zmicnna
z jest funkcjs zmienej s; cenabiletu jest funkcjg dlugosci drogi,
na jakg ten bilet jest wystawiony. ' '

W tym przykladzie zmienna x moze przyjmowa¢ tylko war-
tosci dodatnie.

4. Przypusémy, e po osi porusza si¢ punkt. Obierzmy do-
wolng chwile za poczgtkows, a za jednostke czasu 1 sek. Niechaj
t oznacza liczbe wzgledng, okreslajgcy chwile, w ktérej punkt
ruchomy obserwujemy, za§ s wspéirzedng punktu ruchomego
w tej chwili. '

Przypu$émy, e polozenie punktu w rozinaitych chwilach
zapisano w tabelce:

t

s

—2|—1| 0 |+1|+2
— 3] 0’+1\ 0| —1

Z tabelki tej odczytujemy, Ze jeieli np. t=-1, to odpowiednia
warto§¢ s=0, jezeli t= —2, to odpowiednia wartos¢ s=—3
i t. d. Réwniez i tutaj kazdej wartosci zmiennej { odpowiada
jedna tylko warto§¢ zmiennej s. Zmienna s jest funkcjg »miennej f.
Wspélrzedna punktu jest funkcjg czasu.

W tym przykladzie zmienna f moie przyjmowaé wartosci
dodatnie, ujemne lub zero.

Gdyby punkt by! w spoczynku, wéwczas zmienna s przyjmo-
walaby te samg warto$¢ dla kazdej wartosci zmiennej /. W lym
przypadku zmienna s jest réowniez funkcja zmiennej f.

Podobaie jak w podanych przykladach, ilekro¢ dwie zmienne,
np. x i y,sg tak ze sobg zwigzane, e katdej warto$ci zmiennej x
odpowiada tylko jedna wartos¢ zmiennej y, mowimy, ze zmienna
y jest funkcja zmiennej x.

Jeieli wartogciami zmiennej x mogg by¢é np. tylko liczby
dodatnie, to wyrazamy to méwiac, ze funkcja okreslona jest dla
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x dodatnich (lub krétko dla x > 0); podobnie méwimy, ze funkcja
okreslona jest dla wszystkich x, dla x <0, dla x:i:O dla
3 <x <15 itp. -

Poniewaz wartosé zmlennel y zalezy od wartosSci zmiennej x,
dlatego zmienng x nazywamy zmienng niezaleZng, zmienng
za$ y zmienng zaleZna.

Dla zaznaczenia, Ze zmienna y jest funkcjq zmiennej x piszemy :

y=1x. \
Zamiast litery f uiywamy réwniez innych liter (w szczegélnosci,
gdy wystepuje kilka funkcyj),np. F, V, W itp. A wiec piszemy:
y=Fx), y=Vx), yg=Wkx), y=U() itd.

Uwaga 1. Jezeli y—f(x) i jeieli kaidej wartosci zmien-
nej x odpowiada ta sama warto§é zmiennej y, wéwczas mow1my,
ze dana funkcja jest funkcjg stala.

Uwaga 2. a) Dwa prostokaty o réwnych podstawach mogg
mieé rézne pola (jezeli wysokosci sq rézne). Znajomosé wiec pod-
stawy prostokata nie wystarcza do obliczenia pola. A wiec pole
prostokata nie jest funkcjg podstawy,

b) Znajomosé ceny biletu kolejowego nie wystarcza do ozna-
czenia dlugosci drogi, na jaka bilet by} wystawiony. Jezeli np.
wiemy, Ze cena biletu wynosi 1,40 24, to dlugo$é drogi moze
wynosi¢ 18 km, 19 km, 20 km. A wigc dlugosSé drogi, na jaksa
bilet kolejowy jest wystawiony, nie jest funkcja ceny.

Wynika stad na mocy przykladu 3, ie jezeli y=/f(x), to nie
kazde] wartoSci zmiennej y odpowiada jedna jedyna wartosc
zmiennej x. Innymi stowy, jezeli y={f(x), to zmienna x nie musi
by¢ funkcja zmiennej y.

Zadania

5. Wyjasnij, dlaczego pierwsza zmienna jest funkcjg drugiej:
a) Objetos§é szescianu, dlugo$é krawedzi,
b) Powierzchnia szescianu, dlugos§é krawedzi,
¢) Pole kota, obwdd kotla,
d) Pole prostokata o podstawie 5 cm, dlugosé wysokosci,
e) Objetos¢ 1 kg Zelaza, jego temperatura,
f) Temperatura pewnego czlowieka, czas (w ktorym jg
mierzono),
g/ Wysokosé pewnego czlowieka, jego wiek.
W ktorych z podanych przykladdw potrafisz poda¢ odpo-
wiedni wzor?
4
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Wyjasénij, dlaczego pierwsza zmmienna nie jest funkcjg drugiej:
a) Pole tréjkata, dtugosé jego podstawy,
b) Czas, temperatura chorego w tym czasie,

- ¢) Waga paczki (brutto), ciezar towaru (netto).

10.

11.

12.

13.

d) Objetosé¢ prostopadlo§cianu, jego wysokosé.

Ktérg ze zmiennych uwazaé mozna za funkcle drugiej:

a) Obwdéd kwadratu, jego bok,

b) Liczba, jej odwrotnosé,

¢) Dzielna, dzielnik, jezeli iloraz wynosi 100,

d) Liczba, jej kwadrat,

e) Liczba ludnos$ci Polski, odpowiedni rok (1918 1934),

f) Cena 1 kg towaru, ilo$¢ kg tego towaru, kiéra moina
kupié¢ za 60 z¢

Ponumerowano uczniow w klasie wedle alfabetu. Czy numer
ucznia mozna uwazaé za funkcje jego wysokosdcei, jezeli a) nie
ma dwoch uczniéw o réwne] wysokosci, &) sa dwaj uczniowie,
majgcy rowny wizrost. .

Kupiec sprzedaje 1 kg towaru po 2 z{; kupujagcemu wigcej
niz 100 kg daje 5°/, rabatu. Czy cena tego towaru jest funkcjq
iloéci kg tego towaru? Czy ilosé kg tego towaru jest funkcjg
jego ceny ?

Do x [ spirytusu dolano 1 [ wody. Oznaczmmy przez y ilosé
spirytusu w 1 [ tej mieszaniny. Czyy;est funkcjg zmiennej x?
Podaj odpowiedni wzér.

Z miejscowosci A wyjetdia pociag o godz. 12 i przyjeidia
do miejscowosci B o godz. 17. Odlegto§é obu miejscowosci
wynosi x km. Jeteli v oznacza przecigtng predkos§é pociggu,
czy v jest funkc;g x? Czy x jest funkejg v? Podaj odpowie--
dnie wzory ?

Wazge 1 cm® wody (na wadze spreiynowej) w réznych punk-
tach ziemi, przekonywamy sie, Ze cieiar jego sie zmienia.
Najwigkszy cigiar jest na biegunach, najmniejszy na réwniku.
Pomiary pokazaty, ze' ciezar 1 em?® jest funkcja szeroko$ci
geograficznej. Czy ciezary 1 cm® wody w dwéch punktach
na tym samym réwnolezniku sg réwne ?

Jezeli na koncu nitki uwiazesz cigzarek, to otrzymasz t. zw.
wahadlo. Jezeli wahadlo wychylisz z polozenia pionowego
o pewien kgt, to wahadlo pocznie si¢ waha¢. Pomiary poka-
zaly, ze dwa wahadla réwnej dlugosci,np. 1 m, wychylone
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o ten sam kat, wykonywaja jedno wahnienie w tym samym czasie.
Czy mozina powiedzieé, ze czas wahnienia wahadta o dlugoéci 1 m
jest funkcjg kata wychylenia ?

§ 3. Funkc]e okre§lone wzorami

Jezeli y oznacza pole kwadratu w cm?, za$§ x dlugo$¢ jego
boku w cm to, jak wiemy, zmienna y jest funkcjg zmiennej x.

Mozemy wiec napisaé¢ y—=f(x). W tym wypadku znamy wzoér:

y=x’
ktéry pozwala dla kazdej wartoSci zmiennej x obliczy¢ odpo-
wiednig warto§é zmiennej y. Z wzoru tego otrzymujemy np. dla
x==2, y==4, dla x=3, y==9, dla x=4, y==16. Dla zaznaczenia,
ze np. dla x=2 odpowiednia warto§¢ y-—4, piszemy krotko
f(2)=4. Mozemy wiec w naszym przypadku napisac:
f(3) =9, f¢)=16, f(1,2)=1,44 itd.
Jezeli a oznacza liczbe dang, to f(a) —.a’.
Czesto okreslamy funkcje wprost przy pomocy wzoru. Jezeli

np. mamy wzor:

y=2x-+1, (1)
to widzimy ze dla x=0, y=7, dla x=—2, y==3 itd. Kaidej
wiec warto§ci zmiennej x odpowiada jedna warto§¢ zmiennej y,
podana przez powy#szy wzoér. Zatem zmienna y jest funkejq
zmiennej x. Funkecja ta okreslona jest wzorem (1) dla wszystkich x.
Jezeli funkcje te oznaczymy np. y=7[(x), to f(0)~7 fQ)=9,

f(—1)==>5 itd.
Podobnie okresélajg funkcje wzory:

y=3x—17 y=x*—2x+438, y= X0

xR

Funkcje te sg okreSlone dla wszystkich x.

Wzoér y::—)lc— okresla funkcje tylko dla x30.

Wzor y=

nych od 2 i 3.

Uwaga 1. Zamiast méwi¢ funkcja okreSlona wzorem y—=—
—8x — 6, méwimy krétko funkcja y==3x — 6, lub funkcja f(x)=
= 3x —6. ,

Uwaga 2. Weimy pod uwage funkcje okre§long wzorem
y=0-x-+5 Widzimy, ze dla kazdej wartosci zmiennej x odpo-
wiednia warto$¢ zmiennej y wynosi 5. Dany wzor okresla zatem
funkcje statg. Podobnie funkcjami stalymi sg:

. y=2—0-x, y=0-x, y=—5-0-x itp.

okresla funkcje¢ dla wszystkich x réz-
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14.

15.

16.

17.-

18.

19,

20.

21,

Zadania

Dla funkecji y=f (x) okreslonej wzorem:

a) y=3x—1, b) y=2x, ¢) y=x*, d) y=x*—3x+2,
. x o x42 ' 1 1

e) y_'xz—_*_l’ f) y——x(x_5)’ g)y_x__3+x_6’

oblicz £(0), f(1), f(—1), f(2), f(—2), fB), f(-3), f(a), f(a+1)

' (a oznacza liczbe dang).

Dla jakich wartosci zmiennej x sg okreéloné funkcje :

X 1
V=it YieETy

3
) y=—r b y=.—x
1, 1
Jy=%tz=i
Dia funkecji:

3) y=3x—5, b) y=5x—7, C) y:3_X:5

wyznacz te wartosé zmiennej x, dla ktérej odpowiednia war-
to$¢ y wynosi 1, 0, 12, —5.

Dla funkeji:
 Ee o x*—3x+1
a) y=5x—8, b ¥y="%F2
wyzaacz takg warto$¢. zmiennej x, aby odpowiednia war-
tos¢ y byla jej rowna.
Wyznacz taka warto$é zmiennej x, aby odpowiednia wartosé
zmiennej y byla dla obu funkcyj ta sama:
a) y=3x+5, y=2x+6, b y=5x—6, y=——3x-+10.
Dla funkeji y ==f(x), okre$lonej wzorem:
a) y=mx*+nx+1, b y=>5x*—mx-+n,
gdzie I, m, n, oznaczajg dane liczby, mamy :
a) f(0)=1, f(1)=0, f(—-1) =7, b) f(2)=37, f(0)=—1.
Ile wynoszg a) I, m, n, b) m n?
Dla funkeji y=f(x), okreslonej wzorem:
- X4
y="3

a) oblicz: f(—2), f(—1), £(0), f(1), £(2);

~ b) dla jakich warto$ci zmiennej x, odpowiednia wartosé y —07?

~ .
Dana jest funkcja y—f(x), okreslona wzorem y—=—mx-}-n,
gdzie m, n oznaczaja liczby dane, przyczem m 0.

a) Oblicz: 1(0), f(1), 7(— 1), F("="), 7 (= 2),
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b) Sprawd#, e dla dowolnych liczb a, b, ¢, (byleby tylko
¢k b) zachodzi zwigzek:
f—fa) c—a
f)—f@) c—b
c) lle wynoszqg m i n, jezeli f£(2)=0>5, f(— 2)—-—7?
22, Przekonaj sig, ze funkcja:
a) f(x)=x3 b) F(x)=x3
ma te wlasnosé, 2e dla kazdej liczby m jest:
a) f(m)=f(—m), b) F(m)=— F(—m).
Podaj przyklady liczbowe.
23. Podaj, dla jakiej wartoSci zmiennej x zmienna y przyjmuje
najmniejszq wartos¢i jaka ?
8 y=x, b y=>56+x% ¢ y=(x—1)y>+44,
d) y=x*—6x+9,¢e) y=x*—2x*+1.
24. Podaj,dla jakiej wartosci zmiennej x zmienna y przy;mu;e
na]wwkszq wartosé i jakg ?

4
V=g YVTGoEs O @
25. Dla jakich warto$ci zmiennej x funkcje

 y=x-+|x|iy=2x
przyjmujg te same wartosci?

Rozdzial VI
Tablice

§ 1. Tablice matematyczne

W zastosowaniach pozyteczna jest moiliwo§é szybkiego
i latwego wyznaczania warto§ci zmiennej y, odpowiadajgcych
danym warto§ciom zmiennej x. Do tego celu stuzg 1) tablice,
2) wykresy.

Tablicg (tabelke) funkcji otrzymujemy, piszgec pod dowolnie
obranymi wartoSciami zmiennej x odpowiednie wartosci zmiennej y.
Np. Tabelkg funkcji y =3x —7 jest:
x| — 1-08-—-06—04—02 0] €2 04 06 08 1

—9,4/—88—82(—76 —7 |—64

y | —10 —5,8/—5,2| —4,6/—4,0

W pierwszym wierszu umieszczone sg warto$ci zmiennej x od
—1 do 41 c¢o 0,2, w drugim za§ wierszu odpowiednie wartosci
zmiennej y, obliczone z podanego wzoru.
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Tabelka zawiera¢ moze tylko skonczong liczbe wartosci
zmiennej x i odpowiednich wartofci zmiennej y. Wybor wartosci
zmiennej x i ilo§¢ tych wartoSci zalezy od celu, do jakiego sluzy
tabelka. Zazwyczaj podajemy warto$ci zmiennej x w rownych od-
stepach, np., jak w poprzednim przyktadzie, co 0,2. Nie jest to
jednak konieczne; warto§ci zmiennej x mogg by¢ zupelnie do-
wolnie obrane.

Cze¢sto podajemy w tabelce tylko przyblizone wartosci
zmiennej y.

s 3x

Np. w tabelce dla funkeji Yy=Ii’

x]—05 | |—04 |—03 1-02 —01]0/01 102 |03 |04 |05
y |—1,20/—1,08/—0,83/—0,58/—0,30] 0 | 0,30 058] 0,83] 1,03] 1,20
podane sg wartosci zmlenneJ y z btedem mniejszym od 0,01.
Poprzednie tablice otrzymahsmy w ten sposob, ze z wzoru obli-
czaliSmy wartosci zmienne] y. Sg to tak zwane tablice matema-
tyczne. Do tablic matematycznych nalezg np. tablice podajgce
odwrotnosci liczb, kwadraty liczb, szesciany liczb itp. Sg to

tablice funkcyj yzi—y y=2x2% y=x* itp. Ponizej jest podana

tablica odwrotnogci liczb, tablica kwadratéw i tablica szescianow.
Kwadraty i szesciany liczb sg podane dokfadnie, odwrotnosci
liczb z dokladnoscig do czterech miejsc dziesigtnych.

x x? x3 1

X
1 1 1 1,0000
2 4 8 0,5000
3 9 27 0,3333
4 16 64 0,2500
5 25 125 0,2000
6 36 216 0,1667
7 49 343 0,1429
8 64 512 0,1250
9 81 729 0,1111
10 100 1000 0,1000
11 121 - 1331 0,0909
12 144 1728 0,0833
13 169 2197 0,0769
14 196 2744 0,0714
15 225 3375 0,0667

—
<

256 4096 " 0,0625



x x? x3 1

X

17 289 4913 0,0588
18 324 5832 0,0556
19 361 6859 0,0526
20 400 8000 0,0500

§ 2. Tablice empiryczne (fizyczne i statystyczne)

Oprocz tablic matematycznych istniejg tzw. tablice empi-
ryczne, ktére podajg wartoéci zmiennej zaleznej, otrzymane przy
pomocy pomiaréw. WartoSci te w tablicach empirycznych sa
z natury rzeczy przyblizone. Wielko§¢ bledu zalezy od tego, do
jakiego celu stuiy tablica i od dokladnosci, jakg mozina bylo
uzyskaé przy pomiarach.

1. Oznaczmy przez y najwiekszg ilosé¢ graméw soli, ktéra
mozna rozpuécié w 100 g wody o danej temperaturze ¢. Ilos§¢ ta
jest funkcjg temperatury. Warto$ci tej funkcji, uzyskane przy po-
mocy pomiaréw, podane sg w tabelce:

£5C 0° 10° 15° 20° 40° 60° 80° 100°
y 857 358 350 860 366 37 38 39

2. Oznaczmy przez ¢ temperature wrzenia wody, przez h wy-
soko§¢ ponad poziomem morza w m. Temperatura ¢ jest funkcjg
wysoko$ci h. Przy pomocy pomiaréw otrzymano nastepujgcg ta-
belke tej funkeji:

B0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
#9C100,00 99,67 99,33 98,99 98,65 98,34 97,99 97,67 97,32 97,00

3. W zyciu praktycznym spotykamy sie czgsto z tablicami
statystycznymi. Takg jest np. tablica przedstawiajaca liczbe
milionéw kwintali zyta (y), zebranego w Polsce w poszczegdlnych
latach (x):

x 1927 1928 1929 1930 1931 1932 1933
y B89 611 70,1 696 bH70 611 70,7

4. Podobnie tablicg statystyczng jest tablica podajaca liczbe
urodzin (y), skonéw (z) na 1000 mieszkancow w poszczegélnych
latach (x) w Polsce: ’

x 1919 1920 1921 1922 1923 1924 1925 1626 1927 1928 1929 1930 1931 1932 1933

y 30,5 32,2 32,7 352 356 346 352 33,0 31,6 32,3 32,0 323 30,2 28,7 26,5
z 26,4 263 20,7 198 17,3 17,9 16,7 178 174 16,4 16,7 156 155 150 14,2
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Zadania

SporzgdZ tabelke funkcyj:
a) y=2x, y=1%x, y=38x+41, y=x—4,

dla —1<x<1, co 0,2
b)) y=2x—4, y=38x+1, y=4x — 6,

dla 0 < x <10, co 0,5,
c) y=2x% y=2x2+41, y=x°,

dla —1<x<1, co 0,1.
Oblicz przy pomocy podanych tablic:
a) 0,28, 1,43 0,7°, 1,5% 0,432
b) 0,22 1-14% 13%—1.2% 14?1 0,5%5— 0,72 — 1,22
¢) ~— 11 1

03’ 14’ 0,17’ 0,42’

1
3 3 3 2

d) 0,9° — 012—{—07 0.43%— 0,17 —}—015 013"

Postugujgc si¢ tablicami matematycznymi sporzgdz tabelke
(co 0,1) dla  funkcyj
8) y——-—'x’—3, (1sx$2) b)y=x3+x2+1,(—1SxS1),

¢) y=x*—2x+4,(1<x<38),d y=xi—1, 1 <x<?2),

="t <x<2), p y="TTEEHL o5 1 15)
0 y=rp1-0sx<n wy=2EE0 Cacxc—y

Wzory od d) do h) przeksztalé najpierw w dogodny sposbb.

x4+1 x
Np. *TE = E +va$7 11— x+Y
2x—|—9__2__ 1
x+5 x+5°

Sporzgdz tabelke statystyczng, podajacg przyrost naturalny
na 1000 mieszkancéw w Polsce w latach od 1919 do 1933.
W ktérym roku przyrost byt najmniejszy, a w ktérym naj-
wigkszy ? Oprzyj si¢ na podanej tabeli statystycznej (str. 57).

Rozdzial VII

Wykresy funkcyj

§ 1. Prostokatny uktad wspoirzednych
Narysujmy dwie proste wzajemnie prostopadte Xi Y. Zaznaczmy

na nich kierunki dodatnie, a jako poczatek obierzmy na obu osiach
ich punkt przecigcia. Przyjmijmy dowolng jednostke dlugosei.
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Osie X i Y nazywamy prostokgtnym uktadem wspotrzednych.

Z dowolnego punktu A (polozonego w plaszczyznie osi X, ¥)
poprowadZmy proste prostopadle do osi ukladu, przecinajgce o$
X w punkcie A’ 0§ Y w punkcie A", (Rys. 2).

i ¥ t T
Ao JA#2,+3)
Y ! .
r ;
Be-3+1) :
I 1L v Gt s B
A ‘Tﬁ(vz,m) ; i L |: ‘ b 3
E é' te 0 /E]’ L
! A z
] x : :
——— ' |
[0} A H :
L : Dn _________________ A
Ceorel | o Des-a)
i v
Rys. 2. Rys. 3.

Wspoéirzedng punktu A na osi X oznaczamy przez x, wspoél-
rzedng zas, punktu A" na osi Y oznaczamy przez y.
W naszym przypadku x= 42, y= 4 3.

Liczby x iy nazywamy wspo6irzednymi. punktu 4. Wsp6i-
rzedng x nazywamy odcieta, wspoéirzedng y rzedng punktu A.
Wspoirzedne punktu 4 zaznaczamy piszgc 4 (42, + 3).

Kazdemu wigc punktowi na plaszczyinie odpowiadajg dwie
liczby x, y, zwane jego wspoéirzednymi. Na odwrét, wspélrzedne
punktu okreslajg jego polozenie. Znajac bowiem wspoéirzedne x, y,
mozemy wyznaczy¢ punkty 4'i 4”. Kreélac nastepnie przez punkty
A’'i A" proste prostopadie odpowiednio do osi XiY, otrzymujemy
punkt 4 jako punkt przeciecia si¢ tych prostych.

Osie X i Y tworza cztery katy proste; pola tych katéw na-
zywamy CGwiartkami. Cwiartki oznaczamy: I, 1I, III, IV. (Rys. 3).

Jezeli punkt A lezy:

w éwiartce I tox> 0, y>0

, I, x<0, yg>0
, N, x<0, y<o
., W , x>0 y<o0

A wigc znaki wspélrzednych okreslajg éwiartke, w ktorej
dany punkt lezy. :

Jezeli punkt A lezy na osi X, to jego rzedna y==0. Jezeli
punkt A lezy na osi Y, to jego odcigta x =0. Poczatek ukladu
O ma wspélrzedne x=0, y=0 (Rys. 4).
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ario  Aeeo x

Uwaga 1. Z rys. 2. widzimy, ze 0 A" = A’ A”. Zatem punkt 4
(-2, +8) moiemy otrzymaé wyznaczajac na osi
y,,A X punkt A’ o wspéirzednej x = -2, a nastgpnie
kreslge do géry z punktu A’ odcinek prostopadly
do osi X o dlugosci 3 (Rys. 5).

Punkt B (2, —3) otrzymamy wyznaczajac
na osi X punkt B’ o wspoéirzednej 42 1 Kreslgc

— > 1z niego na do6! odcinek prostopadly do osi X

B A

o dlugosei 3. (Rys. B).

Rys. 4. .
v Wygodng jest rzeczg rysunki tego rodzaju

sporzgdzaé na papierze kratkowanym (milimetrowym).

Uwaga 2. Czesto zdarza sig, Ze na osiach X i Y obieramy

rézne jednostki dlugosci. Np. na rys. 6 na osi X obrahsmy jed-
nostke trzy razy dluiszg niz na osi Y.

YA
-9 Acta,4)

\y A A (#2,+3) : X

-6 Bp2,s5)

B(+2,-3)

C(—1,—4o>+
A
Rys. 5. Rys. 6.

Zadania.

. Narysuj punkt 4 (2,4), B (—3,5) C (—4, —3),D (1, —2),

E (0,3), F (—1,0), G (—5,0).

Rozstrzygnij bez wykonania rysunku, w ktérychv ¢wiartkach
lezg punkty A (—1,2), B (4,3), C (18, — %), D (—%,—%).
Gdzie lezg wszystkie punkty: a) o odcietej 438, b) o rzedne]
— 47

Narysuj prostg przechodzgca przez punkty A (1, —3), B (2,1)
i zbadaj, ktore z punktéw P (0,1), Q@ (2,1), R 0, —6,5), S (3,5)
lezg na tej prostej.

Narysuj prosta laczgcg punkty A (-3, 2), B (2,5). Odczytaj
wspdlrzgdne trzech punktéw dowolnie obranych na tej prostej.
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6. Narysuj kolo o $srodku S(—1,2)i o promieniu wynoszgcym 5 jed-
nostek. Odczytaj rzedne punktéw tego kota o odcigtej 2)0, 2, 3,
b) —6, 1+ 4. lle jest takich punktéw?

7. Narysuj pieciokat o wierzchotkach yA
4 (0,0), B (2,0), C (3,6), D (1, 7), N
E (—2,15). o N

8. a) Wyznacz na krzywej (Rys. 7)

punkty o odcietych — 3,2,5, — 1,0 o
i odczytaj rzedne tych punktéw;
b) wyznacz punkty o rzednych 4, o Ll
5, —1, 0, 2 i odeczytaj ich odciete

Ile jest takich punktéw ? ¢) Obierz
na tej krzywej dowolnie 8 punkty i odczytaj ich wspéirzedne.

Rys. 7.

§ 2. Wykresy.

Oprocz tablic stuza do przedstawienia funkcyj wykresy.
1. Wykres funkeji np. y = x* sporzadzamy (najwygodniej na
papierze kratkowanym) w nastgpujgcy sposéb. Sporzagdzamy naj-
pierw tabelke tej funkeji:
x —2p —2 —1Hp —1 —05 0 05 1 15 2 25
y 6,25 4 2,25 1 026 0 025 1 225 4 6,25
Obierajgc dowolny uklad wspoi-
A rzednych zaznaczamy  punkty
. 0 wspOlrzednych: (2,5, 6,25),
: (—2, 4) itd. Zaznaczamy wiec
3 punkty o wspoéirzednych (x, y),
HE 5% gdzie x i y tworzg odpowiednie
zi 5 4 i pary wartosci. (Rys. 8).

e Gdybysmy mogli wszystkie
takie punkty zaznaczyé na plasz-
M czyZnie, to utworzylyby one pe-
N Erifroe wng lini¢ krzywa, zwang wykre-
IR fE e s sem funkecji y==x% Linie te
A T dostaniemy w przybliZeniu, tgczac
: odrecznie zaznaczone juz punkty.
Tak otrzymany rysunek przed-
staia (w przyblizeniu) wykres
funkecji y ==x*; dokladniej mo6-
wigc, przedstawia wykres dla x,
zawartych miedzy — 2,6a - 2,5, co piszemy: dla — 25 < x < -1~ 25.

B

T T Lk
. i ll’
e Resds shEEnuadil SR
et BS=sinitel i
+ +
Saaps

T

RS REN
IS UBRIES S 8 A& 8Ly

s ia Wahguntne

ol

g

T N 1 +
ol 17
Rys. 8.

aet]
T

LT
:




Gdybysmy tabelke funkeji obliczyli gesciej, np. co 0,2, to za-
znaczone punkty wypadlyby gesciej i rysunek bylby dokladniejszy.
Wykres funkcji przedstawia nam przejrzyscie przebieg zmien-
noéci funkcji. Z rysunku widzimy, ze gdy x zmienia si¢ od — 2,5
do 0, to odpowiednie wartosci y malejg od 6,25 do 0. Gdy x prze-
biega wartosci od 0 do 2,5, to wartosci y rosng od 0 do 6,25.
Najmniejsza warto$¢ y wynosi 0, dla x—=0. Z wykresu mozemy
odczyta¢ w przyblizeniu warto§¢ zmiennej y nawet dla takiej war-
toSci zmiennej x, ktéra nie byla umieszczona w tabelce.
Chcac np. odezytaé dla x=1,7 odpowiednig warto§¢ zmiennej
Yy, wyznaczamy na wykresie punkt o odcietej 1,7. Punkt ten ozna-
czony jest na rysunku litera M. Odczytujemy, Ze rzedna punktu
M wynosi w przyblizeniu 2,9. A wigc dla x=1,7 odpowiednia
wartos§é y rowna sie¢ w przyblizeniu 2,9 (doktadna warto$¢ jest 2,89).
Z wykresu moZemy réwniez tatwo odczytaé, dla jakiej wartosci
zmiennej x zmienna y réwna sie np. 5.
4 Wyznaczamy w tym celu na wykresie
punkty, ktérych rzedna wynosi 5. Punktami
tymi sg A i B. Odczytujemy, Zze odcigte ich

- réwne sg odpowiednio (w przyblizeniu).
‘. ] ¥ +23, —23. Zatem w przyblizeniu dla
! {0 +1 x=-+23ix=—23 jest y=75. Sprawdza-
] ~ jac mamy (- 2,3)% = (—2,3)? = 5,29.

LA | 2. Na rys. 9. mamy wykres funkecji
) y=x*dla — 1< x < 1. Wartofci zmiennej
Rys. 9. y wziete sg z tabeli podanej na str. 56.

Ay

Rys. 10. Rys. 11.
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3. Narys. 10. mamy wykres funkcji y =2x —1dla — 2 < x < 4.

X —2 —1 0 41 +2 344

U -5 —3-1 $1 3 5 7
4. Na rys. 11 mamy wykres funkeji:
y=x*—x-+1

dla —1,6 < x < - 1,6. Przy pomocy tabel matematycznych, poda-
nych na str. 56, sporzgdzono tabelke:

x —16 —14 —12 —1 —08 —06 —04 —02
y —15 —03 409 +10 +13 14 F13 F172
x 0 02 04 06 08 1 12 1,4 16
y 10 08 07 06 07 10 15 23 35

5. Rys. 12. przedstawia wykres funkeji yzi—

dla —4<x<—03i03<x<4
Warto$ci zmiennej y wziete sg z tabeli na str. 56.

y4
34
2 4
14
-4 -3 -2 1 03 X
B S L o
06 4 2 3 4
-1
-2
-3
Rys. 12.

6. Jezeli chcemy przedstawi¢ na wykresie funkcje y=20x2
dla 0 < x < 5, to mozemy na osi x-6w obraé jako jednostke np. 1 em;
na osi y-6w musimy obra¢ mniejsza jednostke, bo w przeciwnym
razie rozmiary rysunku bylyby za duze. Najwieksza wartosé
zmiennej y wynosi tu 500, mozemy zatem za jednostke na osi
y-ow obraé np. 0,1 mm. (Rys. 13)

x 005 115 225 335 445 5
y 0 520 45 80 125 180 245 320 405 500 °
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7. Czasem zdarza sie, Ze na wykresie nie moZzemy umiescié
osi wspéirzgdnych. Np. naleiy przedstawié na wykresie produkcje
gazu ziemnego w Polsce wedlug tabeli (w milionach m?):

1927 1928 1920 1930 1931 1932 1933
454 450 467 489 474 437 462

W tym przypadku postepujemy w ten sposéb, Ze nie
umieszczamy osi wspéirzednych na rysunku, lecz zamiast nich
dwie proste do nich réwnolegle. Na prostej réwnoleglej do osi
x-6w umieszczamy kolejno liczby 1927, ...,1933, na prostej réwno-
leglej do osi y-6w liczby od np. 430 do 500, obierajgc, jak w przy-
kiadach poprzednich, rézne jednostki na obu prostych, (Przy wy-

E2,

3

4004

300-

200

100

1927 1928 1929 1930 1031 1932 1933

Rys. 13. Rys. 14.

kresach statystycznych, a czgsto réwniez przy empirycznych, 13-
czymy zaznaczone punkty odcinkami, jak na rys. 14).

8. Chcac przedstawi¢ (Rys. 15) na wykresie najwiekszg ilos¢
gramow soli, ktora mozna rozpusci¢ w 100 g wody, jako funkcje tem-
peratury wody (por. str. 57), zaznaczamy o§ y-6w na rysunku,
jednak zamiast osi f-6w rysujemy prostg do niej roéwnolegtg.
Przy tym obieramy na osi y-6w wigkszg jednostke niz na osi ¢

9. Cigzar wlasciwy skroplonego powietrza jest funkcjgq tempe-
ratury, dla ktérej otrzymano nastepujgce wartosei:

{ —195° —193° —191° —189° —187° —185° —182°
s 0826 0919 0995 1,025 1,092 1,118 1,130

Wykonywajgc wykres tej funkeji umieszezamy zamiast osi s-6w

i t-6w proste do nich réwnolegle, Na osi s-6w obieramy dosé
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duis, jednostke, aby uwydatni¢ nieznaczne zmiany cig¢zaru wla-
$ciiwego. (Rys. 16).

Lboos

Y

10.

11.
12.

13.

14.

10 20 30 4b 50 60 70 80 80 100 -495 -493 -191 -89 -487 -485 -183

Rys. 15. ) Rys. 16.
, Zadania
Wykonaj wykresy funkeyj:
a) y=x-+2 - b) y=3x-45
c) y==2x d) y=3%x—1 A
Odczytal rzedne punktéow o odcietych x=--§,4,%,25 oraz
odciete punktéw o rzednych y—=—15,—-08, 05, 1,2

Wykona] wykresy funkeyj:

2

X
a)!/‘“‘i, b)l] ~—-—r3'—,
¢) y=2x*—3x d)y=—x*4+2x-4+1
Wykonaj wykresy funcyj zadania 3, str. 58.
Wykonaj wykresy funkcyj: .

1 1
3)y-*;, | b)yum,
2
c).y p +3x, o d)y= 2x+1 +2

Wykonaj wykresy funkeyj w podanych przedziatach, obie-
rajac rézne jednostki na obu osiach:
a) y=—3x dla —80<x<+20, b y=x*dlal<x<10

c) y=40x* —2<x<+3 d)y:—~1— 0,01g'x\<"0,1.
Wykonaj wykresy funkeyj w podanych przedzmlach zaste-

- pujac jedng lub obie osie wspétrzednych przez proste réwno-

legle i obierajac odpowiednio jednostki:
a) y—4x-435 dia 9<x<5 b) y=04x dla 10 < x <20

c) y= 41dla100<x<200

Banach : Algebra IL.. 5
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15.

16.

17.

18.

19.

Wykonaj na tym samym rysunku wykresy funkeyj:

a) y=x, y=x% y=x*dla —1<x<1 (x co 0,1),
b)) y=—x*+x+1, y=2x—b5 dla 0 <x <5 (x co 0,5).
Jakie wspéirzedne ma punkt przecigcia tych wykreséw?

Wykonaj wykres funkeji y=2x -} 3. Narysuj kolo o §rodkn
M (1,5) i o promieniu 2. Odczytaj z rysunku wspéirzedne
punktéw, w ktérych wykres przecina to kolo.

Wykonaj wykres funkeji y=x*—xdla—1< x <1 (xco0,).
Na osi x jako jednostke obierz 2 cm, na osi y jako jednostke
1 dem. Odczytaj z wykresu, jakie sa odcigte punktéw, kto-
rych rzedne wynoszg a) 10,2, b)) —02.

Wykonaj wykres funkcyj (na jednym rysunku):

X
y=x, y= _%IX_I )
{L
14 .
1,2 —
1,0
08
06 ///
04 /’
02
1

0 20 40 60 80 100 120 440 160 480 200

Rys. 17.
Am

8 .

6 4 N

4

2 e [ S -

— ‘ | L Y se
0 2 4 A 8 10 12 14 a6

Rys. 18.

Czas wahania wahadta, tj. czas, w ktérym wahadlo wyko-
nywa jedno wahnienie, jest funkcjg dilugosci tego wahadla,
ktora przedstawia wykres na rys. 17. Odczytaj na tym wy-



20.

21.

22,

23.

24.

25.
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kresie a) czas wahania wahadla o dlugosei 60 em, 100 cm,
125 e¢m, b) dlugo§é wahadla o czasie wahania 0,5, 0,8, 1 sek.

Pod wplywem wiatru powstajg na wodzie fale. Wysokos$¢ fali
jest funkcja predko$ci wiatru, ktéra przedstawia wykres na
rys. 18. Odczytaj a) wysokosé fal dla predkosei wiatru 2, 5,
15 cm/sek, b) predkos§¢ wiatru, przy ktérej wysokoéc fal wy-
nosi 1 m, 2 m, 5 m.
Temperatura chorego wynosila w pewnym dniu:
o godz. 6 8§ 10 12 14 16 18 20

t*°C  37,2° 37,4° 38° 38,1° 38,3° 38,7° 38,7° 38,5° °
Przedstaw przebieg temperatury przy pomocy wykresu.

W pewnym dniu temperatura powietrza byla:
ogodz. 4 6 8 10 12 14 16 18 20

r°C  3,2° 2,9° 3,3° 5,2° 9,5° 11,9° 10,4° 6,8° 5° °
Przedstaw przebieg temperatury przy pomocy wykresu,

Barometr wskazuje w danej wysokos$ci ponad poziomem morza

w mm rtgci przecigtnie:
wysokosé.m 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
stan baro- 760 751 742 733 724 716 707 699 690 682 674 °

metru

wysokos§é m 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800 1900
stan baro- 666 6568 650 642 635 627 620 612 605°

metru
Przedstaw na wykresie stan barometru jako funkcj¢ wysokoseci.
Opierajac sie na tabelce (str. 57) wykonaj na jednym rysunku
wykres urodzin i skon6éw w Polsce w latach od 1919 do 1933.
Wykonaj réwniez wykres przedstawiajacy naturalny przyrost
ludnoSci.

Obrot oszczednoSciowy w P. K. O. wynosil w milionach
zlotych:
Rok 1928 1929 1930 1931 1932 1933
Wplaty 167 209 3156 425 503 551
Wyplaty 130 164 236 344 388 487

(Wykenaj wykres na jednym rysunku).

5%



Réwnania stopnia pierwszego
o wspolczynnikach literowych

Rozdzial VIII

Réwnania o jednej niewiadomej

§ 1. Rozwigzywanie rownan

1. Rozwigzaé roOwnanie:
: 7x —a—3=1-+5x+2b-+a,
w ktérym x oznacza niewiadomg zas a i b pewne liczby dane.
R6wnanie takie rozwigzujemy, jak poprzednio. Przypuszczamy
zatem, ze istnieje rozwigzanie i ze Xx oznacza to rozwigzanie.
Przy tym zalozeniu réwnanie przechodzi w réwnosé, ktérg mozemy
przeksztalcaé Przenoszgc niewiadome na lewg strong, wiadome
zas n@ prawg, otrzymamy:
7x—5x=3-+1-+2b-+a- a,
czyli 2x=4-+2b-+2a.

Dzielgc obustronnie przez 2 dostaniemy: x=2-4b-a.

A wiec rozwigzaniem danego réwnania moze by¢ tylko x=—=
—2 -+ b+ a SprawdZmy réwnanie; podstawmy zatem w réwnaniu
zamiast x wyrazenie 2 b-}a. Otrzymamy :

1T2+b+a)—a—3=145@+b+a)+2b6+a

Wykonywajge mnozenia po obu stronach i redukujgc dosta-
niemy : 114+7b+6a=11-}+7b+}6a.

Zatemx— 2 -+ b-} a speinia réwnanie. :

Jezeli np. a=>5, b=3, to dane réownanie przybierze postac:

7x —b-—8=1+4+5x-46-405.

Rozwigzaniem jest: x=2-+4+345=10.

2. Rozwigzaé réwnanie: ax — b, gdzie x oznacza niewiademg,
za§ a, b liczby dane. Przyjmujemy, Ze réwnanie posiada rozwig-
zanie i e x oznacza to rozwigzanie. Gdyby a bylo réine od zera,
to mogliby$émy obie strony podzieli¢ przez a.
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Zaléimy wiec najpierw, Ze a:i:O.szielqc obie strony przez a
dostaniemy:

b
x —_— .
- a
Innych pierwiastk6w réwnanie nie posiada.
. . . . b
Sprawdzajgc réwnanie otrzymujemy : a-;-—:b.

Roéwnoé¢ zachodzi, wiee x=- jest pierwiastkiem réwnania.

Zal6imy. teraz, ze a=—0. Réwnanie nasze przyjmie w tym
przypadku nastepujgcg postaé: 0-x=2a.

Jezeli b0, to réwnanie nie posiada rozwua;zanla bo dla
kazdej wartosci x mamy 0-x=0.

Jezeli natomiast 6=0, to dostajemy réwnanie: 0-x=0.

Réownanie to spetnia kazda hczba Zatem kazda hczba jest
pierwiastkiem réwnania.

Uwaga: Rownanie, ktére nie posiada rozwigzania, nazywamy
rOwnaniem sprzecznym. Réwnanie, dla ktérego kazda liczba
jest pierwiastkiem, nazywamy ré6wnaniem tozsamosSciowym
lub krotko tozsamos$cig.

Zbierajac razem otrzymane wyniki dla rownania ax=10 mo-
Zemy powiedzieé:

a) Jezeli a3 0, fo rownanie posiada tylko jedno rozwigzanie:

X == —
a

b) Jezeli a=0 i b0, fo rownanie jest sprzeczne.

c) Jezeli a=0 i b==0, to rownanie jest to¥samoscig.

Np. réwnanie 5 x = 3 ma pierwiastek x==2; rownanie 0-x==1
jest sprzeczne.

3. Rozwiazaé rownanie

a"(x—l)-'—4(x+1)—4a(1—x)—x(a“—l—4) 1)

Zaloéimy, ze x oznacza pierwiastek tego réwnania.

Uwalniajac od nawiaséw i przenoszac wiadome na jedng
strone, niewiadome na drugsg, dostaniemy:

a’x—4x+4ax+a*x+4x=4a+a*}+ 4.

Redukujac lewa strone ze wzgledu na x, prawa zas§ przed-

stawiajac w postaci kwadratu, otrzymamy :

2a(@+2)x=(a+2) (2)
" Jezeli 2a(a-}2) 0, czyli, jezeli a0 i azf—2, to:
(a+2° _a+2

2&(&-{—2)  2a
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Sprawdzajac przekonywamy sie, ze znaleziona warto$é x jest
pierwiastkiem réwnania.

Rozpatrzymy teraz po kolei przypadki, gdy a=0 lub a = — 2.

Jezeli a=10, to ré6wnosé¢ (2) przybiera posta¢ 0-x =4, czyli
J=4. Otrzymaliémy sprzeczno$é¢, zatem réwnanie (1) nie posiada
rozwigzania,

Jezeli a==—2, to réwnos$¢ (2) ma ksztalt 0-x=0. W tym
przypadku réwnanie (1) przyjmuje postaé:

4(x—1)—4(x+1)=—8(1—x)—8x.

Wykonywajagc mnoZenia i redukujac przekonywamy sie, Ze

kazda liczba spelnia réwnanie. ‘ .

Przyktad Podstawiajgc w rownaniu (1) a=3 otrzymamy
réwnanie 9(x —1)— 4(x-}+1)=12(1 — x) — 13 x. Poniewaz w na-
szym przypadku 24-0 i a4 --2, wiec rozwigzaniem jest:

34+-2_ 5
XT B3 T8
4. Rozwigzaé rownanie:
a b y _ :
bx Tax 0 ®)

Zauwazmy, ze jezeli a =0 lub b =0, to rOwnanie nie ma roz-
wigzania, bo lewa strona nie ma sensu. Przyjmijmy wiec, Zze a = 0
i 4-0. Mnozgc obustronnie przez wspélny mianownik abx, otrzy-
mamy po uproszczeniu:

a* -+ b= (a®+ b2) abx.

Poniewaz (a® - %) ab +0, gdyz zatozyliSmy, Ze a4 0, b30, zatem

i a®+ b®=40, wigc dzielgc obustronnie przez (a? -+ % ab dostajemy:
a4 b’ 1
(a“’ FoYab  ab 4)

Po sprawdzeniu przekonywamy sie, Ze znaleziona warto$é
jest pierwiastkiem réwnania.

Przyktad. Jezeli w ré6wnaniu (3) podstawimy a=25, b=86,

otrzymamy réwnanie: 6——!—56x——61 Pierwiastkiem tego réwna-
nia jest na mocy (4) ng%—é:%'
5. Rozwigzaé réwnanie
3
S ot

Wspélnym mianownikiem jest x® — a’>=(x -} a) (x — a).
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Mnozgc przez wspélny mianownik i upraszczajgc otrzymamy:
2a-+x+a2=38(x—a) zatem x=3a.
Sprawdzajac otrzymujemy :
3
8a* 22" 1a’

Jezell a0, to r6wno$é zachodzi. JezZeli natomiast a==0, to
obie strony nie majg sensu; w tym przypadku réwnanie nie pu-
siada pierwiastka.

Przyklad: Jezeli a=2, otrzymujemy réwnanie:
4 3
2+4+x—2“x+2'

Pierwiastkiem jest x =3.2—=6.

. Zadania
1. Rozwigz réwnania:
a) 2x —b=2a-}b, b) 8b - Tx =315,
¢) 3x — a=3a - 45, d) 5x — 8a—=20a,
e) x+a(x+1)=ba+1)—1, fl@a—x)—(x—b)=a--b,
g)alx—a)+b(x+b=0, h) a(ax — b®) — b (bx -} a%) =0,

i) a*x+bla—b)=b*x+(a— b) (a-+2b), j)(ax-+-b)*— (ax—— b)*==2a®.
2. RozwigZz réwnania:

a)‘ 72a—5(2+x) 2x—a —b

a—x =& b) a +2b+bb—l—2a o
a—x b+x _
c) a 5 —b =x, d) a+b+abx a—l—b+ab,
: a-t+x b-+x 1 a—-b 1 ‘atb
2 — . 2 __ —_ == .
¢) a%b b ab a ) a——b+ x a+b+ x
3. RozwiaZz réwnania:
a) ax -+ bx =5, b) bx+x—=ab -} a,
¢) x+ ax=ab, d) x—ax=1—a,
e) at bx=0, f) bx+4+a=x-6.

Podstaw w tych przyktadach: a) a=2, 8=38 i a—4, b= —4;
b) a=1,b=2ia=3, b=—1;¢) a=0, b=1ia—=—1, b=0;
d)a=—11a=+41; ¢)a=2 b=%ia=1 b=0, f)a=3,
b=21a=86, b=1.

4. Rozwigi réwnania:
a) (a+b)x—at=1b%,  b) 2x (atb)— 3ab—a(2x —b)—b®.
¢) (a—b) x-+-2ab=(a+b)*, d) (x — a)® — (x — b)*=(a-— b)?,
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Sy _hiy__ph_— x—c__x___a___vl _
e) ax—bix—b=a, f) p 3 a(b ),
, X—a ’ ax - ©bx
9 =" Y et D sl
1 1 1 L ax—2a ax-}2b

4 ab~ax+bc—bx_ac—ax’ J ax+2b axI2a
Nastgpnie podstaw: a) a=38, b=—2; a=5, b—=—5; a=0,
b=0; b) a=1}, b=2%; a=4, b=0; ¢) a=04, b=—1; a=2,
b=2; a=0, b=0; d) a=4%, b=4; a=1, b=—1; ¢) a=3,
b=12; =2, b=2;a4=38,b=—3; fla=14, b=14; a—%,b PR
g)a—Ol b=02; a=1, b=—1; a=14, b=—3; h) a=3,
b=4;2a=0, b= 0 iJa=1, b=2,c=4; a—’},b——% c=—1;
B a———l, b=2; a:—iﬁ, b=0.

5. Rozwigz rownania:
g8) a(x—a)=1—x, b)
x-41
0) x+8+_+_‘2

1 12
a+1+x—|—a—1_x—a—1,

x—1 "' x—

—2  a a+x+i-$;=a+1.
6. RozwiaZ proporcje:

a) (x+a):(x— b =a:b,

b) (x +a): (x + b) = (x -+ b): (x — a),

c) (x*+x+a):(ax®+x—a) =1: a,
d) (1—x): 32—-(x—a) a.

§ 2 Uktadanie réownan

1. ZnaleZé liczbe posiadajaca te wlasnosé, ze jezeli ja po-
dzielimy przez a, to otrzymamy to samo, co gdybyémy od niej

odjeli a.
Niech x bedzie szukang liczba. Zatem:
x
=X — a.
a

Nato, by zagadmeme posiadato sens, musi byé a 0. Roz-
wigzujac to réwnanie w znany sposéb, dostajemy:

‘ x=ax — a° stgd x (1 — a) = — a.
Jezeli 1 — a 30, czyli, jezeli a5=1, to otrzymujemy:
. — a2 2
X = 1%3 = ;i—i - Jak latwo sprawdzié, wyrazenie to spelnia -

nasze rownanie. Dla a=1 otrzymamy x-0=-1, a wiec réw-
‘nanie sprzeczne. Widzimy zatem, ze nasze zagadnienie posiada
dokifadnie jedno rozwigzanie, z wyjatkiem przypadkéw a=—0 i a=1,
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w ktérych jest pozbawione sensu, wzglednie prowadzi do sprzecz-
nego réwnania.

Np. dla 2 =2 jest x =4 i mamy: 4 =4 — 2.

2. Kupiec sprzedaje 1 kg towaru po a 2t 1 zarabia przy
tym p°s. Ile sam placil za 1 kg tego towaru?

Oznaczmy szukang ceng przez x z/. Zarobek kupca wynosi

p o tej liczby, czyli 1’6’(‘) zt. A wiec:
px
X+ J00 =
Rozwigzujgc to rOwnanie otrzymamy :
Y= 100a
T 100Fp°

przy zatozeniu, ze 100+ p =0, czyli p 4 — 100. W naszym za-
gadnieniu p jest oczywiscie liczbg dodatnig, zatem to zalozenie
jest speinione. Jak latwo sprawdzié, znalezione wyrazenie spelnia
réwnanie. Np. dla 2 = 4,28, p =7 otrzymujemy x = 4. )

3. Jeden piechur przebywa w godzinie a km, drugi b km.
Obaj idg drogg w tym samym kierunku. Ich poczgtkowa odleglosé
‘wynosi s km. Przyjmujac, ze pierwszy idzie za drugim, obliczyé,
po jakim czasie pierwszy dogoni drugiego.

Oznaczmy szukany czas przez x godzin. Pierwszy piechur prze-
byl w tym caasie ax km, drugi bx km. Przy tym droga przebyta
przez pierwszego jest o s km dluzsza. Mamy zatem réwnanie:

ax=>bx+s,

stad: x=;£$,mmﬁa-b¢mcwﬁa¢h

Jezeli .a = b, to r6wnanie jest sprzeczne dla s 0, tozsamoscig
za$ dla s == 0. Istotnie, jezeli predkosci sg te same, a poczgtkowa
" odleglosé jest rézna od zera, to oczywiscie nigdy pierwszy piechur
drugiego nie dogoni; jezeli zas s==0, to obaj sg stale razem.

Np. jezeli a==4,5, b=4, s=2, to x =4, jezeli a =4, b=35
s=23, oirzymamy x= —3. Poniewaz w naszym zagadnieniu
x oznacza liczbg¢ dodatnig, zagadnienie nie ma rozwigzania w dru-
gim przypadku. Jest zreszta od razu widoczne, Ze jezeli pierwszy
piechur ma mniejszg predkosé, to nigdy drugiego nie dogoni.

Jak widzimy, moze sie zdarzy¢, ze dla pewnych wartosci da.
nych liczb réwnanie posiada rozwigzanie, ktére dla zagadnienia
nie ma znaczenia.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Zadania

Jezeli odejmg m-tq cze$é pewnej liczby od a, to otrzymam b.
Jaka to liczba? Np. m=4, a—20, b=12.

W liczbie dwucyfrowej réznica pierwszej i drugiej cyfry
wynosi r. Jezeli sume cyfr pomnozymy przez 4, otrzymamy
liczbg utworzong z tych samych cyfr w przeciwnym porzgdku.
Co to za liczba ? Wyznacz wszystkie wartosci zmiennej r, dla
ktéorych zagadnienie posiada rozwiazanie.

Trzej bracia maja dzisiaj a, & i ¢ lat. Oblicz, po ilu latach
pierwszy bedzie miat tyle lat, co obaj inni razem. W otrzy-
manym wzorze podstaw a=12, b=3, ¢=4, oraz a—18,
b=14, ¢=9. Jakie znaczenie ma wynik w drugim wypadku?

W glosowaniu brato udzial n postéw. Wniosek przeszedl
wigkszo$cig a gloséw. llu postéw glosowalo za wnioskiem,
ilu przeciw ? Podstaw n=—435, a==19.

Na 1gce pasg sig¢ owce i gesi. Razem majg a glow i & nég.
Ife jest owiec, a ile gesi. Podstaw a=385, b— 94,

Do zbiornika prowadza dwie rury. Jezeli tylko pierwsza be-
dzie otwarta, zbiornik zapelni si¢ w a godzinach, jezeli za$
tylko druga, to w b godzinach. W jakim czasie napetni sie
zbiornik, jezeli obie rury bedg otwarte ?

Jeieli A da n z¢ B, to obaj beda mieli r6wno. Jezeli jednak
B da n 2t A,to B bedzie mial dwa razy mniej niz A. Ile zt
ma kazdy? Podstaw n=8.

A zaplacit za szklanke kawy i dwa ciastka a gr, B za$ za dwie
szklanki kawy i trzy ciastka & gr. Ile kosztowala szklanka
kawy, a ile ciastko? Podstaw a =80, b= 140.

Kupiec miat dwa gatunki herbaty w cenie po a 2¢ i po b 2¢
za 1 kg. Pewnego dnia sprzedal ogétem m kg herbaty za p 2t
Ile sprzedal z kazdego gatunku? Podstaw a—48, b= 30,
m=3,7, p=136,20.

W prostokgcie o obwodzie 72 c¢cm jeden bok jest o a cm
dtuiszy od drugiego. Oblicz boki i powierzchnie tego prosto-
kata. Co otrzymasz dla a=15, dla a=407?

Obwéd trojkgta réwnoramiennego wynosi a cm. Podstawa jest
o b cm kro6tsza od ramienia. Oblicz boki tego. tréjkata. Pod-
staw a=>54, b=6. . ' '
Dokota kwadratowego budynku biegnie chodnik o szerokosci
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28.
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s mio polu a m® Oblicz dlugo§¢ budynku. Jaki warunek
muszg spetnia¢ zmienne a, s? Podstaw a= 05, s=1,5.
Przekréj rowu ma ksztalt trapezu réwnoramiennego, ktérego
pole wynosi p dem?®. Szeroko§¢ rowu wynosi u goéry s dem,
gleboko$é g dem. Oblicz szeroko$¢ dna rowu. Jaki warunek
muszg spelniaé zmienne p, s, g, by istnialo rozwigzanie ? Pod-
staw p =400, s==30, g=16.

Zlodziej ukradt rower i uciekl, jadae z predkoscig 12 km/godz.
Po m minutach wilagciciel zauwazy! kradziei i puscil sie
w poscig na motocyklu, poruszajac sie z predkoscia 40 km/godz.
Kiedy dogonil zlodzieja?

7 miejscowo$ci A wyjezdza pocigg osobowy z predkosScia
60 km godz. Réwnoczesnie wyjezdza z B w przeciwnym ‘kie-
runku pocigg ciezarowy z predkoscig 25 km/godz. Oblicz,
kiedy spotkaja sie te pociagi, przyjmujgc, ze odlegtos¢ miejsco-
wosci A, B wynosi a km. '

Przednie kolo wozu ma obwodd 3,56 m, tylne 4 m. Przy prze-
byciu drogi od A do B przednie koto wykonalo o a obrotéw
wiecej niz tylne. Oblicz odlegloé® AB.

Dwa punkty poruszajg si¢ po obwodzie kota o promieniu
r em w przeciwnych kierunkach. Pierwszy przebywa w se-
kundzie a em, drugi b cm. Poczatkowo znajdujg si¢ w tym
samym miejscu. Oblicz, po jakim czasie si¢ spotkajg. Podstaw
r==35, a="1, b=23. _

Tarysta wybral si¢ na wycieczkg. W jednym dniu przebywat
a km. Jego przyjaciel, ktéry wyszedt w m dni péZniej, posta-
nowil go dogonié, przebywajgc dziennie b km. Kiedy go do-

. gonit? W jakiej odleglosci od punktu wyjscia?

Dwa automobile wyjezdzaja réwnoczeSnie z miejscowosci A4,
B odlegtych o a km, w tym samym kierunku. Pierwszy prze-
bywa u km|godz, drugi v km|godz. Kiedy i gdzie si¢ spotkaja?
Kiedy zagadnienie nie posiada rozwigzania?

Kupiec sprzedal towar za a z#, tracac na nim p%. Ile go ten
towar kosztowat?

Kupiec zarobi p%, jezeli sprzeda towar za a zt. Ile % zarobi
sprzedajac ten sam towar za b 2¢? W otrzymanym wzorze
podstaw p =28, a="54, b=>57, oraz p=F6, a=—53, b=48. Co
oznacza wynik w drugim przypadku?

Jezeli kupiec sprzeda towar za a z{, to straci na nim p%.
Za ile ma go sprzedaé, by zyskaé g %?
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Ciezar netto towaru wynosi a kg, tara wynosi p % ciezaru
brutto. Oblicz cigzar brutto. Podstaw a = 598, p=2_.

Kupiec posiadal pewien kapital. Po pewnym czasie powigkszyl
go o p°, poéiniej jednak stracit g% powigkszonego kapi-
talu, tak Ze pozostalo mu a 24 Ile miat z poczgtku ?

Kto$ chce uzyskaé a [ alkoholu p°s przez zmieszanie alko-
holu 65°% i 90%. Ile ! musi wzigé z kazdego gatunku? Czy
to zadanie posiada zawsze rozwigzanie? Postaw a = 45,
p =12, : BN

lle kg wody o temperaturze 100° C trzeba dola¢ do 12 kg
wody -0 temperaturze 65° C, aby otrzyma¢ wode o tempera-
turze ¢® C? Jakie wartosci moze przybieraé¢ ¢ w tym zagad-
nieniu? Podstaw ¢ = 80.

Ktos chce uzyskaé a kg wody o temperaturze #° przez zmie-
szanie wody o temperaturze 0° z woda o temperaturze 1000,
lle potrzeba kg wody kazdego rodzaju? Jakie warto$ci moze
przyjmowaé { w tym zagadnieniu? Podstaw a — 50, t=18.
Kupiec ma dwa gatunki herbaty. Kilogram pierwszego ga-
tunku kosztuje a z¢, kilogram drugiego b z¢. lle ma wzigé
z kazdego, by otrzymaé m kg mieszaniny w cenie ¢ 2¢ za
kilogram ? W otrzymanych wzorach podstaw a =24, b— 30,
¢ =26, m = 12. Co otrzymasz zastgpujgc wartosé ¢ = 26 przez
¢ =20 lub ¢==32? Jaki warunek musi spehiaé¢ ¢, by zagad-
nienie miato rozwigzanie ? , '
Dwa ciata o tej samej objetosci wazg razem a kg. Ich gestosci
wynoszg d i d'. Oblicz cigzar kazdego z nich.

Rozdziat IX
Rownania o dwéch niewiadomych
§ 1. Jedno réwnanie o dwéch niewiadomych

Przypusémy, Ze mamy rozwigzaé réwnanie:
ax-+by=c 1)

gdzie a, b, ¢ sq liczbami danymi, zas$ x, y niewiadomymi.

Obierzmy za y dowolng liczbe. Mozemy teraz uwazaé row-

nanie (1) za réwnanie o jednej niewiadomej x.

Jezeli a 4= 0, to rozwigzujac otrzymamy :
X = ¥ )
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- Jezeli zatem a=0, to wszystkie rozwigzania réwnania (1)
otrzymamy obierajgc y dowolne, x zas wyznaczajgc z wzoru (2).

Np. rozwigzaé réwnanie: 2x - 3y =38.

Obierajgc za y dowolng liczbg otrzymamy x = 8—_23'! A wiec
rozwigzaniami réwnania sq np. y =0, x=4; y= 1, x=3§; y=2,
x =1 itd.

Rozwigzaé réwnanie: 3x 40 -y =26.

Podstawiajgc za y dowolng liczbg dostajemy 3x=26, stad
x = 2. A wiec rozwigzaniami réwnania sg np. y =0, x = 2; y=1,
x=2; y=4, x=2 itd. Zatem y jest dowolne, za§ x wynosi
zawsze 2. ' ’

Jezeli w rownaniu (1) podstawimy za x dowolng liczbe, to
przy zatozeniu b == 0, otrzymamy:

=222 ®)

Jezeli zatem b= 0, to wszystkie rozwigzania otrzymamy obie-
rajgc x dowolne, y zas wyznaczajgc z wzoru (3).

Np. rozwigza¢ réwnanie 5x-+ 2y =4. Przyjmujac - za x do-
N 4—bHx . R -
wolng liczbe otrzymamy y= —5 Rozwigzaniami sg wigc np.

x=—2 y="T; x=1, y=—14%; x=2, y=—3 itp.

Rozwigzaé réwnanie 0 -x -+ 7y =>5. Obierajac za x dowolng
liczbe otrzymamy 7y =>5, stad y= 4. Rozwigzaniami sg wigc np.
x=—38, y==5; x=0, y=4; x=05, y=14 itd. Zatem x jest do-
wolne, y wynosi zawsze §.

Widzimy zatem: jezeli w rownaniu ax +by=c jeden ze
wspotezynnikéw a lub b jest rozny od zera, to réwnanie posiada
nieskonczenie wiele rozwigzari. )

 Zalozmy teraz, ze a=0 i b= 0. R6wnanie ax -} by = ¢ przyij-
muje w tym przypadku postac¢: 0 -x 4+ 0-y=c.

Jezeli c¢=4-0, to rownanie nie posiada rozwigzania, bo
podstawiajgc jakiekolwiek liczby za x i y otrzymamy zawsze
0-x40-y=0.

Np. réwnania 0 -x+0-y=1,0-x+0 -y=7itp. s réwna-
niami sprzecznymi.

Jezeli ¢ = 0, to otrzymujemy réwnanie: 0-x 4 0-y=0.

W tym przypadku kazda para liczb x, y spetnia rownanie.

Uwaga. Réwnania, w ktérych a4+ 0 i b= 0, mozemy rozwia-
zywaé jednym lub drugim ‘sposobem.
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Np. rozwigzaé réwnanie 3x 4 2y —17.

a) Mozemy obraé y dowolnie, wowezas x — . 2¥ .

3
Otrzymamy jako rozwigzania: y=1Lx=4%; y=2,x=1 itd.
b) Mozemy x obraé dowolnie, woéwczas y:7—23x-

Rozwigzaniami sq np. x=1, y=2; x=2, y=14% itd.

Zadania

Wyznacz rozwigzania réwnan a)— f) przyjmujgc:
Dx=—38-20, 41, +2 1) y=—2 —1,0, + % +4
Czy to jest zawsze mozliwe ?

a) 2x+4y=>5, b) 3x - 2y =4, ¢) 2x+35 y=6
d) 4x+0, y=17 e) 05x—21y=32 f) 0.x+43y=5,

Podaj kilka rozwigzan réwnan:

a) 3x—y=4, &) 2x-t+y=1, ¢) —x—3y=4,
d) 3x—4ty=1, ¢) 05x—-0,4y=0,3, J) #x—14y=0,7,
9)0-x+38y=6, h) 5x40.y=1, i) 0-x40-5y=0.

Podaj kilka rozwigzan:

a) 2EX_q  p2x—38y_

83—y 5x —2y L

c)-X—"¥Y¥ _
x+y+7

Podaj kilka rozwigzan: .

a) 2x —y+T7=8x—2-+ty, b 2(x—y)+3y=7—5x,

¢)5x—2(@y+3x0)=3@—x)+4(x+1)

X X
e R

Podaj kilka rozwigzan:

a) x+y=a, b) ax +y=a? c) ax — by == a® | b2,
d) (a-}b)x — ay = ab - b?, e)alx+y)+b(x—y)=2a.
Np. w przykladzie a) dla x =15, y=a—>58; x=2, y=a—1
itd.

Sprawdz, Ze jezeli ré6wnanie ax ~+by = ¢ spekniaja liczby x = p,
y==q, to rozwigzaniami sg roéwniez liczby x=p—bt, y=
=q -} at, gdzie ¢ jest dowolng liczbg.

Np. mamy réwnanie 2x-- 3@}:8. Podstawiajge x =1 dosta-
jemy y=2. Kladac x=1-—38¢ y-=24-2¢ otrzymamy dla
kazdej wartoSci na f rozwigzanie danego réwnania, np. dla
t=1, x=—2, y==4, dla t== —1, x =4, g=0 itd.

Sprawdz, ie pary (2, 4) i (4, 0) spetniajg dane rownanie.
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Postgpujac w ten sposéb, podaj kilka rozwigzai:
a) 2x —8y=—1, b Bbx+2y=9, ¢ 3x—y=>b

7. Dla jakich liczb a, b réwnania nie majg rozwigzan:
a) (a—3b)x+(Ba—4b—H)y=1
b) alx+y)+oGx—y=Tx+5@F—1).

8. Przedstaw ulamek 3¢ w postaci sumy dwé6ch utamkéw o mia-
nownikach 7 i b.

9. Roéwnanie ax-by=0 ma zawsze rozwigzania, jakiekolwiek
bylyby liczhy a i b. Dlaczego ?

§ 2. Ukiad rownafi 0 dwéch niew adomych

Mamy rozwigzaé uklad réwnan o dwéch niewiadomych:
ax+by=c
ax+by=c &
Przypu$émy, z¢ uxiad réwnafi posiada rozwigzanie i ze X,
y oznaczajg liczby spetniajgce te réwnania. Przy tym zalozeniu
ré6wnania (1) przechodzag w rownosci. Pomnézmy obie strony
pierwszej rownosci przez b, drugiej przez b i odejmijmy na-
stepnie strony réwnosci drugiej od odpowiednich stron réwnosci
pierwszej. Otrzymamy :
ab’ x +bb y=cb’
abx-+bby=c'b @)
(ab —a' b)yx=cb'—c'b
Pomnéimy teraz obie strony pierwszej réwnos$ci przez &', zas
drugiej przez a i odejmijmy strony réwnoS$ci pierwszej od odpo-
wiednich stron réwno$ci drugiej. Otrzymamy :
a'ax -+ a'by=ca
a'ax+aby—=ca

(ab —abyy—ca—ca 3)
Zatézmy teraz, ze ab’'— a'b=0. Z (2) i (3) dostaniemy :
L —¢h _ca—cd O
ab’ — a'b ab’'—a'b ’

Widzimy zatem, Jezeli ab" — a'b + 0, to ukfadem pierwiastkow
rownan (1) mogg by¢ tylko liczby x, y, okreslone wzorami (I).
Latwo sie roéwniez przekonamy, Ze jezeli abl—ab+40, to
wzory (1) okre§lajg rzeczywiscie uktad pierwiastkow. Podstawiajac
bowiem w réwnaniu pierwszym dostajemy:
ch—c'b c'a-—ca

Dy Sl ]
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Réwnoé¢ zachodzi, gdyz lewa strona wynosi:
a(cb'—c'b)4-b(ca—ca) ach'—ca'b _c(ab'—atb)
ab'—al T ab—ab  ab—ab ©

Podobnie sprawdzamy réwnanie drugie.

Wyrazenie ab’ — a’b nazywamy wyznacznikiem ukladu ré-
wnan (1). Mozemy wiec powiedzieé:

Jeieli wyznacznik ukladu réwnan (1) jest rézny od
zera, woéwczas istnieje tylko jedno rozwigzanie, okre-
$lone wzorami (I).

 Zatéimy teraz, ze ab’'— a'b=0. .

Przyjmijmy, ze jeden z wspoétezynnikéw przy niewiadomych
Jest tézny od zera, np. a =+ 0.

Obierzmy x, y tak, aby bylo spelnione réwnanie pierwsze,
tj. aby zachodzila réwnos§é ax 4+ by —c.

PomnéZmy obie strony tej réwnosci przez taks liczbe, aby
po pomnozeniu wspélezynnik przy niewiadomej x wynosit 2’. Po-

’

: ' a . . . . . a
niewaz a’=;-a, wige mnozymy obie strony réwnosci przez P

’

Otrzymamy : % ax+% by=% c : @)

Poniewaz ab’ —‘a’b———O, wiee ab’ ==a'b, zatem b'=% b.
A wigc réwnos¢ (4) przyjmie postaé:

' ax+by== c (6)
Jezeli % ¢=¢c’, to mamy stad:

ax—+4by=c.
A wige w tym przypadku kazde rozwigzanie réwnania pierw-
szego speinia réwnanie drugie.

’

Jezeli natomiast ‘—2— ¢3¢, to na mocy (5):

ax+bykc.

Zatem w tym przypadku Zadne rozwigzanie réwnania pierw-
szego nie spelnia réwnania drugiego. Uklad nie posiada wigc
rozwigzania.

Widzimy stad: jezeli uktad rownan (1) ma wyznacznik
ab'—ab=0 i jeteli jedna z niewiadomych ma wspdlczynnik
rozny od zera, to uklad albo jest sprzeczny, albo posiada nieskori-
_ czenie wiele rozwigzan, przy czym nie kazda para liczb jest roz-
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wigzaniem. Rozwigzania te ofrzymamy z tego réwnania, w kiérym
Jedna z niewiadomych ma wspdélczynnik rozny od zera.

Ktory z tych przypadkéw zachodzi, stwierdzamy w nastepu-
jacy spos6b: mnozymy obie strony jednego z réwnan przez od-
powiednig liczbe tak, aby otrzymaé po lewej stronie to samo, co
w drugim réwnaniu. Jezeli wéwczas takze prawe strony beda
rowne, to uklad posiada rozwigzania, jezeli zaé prawe strony bedg’
rozne, to uklad jest sprzeczny.

Zostaje jeszcze dd rozpatrzenia przypadek gdy wszystkie
wspoélczynniki przy niewiadomych sa zerami. W tym przypadku
mamy uklad:

0-x--0-y=c 0-x-+0-y==0c.

Jezeli ¢==0, to ré6wnanie pierwsze jest sprzeczne, jezeli ¢’ 40,
to réwnanie drugie jest sprzeczne; w obu przypadkach uktad nie
‘ma rozwigzania, Jezeli ¢=0 i ¢'=0, to oba réwnania majg po-
sta¢ 0-x-0-y=0; w tym przypadku kaida para liczb spetnia
dany uklad.

Uwaga. Zbierajac otrzymane wyniki widzimy, ze uklad
rownan : ax + by =c, ax-+by=c
ma fylko wledy jedno rozwigzanie, gdy wyznacznik fest réiny
od zera. Jeteli wyznacznik jest réwny 0, to uklad jest sprzeczny,
albo posiada nieskonczenie wiele rozwigzan.

Przyktady. Rozwigzaé uklad réwnan:

1. 2x —3y=11

5x-y==19.

Mamy tutaj a=2, b=—3, c¢=11, a’=5, b =1, ¢ —19.
Zatem wyznacznik ab’'—a'b=2.1—5.(—38)==17. Poniewaz wy-
znacznik jest rozny od zera, wigc istnieje tylko jedno rozwigzanie.
Rozwiazanie mozemy otrzymaé przy pomocy jednej ze znanych
metod: podstawienia, poréwnania, réwnych wspétezynnikéw.,
Rozwigzanie otrzymamy réwniez wprost z wzorow (I):

111 —19-(—3) 192 =115
= 17 =4  y=m—qy 1
2. alx —6y=a
4x4-3y=

Wyznacznik wynosi 3 -a®-6-4==3 (a? + 8).
Poniewaz a*®-+84-0, wigc réwnanie posiada jedno rozwig-
zanie przy dowolnym a. Rozwigzujgc dostajemy:
_a-+-14 a(la —4)
T a8 YT 3@

Bauach : Algebra 11 6



3. x+8y=2

2x-+-6y=4.

Wyznacznik wynosi 1:6 -—2-3==0. MnoZac obie strony réwna-
nia pierwszego przez 2 dostaniemy réwnanie drugie. A wigc uklad
posiada nieskoficzenie wiele rozwigzan. Kazde rozwxqzwme jednego
réwnania speifnia drugie.

4. 4x-6y=17

6x+-9y=2.

Wyznaczmk wynosi 4:9 — 6-6 =0. Mnozac obie strony réwna-

nia pierwszego przez { dostaniemy:
6x+9y=104 1)

Widzimy stad, ze jezeli jakie§ liczby spelniajg réwnanie
pierwsze, to spelniajg rowniez réwnanie (1), a wiec nie spelniajg
drugiego réwnania uktadu. Uklad zatem nie posiada rozwigzania.

5. (2—a)x—3y==6

ax—+4-2y=—=.

Wyznacznik wynosi 2(2 —a) — (—3)ea=—a-} 4

Jezeli a-+4740, czyli a3 — 4, to uktad posiada jedno rozwia-
zanie. Rozwigzujgc uktad w tym przypadku dostajemy:

_.30 ‘f_‘*) _ b—ba_.:"i?.’
a4 g-= T2
Jezeli a-+4=0, czyli a== —4, to uk}ad przyjmuje postac:
6x —3y==6
, —4x+2y=0b.
Mnozgc obie strony réwnania pierwszego przez — % dostajemy-
—4x+2y=-—4.
Jezeli zatemm b==—4, to uklad posiada rozwigzania, ktore

otrzymamy np. z réwnania pierwszego. Jezeli b3 —4, to uklad
jest sprzeczny.

6. Uklad ax3a*y--3a
2ax—a'y=0
posiada wyznacznik: a-(— a’) — 2a-a’==-—a' - 2a’=— a*(a} 2).
Wyznacznik ten jest réwny zeru tylko dla =0, lub a=——2.

Jezeli wiec a;{:O i ad=—2, to uklad posiada jedno rozwiazanie.
Dla a=—0 oba réwnania przyjmmuja postaé: 0-x-+0-y=0. W tym
wiec przypadku kazda para liczb spetnia réwnania.

Dla a= — 2 dostajemy:
—2x+4y=—-—-86
—4x-+8y=0.
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-Mnozge obie strony pierwszego rOwnania przez 2 otrzymamy

—4x-+ 8y = —12. Poniewaz lewa strona jest ta sama, co wdolnym
réwnaniu, a prawa nie, wiec uklad jest w tym przypadku sprzeczny.

10.

11.

12.

13.

14.

Zadania
Rozwigz nastepujace uklady réwnan:
a) dx —3y=="1 b) 3x-+-5y=16
x+y==2, 4x—y==6;
¢) 2x—y=1 d) §x—3y=13
0-x+4y==5, 6x4+10y=3§.

Zbadaj, ktére z ukladéw sg sprzeczne, a. ktére posiadajg
nieskonczenie wiele rozwigzan,i podaj w drugim przypadku
3 rozwigzania:

a) 16x—-12y="17 b) 26x+3by=8
20 —16y =1, —16x — 21 y=3;
¢) 18x+ 16y —40 d) dx—3y—14;
27 x - 24 y= 60, 9x — 16 y=232;
e) 21x—35y=>56 f) 144x—18y=63
—38x+4-by=—38§, 12x —15y=38,2;
g) 0-x—+3y=6 h) 2x+0.y=4
0-x—2y=—4, 5x+0-y=6;
) 0-x40-y=1 J) 2x+5y="1
2x+43y=14, 0-x+0-y=0.
Rozwiaz nastepujgce uklady réwnan:
a) ax - by=ab b x —y=a
x+y—a, ax 4 by =0,
¢) (@a+bx—(@—>by=2b d) ax—cy=c?
x+y=2 cx+ay=2ac.

Obierz za a, b, ¢ takie wartosci, aby uktad stal sig sprzeczny
lub mial nieskoliczenie wiele rozwigzan.

Czy mozna obraé @ w ten sposéb, aby uklad réwnan:
(a—DNx+ay=38
ax 4 (@a+1)y=12

stal sig¢ sprzeczny lub posiadal nieskoficzenie wiele rozwigzan ?

Zbadaj, dla jakich wartosci ¢ uklad réwnan :
cx—2y=4c-+42
i}x—cy=1
nie posiada dokladnie jednego rozwigzania, a nastgpnie, ile
rozwiazan istnieje dla kazdej ze znalezionych wartosci.
6*
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-15. I) Rozwiaz nastgpujgce uklady ré6wnan i zbadaj, -dla jakich
wartosci &, b nie ma rozwigzania lub istnieje nieskonczenie
wiele rozwigzan:

a) ax-ty==1 b) l—a)yx+3y=2
x-+y=a x+3y=>5

¢) ax —2y=a d) 2x+ay=4
@a-x—y=1" 3x—(1—ay==6

e) 2x+ay== f) l—a)x+3y=2
3x—(1—ay=6. x+3y=0b.

II) Rozwigz uklady réwnan:

a) x+4y= b) x+y=2(a%*-}+b?
x—y==», x—y=4ab :

¢) ax+y=>b d) x-ay=>b
bxt+y=a - bx+y=a

e) ax+by=a*+2ab—b* f)ax—by=0
ax — by = a* b* CX—y=a

g) alx+y)—bx—y)=2a h) (a-+b)x—(a —b)y=4ab
a(x—y)—b(x+y=26 (a—b)x+(atby=2a"—2b"

a-y—b*aib:ag-:;,b? - (@—bdx=(a+by
= e
S P e et

§ 3. Uktadanie réwnan

Majac zagadnienie, w ktérym obok niewiadomych wystepujg
liczby dane, oznaczone literami, staramy si¢ najpierw znaleZé
rownania, ktére muszg speilnia¢ niewiadome; nastgpnie rozwigzu-
jemy te réwnania w zndny spos6b; uwzgledniamy przy tym war-
tosci danych liczb, dla ktérych uklad jest sprzeczny lub posiada
nieskonczenie wiele rozwigzan.

Np. Dwie liczby maja nastepujaca wlasno§é: jezeli do
pierwszej dodamy 10, otrzymamy liczb¢ a razy wigkszq od dru-
giej liczby. Jezeli zas do drugiej dodamy 16, otrzymamy liczbe
4 a razy wigkszgq od pierwszej liczby. Co to za liczby?

Oznaczmy szukane liczby przez x, y. Muszg one spelniaé
réwnosci:
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x+10=—ay ].x—ay:——lo
y+16=4ax, " —dax+y—=—16.
Wyznacznik tego ukladu wynosi 1 - 4a%
Jezeli zatem 42?341, to uklad ma jedno rozwiazanie:

x__lGa—}—_lQ __40a-116

. T i1 YT i1
Jeieli za§ 4a®—1=0, czyli (2a-+1) 22— 1)=0, to albo
a==—1%, albo a=44. Podstawiajgc otrzymamy w pierwszym

przypadku ukiad: :
' x+ity=—10 2xt+y=—186.

Mnozac obie strony pierwszego réwnania przez 2 dostaniemy
2x 4 y==--20. Uklad jest wiec sprzeczny. Podstawiajgc a ==}
mamy : x—ty=—10, —2x4y=—16.

Mnozac obie strony pierwszego réwnania przez — 2 przeko-
nywamy sie znowu, ze uklad jest sprzeczny.

Zadania

16. Warto$é ulamka wynosi 3. Jezeli do licznika dodamy a4, do
mianownika za$ dodamy b, to warto$é otrzymanego ulamka
wynosi 4. Oblicz Jicznik i mianownik tego ulamka. Podstaw
a=2, b=1. ; o

17. Wartos¢ ulamka wynosi . Jezeli do licznika dodamy a, zas
od mianownika odejmiemy a, otrzymamy ulamek réwny %.
Oblicz licznik 1 mianownik tego ulamka. Podstaw a=>5,
a =40. Jakie ma by¢ a, zeby to zagadnienie mialo rozwig-
zanie (licznik i mianownik majg byé liczbami calkowitymi).

18. Liczba dwucyfrowa jest a razy wieksza od sumy swych cyfr.
Jezeli od niej odejmiemy liczbe¢ m, otrzymamy liczbe dwu-
cyfrowg o tych samych cyfrach w przeciwnym porzadku. Co
to za liczba? Podstaw a =7, m = 27,

19. Ojciec méwi do syna: Przed z laty mialem a razy wiecej lat
od ciebie, za$§ po b latach bede mial b razy wiecej lat od
ciebie. Ile lat miat kazdy ? Podstaw a=17, b= 3.

20. Chiopiec ma 4 2¢ w monetach dwudziestogroszowych i dzie-
sigeiogroszowych, przy czym monet dziesigciogroszowych jest
a razy wiecej. Ile ma monet kaZdego rodzaju? Wyznacz
wszystkie calkowite wartosci 2, dla ktérych istniejg rozwig-
zania, i podaj te rozwigzania.

21, Dwéceh przyjaciét zalozylo sie o a zt. Jezeli pierwszy wygra
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22.

23.

o
[l

26.

28.

@x

zaklad, to bedzie mial 3 razy tyle co drugi. Jeieli zad przegra
zaklad, to bedzie mial tylko 2 razy tyle. Ile mial kazdy?

Jezeli zatoge twierdzy powigkszy sie o a Zolnierzy, to zapas
zywnoSci wystarczy na m dni krécej. Jezeli za$§ zaloge zmniejszy
si¢ 0o a Zolnierzy, to zapas wystarczy na n dni diuzej. Ilun
zolnierzy liczy zaloga i na jak dlugo starczy zapas? Rodstaw
a=3000, m =30, n=48. ‘

Obwéd prostokata wynosi & cm. Réznica dwu bokéw, wycho-
dzacych z tego samego wierzchotka, wynosi r cm. Oblicz boki
prostokata. Podstaw a=36, r=7; a=18, r=10. Co otrzy-
mate§ w drugim wypadku? Przy jakich a, r zagadnienie ma
rozwigzanie? '

Jezeli podstawe tréjkata powiekszymy o a cm, a wysoko$é
zmniejszymy o a cm, to pole wzrosnie o 144 cm?® Jezeli jednak
zmniejszymy podstawe o a cm, a powiekszymy wysokosé
0 2a cm, to pole sie nie zmieni. Oblicz podstawe i wysoko$¢.
Podstaw a=—=4.

. Jezeli dtugosé prostokata wzrosnie o a cm, szeroko§¢ o b cm,

‘to pole powigkszy sig¢ o 37 cm. Jezeli za§ diugo8é zmniej-
szymy o b cm, a szeroko$S¢ o a ¢m, to pole zmniejszy sie
o 28 cm? Oblicz boki tego prostokata. Podstaw a==2, b==3.

Dwaj cykliSci wyjezdzaja réwnoczednie, pierwszy z miejsco-
wosci A, drugi z miejscowodci B. Odlegtosé tych miejsco-
wosci wynosi d km. Jeizeli bedg jechaé naprzeciw siebie,
spotkajg sie po a godzinach. Jezeli za§ beda jechaé w kie-
runku AB, to pierwszy doS$cignie drugiego po & godzinach.
Oblicz ich predkoéci. Podstaw d=14, a=14, b= 3}. Czy to
zadanie ma rozwiazanie dla dowolnych dodatnich a, b, d?

. L6dz motorowa przebyla a km z pradem i b km przeciw pra-

dowi w f godzinach. Innym razem ta sama 16dZ przebyla
a km z pradem i b hkm przeciw prgdowi w #' godzinach.
Oblicz predkosé lodzi w stojgcej wodzie i predkosé pradu.

Wskazéwka: W otrzymanym ukladzie réwnan wprowadz
odpowiednie niewiadome pomocnicze. '

Odlegloéé dwu stacyj kolejowych wynosi d km. Z obu stacyj
wyjezdzaja réwnoczesnie naprzeciw siebie dwa pociagi. Po
1 godzinie sg jeszcze odleglte o 15 km, po dalszych 20 mi-
nutach, podczas ktérych  nastgpilo skrzyiowanie, odleglosé
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wynosi. 10 km. Wyznacz predkosei pociggéw. Wykaz, ze
otrzymany uklad réwnan jest sprzeczny albo posiada nie-
skoficzenie wiele rozwigzan. Przy jakim d istniejg rozwia-
zania? Podaj kilka z nich?

Po obwodzie kola o dilugosci ! m poruszajg si¢ dwa punkty,
ktére spofykajg sie¢ co a sekund, jezeli ich kierunki sg te
same, zas co b sekund, jezeli kierunki sg przeciwne. Oblicz
predkos¢ kazdego z nich.

Wskazéwka: Zaléz, ze w chwili poczatkowej oba punkty
sa w tym samym miejscu. Podstaw /=80, a=30, b =05.

Kapital przynosi a z¢ dochodu rocznie. Gdyby stopa procen-
towa wynosita o 2°/% wiecej, doch6d roczny powiekszylby sie
o m zt Oblicz kapitat i stope. Podstaw a =135, m = 90.
Pierwszy kapital jest o a z¢ wiekszy od drugiego. Poniewaz
jednak przynosi o 3°. mniej, dochody z obu kapitalow sg
ré6wne. Gdyby jednak umieszczono pierwszy kapital na ten
sam procent, co drugi, a drugi na ten sam procent, co pierw-
szy, to dochod roczny z pierwszego kapitalu wynositby o & 24
wiecej niz doch6éd z drugiego kapitatu. Oblicz te kapitaly.
Podstaw a == 400, b = 30.

Kto$ zlozyl ‘cz¢s¢ swoich pieniedzy na p%, reszte na q¢%
i otrzymywal rocznie a 2¢ odsetek. Gdyby zlozyl pierwsza
czeSé na g%, a drugg na p%, dochéd roczny wynosithy
b z{. Oblicz a) ile mial razem pieniedzy, nie wyznaczajac

- przedtem poszczeg6blnych czesci, b) ile wynosily te c¢zesci.

Podstaw p =05, ¢ =6, a = 337, b = 345.

Do zbiornika prowadza dwie rury. Jezeli pierwsza rura bedzie
otwarta przez a minut, druga przez & minut, to wptynie 340!/
wody. Jezeli za§ pierwsza rura bedzie otwarta przez b minut
a druga przez a minut, to wplynie tylko 310 L Ile / wplywa
kazdg rurg w 1 minucie? Podstaw a=05 b=8 Przy jakich
a, b otrzymany uklad réownan jest sprzeczny ?

Ciezary wlasciwe dwu metali wynoszg a, b. lle kg kazdego
z tych cial trzeba wzigé, aby otrzymaé m kg aliazu o cig-
zarze wlasciwym ¢? Podstaw a=89, b=171, ¢=83 (miedz,
cynk, mosigdz), m=10.

Jezeli sig¢ stopi a g pewnego metalu i b g innego metalu, to
ciezar wlasciwy stopu wynosi s. Jezeli za§ stopi sie a'g
pierwszego metalu i & g drugiego metalu, otrzymamy stop
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o cigzarze wlasciwym s'. Ile wynoszg cigzary wlasciwe tych
metali? Podstaw 2-=36, b=235,2, s—=17,91; a’—86,4, b =220,
s’ =@g,28.

36. Dwa zbiorniki zawieraja wode. Jezeli zmieszamy a [ wody
z pierwszego zbiornika i b litr6w wody z drugiego ebiornika,
otrzymamy wode o temperaturze 48°. Jezeli za§ weZmiemy
z pierwszego zbiornika o 60/ mniej, z drugiego o 60 ! wigcej,
otrzymamy wode¢ o temperaturze 36°. Jaksa temperature ma
woda w kazdym zbiorniku? Podstaw a==240, b= 260.

ROZDZIAL X

Wykresy réwnafi o dwéch niewiadomych
§ 1. Wykres funkcji liniowej

Zajmiemy sie teraz wykresami takich funkeyj, jak y=2x-} 3,
y=—>5bx-+17, y=2x1it. d. Sg to funkcje ksztaltu y=mx+ n, gdzie
m, n oznaczajg liczby dane, za$§ x, y zmienne. Zbadamy najpierw
wykres funkceji y—=mx. Zalézmy, Ze m > 0. -

Jezeli x=0, to y==0, jeteli x=1, to y=m. Obierzmy pro-
stokatny ukladi zaznaczmy punkty O (0,0), M (1, m), ktére oczy-
wiScie lezg na wykresie funkeji y— mx (Rys. 19).

PoprowadZmy przez punkty O i M prostg [. Wykazemy, Ze
ta prosta jest wykresem naszej funkcji. Prosta [ przechodzi przez
IiIII éwiartke. Obierzmy na prostej ! w I éwiartce dowolny punkt P,
Wspélrzedne punktu P oznaczmy literami a,b. Wigc a>0i6>0
ponadto OP'=a, OP" =0,

Zauwaimy, ze trojkaty MOM' i POP’ sg podobne.

Maja bowiem < O wspdélny, kgty za§ << M i <x P’ sg réwne,
jako katy proste. Z podobienstwa tych tréjkgtow wynika:

PP OP
MM OM
U W M4 m)
‘ m M" :
L 7 Pla,b) !
U SV Mt,m & < ﬁé
M A : Cw 0 M
! ~
aw__pry T
Py
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Poniewat PP ==OP’=b, MM = OM" = m, OP =4 OM =1
wiec . I%—-i; stad b= ma.

Zauwaimy, ze dla funkeji y=mx wartosci x=a odpowiada
y=nma. Zatem punkt o wspétrzednych (a, ma) nalezy do wykresu.
Poniewaz ma— b, wigc punktem tym jest P. Zatem punkt P nalezy do
wykresu. Lecz punkt P obrali§my dowolnie na prostej [ w ¢wiartceI.
A wige wykazaliSmy, ze cala cze$¢ prostej /, lezgca w éwiartce I,
naleiy do wykresu funkecji y= mx.

Obierzmy teraz na prostej / dowolny punkt P w éwiartce 111
(Rys. 20). Oznaczajge, jak poprzednio, wspotrzedne punktu P lite-
rami g, b, mamy: 2<0, 6<0i OP' —=-—a, OP — —p, gdyz OF
i OP” sg liczbami dodatnimi. :

Podobnie jak poprzednio stwierdzamy, ze trojkaty MOM
i POP sg podobne. Z podobienstwa dostajemy:

,%’:g%’ czyli %b:;;—a, stad & = ma.

Rozumujgc jak poprzednio, dochodzimy do wniosku, Ze punkt
P nalezy do wykresu funkeji y— mx. .

A wige ta cze$é prostej I, ktéra lezy w ¢éwiartce III, nalezy
takie do wykresu. Poniewaz punkt O znajduje si¢ na wykresie,
wigc cala prosta I mieéci si¢ w wykresie naszej funkcji. Z dru-
giej strony, wykres nie moze zawieraé punktéw pozaprostg I Na
kazdej bowiem prostopadtej do osi X lezy tylko jeden punkt wy-
kresu; wige punktem tym musi byé punkt przeciecia sig tej prostej
z prostg I Zatem prosta [ jest wykresem funkecji y— mx.

Przypusémy teraz, ze m < 0. Wyznaczajac prostg [ przez punkty
0 (0,0), M(1, m) przekonywamy sig, ze prosta I przechodzi przez
¢wiartki II i IV. Postepujac jak poprzednio (obierajgc najpierw
punkt P w ¢wiartce II rys 21, potem w éwiartce IV rys. 22), do--

. Y
v A
A
PPy
: ! 4_x
P;:'\ 1 X 0 KIM, k‘jp
2 0 M- 5 |
; m Mvv” ”M
m n a T * D
M M by pe

Rys. 21. Rys. 22.
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chodzimy do wniosku, ze i w tym przypadku prosta / jest wy-
kresem funkcji y = mx.

Przypu$émy w Koncu, ze m = 0, zatem y == 0 - x. Latwo zauwa-
zymy, ze dla kazdej wartosci x odpowiednia warto$¢ y==0. Zatem
punktami wykresu sg punkty o wspéirzednych: x dowolne, y=0.
Punkty te tworza o§ X. Zatem o$ X jest wykresem.

Mozemy wiec powiedzieé: wykresem funkcji y=mx
jest linia prosta przechodzaca przez poczgtek ukladu.

Przejdzmy teraz do wykresu funkeji y= mx -+ n. Zalozmy
na razie, ze n > 0. (Rys. 23). '

Rys. 23. ' Rys. 24.

Narysujmy najpierw wykres funkcji y = mx. Bedzie to prosta
w, przechodzgca przez poczatek ukladu. Przez punkt M (0, n), lezacy
na osi Y, poprowadZmy prosta / rownolegla do w. Wykalemy, Ze
prosta I jest wykresem funkcji y= mx -+ n.

Obierzmy w tym celu na prostej ! dowolny punkt P; wspél-
rzedne punktu P oznaczmy literami a, b. Zaznaczmy na prostej
w punkt @ o odcigtej a.

) Poniewaz punkt Q lezy na wykresie funkeji y= mx, wigc jego
rzedna wynosi ma. A wiec punkt @ ma wspbéirzedne (a, ma).

Mamy: QP=Q" P’, QP=0M; wigc:

Q'P’'= OM=n.

Poniewaz rzedna punkiu Q" wynosi ma, za$ punkt P leiy
on jednostek ponad punktem Q", zatem rze¢dna punktu P” réwna
sie ma-+n. A wigc b=ma-n.

Zauwazmy, ze dla funkeji y = mx--n wartoSci x =a odpo-
wiada y = ma—+n. Wigc¢ punkt o wspélrzednych (a, ma - n) lezy
na wykresie funkcji y = mx-+-n. Poniewai ma-+n=b, wigc punktem
tym jest punkt P. Zatem punkt P nalezy do wykresu funkeji
y=mx-+n. Lecz punkt P byl dowolnym punktem prostej L
A wiec prosta [ jest wykresem funkeji y==mx -+ n.
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Jezeli n <0, to postgpujac jak poprzednio (rys. 24), prze-
. konamy si¢ réwniez, ze wykresem funkcji y=mx+n jest
prosta [ / : _

(Réznica w dowodzie bedzie nastgpujgca: poniewaz n < 0,
wiec punkt P" lezy ponizej punktu Q"; wspéirzedna punktu P
bedzie wynosita ma — (—n) = ma - n).

A wigc wykresem funkcji y=mx4n jest linia
presta.

Dlatego funkej¢ y = mx + n nazywamy funkcjg liniows.

Uwaga 1. Jezeli chcemy wykonaé wykres funkeji np. y=
=2x -3, to poniewaz wiemy, Ze wykresem bedzie linia prosta,
wige wystarczy zaznaczyé dwa punkty wykresu i polaczyé je
prostg. W naszym przypadku mamy np. dla x =1, y=>5, dla -
x=2, y="1. Zatem wykresem bedzie prosta przechodzaca przez
punkty 4(1,5), B(2,7).

Uwaga 2. Wykres funkcji y=mx+n jest rownolegly do
prostej bedacej wykresem funkcji y = mx.

Jezeli wigc dwie tunkcje y=mx+4n' i y=mx+n" majg
wspolezynniki przy zmiennej x réwne, to proste bedgce wykre-
sami tych funkcyj sa réwnolegie, gdyz obie sg réwnolegle ‘do
wykresu funkeji: y = mx. Np. wykresy funkeyj y = 2x—5H5iy=
2x -+ 6 sg prostymi réwnolegtymi.

Jezeli dwie funkcje y=m'x+n' i y=m"x -+ n” majg wspol-
czynniki przy zmiennej x rézne, tj. m' == m”", to wykresy ich nie s4
réwnolegle. Wykresy tych funkcyj sa bowiem réwnolegle do wy-
kres6w funkeyj y = m'x, wzglednié y = m", tj. do dwéch prostych -

przecinajgceych si¢ w punkcie O. »
‘ Np. wykresy funkeyj y =2x-+ 381 y=>5x 4 3 nie sa réwnolegte,

~ Uwaga 3. Gdybysmy obrali na osiach rézne jednostki, to
wykresem funkcji y = mx - n bedzie réwniez linia prosta. Dow6d
W niczym nie rézni sie od poprzedniego.

Zadania

1. Wykonaj wykresy funkecyj liniowych:
a) y=x, b y=—x, c) y=2x,
d) y=——%x, e) y=13x+42, y=—38x+"17

3x+4 —2x -+ 3 , 3x
g)y=f§c—ﬂ 'h)y=v—-4if' Jy=—5 +2
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Cyklista jedzie z prédkoécia, 15 km/godz. Przedstaw droge prze-

bytg jako funkcje czasu i wykonaj wykres tej funkeji. Od-

czytaj z wykresu: '

a) droge przebytg w 35 minutach, w 1 godz. 25 min., w 2 godz.
50 min.

b) w jakim czasie cyklista przebywa 20 km, 35 km, 40 km.
SprawdZ wynik rachunkiem.

{

Przy termometrach uzywano dawniej skali Reaumura, w ktérej
punkt zerowy jest ten sam, co w skali Celsjusza, za§ 100°C
odpowiada 80°R. Przedstaw liczbe stopni skali Celsjusza, od-
powiadajgca x° skali Reaumura jako funkcje zmiennej x,i wy-
konaj wykres tej funkcji. Odczytaj i sprawdiz:

a) ile stopni Celsjusza odpowiada - 15°, -} 4°, 4~ 87° Reaumura?
b)ile stopni Reaumura odpowiada — 35°, — 42°, -- 65° Celsjusza ?

Jedna marka niemiecka kosztuje 2,12 22 Przedstaw warto§é
w 2zt x marek niemieckith jako funkcj¢ zmiennej x i wykonaj
wykres tej funkeji. Odczytaj a) ile 2¢ kosztuje 15, 24, 45 marek,
b) ile marek mozna dostaé¢ za 30, 45, 60 zZ

Ksiggarnia otrzymuje od nakladcy ksigike po cenie o 309/,
nizszej od ceny sprzedazy. Wykonaj wykres, pozwalajacy wy-
znacza¢ cene placong przez ksiegarni¢ z ceny sprzedaiy,
i naodwrét. Odezytaj, ile placi ksiegarnia za ksigzke, ktéra
kosztuje 5,20, 7,80, 1540 2¢?

Predkos$é glosu w powietrzu wynosi okraglo 330 m/sek. Przed-
staw na wykresie droge przebyta przez glos jako funkcje
czasu, dla warto$ci czasu od 0 do 20 sek., obierajge odpo-
wiednie jednostki na osiach.

Pocigg pospieszny wyjezdia ze stacji 4 o godzinie 15%, Pred-
kosé pociggu wynosi 60 km/godz. W najbliiszej stacji B za-
trzymuje si¢ o godz. 174, Przedstaw odlegto$é pociggu od
stacji 4 jako funkecje czasu i wykonaj wykres tej funkcji.
Odczytaj z wykresu odleglos$é stacyj A, B.

‘Na podstawie wykresu z poprzedniego zadania odpowiedz
na nastepujgce pytania: g) W jakiej odleglosci od stacji 4
znajduje si¢ pocigg o godz. 167, d) o ktérej godzinie odle--
gloé¢ ta wynosi¢ bedzie 100 km? c¢) o ktérej godzinie po-
cigg bedzie w polowie drogi? Nastepnie sprawdZ wyniki przy
pomocy wzorut otrzymanego poprzednio.
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§ 2. Wykres rownania ax - by =c.

Przypuécmy, ze mamy rownanie o dwéch niewiadomych, np.:
4x-+2y=6. m
Aby otrzyma¢d rozwigzania, obierzmy np. x dowolnie a y wy-
znaczmy z réwnania. Dostaniemy:
y:—s_'zéi’ czyli y=—2x-}3.
Podstawiajac za x rozmaite liczby otrzymamy szereg roz-
wigzan, ktére przedstawia tabelka:
x—2 —15 —1 —05 0 05 1 15 2
y 1 6 5 43 21 0 —1’

Obierzmy dowolny prostokatny uktad wspoélrzednych.

Gdyby$my zaznaczyli wszystkie punkty o wspoéirzednych x,y,
ktére spetniajg réwnanie (1), otrzymalibySmy pewng lini¢ zwang
wykresem ré6wnania (1).

Linie te dostaniemy (w przybhzemu) przedstawiajgc graficznie
wyze] podang tabelke (rys. 25).

A wiec jezeli jakis punkt lezy na wykresie réwnania (1), to
wspoélrzedne jego (x,y) spelniajg réwnanie (1); na odwroét, jezeli
wspoirzedne (x,y) jakiego$ punktu speiniajg réwna-
nie (1), to punkt ten lezy na wykresie réwnania (1). Y

Zauwazmy, Ze kazdg pare liczb spelniajgcych
réwnanie (1) mozemy uwazaé za odpowiadajgce

sobie wartosci zmiennych x, y funkeji y = —2x-+ 3.
Wynika stad, ze wykres réwnania (1) bedzie rowno- _ |
cze$nie wykresem funkeji y = —2x - 3. ' 0

A zatem wykres r6wnania 4x + 2y = 6 jest linig
prosta. Aby wigc otrzymacé¢ wykres danego réwnania,
wystarczy zaznaczy¢ na plaszezyinie dwa punkty wykresu i prze-
prowadzi¢ przez nie lini¢ prostg. Dwa rozwigzania dostaniemy
najprosciej podstawiajge najpierw x =0, nastepnie y = 0. Otrzy-
mamy w ten sposéb rozwigzania: (0,3), (3,0).

Podobnie postepujgc, przekonamy sie, Ze wykresem réwnania
np. 2x —3y =6 jest linia prosta. Ktadac x-==0 otrzymamy
y=—2, kladge y =0 otrzymamy x= 3. Zaznaczajac na plasz-
czyznie punkty (0, —2) i (3,0) i przeprowadzajagc przez nie linig
prosta, otrzymujemy wykres danego rownania.

Wezmy teraz pod uwage réownanie:

ax-t+by=c (2)
gdzie a, b, ¢ sg liczbami danymi, za$ x, y oznaczaja niewiadome.

Rys. 25.
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1) Jezeli 640, to podstawiajgc za x dowolng liczbe, dosta- ‘

niemy : ‘ »y=c_;ax,czyliy=—g;x+2—.
a c :
Kladac —p =My =n otrzymujemy :
y=mx- n 3)

Kazda para liczb (x, y), speiniajgca réwnanie (2), speinia rownosé
(3) 1 na odwré6t. Mozemy zatem (jak poprzednio) uwazaé¢ uklad
liczb x, y, spelniajgcych réwnanie (2), za pare odpowiadajgcych
sobie warto$ci zmiennych x, y funkcji y = mx + n. Zatem wy-
kres réwnania ax -} by =c jest réwnoczesnie wykresem funkcji
y = mx - n. Wynika stad, ze jezeli » 4 0, to wykresem r6wnania
ax -} by — ¢ iest linia prosta.

Uwaga. Jezeli b0, za§ a=0, to réwnanie (2) ma postaé

0-x + by = c. Rozwigzaniami sg pary liczb: x dowolne, y = —Z

Wykresem jest linia prosta réwnolegta do osi X i przecinajgca
. .C

o§ Y w punkcie o rzgdne]b~.

Np. ré6wnanie 0-x}2y =6 ma rozwigzania: x dowolne, y = 3.
Wykresem bedzie linia prosta prostopadta do osi Y, przecinajgca te

v A o$ w punkcie o rzednej 3 (Rys. 26.)

4 » 2) Przypusémy teraz, ie
3 b = 0. Réwnanie (2) przyjmie po-
, staé: ax-+0.y=c. €]

Jezeli a0, to rozwigzaniami

. . c
réwnania sg:x ==’ y dowolne.

- Wykresem réwnania (4) bedzie
-2 zatem zatem linia prosta prosto-
-3 padta do osi X w punkcie o od-
Rys. 26. cietej x = —Z. .
Np. réwnanie: 2x - 0.y = — 10 ma rozwigzania: x— — 5, y do-

wolne. Wykresem bedzie wige prosta (rys. 26) prostopadia do
osi X wypunkcie o odcietej —5.

Zbierajagc. mozemy powiedzieé: jezeli w réwnaniu
ax+by=c jedna z niewiadomych ma wspélc‘zynnik
rozny od zera, to wykresem r6wnania jest prosta.

W szczegélnych przypadkach: 1) jezeli a==0, #=0, to wy-
kresem jest. prosta prostopadta do osi X, 2) jezeli 630, a=0, tc



95

wykresem jest prosta prostopadia do osi Y, 3) jezeli a==0, 630,
to wykresem jest prosta nie prostopadla (ani zatem réwnolegla)
do zadnej .osi.

8) Jezeli a = 0, b = 0, to réwnanie (2) ma postaé 0-x-+v-y = c.
Jezeli ¢==0, to réwnanie nie posiada rozwigzania, zatem nie
ma wykresu. '

Jezeli ¢ = 0, to kazida para liczb spelnia réwnanie. W tym
przypadku calg plaszczyzne moglibySmy uwazaé za wykres da-
nego réwnania.

Zadania

9. Wykonaj wykres rownan:

a) 3x—4y=" b) 2x+45y=14 c) ix+3y=1

d) 52x+y=10 e) 4y=7 f) 2x=5H

¢ y+ex=9  mextiy=11. ) —jy=4,
Odczytaj warto$ci y, odpowiadajgce x=—2, —1, 0, %, 4, oraz
warto$ci x, odpowiadajgce y=—¢,—4%, 0, 2, §; czy we

wszystkich przyktadach istniejg takie wartosci?

10. W ktér:ych punktach wykres réwnania przecina o§ Xio§ Y?

a) x-|-2y=38 b) 4x —3y="17 c) dx—ty=+
d) 32x—43y=>58 e) 52x=43 f) 12y=4.

11. Wykaz, ze prosta, bedaca wykresem réwnania —:——I—%—zl
(gdzie a=0, b=0), przecina o§ X w punkcie (a, 0), 0§ Y
w punkcie (0, b). Korzystajac z tego, wykonaj wykres réwnan:

x

9 F44—1 y Z-L—1 o —F+4=1

12. Sporzgdi wykresy réwnan: ax+by=5 bx—ay—4
dla a) a=1, b=2 b) a=2, b=—1
¢) a=-—3, b=—2
Jaki kat tworzg tworzg proste w przypadkach a), b)«i ¢).
13. Sporzadi (na jednym rysunku) wykres réwnania:
a(x—2)+b(y—3)=0

dla a==3, b=2 a=-—1, b=0, a=0, b=2,
a=-—1, b==— 1. Przez jaki punkt przechodzg te proste?
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§ 3. Wykres uktadu réwnafi.

Mamy uklad réwnan: ax+ by=c
ax4-by=c.
Zalozmy, ze w kazdym réwnaniu przynajmniej jeden ze wsp6l-
czynnikéw przy niewiadomych jest rézny od zera.
Wykresami tych réwnan beds dwie proste / i k& Proste [, &
albo przecinajg si¢ w jednym punkcie (rys. 27), albo sg réwno-
legte (rys. 28), albo sa identyczne (rys. 29).

\

Rys. 27, ‘ Rys. 28,

Przypu$émy, ze proste ! i k przecinaja sie w jednym punkcie,
jak na rys. 27. Jezeli obierzemy dowolny punkt A na prostej [,
to wspoélrzedne jego spetiniajg
réwnanie pierwsze. Jezeli obie-
rzemy jaki§ punkt, np. B na
prostej &, to wspoélrzedne jego
spetniajg réwnanie drugie.

Wynika stad, ze wspélrze-
_ dne punktu M przecigcia pro-

Rys. 29. ' stych I i & spelniajg oba réw-
nania. Zatem wspéirzedne punktu M dajg nam rozwiazanie uktadu
(1). Innego rozwigzania uktad nie posiada,bo tylko punkt M ma
te wlasnos¢, ze lezy na obu prostych réwnoczesnie.

Np. mamy uklad: x —2y= —2, 3x—2y==6.

- Poniewaz wyznacznik wynosi 1-(—2) — 3.(— 2)=43F0, wiec
uklad réwnari posiada jedno tylko rozwigzanie.

Na rys. 27 mamy wykresy obu réwnan ukladu. Sg to wykresy
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funkeyj y=4x-+1 i y=3x— 3. Proste te nie sg r6wnolegte, bo
wspélczynniki 4 i § sa rozne; przecinajg si¢ w punkcie M (4, 3).

Przypusémy teraz, ze proste / i k sa roéwnolegle (rys. 28).
Jezeli jaki§ punkt lezy na prostej /, to nie lezy na prostej %
i na odwrét. Zatem para liczb spelniajgca réwnanie pierwsze nie
spelnia drugiego i na odwré6t. A wigc ukiad nie ma rozwigzania.

Np. 6x—9y=29, 2x —3y= —6.

Wyznacznik wynosi 6 - (—3) —2-(—9)=0.
Mnozgc obie strony réwnania drugiego przez 2 dostaniemy:

6x — 9y = —18.

A wiec uklad jest sprzeczny.

Na rys. 28 mamy wykresy obu réwnan ukladu. Sg to wykresy
funkeyj y=%x—1 i y=3§x - 2. Proste te sg rownolegle, gdyz
obie sg rownolegle do prostej y==%x.

Zal6zmy teraz, ze proste /i k sg identyczne (Rys. 29). A zatem
kazdy punkt, ktéry lezy na prostej /, lezy na prostej % i na odwro6t.
W tym przypadku kazde rozwigzanie réwnania pierwszego jest
réwnoczes$nie rozwigzaniem réwnania drugiego i na odwrot.

Np. {x—y—=—2, x—3y=—~6.

Wyznacznik wynosi § - (—3)—(—1) -1 = 0. Mnozgc obie strony
r6wnania pierwszego przez 3 otrzymujemy rownanie drugie;
zatem kazde rozwigzanie ré6wnania pierwszego jest réwnoczesnie
rozwigzaniem drugiego i na odwr6t. Na rys. 29 mamy wykresy
obu réwnan ukladu. Jest to wykres funkecji y =4x 4 2.

Na odwr6ét widzimy stad, jezeli uklad f1) posiada jedno
tylko roawigzanie, to proste / i k& przecinajg si¢ w jednym punk-
cie; jezeli uktad jest sprzeczny, to proste / i k& sq rownolegte;
jezeli uklad posiada nieskonczenie wiele rozwigzan, to proste
l i k sg identyczne.

Zadania

14. Zbadaj rachunkiem, czy wykresy rOéwnan sg prostymi przeci-
najgcymi sig, réwnoleglymi lub identycznymi. Sporza‘dz réwniez

wykresy :

a)x+y=2>5 b)) x—y=2 ¢c) xt+y=2
y=x y=2x xX—y=2

d) 2x+4+3y=2 e) 16x+ 10y =4 D 18x —24y=11
6x-|5y=4 6x-+4y=1 24x — 3y =14+

Banach: Algebra (IL. 7
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15.

g) 23—43y=—18 h) §x+42=5 i) ix— 3y=%
14x+25y =42 2x-+5y=9 18x — 16y =15

k) 12x—15y=12 1) 63x—385y=1 m) ix+ 1y=1

4x— 5y=04 18x ~y=4% 9x 438y =5,

Przedstaw na wykresie uklad ré6wnan dla podanych wartosci
liczby m:

aj mx+y=2m b) m*x—my=+4

2mx —y=m-4-1 —mx+ py=1
¢) mx—2p=m-+2 d) (m4+-1)x—(m—1)y=m
—2xmy—mt—4 — (M1 x4 (m* — D)y =m*

a) m=0,1 b)m=1, —4 ¢) m=0, —2, +2 d) m=0, 1,
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