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Wyrazenia pierwiastkowe

Rozdzial I
Pierwiastek kwadratowy

§ 1. Okreslenie pierwiastka kwadratowego

Czesto spotykamy si¢ z zadaniem: ile cm ma bok kwadratu,
ktérego pole jest znane? Jezeli pole wynosi np. 16 cm?, to latwo
odgadniemy, Ze bok ma 4 cm, bo 4*==16.

Zadanie powyzsze prowadzi do nastepujacego zagadnienia
arytmetycznego: dana jest jakas liczba, np. 16; znaleZé liczbg,
ktérej kwadrat réwna sig¢ 16.

Liczbg taka jest 4, bo 4*==16. Mamy réwniez (—4)*=16.
Zatem liczba — 4 przedstawia takie rozwigzanie. (Ujemne rozwig-
zanie nie ma oczywiscie znaczenia dla zadania z polem kwadratuy,
gdyz dlugo$é boku kwadratu wyraza sig liczbg dodatnig),

Liczbe 4, jak réwniez liczbe — 4, nazywamy pierwiast-
kiem kwadratowym lub drugim pierwiastkiem
liczby 16. :

Ogélnie: pierwiastkiem kwadratowym liczby a
nazywamy kazdg liczbe, ktérej kwadrat réwna
sie a

Przyklady:

1) 9 ma pierwiastki kwadratowe 3 i —3bo 3*—=(—3)*== 9
25 » ,, -5i—5, B=(—5PF=25
£, Ty » §1—%,@=Cp=%

2) 25°=625, wigc 25 jest drugim pierwiastkiem liczby 625.
(—17)?=289, wiec —17 jest drugim pierwiastkiem liczby 289.

Zadania

1. Podaj pierwiastki kwadratowe nastgpujqéych liczb:
a) 1, 49, 121, 225 .
b) 0,01, 0,49, 0,0036, 1,44



c) k’ "2&‘5’ %%’ '2%%‘6
d) 100, 10 000, 1000000, 100 000 000

2. Jaka to jest liczba, ktérej drugim pierwiastkiem jest a) 1,
b 5,¢ —7,d) 03, e 3?

3. Ile m ma bok kwadratu, ktérego pole wynosi: a) 36 m?
b) 3¢ m2, ¢) 0,0049 m*?

4. Jakie musialby mie¢ rozmiary plac w ksztaicie kwadratu, na
" ktérym mozna by umiesci¢ ludnos¢ a) calej Polski, b) catego
Swiata, jezeli na jednego czlowieka przypadatoby { m?® (tj. kwa-
drat o boku } m)? Dla prostoty rachunku przyjmij, ze ludnos¢
Polski wynosi 36 000 000, ludnos$é za$ calego Swiata 2 500 000 000.

Zajmiemy sie w tym ustepie pytaniem, czy kazda liczba po-
siada pierwiastek kwadratowy. Zbadajmy np., czy liczba —4 ma
pierwiastek kwadratowy. Mamy wiec znalezé takg liczbe x, aby

x? = —4,

Jest oczywiste, Zze nie ma takiej liczby x, bo kwadrat jakiejkolwiek
liczby nigdy nie jest ujemny. A wiec —4 nie ma drugiego pier-
wiastka. To samo odnosi si¢ do kazdej innej liczby ujemnej. Zatem
7adna liczba ujemna nie posiada pierwiastka kwa-
dratowego. '

Pozostaje do rozstrzygniecia, czy kazda liczba dodatnia ma
pierwiastek kwadratowy. Zbadajmy np., czy liczba 2 posiada drugi
pierwiastek. Mamy: 12==1, 22 =4, 3®=9 itd. Widzimy wiec, Ze-
nie ma liczby calkowitej, ktérej kwadrat rownalby sie¢ 2.

Mozna jednak udowodnié, ze istnieje pewna liczba dodatnia, -
kiérej kwadrat réwna sig 2. Przekonamy si¢ o tym intuicyjnie.
Wykre§lmy obraz graficzny funkcji y = x* (tabelka i wykres na
nastepnej stronie). .

Poprowadzmy prostg / rownolegla do osi x-6w przez punkt
M (0, 2). Prosta [ przecina prawg czesé wykresu (potozong w 1
¢wiartce) w punkcie 4 o wspolrzednych (a, 2). Mamy zatem:

2 = a’

Wiec a jest pierwiastkiem kwadratowym liczby 2. Z wykresu
odczytujemy, ze w przyblizenin a =-1,4. Oczywiscie nie ma innej
liczby dodatniej, ktorej kwadrat wynositby 2. Widac¢ to z wykresu,
gdyz prosta [ przecina tylko w jednym punkcie prawg czesc
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x|—25 |—2]—15 |—1]/—-05 |0]05 | 1|15 | 2|25
y| 625 4| 225 1] 0250025122462

wykresu. -MoZemy to réwniez sprawdzi¢é w nastepujgcy sposéb:
jezeli x> a, woéwczas x* > a® czyli x? > 2. Jeieli za§ x jest
dodatnie i x <a, to x?<a? czyli x*<2.

Zauwaimy, Ze (— a)®= a? zatem (— a)*=2.

Widzimy stad, Ze — a (tj. w przyblizeniu: — 1,4) jest réwniez
pierwiastkiem kwadratowym liczby 2. .

Wykazemy teraz, ze nie ma innej liczby ujemnej, ktorej kwa-
drat wynositby 2. Jezeli bowiem x < 0 i x?*=2, wowczas réwniez
(—x)?=2. Zatem — x jest rowniez pierwiastkiem kwadratowym
liczby 2. Poniewaz — x>0, za§ a jest jedynym dodatnim pier-
wiastkiem kwadratowym liczby 2, wigc —x —a, czyli x= —a.
- A wiec istnieje tylko jedna liczba ujemna. tj. -—a, Kktorej
kwadrat r6éwna sie 2. Widaé¢ to réowniez z wykresu, gdyz pro-
sta [ przecina lewg cze$¢ wykresu tylko w jednym punkcie B
(—a,2).

Widzimy zatem, 2e liczba 2 posiada tylko dwa pierwiastki
kwadratowe, r6wne w przyblizeniu 1,4 i — 14..

W podobny sposé6b intuicyjny moina si¢ przekonad, ze kai-
da liczba dodatnia posiada doktadnie dwa pier-
wiastki kwadratowe; pierwiastki te majg modutly
rowne, znaki zas§ przeciwne.



Pierwiastkiem kwadratowym liczby 0 jest oczywiscie 0, bo
0*=0.
Poniewaz kwadrat liczby rézinej od zera jest rézny od zera,

~wige 0 posiada tylko jeden pierwiastek kwadratowy, réwny O.

Jezeli m jest liczbg dodatnig, wéwczas dodatni pierwiastek !

kwadratowy liczby m oznaczamy .symbolem :

Vm
Np. Y16=4, Y25=5 V9=38 itd.
Pierwiastek ujemny liczby m wynosi zatem::

—Vm
A wiec liczba dodatnia m ma pierwiastk.i kwadratowe:

Ym.i —Ym lub,jak krétko piszemy, + Ym.

Np. 16 ma pierwiastki kwadratowe + V16, a wiec +4 i — 4.
25 ma pierw. kwadr. +V25, a wige +5 i —5.
Pierwiastek kwadratowy liczby 0 oznaczamy réwniez symbo-

lem Y0. A wigc Y 0=0.

Jeieli m jest liczbg ujemng, wéwczas wyrazenie Ym nic nie

oznacza, bo liczba ujemna nie ma pierwiastka kwadratowego.

Np. Wyrazenia Y—4, Y—2 itd. nic nie oznaczajg.

Z okreSlenia pierwiastka kwadratowego wynika natychmiast:
(Va)*=a jezeli a>0

Np. (Y16)*=16, (V26)*=25 (V3):=3."

Jezeli 8 <0, wéwezas nie zachodzi rownosé (V; t=a; lewa
bowiem strona réwno$ci nic nie oznacza, gdyz symbol Ya
traci sens dla a2 < 0.

. Jeteli Ya=0b, woéwczas b®=a.

Np. Vx=38,wiec x=3'=9

Yi7=x , 17=x%
Jezeli b*=a, wéwczas b jest pierwiastkiem kwadratowym
liczby a.
Jezeli wiec 5>0, wéwczas b=Va, jezeli b<0, wowczas
b=—Ya W obu pi‘zypadkach mamy :

Va=|b].



Np. 3* =9, wige 3=Y9; (— 8)*=09, wige — 3= —V9;
x* = 25,wiec albo x — V25 = 5,albo x = — {25 — — 5.
. Pierwiastkami kwadratowymi liczby a® sq: +a i — 4. Mamy

bowiem : (+a)i=(—a)i=a? zatem

Ya*=a, jezeli 2> 0, Va®=—a, jeteli a<0. W obu przy-
padkach mamy : Vat=|al.

Np. V357=35 V(—16)"=|—16|=16

Ya*-F2ab+b'=V(a+b)?=l|a+t bl
Zadania S

. Podaj pierwiastki i sprawdz:

a) Y35, V81, Vid4, V625, Vi69;

b) V0,01, V0,25, V0,006, V1,96;

Vi Vi Vi Vs

d) Y100, V10000, Y1 000 000, Y100 000 00O.

. RozwigZz réownania:

a) x*=9, x®=64, x’——gg x’——OOl

b) 3x2=27, 5x*=80, 4x*=9, 16x*=25.
. RozwigZz réwnania:

a) Vx=3, Vx=01, Yx=3%,

b) 3Vx=2, 3Vx=1, tVx=5.

. Dla jakich warto§ci x nastgpujgce wyraienia nic nie ozna-
czajq:

8) v;, Vl"—x, v;*_‘_‘“g’ V?_F—l_’
b Vex—6 V3xI9, \/g VL Visx,

)V _x, V-(x—1)F V—xF4x—4
. Sprawdz, Ze:

a) Vx < x jezeli x>1

b) Vx>x , 0<x<1l

dla 2) x=4, 9, 16, b) x—14, 1§, 0,04




10.

11.

12.

13.

14.

15.

Przedstaw w prostszej postaci:

a) 2Y2):, @BVH: VD @Vh?

b 3Y2x)% @V 1)% (22Vbx)?, (2V1—x)?,
¢) VX)) + BV x4+ @Va—5)*+(BVb—x)*

d) 4Va)*+@BVb)+ (2Y7b—4a) — (6 VD)™
Oblicz:

a) YA4-+V9, BV16-+-2Y25 Y64 — 4 V49,

b) §Y4—V16+2, 5V9 —4V16 —2V1,

c) V26—Y4 2 -+ V64

SVI6 1136 3V6d_ 1\ 4TV

d) Yyié, V214, VZ+ PERTE \/3V3v§‘ﬁ
Odczytaj z rys. na str. 5 przyblizone warto§ci V3, V5, V6,
V23, V3L, V4, V5i. -
Oblicz nastepujgce pierwiastki, przyjmujge 6=—1, ¢ =2, d =3,
x—=4, y=>5, z=06.

a) V2bec, VYdcdz, VY2cd’y®, VY3cd'z
3cxy 2d*xy2*
b)\/ \/ Bed

¢) ViddFxz, Vi2xy—11be®, V3dy-+2dx—11bed.

Oblicz nastepujgce wyrazenia:
a) Vx> —Vy+2Vz' dla x—4, y=9, z—2
b) Vx*Fy*—5Y3xy , x—3, y—4
2
¢ 2+ VB fal 2—2, b=6

a1l o 1 »

d) \/§+_V28f’:i +\/é_—_,\’é§f_:£’ dla =5, b=16.

Ktéra z liczb jest wieksza ?

a)3, V2; 5 3V3; 12, 5YVb

b) 2V3, 3V2; 4V7, 7V2; 5V, 4VE
¢ V5, 5; Y& #%; V0,1, ol
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Aby zbadaé, ktéra z liczb, np. 2V5, 3V2, jest wigksza,
poréwnywamy ich kwadraty; ta liczba jest wigksza, ktérej
kwadrat jest wiekszy. Poniewa# (2V5):=4.5—20, (3y2): —
—0.2—18,wiec 2Y5 > 3V2. ‘

16. Wykas, Ze jezeli w wyrazeniu VF——F&—“’— zastapimy x przez
P’ —q* za§ y przez 2pq, otrzymamy p?®- % Korzystajge
z tego wyznacz kilka par catkowitych liczb x, y, dla ktérych

Yx”—}-y*— jest liczbg calkowits.

17. Czy z réwnosci Xt 8
wynika réwnos$é x=y? Podaj przyklady liczbowe.

18. Kto$ udowadnial, ze 3—5, w nastgpujacy sposéb: polézmy
a=3, b=5, ¢=8. Zatem

a=c—5b
stad , §—c=—2~0%.
Mnozgc obie réwnosci stronami dostaniemy :
a(a—c)=—(c — b)b, czyli a*— gc = b®* — be.

2

Zatem, dodajgc do obu stron %— otrzymamy

¥

2 2
. a”—ac—{—%:b’—bc—{—% ,
. . ( c)’ (b c)’.
a wige a— 5] =\b—-3)-

Zatem \/(a - 92.)2 :v(b — %)2, czyli a— ; =b— —2(-:— .

Wiec a=2>5, czyli 3=>5. Gdzie jest blad?

§ 3. Uwagi o liczbach niewymiernych

Poprzednio zauwazylismy, 2e Y2 nie jest liczbg caltkowita. Prze-
konamy sie teraz, ze |2 nie jest réwniez ulamkiem. Zalézmy bo-
wiem, - Ze .
5P

== 1
2=, ¢
gdzie p i ¢ sg liczbami naturalnemi.

Mozemy nadto przyjaé, e p i ¢ nie majg wspélnego podziel-
nika; kazdy bowiem ulamek moZna przez uproszczenie sprowa-
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dzi¢ do utamka, w ktérym licznik i mianownik sq wzgledem siebie
pierwsze. Na mocy (1) :

P\’ . p? .
~)=2 czyli = =2,a wiec
(q) i ¢

pi=2q2. (2).

Poniewaz 2¢* jest liczby parzysts, wiec p® jest réwniez liczbg
parzysty; zatem i p jest liczbg parzysts, bo kwadrat liczby nie-
parzystej jest zawsze liczba nieparzysty. Poléimy p— 2k, gdzie
k jest liczbg calkowity. Podstawiajac w (2) dostaniemy

4k? = 2q%
Dzielac obie strony réwnosci przez 2 otrzymamy :

2k? = g%
Rozumujgc, jak poprzednio, dochodzimy stad do wniosku, e ¢
jest réwniez liczbg parzystg. Zatem liczby p i ¢ majg wspélny
podzielnik 2,wbrew zalozeniu. A wiec Y2 nie jest ulamkiem. Po-
" niewaz V2 nie jest ulamkiem, wiec V2 jest liczbg niewymierna.

Mozna ogoélnie udowodnié, ze pierwiastek kwadratowy liczby
naturalnej, ktéra nie jest kwadratem zupelnym (tzn. nie jest kwa-
dratem liczby naturalnej), jest liczbg niewymierna. . Zatem liczby
Y2, V3, V5, V6 itp. sa liczbami niewymiernymi.

-Liczby niewymierne sg nam juz znane z geometrii. Wiadomo
np., ze bok i przekgtna kwadratu sg odcinkami niewspdéimier-
nymi. Wynika stad, ‘ze jezeli bok kwadratu przyjmiemy za
jednostke, to dlugo$¢ przekatnej wyraza sie liczbg niewymierna.
Udowodniono réwniez, ze iloraz dlugosci obwodu kota i Sred-
dnicy, ktory zwykle oznaczamy przez =, jest takze liczbg nie-
wymierng.

Liczby niewymierne nie sg liczbami niedoktadnymi. Przeciw-
nie, np. dodatni pierwiastek kwadratowy z 2 jest w zupelnosci
okreslong liczbg, mianowicie ta jedyng liczbg dodatnig, ktérej
kwadrat rowna sie 2; podobnie stosunek boku i przekgtnej kwa-
dratu lub & sg w zupelnoséci okreslonymi liczbami.

Liczba niewymierna nie jest ulamkiem; nie mozemy jej tym
bardziej przedstawi¢ w postaci utamka dziesigtnego. Mozemy na-
tomiast zawsze wyznaczy¢ ulamek dziesietny, ktory sie od danej
liczby niewymiernej dowolnie mato rézni.

Pokazemy to na przykladzie V2.

Poniewaz 12 <Z 2 < 2?2, wiec 1 < Y2 < 2.
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Aby otrzymaé V2 z dokladnoScia do 0,1, obliczamy kwadraty
liezb: 1,1, 1,2,1,3 ...,1)9. Mamy 1,12=1,21, 12°=1,44, 1,32 —169,
1,4*=1,96, 1,5*=2,25. Stad 1,4*<<2<1,5% a wiec

14<V2<15.

Zatem 1.4 (lub 1,5) przedstawia Y2 z dokladnoscig do 0,1.

Aby otrzymaé Y2 z dokladnoscig do 0,01, obliczamy 1,412 1,422,
1,432, ....,1,49°. Mamy 1,412=1,9881, 1,422 —=20164. Zatem:

1412 <2 <142%; a wice 1,41 <2< 1,42.
Wynika stad, ze 1,41 (lub 1,42) przedstawia V2 z dokfadno-
8cig do 0,01. Postepujgc podobnie dalej otrzymujemy: '
1414 < V2<1415
1,4142 < V2 <<1,4148 itd.

Liczby 1, 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142 przedstawiajg V§ Z coraz to
wigkszg dokladno$cig, a mianowicie odpowiednio do 1, 0,1, 0,01,
0,001, 0,0001 itd.

Jest rzeczg jasng, ze w powyZszy sposéb mozemy wyznaczyé
pierwiastek kwadratowy kazdej liczby dodatniej z dowolnym przy-
blizeniem. Postgpowanie to wymaga jednak wielu préb i zabiera
wiele czasu, jezeli sie¢ chce uzyskaé¢ kilka miejsc dziesigtnych.
Zazwyczaj uzywa sie innego sposobu, znacznie szybszego ktory
poznamy w nastgepnym ustepie.

Do dziatan na liezbach niewymiernych stosuja sie takze prawa
poprzednio poznane dla liczb wymiernych, j. np. prawo przemien-
nosci i tgcznosci sumy, iloczynu itp. Na przyktad

Y24+ V3=V3+YV2, V2 -V3=V3 V2 itd

Wyrazenia zatem, w ktérych wystepujg liczby niewymierne,
mozemy przeksztatcaé w spos6éb poznany w poprzednich Kklasach.

Dzialania pa liczbach niewymiernych wykonywamy w ten
sposob, ze zast¢pujemy dane liczby niewymierne przez przybli-
Zenia dziesigtne, na ktérych przeprowadzamy rachunek. Wynik
tego rachunku begdzie tym dokladniejszy, im dokladniejszych przy-
blizen dziesietnych uzyjemy. Poniewaz rachujemy liczbami przy-
blizonymi, wiec wyniki zaokraglamy w spos6éb poznany w poprzed-
nich klasach.

Przyktlad:
Obliczyé V2 -+ V3, V2.-V3, V2:V3.
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Przyjmujac z dokladnoscia do 0,01, ze Y2—=1,41 1 V3=1,73,
mamy : 1,411,783 =3,14; wigc
Y2+ Y3=3,14 (w przyblizeniu)

1,41-1,73=2,4393. Poniewaz 1,41 i 1,73 majg III stopienn dokladno-
§ci, wynik zaokraglamy do III stopnia dokladnoéci. Zatem

V2-Y3=244 (w przyblizeniu)

1,41:1,73 =0,815. Zatrzymujemy si¢ przy III stopniu dokladnosci.

Zatem o
V2:V3=0815 (w przyblizeniu).

Niekiedy mozna wynik dziatania na liczbach niewymiernych
otrzymaé bez poslugiwania sie¢ przyblizeniami.

Np.  5V2:3V2—=15. (V2)*=15.2 =30.

Zadania

19. Oblicz Y7, V8, V10 z dokladnoscig do 0,01.
20. Oblicz:

a) Y3-+V5, 2V5—1V3, 3V6—V2, Y2+V3 - V5;
b) V§V_§, 2Y3Y5-3, Yy5—Y2V3, 7Y2—5V3;
V5 24V5 V2V Y5+ V3

YY& VB V54V V- W
przyjmujgc z dokladnoscia do dwéch miejsc dziesietnych
V2=141, V3=1,78, YV6=224, V6—=245. °
21. Oblicz:

101 1 1 3 4 2
Ve V8 V8 V6 Y V% 5y sye
-Uwaga: Pomnéz przedtem licznik i mianownik przez pier-
wiastek znajdujgcy si¢ w mianowniku. Np.

Unikamy w ten spos6b dzielenia przez liczbe tréjeyfrows.
Wartosei pierwiastkow sg podane w poprzednim zadaniu.
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§ 4. Obliczanie pierwiastka kwadratowego

Zajmiemy sie¢ najpierw obliczaniem pierwiastka kwadratowego
z liczb catkowitych. Jezeli liczba pierwiastkowana jednocyfrowa
lub dwucyfrowa jest kwadratem zupelnym, to pierwiastek mozemy

“od razu wyznaczyé. Np. Y4 =2, Y9 =3, Y36 =6, V81 = 9. Jezeli
jednak dana liczba jedno lub dwucyfrowa nie jest kwadratem zu-
pelnym, to jej pierwiastek jest liczba niewymierns, ktorej czesé
catkowitq latwo wyznaczy¢ drogg préb. Np. czedcig catkowitg
V3 jest 1, bo 12 < 8 < 2¢. Podobnie czgScig catkowitg Y24 jest 4,
V87 jest 9 itp.

Jeieli liczba pierwiastkowana ma wiecej cyfr, wéwezas jei
pierwiastek, wzglednie jego cze§¢ calkowits, mozna znalei¢
w nastepujgcy sposéb. Niech dang liczbg bedzie np. 529. Ponie-
waz 20° =400, 30%==900, wiec 20<<V529 < 30. Mamy zatem

V@=20+x, gdzie 0<<x <<10. Podnoszgc do kwadratu otrzy-
mujemy :
529 =400--40x + x2 =400+ (40 + x) x

_ 529—400 129

a stad X = 0T T0Tx
- 129 129 . .
Mamy qczywxéme i0Lx <-4—6. Drugi bowiem ulamek ma
mianownik mniejszy, gdyz x> 0.
129 . . 129 129 09 . 0,9
Zatem x << 10 Poniewaz T R S 3 g wiec x <3 4

A wigc cyfra jednostek szukanego pierwiastka wynosi co naj-
wyzej 3.

Przyjmijmy, ze cyfra jednostek jest 3. Aby zbadag, jaki biad
przez to popelniamy, nalezy od 529 odjgé 23* — (20 4 3)* =400 -+
+ 40.3 + 32 = 400 + (40 + 3) 3 = 400 - 43.3. Poniewaz 500 —
—400==129, wigc od reszty 129 naleiy jeszcze odjgé¢ 43.3==129,
co daje na wynik zero. A wiec Y529 =23

Praktycznie liczymy tak:

V5129 =23
4
1291433

129
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A wiegc: dzielimy liczbe kreskami na klasy po 2 cyfry od
prawej strony ku lewej. Nastepnie wyznaczamy czgs¢ catkowity
dla V5, tj. 2, ktérg piszemy po znaku réownosci jako pierwszy
cyfr¢ wyniku. Podnosimy 2 do kwadratu i podpisujemy wynik
4 pod 5. Odejmujgc dostajemy reszte 1, do ktoérej: dopisujemy na-
stepne dwie cyfry 29. Ostatnig cyfre liczby 129 odcinamy i dzie-
limy 12 przez podwojng liczbe znaleziona, tj. 4. Wynik 3 dopi-
sujemy po znaku réwnoSci jako drugg cyfre szukanégo pierwiastka.
Oprécz tego dopisujemy 3 do 4 i liczbe 43 mnozymy przez 3.
Otrzymany iloczyn podpisujemy pod 129 i odejmujemy. W naszym
przypadku reszta wynosi zero, tzn. 23 Jest wartoscig p1erw1astka

Obliczmy V2/92. Rachunek przedstawia sie nastepujaco:

V292 =17
1 x
192277 A 292 = 172 -L 3,
“1”89
=3

Przy wyznaczaniu drugiej cyfry obliczamy, jak poprzednio,
iloraz 19 : 2. Otrzymujemy 9 z resztg A wiec druga cyfra wynosi
co najwyzej 9. Przyjmujgc, ze druga cyfra jest 9, nalezy od 192
odja¢ 29.9=261. Wiec 9 jest za ,duzo. Przyjmujagc 8 mamy
28.8 = 224, . wiec jeszcze za duZo. Biorgc 7 dostajemy 27.7 = 189.
A wigc druga cyfra wynosi 7. Zatem cze$¢ cakkowitaj’"é@)-? wynosi 27.
Sprawdzajac dostajemy 17% 4 3 — 292. Obliczenia 29.9, 28.8, 27.7
nalezy w przyblizeniu przeprowadzi¢ w pamieci Tub na boku;
dopiero po stwierdzeniu, ze cyfra 7 jest dobra, wpisujemy 7.

Podobnie postgpujemy, gdy liczba pierwiastkowana ma wie-
cej cyfr.

Obl;’czmy Y 82438. Obliczamy najpierw Y824, jak poprzednio.

v 24—28
424]48 8 824 — 28 -+ 40
382 |

40

Mozemy Wigc napisaé: 28% < 824 <292
Poniewaz 824 <C29?, zatem réwniez 824,38 < 29°
wige 287 < 824,38 < 29%.
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Stad, mnoigc przez 10®—=100, otrzymamy :
287 . 10% < 82438 < 29 - 102, czyli
(28 - 10)? < 82438 < (29 - 10)2 zatem
2802 < 82438 < 290°.
Mamy zatem 82138 = (280 -} x)?, gdzie 0 <x <10. Stqd
82438 = 280% 4 2 - 280 x + x?

czyli- 82438 — 78400 + (560 - x) x
; _ 82438 — T 78400, 4038
wige - X= 560+x T 560 x
Mamy oczywiScie: x< 560 (gdyi x>0)
. . 4038 _ 4038 11 8 11,8
Poniewaz 560 — 56 7+ —== ,wxgc x <74 56

A wiec cyfra jednostek szukanego plerwxastka wynosi co naj-
wyzej 7. Przyjmujemy, Zze cyfra jednostek jest 7 i badamy, jaki
biad przez to popelniamy. Obliczamy wigc réznice:
82438 — (280 -+ 7)* ~

Lecz (280—}—7)2 2802 42 - 280 - 7+7*—78400+(06()+7) 7=
= 78400 - 567 - 7

‘wige otrzymujemy : (

82438 — 78400 567 - 7— 4038 — 567 - 7 ~—4038—— 3969 - 69
zatem - 82438 -= 287169

Rachunek zapisujemy w nastepujgcy sposéb:

V8/24(38=287
4

4241488
384"

=403 8(567 -7
3969

= 69

A wige: dzielimy liczbe na klasy po dwie cyfry, poczawszy
od reki prawej. Wyznaczamy dwie pierwsze cyfry (tj. 28), jak po-
przednio. Do otrzymanej reszty 40 dopisujemy ostatnig klase. Od-
cinamy ostatnig cyfre, dzielimy przez podwéjng znaleziona,tj. 56.
Sprawdzamy w pamieci, Ze wynik bedzie 7. Dopisujemy 7 do 56
i, mnozymy 567 przez 7. Wynik odejmujemy od 4038 otrzymujgc na
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reszte 69. Poniewaz wyczerpaliSmy juz wszystkie klasy, wigc 287
jest czescig calkowity szukanego pierwiastka. Rachunek spraw-

dzamy :
287% - 69 = 82438.

Podobnie: V76|48[23/52=8745
64
1248 | 167 - 7
1169
_7m3uu44
6976
—=94752|17485-5
87425
—17327
A wiec czeécig catkowitg dla Y 76482352 jest 8745.
Sprawdzenie: 87452 -} 7327 = 76482352.

Przypusémy, e mamy obliczyé drugi pierwiastek liczby dzie-
sietnej, np. Y 478,245. Chcac ten pierwiastek obliczy¢ z dokladno-
§cig np. do 4 miejsc dziesigtnych, przedstawiamy 478,245 w ksztal-
cie ulamka zwyczajnego o mianowniku (104)*=10% A wigc:
47824500000

478,245 —

Obliczajgc pierwiastek licznika jak poprzednio, otrzymamy a):

a) b)
Y417812450100100=218688 V4/78,/24/50,00/00=—21,8688
4 4
=78141-1 =78141-1
_41 41
372414288 37241426 -8
8424 3421
30050(4366-6 18005004366-6
20195 B 26196
3854001437288 3854001437288
1349824 349824
35576001437568-8 T 85576001487368 -8
3498944 5498944

58656 58656
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‘A wiec :
47824500000 = 2186882 - 58656 . (1)

Zatem 218688* < 47824500000 < 218689°,
A wigc po podzieleniu przez 10® mamy:

2186882 218689

“—1'6;*' < 478’245 < "__1‘6‘6‘

218688 218689

czyli 104 ) <4125 < ( 104
lub (21,8688)* < 478,245 < (21, 8689)2
A wiec V478,245 — 21,8688 z dokladnoscig do czterech miejsc dzie-
sietnych.

Dzielgc obie strony réwnosci (1) przez 10° otrzymamy po po-
dobnych przeksztatceniach:

478,245 = 21,8688% -- 0,00058656.

Rachunek zapisujemy, jak pod b). A wiec, jezeli chcemy ob-
liczyé V478,245 z dokladnoscia do 4 miejsc dziesigtnych, dopisu-
jemy po ostatniej cyfrze dziesigtnej tyle zer, aby wszystkich
miejsc dziesigtnych bylo 2-4,tj. 8. Nastepnie dzielimy liczbe na
klasy po dwie cyfry, poczgwszy od reki prawej. Poniewaz miejsc
dziesigtnych jest parzysta ilosé (8), wiec podzial wypadnie przez
przecinek dziesietny. Dlatego zazwyczaj od razu dzielimy liczbe
na klasy po dwie cyfry, poczynajgc od przecinka na lewo i na
prawo, tworzgc (przez dopisywanie zer) tyle klas po przecinku,
ile chcemy w wyniku mieé miejsc dziesigtnych.

Nastepnie rachujemy w poznany sposéb (jak gdyby nie bylo
przecinka dziesi¢tnego). W wyniku dajemy przecinek przed do-
pisanien® pierwszej klasy po przecinku dziesietnym liczby pier-
wiastkowanej.

Wyznaczmy Y0,00000824 z dokladnoscig do 5 miejsc dziesigt-
nych. Rachunek przedstawi si¢ nastgpujaco:

VQwowomsmq00::Q002s7

424]488

384
40005677
3969
31

Sprawdzenie:- 0,00000824 — 0,00287* -|- 0,0000000031

Banach: Algebra IV. 2
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Rachunek powyZszy mozemy uzasadnié, jak w poprzednim
przykladzie. JeZeli wiec liczba pierwiastkowana jest mniejsza
od jednodci, to po podzieleniu jej na klasy piszemy w wyniku
najpierw 0 calych i przecinek dziesietny. Nastepnie piszemy iyle
zer, ile jest na poczatku klas dziesietnych, zawierajgcych same
zera, (W naszym przypadku dwa zera).

W konecu wyznaczamy dalsze miejsca tak, jak gdybySmy obli-
czali pierwiastek liczby catkowitej 82400.

Podobnie postgpujgc mozZemy réwniez wyznaczyé pierwiastek
z liczby calkowitej z dowolng dokladnoécig. Np. obliczmy V2
z dokladnos$ciag do 0,001.

V2,00/00/00 = 1,414
1
1 019124-4
96
—400281-1 1,4142 -} 0,000604 = 2
281
11900|2824-4
11296
604

Uwaga. Przypu$émy, Ze mamy wyznaczy¢ pierwiastek kwa-
dratowy liczby, dla ktérej znamy tylko wartosé przyblizong. W tym
przypadku obliczamy pierwiastek wartosci przyblizonej; wyzna-
czamy przy tym co najwyzej tyle cyfr, aby wynik byl w tym sa-
mym stopniu dokladnosei, co wartoS¢ przyblizona. Obliczanie
‘dalszych cyfr jest bezcelowe, gdyz sg niepewne. '

Przyktady:

1. Jezeli 0,00275 jest liczba przyblizong w HI stopniu do-
ktadnos$ci, wowczas \/0,00§7—5 obliczamy co najwyzej w III stopniu
doktadnosci. Otrzymamy \/'0,00275 = (,0524. Dalszych cyfr nie wy-
znaczamy, gdyz sg niepewne.

2. Aby obliczy¢ pierwiastek ulamka 4%, zamieniamy ulamek
na liczbe dziesietng. Chcgc obliczy¢é pierwiastek np. w drugim
stopniu dokladno$ci, obliczamy iloraz 2:23 w drugim stopniu
dokladno$ci. Mamy 2:23 =0,087. Teraz obliczamy Y0,087 w dru-
gim stopniu dokladno$ci. Otrzymamy na wynik 0,29. Zatem
V& —029 w drugim stopniu dokladnosci.
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3. Aby obliczyé wyraieme VV3—{—V5 np. w trzecim stopniu
dokladnosci, obliczamy najpierw V3 i V5 w trzecim stopniu do-
kladnoSci. Dostaniemy V3=1,73, V5— 2,23. Zatem V34 V5=2398,

wige VV?) -+ V5 =V396=198 w trzecxm stopniun dokladnoécl

Zadania
22. Oblicz, a nastepnie sprawdz:
. @) VI8 ) V66, o V108, a) V2200, o) VI8,
) V6724, g) V116964, h) V12321, i) Y40401.

23. Oblicz calkowita cze$é pierwiastka i sprawdi:
a) Vi20, b) V486, ¢ V894, d) V2512, o) Y8002,
f) V16744, g) V48311, h) V200067, i) V7900825 .

24. Oblicz z dokladnoscig do dwéch miejsc dziesigtnych:
-~ a) Vb, b) VI7, ¢) V29, d) V456, e) V8714, f) Y 24992.

25. Oblicz z dokladnoscig do trzech miejsc dziesietnych:
a) V2,135, b) V12,72, ¢)V287,15, d)V312,
e) V25841612, f) Y189,2462.

26. Oblicz z dokladnoScig do tx;zech miejsc dziesigtnych:
a) V0,345, b) V03428, ¢ Y0,45892,
d) Y0,012564, e) Y0,0038271, f) vm

27. Oblicz z dokladnosclq do trzech miejsc dziesigtnych:

)V OVE o9 Vi, A VH, o VH ) V¥
28. Oblicz w III stopniu dokladnosci:

2 Yvz, Vvs, Vvs+2;

o Vg ar Vs Vs
'29. Oblicz: e
o) VI74 V33, V7,6 —2—\/2,3’ Y 0,014 ;5 Y 0,025

» VVsz, VVei+V3s, Vvoori— ooz

b1}
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30.

31.

- 33.

34.

35.
36.
37,

38,
39.

40.

o \/33—V56, V7552V32, 57.Y V27 13436

(Liczby wystepujgce sa przyblizone, przy czym blad jest
muiejszy od jednostki ostatniego rzedu.)

Oblicz dla x =2 wartoéci wyraien:

a) Yx+1, b V8x—1, ¢) Vx*+x-+1,

T 1 X

/ 3 — — -
4 vexiyl e \/x+3‘ 4 Vx+1»
Oblicz dla x =2, y=1 warto§ci wyraZen:

a) Yx+y, b V3x—y, ¢ Yx*{ 3y

Vg 0 VR DV

2. Prostokgt o bokach a=>5,7 cm, b= 3,2 c¢m zamieniono na

kwadrat o rownym polu. Jaki jest bok kwadratu ? (1 m. dzies.).

Przyprostokatne trojkata prostokgtnego wynoszg a==3,7 c¢m,
b = 4,3 ¢m. Oblicz przeciwprostokatng (2 m. dzies.).

Przeciwprostokgtna troéjkata prostokatnego wynosi ¢ = 8,2 cm,
przyprostokatna a=3,7 cm. Oblicz druga przyprostokatng
(2 m. dzies.).

Przekatne rombu wynoszg 12,4 i 6,8 cm. Oblicz bok kwadratu
o tym samym polu (1 m. dzies.).

Boki réwnolegle trapezu wynosza 5,3 i 2,56 cm, wysokos¢
3.1 e¢m. Oblicz bok kwadratu o tym samym polu (1 m. dzies.).

Powierzchnia szescianu wynosi 24,9696 m® Oblicz objetosc.
Oblicz promien kota znajac pole P= 12,41 m®.

Czas spadania ciala z wysokosci w m wyraza sig (w sekundach)

2w
wzorem [ = l/ 981

Oblicz czas spadania z wysokosci a) 20 m, b) 85 m, ¢) 120 m.

» przy czym pomija sie op6r powietrza.

Boki czworokata, o§miokgta i dwunastokgta foremnego, wpi-
sanego w kole o promieniu r, wyrazaja si¢ wzorami:

—rVZ bs—rVZ—\/2 bli"‘"\/2~—

Oblicz je dla kola o promieniur=1cm.
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41. Aby sie przekonaé, czy dana liczba a jest liczbg pierwsza,
wystarczy sprawdzié, ze nie jest podzielna przez liczby pierw-

sze niewigksze od Va, bo jezeli a=b-¢, to jeden z czynni-
kéw musi byé mniejszy lub réwny Va; inaczej bowiem byloby
b-¢> Ya - Ya = a. Korzystajac z tej uwagi zbadaj, ktére
z liezb: 101, 367, 1457, 1643, 1877 sg liczbami pierwszymi.

42, Jezeli belki wagi nie sa réwnej dlugoSsci, wéwezas wazgc
raz na jednej, drugi raz na drugiej szalce, otrzymujemy réine
wyniki a, b. Wykazano, te prawdziwy cigtar wynosi: Va5,
Oblicz prawdziwy cigiar, jezeli wyniki obu wazen wynoszg:
a) 25,3, 25,8, b) 12,1, 124, ¢.

43. Wahadlo o dlugo$ci I ecm,wychylone o maly kat, wykonuje

jeduno wahanie w czasien \/gls_l sek. Oblicz czas jednego wa-

bhania dla wahadla o dlugosci 25 cm.

Rozdziat II
Pierwiastki o wykladnikach naturalnych

§ 1. Okreslenie pierwiastka o wyktadniku naturalnym

Podobnie jak drugi pierwiastek, okreslamy pierwiastki wy2-
szych stopni.

Trzecim pierwiastkiem (lub pierwiastkiem szeSciennym) jakiej§
liczby a nazywamy kaidg liczbe, ktérej szescian réwna si¢ a. Np.:

‘Trzecim pierwiastkiem liczby 8 jest 2,bo 28 = 8
” ” »” 64 » 4 » 43 == 64
e » ., —21 , =3, (—=3)*=-—21

Czwartym pierwiastkiem jakiej§ liczby a nazywamy kazda
liczbe, ktérej czwarta potega réwna sig a. Np.:

Czwartyml pierwiastkami 16 sg 2 i —2,bo 2'=(—2)*=16
81 ,3i—3 , 3*=(—3)*=81.

» kd

Ogolnie, jezeli n oznacza dowolng liczbe natu-
ralng, wéwczas n-tym pierwiastkiem lub pierwia-
stkiem n-tego stopnia jakiej$ liczby a nazywamy
katdg liczbe, ktérej n-ta potega réwna sig¢ a Np.



pigtym pierwiastkiem liczby 243 jest - 3,bo 8% =— 243
si6dmym . , 128 , 2., 21 — 128
szostym ” » 4096 4 4% = 4096
piatym " ” —-382 , —2 , (—2)’=-32

Jeteli " =a, wlOwczas b jest n-tym pierwiastkiem liczby a. Np.
0,3*=0,0081, wigc 0,3 jest czwartym pierwiastkiem liczby
0,0081.

Uwaga: Jeteli b jest n-tym pierwiastkiem liczby a, wéwczas
liczb¢ n nazywamy stopniem lubwyktadnikiem pierwiastka,

Zadania
1. Podaj trzecie pierwiastki nastepujgcych liczb:
a) 1, 64, — 64, 125, — 125
b) 1000, EAD — 33, s
¢) 0,008, 0,064, —0,348, 0,000027
2. Podaj czwarte pierwiastki nastepujgcych liczb:
a) 186, 625, 810000, 10 000
b) 0,0001, 0,0256, @ 1%
3. Podaj
. a) piate pierwiastki liczb : 1, —1, ooy
b) széste ” ., : 64, 4, 1000000
¢) 6sme » » 256, ke 6 561

4. Objeto§¢ szeScianu wynosi a) 216 cm?, | b) 125000 cm?,
¢) 0,064 m3. Podaj dlugo§é krawedzi. '

§ 2. Istnienie pierwiastka

Mozna wykazaé, e (tak, jak dla drugiego pierwiastka) kazda
liczba dodatnia posiada zawsze dokladnie jeden
dodatni pierwiastek danego stopnia.

Np. a) 16 posiada tylko jeden dodatni pierwiastek czwartego
stopnia, mianowicie 2, bo 2* = 16. Nie ma innej liczby do-
datniej (tj. réznej od 2), ktérej cZwarta potega réwna-
laby sie¢ 16.

b) Liczba 4 posiada dokladnie jeden pierwiastek dodatni
trzeciego stopnia. Pierwiastek ten nie jest liczbg calkowits.
Aby go wyznaczyé z dokladno$cig np. do 0,01, moZemy
postgpié tak, jak przy pierwiastku kwadratowym. Mamy

P<<4 <2
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Obliczamy teraz 1,13, 1,2%.. Otrzymamy:
1,5% <4 <168

Obliczamy teraz 1,513, 1,528,... Otrzymamy :
1,68% <4 <1,698.

Liczby 1, 1,5, 1,68 przedstawiajg przyblizenia dziesietne z do-
kladnoScia odpowiednio do 1, 0,1, 0,01 trzeciego pierwiastka
(dodatniego) liczby 4.

. Dalsze badanie dotyczgce pierwiastka przeprowadzimy oddziel-
nie dla stopnia parzystego i nieparzystego.

1) Stopien pierwiastka parzysty

Zalézmy, ze n jest liczbg naturalng parzystg. Jezeli x oznacza
dowolng liczbe dodatnig lub ujemna, wowezas x” > 0. Jezeli wiec
a jest liczbg ujemna, to nie ma takiej liczby x, aby x" = a.

A zatem zadna liczba ujemna nie posiada pierwiastka stopnia
parzystego.

Zalézmy teraz, e a jest liczbg dodatnig. Oznaczamy przez b
dodatni n-ty pierwiastek liczby a. Zatem

b*=—=a.
Poniewai (—-b)r=b"=—3
wige — b jest ujemnym n-tym pierwiastkiem liczby a.
Wykaiemy teraz, ze a posiada tylko jeden ujemny pierwia-
stek. Przypus¢my bowiem, Ze a ma jeszcze inny pierwiastek
ujemny, np. ¢ — b. Mieliby$Smy zatem

c'==a, ¢ <O.

Poniewaz (— ¢)* == ¢" == a i ponadto — ¢> 0, wiec — ¢ byloby
dodatnim pierwiastkiem stopnia n liczby a. Poniewa% a ma tylko
jeden dodatni pierwiastek, ktéry oznaczyliSmy literg b, wigc mie-
libySmy — c=25, czyli ¢e= — b, wbrew zaloZeniu.

Mozemy wiec powiedzie¢: jezeli stopiefn pierwiastka
jest parzysty, wéwczas kazda liczba dodatnia ma
.dokladnie dwa pierwiastki, réznigce sie tylko
znakiem, zadna za$ liczba ujemna nie posiada pier-
wiastka.

Np: 64 ma dwa széste pierwiastki: -2 i —2
1 s » czwarte ” 4101
6561 , , Osme " : +3i—3
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2) Stopien pierwiastka nieparzysty

Zalézmy teraz, ze n jest liczba naturalng nieparzysts. Zauwa-
imy, te jeseli x <0, wéwczas x* <<0. Np. (—4)*<<0, (—1)°<<0
itd. A zatem, jezeli a >0, to nie ma takiej liczby x < 0, aby
X" =g,

Wynika stgd, ze zadna liczba dodatnia nie posiada pierwiastka
ujemnego stopnia nieparzystego.

Przejdziemy teraz do zbadania pierwiastkéow liczb ujemnych.
Weimy pod uwage liczb¢ ujemna — a, (a>0). Jezeli n-ty pier-
wiastek liczby a oznaczymy litera b, wowezas b"=a. lecz

) (— b)" == — b7, wiee (— ) = —a. '
Zatem — b jest n-tym pierwiastkiem liczby — a.
Np. -}243 ma pigty pierwiastek: -3, wiec
— 243 --3.
Widzimy wiege, Ze kazda liczba ujemna posiada pierwiastek stop-
nia nieparzystego. Latwo si¢ przekonamy, Ze ma tylko jeden
pierwiastek. Przypu$émy bowiem, Ze -— a ma jeszcze inny pier-

”» ” ”

== -—( — a), wiee (— c¢)"==a. Zatem — ¢ byloby n-tym pierwiast-
kiem liczby a. Lecz liczba dodatnia a ma tylko jeden pierwiastek,
mianowicie b. Wiec mieliby§my — ¢~=b, czyli ¢-=— b, wbrew
zaloZzeniu. A wiec:

Jezeli stopien pierwiastka jest nieparzysty, wow-
czas kazda liczba (dodatnia lub ujemna) posiada tylko
jeden pierwiastek;‘ pierwiastek ma ten sam znak,
co liczba pierwiastkowana. Liczby przeciwne maja
pierwiastki przeciwne. :

Zauwazmy jeszcze, ze przy dowolnym n (naturalnym) n-ty
pierwiastek 0 jest 0, bo 0* = 0 Innego pierwiastka 0 nie posiada,
bo jezeli & 1 0, wowcezas takze 6" -+ 0.

Oznaczanie pierwiastka

Jezeli liczba a posiada jeden tylko pierwiastek n-tego stop-
nia (tj. gdy n nieparzyste lub gdy a=0), wéwezas ten pierwiastek

oznaczamy : n

Va.
Jereli natomiast a posiada dwa pierwiastki(tj. gdy a>0, npa-
rzyste), woéwezas symbol powyiszy oznacza {jedyny) dodatni pier-
wiastek liczby a.
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LI L 5 n_
Np. V8=2, V81=3, \—1=—1, V-—128_—2 Y0 =0.
n
Jezeli a>0 za§ n parzyste, to, poniewaz Ya oznacza dodatni

plerwmstek wiec — V_oznacza ujemny pierwiastek liczby a.
Np. czwartymi pierwiastkami liczby 16 sa V16 i —\/175 (lub jak

krétko piszemy + Y16).
Jeieli a <0, zas n parzyste, wowczas a nie posiada pierwiastka

n
n-tego stopnia. Zatem symbol Y a w tym przypadku nic nie oznacza.
+ L " S
Np. symbole y_7¢, V—1, V=3 itd. nic nie oznaczajg.

2
Symbol Y4 oznacza to samo, co Va.
Z okreélenia symbolu pierwiastka od razu wynika:

1. Va =g, bo at==g
2. (V ) =a, )e'ieh V8 istnieje.
Np.(y§)3::8, (v_.___32)-" =-—321itp.

3. Wzoér Va" =4
jezeli n jest liczbg parzystg, zachodzi tylko wtedy, gdy 24> 0.
Jezeli n jest liczba nieparzystg, wowezas wzér powyiszy za-
chodzi dla kazdej liczby a.

4 — - -
Np. y2i-—-9 V( 2)4-~2 \/23—2 V(— S= 2 itd.
4. Jegeli br—va woéwezas b" ==g.
Np. 2= V64» wige 20 =64

V;-:-:S, » X==3'=81.

Uwaga 1. Jak wiemy, kazda liczba dodatnia 2 posiada tylko
jeden dodatni pierwiastek stopnia n (an naturalne). Ten jedyny
dodatni pierwiastek nazywamy pierwiastkiem arytmetycz-
nym stopnia n liezby a. Pierwiastek zera nazywamy réwniez
pierwiastkiem arytmetycznym. Widzimy zatem, Ze

n

Ya, (a>0, n naturalne)
oznacza pierwiastsk arytmelyczny stopnia n liczby .a.
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Uwag a 2. Podobnie jak dla pierwiastkéw kwadratowych,
zachodzi nastepujgce twierdzenie: pierwiastek (dowolnego
stopnia) z liczby naturalnej jest albo liczbg catko-
witg,albo niewymierna.

3 4 5
Zatem: yq, Y3, {7 itp. sa liczbami niewymiernymi:

Uwaga 8. Na koncu ksigzki podana jest tabelka pierwiast-
kéw szeéciennych liczb od 1 do 100.

Zadania
5. Pudaj plerwiastki:
3 3 3 3 3 3
a) Y1, Y27, Y—27, V64, Y—125, Y343;
3

3 3 3 3 B
b) Y1000, y1000000, V—4%, Vids, V- 3§
3 3 3 3
¢} 0,001, V0,027, V—0,216, Y— 0,000125;

4 4 4 4__________
d) \1, {81, Y256, Y10 000;

4 4 4 4
e) Y0,0016, V0,0625, Vg ViHss
5 5 5 5
7 y1, y—=32, V-—0,00243, V&>
6 1 8 8 _
g) Vi, y=128, V256, Vais-
6. RozwigZ réwnania:
- a)x¥=1, x*=—8, 3x3==375
b) x4 =16, 3x°=—96, 8lx*=1.

7. Rozwigz réwnania :
3 5 6 .
a) yx=6, yx=3, Vx=1
4 3 5
b) \ox=4, Vix——5 V2x=2
8. Jakg liczbe oznacza n, jeieli
n_- n n__
a) Y9-=38, V125=5, V16=2
n n n e
b) V—848==—17, Vi==4, V0,00001=0,1.
9. Wyznacz a), b} z doktadnoscig do 0,01; ¢), d} do 0,1:

3 _ 3 4 4
a) Y5, b V9, ¢ V2, d) V3.
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11.

12.

13.

16.
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Ktore z pierwiastkéw istnieja:

) V=2 & V& o V=16, & Y=}
e) V=64 ) {=00T, g V503, B V=1L

Dla jakxch X podane wyraienia nic nie oznaczajq:

a) Vx Vl—x Vx—5, sz;

s 4 3
b) ij—l’ Vl—x’, V‘(1—x)2, V“(l—x)s;

4 33 I T
¢) Vx+V—x, \/}+V—x2, Ve—1-+Vx—8.
Oblicz:

3 3 4
a) V2e¢x®, Y2cdlz, Vy*—ds;
3 5 5
b) V—12c%dz, V—2¢c%x, V12d&® —3x°—2y*— 900"
dlab=1¢c=2 d=38 x=4, y=>5, z =86.

Oblicz:
3_ _ 5 _ 3 5 4
a) V84-Y16, b 5Y32—7V9, c) 2VH +3Vg —4 V4.

Postugujac sie tablicg pierwiastkéw szeSciennych oblicz:

3_ 3 3 3 3 3
a) Y2+V5, o) V7—2V3 c) Y12+ V2 —V14;
3 3 3
3 3 Y s - o
4 V2V3, e V2j,,_5,,, 2T -8V2,
Ve V4

—
9) Vi/_i k) VV7+V5 i) \/nz y17.

Rozwigz réwnania:

a) =39 x¥=(—2)1 xb=(-—1)5
b) x'==(—5)", xV¥=(—15)" x1®==215

Ktéra z liczb jest wigksza

aj 2v5 3 b 3\/2 2y3 e) 3y3 2\/8

s

5
d) V’%,s» e)szz, f)v

lQ.a-
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Aby pordédwnaé np. 2Y7 i 3Y2, podnosimy te liczby do czwar-
. 4 4
tej potegi. Otrzymamy (2V7)'=24.7=112, (3Y2)* =38*.2 = 162,

4 4 4 4
Zatem (2YV7)<(3V2)4, stad 2Y7<<3V2.

Rozdzial IiI
D:iatania na pierwiastkach arytmetycznych

§ | Pierwiastek iloczynu i ilorazu -
Pierwiastek iloczynu.

W tym rozdziale zajmiemy si¢ prawami odnoszacymi si¢ do
dzialan na pierwiastkach arytmetycznych. W calym rozdziale zakla-
damy, ze wyratenia wystepujgce pod pierwiastkami i zawierajgce
litery sa nieujemne.

Niechaj a i b oznaczajg dowolne liczby nieujemne, zas n
liczbe naturalng. Przy tych zalozeniach zachodzi wzér: '

n n E]
Vab=Ya Vb (a>0, 6>0) 1)
Azeby réwno$é powyzszg udowodnié, wystarczy wykazaé, te:

(C/; 95)":: ab
(Jz- :’Z)n: (\’l/i)n(\'/lb >,.: ab.

Podobnie, jezeli mamy kilka liczb nieujemnych, np. a, b, ¢, 4,
wéwczas )

Istotnie:

ﬂ“_ Ilr__~ n__ ﬂ__~ ﬂ__ .
Yabed=Ya Vb Ve Vd (2
A wiec: pierwiastek z iloczynu liczb nieujem-
nychréwnasigiloczynowi pierwiastkow (tego sa-
mego stopnia) z poszczegdélnych czynnikow.
Przykitady:
(Litery a, b, ¢, x, i, z oznaczajg liczby dodatnie).
1. V3625 V36 - V25 —6.5--30

4 4

4 o 4 - ) o
2 V1B x gtz = V18 - Yt Yyt V2 = 2yt 2t
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3. Majac obliczyé¢ Y40 - 28 - 70 rozi6zmy wystepujgce liczby
na czynniki pierwsze. Otrzymamy :

V40-28-70,=V23-5-2?~7-2.-5-“7=\/26-52-72=
= Y20 . Y52 . Y73 =25. 5. 7=280.

4. Niekiedy moZemy dany pierwiastek przedstawié w prost-
szej postaci. Zdarza si¢ to wéwezas, gdy pod pierwiastkiem wy-
stgpuje czynnik, ktérego pierwiastek latwo da sie wyznaczy¢,

Np. V50 .V25 2_--V25 V2—5\/2
VT3—5 = ﬁf‘ﬁ' = V‘ﬁ V's~ =3 VE

4_‘ 4“__ 4»§_ 4‘_ 4_
Vai=Va' a=Va' - Va*=a\a’

3 3 33 3 3
Vabic=Ya*ab3bc — Y a* Vb* Y &' be — ab \ 2 be.
Wzér (2) mozemy réwniez wypowiedzieé nastepujaco:

Iloczyn pierwiastkéw réwnych stopni réwna
si¢ pierwiastkowi (tego samego stopnia) z iloczynu
liczb pierwiastkowanych.

Przyktady:
1. V8 -V2=V8-2—=Y16=—4

3__3__ 13 3 3
2. VI8YV12=Y18 - 12—V2.87. 27 . 3=y29 . 38 —2 .3 — ¢

3. Y80 -V18=Y30-18=Y)2-8-5.2.32—
=Y2'.3".3.5—=6V15.

4. Czynnik stojacy przed pierwiastkienr mozemy wlgezy¢ pod

n
pierwiastek, opierajgc si¢ na wzorze a=—YVa" (a>0).
Np. 3VE~—V§7 V'IT) = V3_'—i(") = Y90

V%VG
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Pierwiastek ilorazu.

Jezeli a jest liczbg nieujemng, b dodatnia, za§ n liczbg natu-

ralng, wéwczas
V-
V b

Réwnosé zachodzi, gdyz

-

A wigc: pierwiastek z ilorazu liczb nieujemnych

rowna si¢ ilorazowi pierwiastkéw (tego samego stop-
nia) z liczb pierwiastkowanygh.

(220, 6> 0) (D)

V16 71—6 Z
3 /3.5 15 V15
2 \/3:, 55 V% 5
\/~= Vi_ 1 @>o).
Va Va

Wzér (1) mozemy réwniez wypowiedzieé nastepujaco:

Iloraz pierwiastkow (réwnych stopni) ré6wna sie
pierwiastkowi (tego samego stopnia) z ilorazu

liczb
pierwiastkowanych.
Przyklady:
V63 63 &
1. 9=3
7T =V

2. V54=VT§=3V54:16= §/27;S=§’77:3\/§.—;g
. ,

Pl ab b?
e

V82 bs 82 b3

— \/_z_ @>0, 5>0)
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n

4. Odwrotnoéciq\/%jest b , mamy bowiem
a ,

n

I

Zatem:
ViV —=VE -V =Vi-%=1\5
5.2:5Y3 =24V =4 V2 - §=4V6
6. V§:2=V§ -4=4V§ lub
VE 2 —VF VB — VET— V7
Uwaga 1. Wyrazenia Ya-+ & nie mozna prosciej przed-
stawié. W szczegélnodci wzory YVa+-b=VYa -+ Vb lub Ya—b —
=V?f— Vo lub Ya®Fb°= a4+ b sa btedne. Np.
Vo116 = V9 -+ V16, gdyz
V916 = V25 =5,V9 + V16 =3 +4="17.
Podobnie V223242438, bo V2232 — Y134 5.

Uwaga 2. Wzor V5'6=\/ a VE udowodniliSmy przy zatoze-
niu, ze ai b sq liczbami nieujemnymi. Jezeli to zaloZenie jest nie
spelmione, to réwnos¢ nie zachodzi. Np. nie zachodzi réwnosé

V=)(-9=V-4 V-9

gdyz lewa strona wynosi Y36 =6, prawa zadé nic nie oznacza.

Zadania.
1. Oblicz:

a) Y25 .49, b) V64 - 81, ¢) V12527 d) V16 -625,
B e S — 3—_,___. 5____..——_———..
e) Y16a* b®, f) V2Txy%2%, ¢) V32x10y%0 25,
2. Oblicz:
3
" a) Y20-108-135, b) V28-63.42, c) V250-18.45

4 5
d) Y75-30-40.9, e) V150-160-810-40.

Rozt6% wystepujgce liczby na czynniki pierwsze.
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Przedstaw w prostej postaci i oblicz:

a) V&0, b) V8L, ¢ V350, @) Y1360

3 3 3 3
e) Y24, f) V81, g) V88, h) Y375
Wylacz czynnik przed znak pierwiastka:

3 .

2) V&', o) V&', ¢ Va'd', d) Vxi

4 3 4 8 )
e) Vx5 ) Vx*yh g) Va¥y% h) YVaoxm

5 5 5
i) V162xy j) V288a°x5, k) V64 x°y 25

Obliez :
a) Y8-Y18, &) V45-Y80, c¢) Y98 V32
i3 3 3 3_ 3
d) Y20 Y50, e} Y16 V32, f) V3 V243
3 3
g} V2x V8x, h) Y6ab® V150a%h, i) V3ax'y* V9arx'y.

Wykonaj mnozenia i sprowadZ pierwiastki do prostej postaci:

a) 2Y14-3V2, b) 5Y3.2Y15, ¢) 3Y11.2V33

3_3___ . 3_ 3__ . 4__ 4_
d) 5Y3-V18, e) Y50-2Y5, f) 2Y600-y800
g) Y3x-2Yx, h) Y3ab*-V6abe, i) 2Yx*y-3Y3y

p NBBNEE b o5y V55y, 1 2Vawseaba
Wlgcz czynnik pod znak pierwiastka:

a) 3Y2, b) 6Y5, ¢ 4Y0,15, d) 4V3}

e 231;6, I, 3?/5 g) 5\4@, h) %—?‘ﬁ.

Wigcz czynnik pod znak pierwiastka:

a) xvz, b) 3a\b, c) 3—a)V2, d 2aV3;5,

3 4 "
. s A 1
e) 4xY2xy, f) BxyVexy', g) xvx, h)2xy\/2xy,
p— i 3 ——
2Vl 5 ae\3Y ab? \/_25_
) b'\/a’ J) ax x3’ k) cs a*b”
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) (x""‘y)\/ x 2xy F &
9. Oblicz:
a)Y45:V5, b) Vﬁ:\/ﬁ, ¢) V120:Y24, -
QVE6: VI, o VBOO:VE, g VO6:V1Z
10. Oblicz:
a)V18:V3, b)) V14:Y7, c) V80 V5

HVI6: V3, ¢ ViBB:\5, p VR vg.
11. Podziel:

3 3 s 4 5
a)Vat:Va, b) Va5'Va" c) VaS:Va",

NENE VR oV

12, Oblicz: :
a)20:5V%, 15:V%, 14:V%;
b)3:V12, 26:V32, 11:YidL

13. Sprowadz do prostej postaci-

a) V125a%b%c: Y5badc, b) V57a3x’y V38b’xy

3 3
xty - Y 2xy® 4ax5 8a® x

V5xy V'2a’ x?
14. Sprowadiz do prostej postaci:

a)(x+y): \/x—}—y b) (x—yp): Vm

5
ER E.\/_.Tz \/2 x
")Vy’\/x’ 4 \/y" NNy
15, Jezeli a, b, ¢, d sa liczbami dodatnimi, spelniajgcymi

a jﬁiﬁ"_=

6wczas rownieZ b= T
Vor+dr

przy kazdym naturalnym n. Przyjmij a=3, b=2, c¢=§,
d=4 isprawdz dla 1) n=2, 2) n=3.

Banach : Algebra 1V,

SHAS

. a
rownosé 2

/lo

3
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16. Uczen, chcgc obliczyé sume V2116 -+, Y7396, zastgpil jg przez
V2116 -f- 7396, ktéry nastepnie poprawnie wyznaczy! z doklad-
noscig do 0,01. Jaki blad popelnii?

17. Krawedi szeScianu wynosi a cm Oblicz krawedZ szescianu
o objetosci dwa razy wigkszej. Podstaw w wyniku a—6.

18. Krawedzie prostopadloscianu wynosza a, b, ¢. Oblicz krawedi
sze§cianu o réwnej objeto§ci. Podstaw w wyniku 2—=4, b=46
c=9,

§ 2. Przeksztatcanie sumy

Sumy algebraiczne, w ktérych wystepuja pierwiastki, mozemy
czesto sprowadzié do prostszej postaci przy pomocy poznanych
przeksztalcen.

Przyklady:

1. W sumie 2Va+ 3Ya+ 7Y2 mozemy zredukowaé wy-
razy. Otrzymamy 12Ya. Podobnie ‘

2Vx — 4?Z+2§'?—7?Z=4§“x~-119i
Czasem dogodnie jest przed redukcjg przeksztalcié pierwiastki, Np.
2.8Y8++4Y18 —2V50—3Vi-2+4y9-2 —2V25.2 =
=3-2V2+4-3Y2—2.56V2=6Y2+12Y2—10Y2 =8 2.
8. Vx+V2y+5V8y—2V6x=Vx—2V5-Vx+V2Vy +
- FsVsVy—a—2BVx+ (V2 + 5 By

, _ . . £

4. W sumie Yx+42V3x —3V5x czynnik Vx mozemy wy-
laczyé za nawias. Piszemy wiec w nawiasie iloraz tej sumy przez
Vx, za nawiasem za$ Y x. Otrzymamy

Vx4 2V8x—3V6x = (I +2V3 — 3Y5) Vx.

5. lloczyn sum, jak np. (2V38 + 3V 2) (Y2 — 5Y3), obliczamy
mnoigc (jak zwykle) katdy wyraz jednej sumy przez kaidy wy-'
raz drugiej sumy, a nastgpnie redukujgc. Zatem:

2V3+3V2)(Y2—5V3)—2V3y2~ 10 (Y3)*+3(y2)—

—15Y2/3=2Y6—10-343-2— 156 — — 24 — 13}6.

6. BYa-+2V0)=(3Va)'+2-3Ya-2Vb + (2VB)* = 9a+
+ 45412 Vab.
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7. @Vx+2Vy) BVx—2Vy) = BV — (2Vp) =9x—4y.

Stosowaliémy tutaj wzoér (a--b) (a— b) —a*— b

19.

20.

Zadania
SprowadZ do prostej postaci:
a) 3y5—2V5, 3V2+2V2 BYV7—2Y2—6YVT7+4y2
3 3

b) 3Va—bYVx—2Va+2¥x+7 2Vx+56Vx-3Vx—2Vx

_ o — - 3 4 3_ 3__ 4
¢) 6Vx—T2x+2Yx +8V2x, d) Vy+2Vx+Vdy+2Vy —3Vx.
SprowadZ do prostszej postaci i oblicz:
a) Y28 — V63 - Y700 — V567, b) 3Y48 — 2Y12 - 6 Y192
¢) 3Y2450 -+ 2 V2048 — V13122, d) 8 V5 -+ V60 — 3 Y72+ 7 Y20

~e) TY15-+5Y27 —2V12, f) 3V24 — 4pY09 +7V44.

. Sprowadi do prostszej postaci i obhcz

a) 3V40+ VBOOO 2 V320 b) 5V108 +3 VT§7_ — V500
c) 8V16—4V_-|—9V2——\/432

d) 2V192 +5 V250 —3 V16 + 10 V24

SprowadZ do prostszej postaci:

a) 3Y2x — 5 V18x -} 4 Y60,

b) TV&x — 4 Y9x 4 3 Yabx — 5 \36x,

e) YaF4ax*42V9F9x —5V1 2,

d) Y7y + V28y — Y63y +2 Vy,

e) 3Va*b 4 2 Yab®, f) 3Va7 xF —2 Vasx, g) Va“ b7 —-Vab”
Pomnoz, sprowadi do prostej postaci i oblicz:

a) BV8+VIB—YV50)Y2, ) (2V6—Vi2 — V244-V48)V2,
c) (65V24 — 432+ 3Y50 —3V54) V3,

d) 2Y20—17V8 —3YV6 — 3Y18)4 V10,

e) (TV2 —3V3) @V2 +V3), 1) 4V5+3V3) (V6 —2V3),
g) (6V10—2y3)(2Yi0— V3), h)(11Y3-}2Y10) (V6 — V5)
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24.

Pomnéz i sprowadZ do prostej postaci:

a) (2a+ 8YVx) (5a— 2Vx), b) BVx+y @Vx—yp),

Ce) @Ya—3YVe) GVa—2Vb), d) (xVy+y) @Vx+y),

25.

e) Wx+Vp) @Vx—Vp), P @Va—V3x) (Ya+2V3x),
9 (Vyz+yVxz) (xVyz — 29 Vx2),

1) Vax+ V%) @Va — V.
Oblicz:

S a) 2+V3, b @—VB):, o (143,

26.

d) (\6—YV3)e, ¢ (Y7T4V5)% £ (VI8 — V2

9 @V3+3V2, ) BVB—4V3), o (V10— 4VE)
Podnie$ do kwadratu: ‘

a) Va+ Vo), b BYVa—2Vd), ¢ @V7—3Yx)y

d) (a—bVx2, e (VxFy+Vx—ypp

paTFsE—VT—w, o (J2+V2),

v h)( g-:x 3-—.!:)2

27,

28.

x Y2—%x)’

p (rt =2 \fa=Ya=v).

2

Wykonaj mnozenia: )
a) (Y8 —V2) (Y34 V2), (2Y3 —5) (2V3+ 5);
b) (V3x — 2) (V8x + 2), (V3xy — V2a) (V3xy + V2a);
¢) (aVb+2Vx) (aVb —2Vx), (BxVy — 2yVx) (BxVy + 2yVx);
d) (a+Va®—b)(a—Va® —b),
(Va-+Vo+Va—v8) (Va+Vo—Va—V3);
e) 3+2Vx+Vy) B+ 2Vx — Vp),
@+ V3+Va) @+ V3 — Va).
Pomnéi:

yWit1- Wict, »Veiys-Va—1s,
o Wo+vz-Wa—v2, o Vavz+2va-Vava—2ia
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20. Pomnoéz:
2) Vatb+V2ab- Va+b—V2ab, &) Va* — & -

o) (VT =x9 (0 — gH+xy) (WT—x) 01— —xw),

d) GVT= gy VT —2) (10 —x) (4 —y) + ).
80. Sprawdz, 2e dla >0, >0, a* > b zachodzi réwnoéé:

\/a+vgm)+v&—V;’—(;:\/;+ Vb

(Podnies obie strony do kwadrata i poréwnaj).

atb
a—b

31. Wykaz, ze wyrazenie x* —2px ¢ dla x=p-+ \pt—gq jest
r6wne zeru. Zakladamy przy tym oczywiscie, ze p®—q > 0.
32. Srednig geometryczng n liczb nieujemnych nazywamy n-ty
pierwiastek arytmetyczny z iloczynu tych liczb. A wige np.
§redniag geometryczng liczb a, b jest Vab, §rednig geome-

3
tryczng liczb a, b, ¢ jest Yabc itd. Wyznacz érednig geo-
metryczng liczb a) 12, 75, ) 4, 5, 6.

Wykazano, e S$rednia geometryczna n liczb (nieujem-
nych) jest zawsze niewieksza od ich Sredniej arytmetycznej.
Sprawdz to dla liczb a) 3, 5, b) 2, 3, 5. ‘

§ 3. Uwalnijanie mianownika od niewymiernosci

1 _
Aby obliczyé ulamek V—§ (przyjmujac V2 = 1,414), naleza-

toby wykonaé dzielenie 1:1,414, do$¢ ktopotliwe, gdyz dzielnik
jest liczba czterocyfrowa. Rachunek mozemy sobie upro$ci¢ prze-
ksztalcajgc dany ulamek nastepujgco. Mnozymy licznik i mianownik
przez V2. Otrzymamy:

R U PR PR R ¢ Sy

vz vz2.ve2 (2 2 2

W powyzszym przykladzie ulatwili§my sobie rachunek przez

. ‘to, 2e usuneli$my z mianownika pierwiastek; otrzymalismy wskutek

‘r

' tego do obliczenia utamek, ktérego mianownik jest prostszy.

Dlatego tez wyratenia ulamkowe zawierajgce pierwiastki
staramy sie dla wygody rachunku tak przeksztalcié, zeby
w ‘mianowniku pierwiastki nie wystgpowaly. Postgpowanie
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takie nazywamy uwalnianiem mianownika od nie-
wymiernos$ci. Poznamy kilka przypadkéw, w ktérych to sie
udaje.

1. Wyraienie ulamkowe
1
Ya (@>0)
przeksztalcamy mnozgc licznik i inianownik przez Va. Dostaniemy

1 _1-Ya__Va_ 1,
Vo~ G T a "
| V3 V_3 1
L A T 1k
27 _ 2V1-y5 _ 2% _ 2
T S

57 3% 1 =
\/7 _17":77‘/35

Nieraz moina w latwne]szy sposéb uwolnié si¢ od pierwiastka
w mianowniku.

Np. == i =
P Vis V18 V2 V38 6

2. Wyrazenie ulamkowe

(a>0)

n
przeksztalcamy mnozac licznik i mianownik przez Yan-1.
Otrzymamy

1 yF@ @ @ ya

n  n n T n n a

Va Va-Van=! Ya'Fiot o Y

3 3 3
No. 1 _ VB _ Y% _ VB _ 13
3 3 3 3 53 5
Y6 5.Y5%  ybs
4 4 4
1 ¥2r V8 V8 _ 1 ¢
— 4“"“2’“‘j=‘“"§
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W niektérych przypadkach mozna postgpi¢ w prostszy sposéb..

5 5 5
1 1.yF V' _ &
Np. A vs_ = 5v = Va (a>0)
Vot V' Vet VA
5 5 5
1 ya V& _ V4
5 _T5 5 T s T 9
V8 V8. V4 V32
7 7
1 Va'bc Ya'bic
. = ——— = (a, b, ¢>0).
. Yadbic® Yadbict * Va'bic
3. Wyrazenie ulamkowe
1
a-b ‘\/c ( )
przeksztalcamy mnozgc licznik i mianownik przez a — b Ye. Wiec:
1 a—b\c o a—b\e :a—bVE'

atbVc (atbye) (@a—bVe) a—(@bVep a*—bic

Przeksztalcenie powyzsze jest dozwolone, gdy wszystkie mianow-
niki sg rézne od zera, tj. a - bYe+0, a—bYc=40, czyli gdy
(a+bVe) (a—bVc)=a*—be+0.

Np, ——— V742 _ Y142
Pi e (fi—2(itry 1-4

2+V6_@2+V6) (641 26 +2+5+V5 1

1 .=
:5(\/7 +2)

B-1 (-1 (B+1) 51 =3 (1+3V6)
4. Wyrazenie ulamkowe
1
8\/_5“1“‘0‘/2 (b>0, d>0)

przeksztalcamy mnozgc licznik i mianownik przez aVb—cVd.
Otrzymamy

1 _ aVAl‘)——-cV_W(;l. _ aVZ—cV?i _
aV6+cVd (aVo+cVd) @Vb—cVd) (2Vo) —(cVay
aVb—cVd
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Przeksztalcenie jest dozwolone, jezeli wszystkie mianowniki sq‘
rozne od zera, n‘a\/b—|’—_c_\/d:l:0 a\b—cYd 40, czyli gdy
(aVb+cVd) (aVb—cVd)=a%—c2d+0. _

Np 1 V3 —Vy2 V3—V2
' Vf?;+\’2 (V8+4V2) (V38— VZ) (V8):—(V2)2
V3—V2__vs v
="§“2“::V3_V2

4V2+V6__(4V2+V6)(2V2+4V6)_8-244V12+2Vi2+6
2Y2—V6 (@V2—V6)@V2+V6) (2V2)* — (Véy:

_224-6V12
T 8—6

—114+3Y12=1143V43=11-}+6Yy3,

Podane przeksztatcenia, jak widzimy na przykladach, nie tylko
ulatwiajg rachunek, lecz takze doprowadzajg czesto do wyrazen
prostszych.

Zadania

W zadaniach od 33. do 41. przedstaw podane wyraenia w po-
staci ulamkoéw, ktérych mianowniki nie zawierajq pierwiastkoéw,
i niektére z nich oblicz.

1 1 1 09 54
9 yy yr vo2  Ysye 2vy yw
o Vi, V& V& Vi
6Y3 4Y7 16Y5 100Y7

33.

d 9 —=y — 9 —~rn !
) 5Y2 9Y6 3ya8 V200 |
o) 5Y2—3V5 3Y7-5y21 5Y3-26
o2 2s 0 ey
34. 2) = R
. 4, V:g, v%‘b‘, Vﬁb’ V'@ ’
3a Tab 2ab3 bet 4x®

Y 5Vz Va® Vabre® Vaxg'

Vab+a\’b 2\’xy—f—xVy+ny 3Va’b — Yab®
Ya Vxy , Va




35.

36.

37.

38.

39.

40,

41.

b)

a)

b)

b)
a)

b)

41

3 4
12 Vi Y1
3_7 4_: 3_" 4*’
V5 V2 2Y6 V15
4
1 2x 3ab* 5Yxy
':?:; 3 ’ 4 ’ 4_-
Va Vaix Y48a®b® Y 5x3
6 1 12 13
4-+-V7 V241 7—3Y5 542Y8
V5 V7 V3 V14
3—\V5 b5—2Y7 8—2Yy3 3V7+8
1 4 14
VBHV2 VII—V7 Vi34 V6
6 12 3

2Y343Y2 5Y3—3Y7 2Yii+5Y2
4+YV5 7—2Y2 342YV5

3—\V5 4-+3Y2 6—2V5
15+14Y3 9—5Vy3 10+43Y7
15—2Yy3° 7-—3YV3 10-3(7'
2V5 V2 53
V5+V3 V3—YV2' V27— V12
7V6—3- 3-4-Y6 2V7-+3
yi0—V2' y3+V2 5Y2-3V14
V-5 ¥34VZ 5Y3-3Y5
ViFVe Vs—y2  VE-V3~
Y20 — Vi2 + Y10 28 4+ V8 — Vi0

B—V3 210 — V3
1 1 z
at+ Vb 248y z-+Ve’
1 | 3 X

Vi Vo 2Vx+3Vy BYx—8Y3x

3+ Va 2-+3yx b5Ya—2
3—Va 2—3Vx B8Ya-+1’
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Va — Vo 8Vx—2Vy aVx -8\y

d = — = = = =y
) Va TV ' slxt4ly’ BVxtaly
1 b 2
e) x+Vx—5 a— Ya:—b Va—3+Va——5’
'f) 3y10 a—Va—x V3+V6 — V3 —5

02+ 5+2) @+Va—DVx Va1 +Vs —ya

42. Uwolnij od pierwiastkéw w mlanownlkach, a nastepnie dodaj:

L.t 1 11 1
YRR W W VO

3 5 2 1 4 3 2 7
Y% R B OWTR Vo w

11 2 5 a b

YVa Ve Ve Ve Vea yea'

54V7 n 5 -V7  b5x+4V¥3  2x—7)3

VLTSV B e

43. Przedstaw w postaci ulamkéw, nie zawierajgcych pierwiastkéw
w mianownikach :

1 1 - 312 Vb 7.513.
a) = V2 , v1—5 6V§ ’ 2V6 5\"49’

d)

| 3Y6  9V35
YV V2’ \/3 5 oy aye’
L 8y (B+2)38
¢) (va*v‘e)‘““" (4._v3)
2 8 8 &
d). Ya Vo' Vabx Voo

§ 4. Pierwiastek potegi

Jezeli a jest liczbg nieujemna, za$ m, n sg dowolnymi licz-
bami naturalnymi, woweczas

Vam = (Ya)™ (1)

[Ga)T = o) ™= ()| =

Mamy bowiem
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Wzér (1) mozemy krétko wypowiedzieé: n-ty pierwiastek

.z m-tej potegi liczby nieujemnej ro6wna si¢ m-tej potgdze
n-tego pierwiastka z tej liczby.

‘Przyktlady.
3 3
1. V27 = (\27)*=38"=9

3 3 3 3 3_
2. 142Vx 4 V2 =1+2Vx + (Vx)*= (1 +Vx)?
3. Yo+ 2x+ 1) = (Y 2x + 1) =(x -+ 1)*

Wzér (1) mozemy réwniez wypowiedzie¢ nastgpujgco: m-ta
potega n-tego pierwiastka liczby nieujemnej ré6wna
sie n-temu pierwiastkowi z m-tej potggi tej liczby.

Przyktady.
. 3 3 3
LoV =y2=Vy4
2 () = & =
3 3 3 3 3 3 3 3
3. (Va+ Vo)’ = (Ya)* +3 (Va)* - Vb +3 Va (Vb)* 4- (Vb)* =
—=a-+38 32{%+3 3?554—1;.

Jezeli a jest liczbg nieujemns, za§ m, n, p sg dowolnymi

liczbami- naturalnymi, wéwczas
n__ np .
Vam = Yam )

Mamy bowiem

np np np
(Vamey: = Yams = V@ — am.

Zauwazmy, ze wykladniki n, m otrzymamy dzielac wyktadniki
np i mp przez wspélny podzielnik p.

A wigc warto§¢é pierwiastka z potegi nie zmieni
sie, jezeli wyktadnik pierwiastkowy i potegowy
przez te samg liczbe naturalng pomnoiymy lub
przez wspélny podzielnik podzielimy.

W szczegélnosci mamy

P 1 np__ n_
Vam = Ya™ — am; V& = Ya
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Przyktady.

L ??=v?€ ?F=vz (2>0)
z.‘v§=‘v¥=v§

8, VEB — V& VB = VE VB =VTF (230, 530)
.. o

4 W#%ﬁ”_ W_\b’ (@>0, b>0)

Vo

5. Jezeli mamy kilka pierwiastkéw o réznych wyktadnikach
pierwiastkowych, to moiemy je zawsze przedstawié w postaci
pierwiastk6w o tym samym wykladniku; nazywa sie¢ to sprowa-
dzaniem do wspélnego wykladnika pierwiastkowego.

Np. mamy pierwiastki:

4 6 8 ‘
Vad, Yo, V¢ C (@>0,5>0, ¢>0)
Wspélng wielokrotnoscig wykladnikéw 4, 6, 8 jest 24. Pier-
wiastki przeksztalcamy nastepujgco:
4 4.6 24 6
VaS#Va3'6=Va18 Vb5 __be. 4 Vb”
8.3 u
vc7 =Vc"'3=\/c”.
W ten sposéb przedstawiliSmy dane pierwiastki w postaci
pierwiastkéw o wsp6lnym wykladniku 24.

3 g—
6. Ktéry z pierwiastkéw jest wiekszy, V14 czy Y69
Przedstawmy pierwiastki w postaci pierwiastkéw o wyklad-
niku 6. Mamy

3 6 6
V14 — v 142 = V196 V6 — Y6 — y216.

6
Poniewaz Y196 < V216 wiee V14 < Y6.

7. Iloczyn pierwiastkéw o réinych wykladnikach, jak np.
3

Ya Vb2 Vc” mozemy przedstawi¢ w postaci jednego pierwiastka,
sprowadzajgc dane pierwiastki do wspélnego wykladnika. Jakc
wspolny wykladnik obieramy 12. A wiec

3__“_ ’4*‘ 127___ 12_ 12__. |2__.________
Ya Vb* V&8 =Va® Vb® Voo = Vatader



44.

45.

46.

47,

48.

49.

Podobnie

‘Zadania

Oblicz w latwy sposéb:
3 4
a) V9%, b) V8, ¢ V625°
3 4
4\3 8 \? 81
4 V(‘g‘) ¢) \/('27) 7 \/(Ta
Podnie§ do kwadratu:

3 3 3
a) (Y2+2p, (@V8—1), 4 —2Vb)Y

5 3 3 3_ 3
b) (V2+3p, @Va—Va", @xVxiy—2yVxyd)®

Przedstaw w postaci kwadratu dwumianu:

3 ,
a) \7?%» 2Va -1, b) :/71-52—{- 2x§§5+ x?

5 5 5
¢) Va'b® + 2Va*%® t Va® bt~
Podnie$ do trzeciej potegi: -

3 3 3 3
a) (Ya+ VE)s 2Va+-2)%, (3—2Vx)*;

(Va — WzﬁL V ] V4" + sz

Sprowadiz do prostszej postaci:
a) V(x*— 6x -+ 9)°, b) V(b* — 6ab+9a%?,
c) Y(a® -+ 2ab -+ b2 I V(a® — 2ab + b%)°.

Sprowadi do prostszej postaci i oblicz:

4_ 4‘_ 4»~_ 4_ﬁ. 4___
-a) Y&, V9, V25, V36, V100;

10

6 6 6 6__ )
b) Y27, V8, V64, V625, V32.

45



50. Sprowadz do prostszej postaci: .
' (] 13 16 0
a) Y3, Yx°, Vx¥, Vx*;
o2 4 10 8
o Ve, Vat, Vao, Ve
9 2 6 14
‘c) VS—X“ Va4bs Va9b3, Va"b”;
14

d) v8a3 [356a" \/37_5
1255 VYewpv Voo,

51. Zamien pierwiastki:

. 3_ 5 6 __
Va, VYa, Va, Va na pierwiastki o wykladniku 30.
52. SprowadZ do wspélnego wykladnika pierwiastki.
- 3 3 4 6 4
a) Vx, Vx!, b)V3x, Vx*, ¢ Vx, V3x%,
o 4__ 4 . 6 .
d) Ya*b, Vab®, e) V3ab®, Y2a%b
53. Przedstaw iloczyn w postaci jednego pierwiastka:
3 3_5__ 4 64 ‘
2) y2Y2, VYa Va, V5V5, Vx \y;
3__ 4 68 8 3 5 10
b) Va* Yab, Ya® V&', Va* Va', Vx Yy
12 15

9 V615 V¥ ?ys.. V% Vo, vxvx,

d Va \6/% V= y V2 \/3 Vz {/:g

54. Przedstaw iloraz w postacl jednego pierwiastka:

Vio' VZ \(64 Vx
3 8

Yy V4 Vx

Vx V7 V8 Vs

55, Przedstaw w prostszej postaci:

a) vloo Vb V16 Vx,

-l

x
b

|
]

-

b)

_ 3__ 4_ 3R_ .
a) Vx-Vx-Vx, &) Va'-Va’
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3 43 P T
c) 2Va’Vbc-5Va3b2Vc, d) 3Va*Vb¥-4YaVos,

e V=1 .x_tl, f)\/x_l Vx’—l,

) \7?*71\/ xl, h) Vx+1 —2

. x—2 x+1

56. Ktéra z liczb jest wieksza:
T4 4 6 9 8
a) V5, V2, 5 V3, V5 ) V4, V15
4« 3 3
d) 2V3, V7, ) 3Y2 2V5 f) 2V10, V5,

<~l
<m

3_ 4_" 3_____ 4____
g) V5, V5, h) VO, 1, YO 1,
57. Podnie$ do kwadratu:

4 . 6 3 8 6
a) BY5-V3), . &) (V6—V5), ¢ @Vx—Vp)
58. Kwadrat ma pole a cm?, szeScian zas objgtosé b cm®. Jaki

jest stosunek boku kwadratu do krawedm szedcianu ?
W otrzymanym wzorze podstaw a—4, b =2 i oblicz.

§ 5. Pierwiastek pierwiastka

Jezeli a jest liczbg nienjemnag, za§ m, n sg dowolnymi liczbami

naturalnymi, wéwczas
n

= (1)
oV

mamy bowiem:

V\/amn—[VVa ] () =

A wiec: pierwiastek z pierwiastka liczby nie-
ujemnejréowna sie pierwiastkowi, ktérego stopien
jest iloczynem obu stopni.

Przyktlady.

V3__ 6
Yx=Vx (x > 0).



VC 0 5
2. Va¥=Va® = Va* (a>0).

3. ini—:‘/\s’?c?iiz\/i&‘f:];?:vs} (x> 0).

Z wzoru (1) wynika
ViazVsa -

gdyz obie strony sgq réwne Va.

A wige: majgc obliczyé pierwiastek z pier-
wiastka mozemy p1erw1astkowaé w dowolnym po-
rzgdku.

3*_
Np. W%:W‘%:aﬁ
Vi Vi =iz (x20)
Zadania

59. Przedstaw w prostszej postaci:
Ve Ve Ve ove Wi
Y ‘/Vx5 vaw VVa9 \/Va’ Vv
7 Vs, \/vs Vv64 \/m

60. Przedstaw w postaci jednego pierwia/stka:
' 3

Y \/3.?/—5 YVoyz, ¢ V2V5\72:

Nim Vo Vo
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5 5 9
oVole PViw 7 VeVew

61. Oblicz z dokladnoscig de 0,01:

4__— 4__ .4_ 4______

a Ve, V7, Vi,2, V2, 7;

Bh‘ 8__ B_ﬂ_ 8_

b) Y2, V5, yio, Vo,1;
6

6 o 6_ o 6____
e) V2, V15, V35, ¥0,072.

Wskazéwka: SR \/3-
vaeviz e=Vie Ve
Trzecie pierwiastki liczb od 1 — 100 podane sg na koicu ksigzki.

62. Przedstaw w postaci jednego pierwiaétka i obliez:

a) \/;SV—% b) \/% ¢) Vsil's
4 v;v“% " v;v—g, P v_vz_z
) (Vies), " \/ ) Y (Vi)

W f) — i) przyjmij a==6, b=14.

Banach: Algebra IV.
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Roéwnania kwadratowe

Rozdzial 1V
Rownania kwadratowe o jednej niewiadomej

§ L. Rozwiazywanie réwnan

Zajmiemy sie teraz réwnaniami stopnia drugiego o jednej

niewiadomej. Sg to ré6wnania ksztaltu
ax® -4+ bx + ¢ =20, )

gdzie x jest niewiadoma, za$ a, b, ¢ sg liczbami danymi, przy czym
a+ 0. (Gdyby bylo a =0, wowczas rownanie (I) byloby stopnia
pierwszego). .

Zanim zajmiemy sie powyZszym réwnaniem, zbadamy najpierw
pewne przypadki szczegolne. ’

1. Przyjmijmy, ze w réwnaniu (I) wspétczynnik przy niewia-
domej w stopniu pierwszym jest réwny zeru. Otrzymamy rownanie :

ax*+te=0. (1)

Zalézmy, Ze réwnanie posiada rozwigzanie i Ze x oznacza to
rozwigzanie. Zatem: ‘
. ¢
ax®= —¢, wiec x%= — . 2)

Jezeli — g- > 0, wowczas

x::tv—f.
a

Otrzymujemy dwa rozwigzania (ktére oznaczamy x;, Xs)

X ""\/ ¢ Xy == /N ¢
1 ‘ as 2 ? a'

Sprawdzajac przekonywamy sig, Ze X, i X, sg pierwiastkami row-
nania (1). Innych rozwigzan réwnanie (1) nie posiada.
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Jezeli — %== 0, wowczas réwnanie (1) przybiera postaé ax® =0.
Rownanie ma wtedy tylko jedno rozwigzanie x=0.
Jezeli w koncu — §<0, woweczas réwnanie (2) nie ma roz-

wigzania (gdyz kwadrat nie moze by¢ liczbg ujemng), zatem
i réwnanie (1) nie ma w tym przypadku rozwiqzania.

Przyktady

a) Réwnanie x® =9 ma rozwigzania x = + V?)_. Zatem x, = 3§,
Xg = — 3.

b) Réwnanie x* = —'9 nie ma rozwigzania.

¢) Rozwigzaé¢ réwnanie: 4x* — 25 =0,
Przeksztalcajgc dostajemy
4x® =25 stgd x* =2}, wige x = + V38 = + §.
A wiéc x, = §, Xy=— 3. Sprawdzajgc przekonywamy sie, Ze §
i —§ sg pierwiastkami réwnania.

2. Przypusémy, ze w réwnanin (I) wyraz wolny jest rowny
zeru. Otrzymamy réwnanie

ax® -+ bx =0. _
Aby réwnanie rozwigzaé, wylgczmy x przed nawias. Dostaniemy
x{(ax 4 b)=0.

Réwnanie bedzie spelnione tylko wtedy, jezeli

x=0lub ax 4+ b=0.
Otrzymujemy wiec dwa rozwigzania

x, =0, x,= — %.

Przyktad “4x® — 8x=0.
Wylqczajge x przed nawias dostaniemy
x(4x — 8) =0,
Zatem x, =0, x,=5=2

3. Rozwigza¢ réwnanie:
x* — 14x 49 =19,
Zauwaimy, 2e lewa strona jest kwadratem dwumianu :x— 7.
Réwnanie mozemy zatem napisaé w postaci:
(x—72=9 1)
. P
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Przypu$émy, ie dane r6wnanie posiada rozwigzanie i Ze x oznacza
to rozwigzanie.

Zatem x—T=+ Y9,
tzn. x musi spetnia¢ jedno z rownan:
x—7=3 lub x—T=—3 (2)

Z pierwszego otrzymujemy x, =10, z drugiego x; =4. Innych
rozwigzan réwnanie nie moze posiadaé. Sprawdzajgc przekony-
wamy sie, ze x, i x, sg pierwiastkami danego réwnania.
4. Rozwigzaé r6wnanie
x? 4 6x =27 (1)
Lewa strona nie jest kwadratem dwumianu. Latwo jednak zauwa-
iyé, te przedstawia ona pierwsze dwa wyrazy kwadratu

(x+ 3)2=ux%+2-3x | 3%

Aby po lewej stronie mie¢ zupelny kwadrat dwumianu x 3,
dodajiny do obu stron réwnania 3% =9. Otrzymamy

x*+46x+9=27+9 (2)
Rozwigzujgc rownanie (2) jak poprzednio, dostaniemy
(x +3)? =36,
Zatem x+3=6 lub x+3=—86.
Stad x, =3, xg=—9.
Sprawdzajac przekonywamy sig, fe x; =3 i x, = —9 spelniaja

dane réwnanie.
5. Rozwigzaé¢ réwnanie:
6x? — 5x + 1 =0.

Dzielac obie strony przez 6 i przenoszgc wyraz wolny na prawq
strone dostaniemy:

—fx=—1
Przedstawiajgc — %x jako podwéjny iloczyn 2 - (— £ )x widzimy,
ze po lewej stronie mamy dwa wyrazy kwadratu

() = x*— 2+ fx -+ ()"
Dodajgc do obu stron ({3)? otrzymamy:
=+ () =) — b
stad x— &) =1l
Zatem, x, =5+ % =4 =% —d%=3%
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Sprawdzajgc przekonywamy sie, Ze x, — 4 i x,— 4 sg pierwiast-
kami réwnania.

6. Przejdziemy teraz do rozwigzania ogélnego r6wnania stopnia

drugiego:

ax*4-bx+¢c=0 (a0 1)
Zalézmy, Ze rownanie posiada rozwigzanie i Ze x oznacza to
rozwigzanie,

Dzielgc obustronnie przez a i przenoszgc wyraz wolny na
prawg strone otrzymamy:

(v

x’+§x=——— )

&

Podobnie jak w poprzednich przykladach, przedstawiamy gx jako
podwéjny iloczyn 2-§—b§x. Zatem po lewej stronie mamy dwa

wyrazy kwadratu dwumianu:

(o =x b2l x ot o

Dodajge do obu stron (2) wyrazenie 4b ; otrzymamy
b b e
] — —_— e =
x* a* + 4a® 4a* a
b? c
—\2 — —
Stad o= — o 3
Strone prawg przeksztalcamy nastepujgco:
KA N 4ac  b*— 4ac @)
42 a 4a 1a* 4a

Wyrazenie b — 4ac nazywamy wyréznikiem rdéwnania (1).
Polézmy

b — 4ac=D.
Zatem wedlug (4)

Wige na mocy (3)
(x+ o)t = o (5)
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Zal6zmy najpierw, 2e' D > 0. Poniewaz 44*> 0, wiec prawa strona
réwnania (5) jest dodatnia. Zatem

b D YD
*toa = * Vi — t 5

A wigc o
b _\D b YD
Stad
' _—=b+4+Y¥YD _  —b—\D
WE TR BT T ©)

Rozwigzania powyisze zapisujemy krécej

- YD

W2 2a
Sprawdzajgc przekonywamy si¢, 2e wzory (6) przedstawiajg roz-
wigzania réwnania (1). Innych rozwigzan réwnanie (1) nie ma.
Sprawdzimy np., ze x, spelnia réwnanie (1). Podstawiajac mamy:

b2—2bVD—|—D+b —b2—:VD 4

(D

a 4 4%
b —2YD+D | —b+bYD |,
o 4a + 2a te=
_b*—26VD+4D— 20420V D|dac
is —
_ =Y tdact+ D _ —b-dactb—dac_
- 4a o 4a '
Przypu§émy teraz, ze D=0, Wdwczas na mocy (5)
by
(x + 23) "—' 0’
tad x+——1—)f =0, zalem
stg 54 = 0 r
. .
X == — 28 (7)

Innego rozwigzania réwnanie (1) nie posiada. Sprawdzajgc prze-
konywamy sie, ze wzér (7) podaje rozwigzanie réwnania (1).

Zauwaimy %e rozwigzanie podane wzorem (7) otrzymujemy
7 wzoru ([} przy zalozeniu D ==0.
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Zalézmy wreszcie, 2¢ D <<0. W tym przypadku prawa strona
réwnania (5) jest ujemna, zatem réwnanie (5) nie ma rozwigzania,
a wiec i réwnanie (1) nie posiada rozwigzania.

Otrzymali$my wigc nastgpujgce wyniki, dotyczace rownania:.

ax*+bx-+ec=0 (a40)

1. Jeteli wyréznik D=b* —4ac>0, wéwczas row-
nanie madwa pierwiastkirézne, podane wzorem (I).

2. Jeteli wyr6znik D==0, wéweczas réwnanie ma
tylko jeden pierwiastek, podany wzorem (I).

3. Jezeli wyréznik D<<0, wéwezas réwnanie nie
posiada rozwigzania.

Uwaga 1. W przypadku 2, tj. gdy D=0, mowimy, ze row-
nanie posiada pierwiastek podwoéjny lub Ze rownanie posiada
dwa pierwiastki réwne. W tym znaczeniu mozemy powiedzieC:
jezeli wyroznik jest nieujemny, wéwczas rownanie posiada dwa
pierwiastki (ktére ewentualnie mogg by¢ rowne).

Uwaga.2. Jezeli liczby a, ¢ maja réine znaki, to réwnanie
ma dwa rozwigzania. Istotnie, w tym przypadku ac<<0, wige
i 4ac <0, — 4ac> 0, zatem D ==b* — dac> 0.

Uwaga 3. Wzory (1) podaja oczywiscie rozwigzania rownan:
ax*+ ¢ =0, ax* + bx = 0 (a & 0), badanych w ustepie 1. i 2. (sir.
50, 51). Wygodniej jest jednak te réwnania rozwigzywaé w sposéb
poprzednio podany, niZ przy pomocy Wzoréw .

Uwaga 4. Weimy pod uwage réwnanie
x*+4px+4qg=0 8
w ktorym wspélezynnik przy x* jest rowny 1.
Mamy tutaj a=1, b=p, ¢=¢q. Wige D—=p'—4q

Zatem %y P \2’12'— 4g. an

Wzor (1) mozemy przeksztalci¢ nastepujaco:

Poniewaz )/l?;‘_l—_q . Vp _4q V(p)"_ N wiec

2 4 4 2.

Xe= — P4 \/(’B/‘\”._ p (1)
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Do postaci (8) mozemy doprowadzié ogéine réwnanie:
axt+bx+ec=0 (a=£0),
dzielgc obie strony przez 2. Otrzymamy
b e

] —_— _—

x? 2 x ’
Kladgc -g— =p, {—:q dostaniemy réwnanie (8).
Szczegllnie wygodny jest wzor (II'), gdy p jest liczbg parzysta,
gdyz wowezas 2 jest liczbg calkowilsg.

Przyklady:

1. Rozwigzaé réwnanie 6x* —5x +1=0. Mamy tutaj a =6,
b=—235, ¢c=1. Wige D =b* — 4ac =25 — 24 = 1, Poniewaz D> 0,
wigc réwnanie posiada dwa réine pierwiastki.

Z wzoru () mamy

5 1 .
Xm==%%—» wiec
e Bt1 1 5—1 1
1T 12 20 12 3
2. —3x*+ 6x—3=

Mamy °~ D =6%*—4(— 38)(— 3)=0. Réwnanie posiada zatem
jeden tylko pierwiastek, ktéry otrzymamy z wzoru (I) Zatem
—6
X = m = 1.
3. 5x*+ 3x+2=0.
Mamy D=3"—4.5.2=—31. Poniewat D <0, wigc réw-
nanie nie posiada rozwigzania.

4. Rozwigzaé¢ réwnanie: 15x® 4 45x + 15=0. Jeieli wspél-
czynniki majq wspélny podzielnik, wéwczas obie strony dzielimy
przez ten podzielnik. Otrzymamy réwnanie o prostszych wspél-
czynnikach; przez to rachunek przy obliczaniu pierwiastkéw
bedzie latwiejszy. W naszym przypadku dzielimy obie strony
przez 15.

Dostajemy x*4-3x 4 2=0, Mamy D=3%—~4.2~=1.

Zatem x; ,= :3—2 Vi , wiee x; = — 2, x,==—1,
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5. 4x? —4x —m =0,
Mamy D=16 + 44 m=16(1 4+ m). Jezeli wigc 14+ m>0
(t. zn. m> — 1), to r6wnanie ma dwa rozwigzania
4+ VI6(1+m) 4+4Vi+m 1+V14m
8 o 8 R ‘

Jezeli 14+ m=0 (tzn. m = —1), wéwczas ré6wnanie ma jedno
rozwigzanie: '

Xy 9=

x=4.
Jeteli 14+ m<<0 (tzn. m < — 1), ré6wnanie nie ma rozwigzania.

Podamy teraz kilka przykladéw rownan, ktorych rozwigzanie
da sie sprowadzi¢ do rozwigzamia réwnania ax® 4 bx +c¢=0.
Majgc dane réwnanie postgpujemy, jak zwykle. A wiec zakla-
damy, Ze réownanie posiada rozwigzanie i Ze x oznacza to roz-
wigzanie. Przy tym zalozeniu réwnanie przechodzi w réwnosé,
ktérag odpowiednio przeksztalcamy. Na koncu sprawdzamy, czy
otrzymane rozwigzania sg rzeczywiscie pierwiastkami danego
réwnania.

6. 2x (x + 2) = (8x — 2)% (1)
Uwalniamy si¢ od nawiaséw. Otrzymujemy

2x3 4 dx = 9x® — 12x -}- 4,
Przenosimy wszystkie wyrazy na lewg strong i redukujemy. Zatem
— x4 16x —4 =10 - 2)
Wyréinik D=16% — 4 (—7) (—4) =144> 0.

Réwnanie (2) ma wige dwa rozwigqzania

_ —16+ Y144 2 _ — 16— Y144
W=—qgo Ty BT —oqo

Sprawdzajgc przekonywamy sie, zZe x; i x, sa pierwiastkami row-
nania (1).

7 2 x—4

x—1 x—3
Uwalniamy od mianownikéw; w tym celu mnozymy obie sirony
réwnania przez (x— 1) (x —3). Otrzymamy

2 —8)—(x—4) (x-1)=((x—1) (x—3).
Uwalniajgc od ‘nawiaséw i przenoszgc wszystkie wyrazy na lewg
strong dostaniemy

1 (1)

- 2x* - 11x — 18 == 0 (2)
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Wyréinik D =11* — 4 (—2) (—13)=17>0.
Wobec tego pierwiastkami réwnania (2) sg:

oo M HVIT 11 —11—Yy17_ 11
S T —4 4

W przyblizeniu do 0,01 mamy: x, == 1,72, x, = 3,78.

1 1,
ZV”, Xy == -+ I'V”

Sprawdzajgc przekonamy sie, ze X, i x, sg pierwiastkami row-
nania (1).

8. Niekiedy dogodnie jest wprowadzi¢ niewiadomg pomocni-
czg. Np. Rozwigzaé réwnanie:

x—1 6x
x it =i =0 )
. x—1 x 1 .
Potézmy =¥ zatem ;—TZ?" Podstawiajac w (1) otrzy-

mamy y — 5+~§ = (. Stgd y, =2, y, ==3.

Zatem x musi spelnia¢ jedno z réwnan:

x—1_, x=1_3

X ‘ X

Z pierwszego mamy x, = —1, z drugiego x, = — 4. Sprawdzajgc
przekonywamy sie, 2e x, i x, sg pierwiastkami réwnania (1).

Zadania
RozwiaZz réownania (od 1 — 7 bez uzycia wzoréw):
1. a) x? =169, b) x*=22 ¢) Bx® =175,
x? x*
d) y = 27, e) 03~ 2,5, f} Tx*4+1=12,

g (x+1)=2x-+5  h) (x—2)*=40 —4x.
2. a) (2x + 3)* + 40 = (3x + 2)%,
b) (4x + 3)* =125 — (3 x — 4)},
o) (x+38) —(x+ 2= (x+ 1)
d) (3x — 1) @x+3) — @x -+ 3) (x + 1) = 12.
3 aj ax*=0b, b) x*+a=0b ¢ ax* b bx'+a

d) (X + 8)2 + (x - a)! = 882, e} S - X == 4X.

=
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Podstaw w przykladach a), b), ¢): a==1, b=2; a=0, b=5;
a=—2, b=3, za§ w przykladach dj, e): 4 =0, —1, 4+ 2.

a) x'—4x =0, b) -x*438x=0, ¢) 3x* -} 8x=0,
d —§x*+4+ 2x=0, e) 3,1x? — 25x = 0.

a) (2x+1) Bx —2)=(x—1) (x+2),

b) (x+2)—Bx—1) (bx — 4) =0,

¢e) Bx—2+Bx+2) 2x—1) —2=0,

d) (4x + 3)* 4 (3x + 4)* = 25.

a) cix — ex? =0, b) (a -+ b)x®* = (a® + b¥x,

¢} bx®+ ax = x* 4 bx, d) bx® -+ x* = abx 4 ax,

e} 2x%*a -+ b) — 3abx = ax (2x — b) — b*x.

Podstaw w przykladach &) ¢=1;¢=0, b a=3, b=2;
a=>5, b= —5, ¢c)a=4% b=2;a=6,b=1,

d) a=1, b=2; a=23, b= —1,

e) a=4, b=3%;a=4 b=0.

a) x4 6x =27, b x2—8x=29, ¢) x? — 20x = 261,
d) x*4+20x+76=0, e x*- 20x-+7=0,

f) x*—x=110, ¢ 12x* — 20x +3 =0,

h) 18x*+8x—10=0, i) 6x*+x—2=0.

a 2x* —3x+1=0, b) 3x*+bx —8=0,

¢) 10x? 4+ x +2=0, d) —38x*+6x—3=0,

e) —12x*+x+1=0, f) 8x®*— 8x -+ 2=0.

a) 2x*—fx=—=4%, b) 2x*— x4 3P =0, ¢) 3x*—5x-+1=0,
d) Ix*—{x+2=0, e fHpx'—flx+t=0,

f) 42+ 84x=336, g) 21x*+83x—104,

h) 0,1x?* — 3,1x —2=0, i) 0,3x*—12x—21=0,

a) 11x* 4 2x — 8x* + 9x — 2, b) 9x* — 5x = 14x* -+ 3x — 183,
¢) (6x? + 4x -+ 3) — (x* — 3x + 4) == 29,

d) (9x*-+4-6x—7) - (Bx? - Tx — 9) == 2,

al (x4 (= 6 = (x—2)" b) Bt D (x+ 2 =

= (2x -+ 3)*,
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12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

¢) (4x + 1) — (Bx 4 1)* = (2x + 1),

d) (x - 3)=(x—2)*4 (x4 2)* + 6.

2) (x—2)(x—4)+ (x—3)(x — 1) =11,

b) (5x 4+ 1) (4x — 1) + (3x — 1) (4x + 1) = 28,
¢) (5x —2)(x 4+ 1) — (4x — 8) (8x — 4) = 14,

d) Bx —4)(dx—1) —(B5x —6) (2x — 1) = 2.

a) 2(x+4)(4x—9) =175, b 2x (x +2) = (@3x — 2),

¢) 2x(x+4) — (x+2) (x +-3) = 2(38x + 2),

d) 3(x+4)*—2(x—1) (x4 8)=2(2x*+ 1).

a) (x-+1P*=(x—1)°+26, b (x — 1)*=(x + 1)* — 56,

a) x*--2a® = 3ax, b) x* + 3a® — 4ax, c) 4x’—}—4ax=b5 — &%,
d) x*- 2ab=2ax -} b2, e) 9x* — Bax = b® — a®,

D xX*+2(0b—a)x-- a*=2ab, g) abx® — (a®+ b)) x + ab=0.
Podstaw nastepnie: w a), ) a=1; a — 8, w zadaniach c),
d)e) f)g)a=1b=2 a=—1,b——3; a—2 b=3,

1 6 10
a) x—l—;—-G, b)3x——;+10§ )x—7—3—0

8 20 4
d) X=-— e):'c—x—————__5 6, f)x—7——x——~__4

3 x——l

2x—7+1’ 1+ T8’
1 1 10

=1 x 30 d)x+2+3 =

156 1 5

) §;—l~_x—-3’ f)x+4+4—x 3’
x-+1  bx

x+1+x—1~x3—1'

6x—|—5+2x+5

3x+4 "2x-+3

_5 4x x—5 4x47

“ xFriti—s 1 Y g Ty 3= 19

1 1 a + X  a—x 2x
~J-— - oI - - —+— ==
8) X : a 4}_3’ b) a X 82 x?’

a4 X — 8=

c)

3, h)

g) x—3+x+4

=15, b)

2 s—3 tor 5= =2
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at 1 1 1
) x === Dy i—aTa=i
- Podstaw nastgpnie w @) a=2, a=1; wb a=4, 1,
a=2 we)a=1, a=0; wd) a=1, a——g, =0, a—2
x+1 x 9 11
20. a) T xF17 20 ) 5= 1+ 30
¢) x+2 x—2 _7 ( ) +x
x—2 x+2 12 —
6x )“ 15x .
o (122 )+ 22 +1=0,
3x —4 9(4 — 3x
p (B -2

(Wskazéwka: wprowadZ odpowiednig niewiadoma pomocnicza).
21. Zbadaj,dla jaikiej warto$ci 2 réwnanie ma jeden pierwiastek:
a) ax*—3x-F1=0, b) bx* -+ 8x — 2a == 0,
¢) (a+1)x*+2ax+a=0, d) —3ax*+6(a+1)x—3a=0.
22. Podstaw za a taka wartodé, by réwnanie mialo: 1) dwa roz-
wigzania, 2) jedno rozwigzanie, 3) by nie mialo zadnego roz-
wigzania.
a) (a4+1)x*4 2a—1)x+a=0,
b) (a+2)x*+3x+a—2=0,
c) x* —ax-+1=0, d) 9x*+(a+6)x+1=0.
23. Wykaz, ze réwnanie (a4 1) x®+ (2a®+1)x 4 a*=0 po-
siada dwa rozwigzania, rOwnanie x® -+ 2ax + a> = 0 jedno roz-

wigzanie, za$ réwnanie (a® + 1) x* 4 2ax +1 =0 nie ma zad-
nego rozwigzania, przy kaidej wartosci a.

§ 2. Uktadanie rownan

Przy zagadnieniach prowadzacych do réwnan drugiego sto-
pnia postepujemy podobnie, jak dawniej przy réwnaniach pierw-
szego stopnia. A wigc oznaczamy przez x niewiadomg i ukladamy
réwnanie, ktére ona ma spelniaé. Nastepnie rozwigzujemy to
réwnanie w sposéb poprzednio poznany. W koncu badamy, czy
otrzymany wynik jest rozwigzaniem danego zagadnienia.



82
Przyktad 1. Kupiec sprowadzit za 160 2¢ kawy i za 100 z¢
herbaty, razem 12 kg, przy czym 1 kg herbaty kosztowal o 5 z¢
wigeej niz 1 kg kawy. Obliczyé ceng¢ 1 kg kawy i herbaty.
Oznaczmy przez x ceng 1 kg kawy (w zlotych). Cena 1 kg

herbaty wynosi x 5 2¢ llod¢ kg kawy wynosi 1—2‘—), herbaty

razem 12. Zatem

160 100
—_ +;:*‘—"—‘5 _ 12 .

100
x5

Po uwolnieniu od mianownikéw, redukcn i uproszezeniu otrzy-

mujemy réwnanie
, 3x% — b0x — 200=10

o pierwiastkach x, = 20, x, == — 42, Poniewa} cena jest liczbg
dodatnia, tylko pierwsza warto§¢ moze by¢ rozwigzaniem naszego
zagadnienia. Zatem cena 1 kg kawy wynosi 20 z#, zas§ 1 kg herbaly
25 24, Istotnie, liczba kg kawy wypada 4fif — 8, herbaty 3% = 4,
razem 12.

Przyktad 2. Podréiny przeby! odieglo§é 350 kmn pociggiem
osobowym, powrécil za$ pociggiem poépiesznym w czasie o 2 go-
dziny krétszym. Pocigg poSpieszny przebywal w 1 godzinie o 20 kmn
wiecej niz osobowy. Jak dlugo trwala pierwsza podréz? °

Oznaczmy szukany czas, mierzony w godzinach, przez x.
Podréz powrotna trwala wigc x — 2 godz. W 1 godz. pocigg oso-

bowy przebywatl 3—29 km, za8 pocigg podpieszny xsiog km. Zatem

350 350
i—3— x %
Po uwolnieniu od mianownikéw, redukecji i uproszczeniu
otrzymujemy réwnanie ‘
x?—2x—356=0
o pierwiastkach x, =7, x,=—5. Poniéwaz czas podr6zy jest
liczbg dodatnig, drugi pierwiastek nie ma znaczenia dla naszego
zagadnienia. Zatem szukany czas wynosi 7 godzin.
Aby sprawdzié¢ wynik, obliczamy droge przebylg przez kazdy
z pociggéw w 1 godzinie. Dla pociagu osobowego otrzymujemy
350
T
wigcej.

=50 &Am, dla poSpiesznego §§9 =70 km, a wiecistotnie 0 20 km
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Przyktad 3. Jeden bok prostokgta o polu p cm? jest o acm
dluzszy od drugiego boku. Obliczyé dlugosci bokéw.

Oznaczmy przez x dlugosé krétszego boku w em. Dlugosé
dluzszego boku w cm wynosi wiec x 4 a. Zatem

x(x+a)=p
czyli : x*4-ax—p=0.
Wyréznik tego rownania D=—a? -} 4p jest dodaini. Rozwig-
zujgc réwnanie otrzymujemy

—a+tVai+44p - —a—Ya'4p
X,r: .2 s x2= 2 .

Drugi pierwiastek jest ujemny, a wige bez znaczenia dla za-

dania. Pierwszy jest dodatni. Zatem dlugo$¢ krétszego boku wy-
— 2 - 2

a—}-\;a +4p —-t—yizi-‘i—pcm. Np. dla

p==15, a == 2 boki prostokata wynosza 3 em, 5 cm. Latwo spraw-
dzié, ze te wartosci spelniajg warunki zadania.

nosi cm, dluzszego boku

Zadania

24. Za 120 2¢ kupiono kilka m sukna; gdyby 1 m kosztowal
0 3 2¢ mniej, to za t¢ samg kwote mozna by kupi¢ o 2 m wiecej.
Ile m kupiono? .

25. Dlugo8¢ prostokgta jest 2 razy wigksza od szerokosei.
Przekgtna wynosi 3,8 cm. Oblicz boki.tego prostokata.

26. Dlugos$é prostokgta o polu 91,3 cm?® jest o 2,7 em dluisza
od szerokoécl Ile wynoszg boki tego prostokata?

27. Suma cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 10. Jeieli te liczbe
pomnozymy przez liczbe o tych samych cyfrach, napisanych
w przeciwnym porzgdku, otrzymamy 2701. Co to za liczba?

28. Przeciwprostokgtna tréojkgta prostokgtnego wynosi 3,7 em,
za$ réznica obu przyprostokatnych 2,3 em. Oblicz przyprostokatne.

29. Jezeli pewien odcinek przedluiymy o 6 em, o 5 cm
i 0 1,6 ecm, to otrzymamy 3 odcinki, bedace bokami tréjkgta pro-
stokatnego. Oblicz dlugo$é pierwotnego odcinka.

- 30. Diugosci bokéw trojkata prostokatnego wyrazajg sie w em

trzema liczbami naturalnyml po sobie nastepujgcymi. Oblicz diu-
gosci bokow. .
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"

31. Obhcz ramie tréjkgqta réwnoramiennego, w ktérym suma
ramienia i podstawy wynosi 13 cm, za§ wysokos¢ 8 cm.

32. Pole tréjkgta prostokatnego wynosi p cm? zas suma diu-
'goéci obu przyprostokgtnych scm. Oblicz dlugosci przyprosto-
katnych, Podstaw p =12, s = 10.

33. Jeteli do pewnej liczby dodamy jej odwrotnosé. to otrzy-
mamy a. Co to za liczba? Podstaw a=75,2. Czy przy kaidym a
taka liczba istnieje?

34. Przez ogréd w ksztalcie prostokata o bokach 50 m i 40 m
poprowadzono dwie §cietki rownej szerokofci, wzdluz i wszerz.
Jaka jest szeroko$§é Sciezek, jeieli zajmujg 89 m*?

35. W trojkgcie prostokgtnym przeciwprostokatna wynosi ¢ cm,
za§ prostopadla do niej wysoko$§¢ w cm. Oblicz odcinki, na ktére
wysoko§¢ dzieli przeciwprostokatna, oraz obie przyprostokatne.
Podstaw ¢ =12, w = 3,3.

36. W turnieju szachowym rozegrano a partyj. Ilu bylo gra-
czy, jezeli kazdy z katdym gratl jedng partig? Podstaw a = 36.

37. Wielobok wypukly ma 54 przekgtnych. lle ma bokéw ?

38. Podréznik przebyl 1200 km. Gdyby przebywal dziennie
o 10 km mniej, podréz trwalaby o 6 dni dluzej. Ile km dziennie
przebywal ?

39. Dwéch piechuréw wychodzi réwnoczesnie z pewnej
miejscowosci. Pierwszy przebywa w 1 godzinie 4 km i idzie
w kierunku pélnocnym, drugi przebywa w 1 godzinie 5 km
i idzie na wschéd. Po jakim czasie ich odleglo§¢ wyniesie
30 km? '

40. Wysoko$é dzieli przeciwprostokatng tréjkata prostokat-
nego na dwa odcinki, ktérych dlugosci réznig si¢ o d cm. Dluisza
przyprostokatna wynosi a cm. Oblicz krétszy odcinek przeciw-
prostokatnej. Podstaw a =5, d = 1.

41. Z punktu zewnatrz kota poprowadzono slyczng i sieczng
w ten sposéb, ze dlugoéé odcinka stycznej wynosi a cm, za§ diu-
gos$é cieciwy na siecznej b cm. Oblicz dlugo§¢ odcinka na siecznej,
letacego poza kolem. :

42. Bok rombu wynosi a .cm, za$ rétnica przekatnych d cm.
Oblicz dlugoéci przekgtnych. Podstaw a =6, d = 4. Wykai, ze
zagadnienie nie posiada rozwigzania, jezeli d > 2a.
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43. Na dwu bokach kwadratu wychodzgcych z tego samego
wierzcholka odmierzono, poczynajac od wierzcholka, réwne od-
cinki w ten sposéb, ze konce tych odcinkéw tworza wraz z prze-
ciwleglym wierzcholkiem tréjkgt réwnoboezny. Oblicz bok tego
trojkata przyjmujgc, ze bok kwadratu wynosi a = 4 cm.
(Wskazéwka: Obierz za niewiadomg diugosé¢ odmierzonego od-
cinka). ’

44. Ojciec podarowal dwom synom po 20 2¢ Starszy syn co-
- dziennie wydawatl pewng sume, za$§ mlodszy codziennie o 45 gr
mniej niz starszy, tak ze pienigdze wystarczyly mlodszemu o 9 dni
dtuzej. lle kazdy wydawa??

45. Klasa trzecia pewnego gimnazjum wybrala si¢ na wy-
cieczke. Catkowity koszt wynosit b4 z¢. Poniewaz szeSciu uczniow
nie mialo pieniedzy, kazdy z pozostalych zaplacil o 30 gr wiecej.
Hu bylto uczniéw ? :

46. Powierzchnia walca kolowego wynosi p cm?* wysokos¢
w cm. Oblicz promien podstawy. Podstaw p — 250, w = 12. Czy
to zagadnienie posiada zawsze rozwigzanie ?

47. Cialo wyrzucono pionowo w gére z predkoscig poczat-
kowg ¢ m|sek. Po ilu sekundach osiggnie ono wysoko§¢ w m?
(Opér powietrza pomijamy). Podstaw ¢ == 250, w = 900.

Wskazéwka: Po t sek. wysoko$¢, na ktorej znajduje sie cialo,
wyraza si¢ wzorem w = ct — } g t?, gdzie g = 9,81.

48. Dwu robotnikéw wykona razem pewng prace w 5 dniach.
Pierwszy z nich wykonalby te prace w czasie o 24 dni dtuzszym
niz drugi. W jakim czasie kazdy z nich wykonalby sam te prace ?

49. Odlegtosé dwu stacyj kolejowych wynosi 48 km. Z pierw-
szej stacji wyjezdzajg rownoczeSnie dwa pociagi, pospieszny
i osobowy, w kierunku drugiej stacji. Pociag pospieszny, ktéry
w jednej minucie przebywa o 0,4 km wigcej niz osobowy, przy-
jezdza do drugiej stacji o 10 minut weze$niej niz osobowy. Ile km
kazdy pocigg przebywa w 1 minucie?

50. Do zbiornika prowadzg dwie rury. Jezeli woda bedzie do-
plywaé tylko pierwsza rura, to zbiornik napelni sig¢ o a godz.
weze$niej, niz gdyby woda doplywala tylko drugq rura; jezeli za$
obie rury bedg otwarte, zbiornik napelni si¢ w & godz. Po jakim
czasie napelnimy zbiornik, otwierajgc tylko pierwszg rure.

Wskazowka: Oznacz przez V m?® objetosé zbiornika, zas przez
x szukany czas w minutach. Podstaw a--20, 4--3.

Banach: Algebra 1V,



66

51. Z pelnej beczki, zawierajacej 360 / spirytusu, odlano pewng
ilo§¢ spirytusu, a nastgpnie dopelniono beczke wods. Po zmie-
szaniu znowu odlano tyle samo,co za pierwszym razem,i jeszcze
84 I, i znowu dopetniono wodg. Po zmieszaniu otrzymano plyn,
zawierajgcy tylez spirytusu,co wody. Ile I odlano za pierwszym
razem ?

52. Kapitalista wypozyczy! 120000 z¢ na pewien procent. Po
jednym roku otrzymal 4000 z¢ jako cze$é odsetek, zas reszte od-
setek wypozyczyl wraz z kapitalem na dalszy rok przy tej samej
stopie procentowej. Po uplywie drugiego roku otrzymal wraz
z odsetkami 128100 z¢. Ile wynosila stopa procentowa ?

53. Z dwu metali, ktérych cigiary wlasciwe roéinig sie
o 1,5 g/em®, sporzadzono stop, biorgc 20 .g cigiszego i 40 g
lzejszego. Ciezar wlasciwy stopu wynosi 94 g/em®. Oblicz cie-
zary wilasciwe tych metali.

54. Dwaj piechurzy przebyli 30 km. Pierwszy szed! na godz.
o 2 km wigcej niz drugi i przebyl droge w czasie o 24 godziny
krotszym niz drugi. lle km na godz. kazdy przebywal?

55. Z dwu miejscowos$ci odleglych o 30 &m wychodzi réwno-
czeSnie naprzeciw siebie dwu piechuréw, ktorzy spotykajg sie
po 3§ godzinach. Drugi piechur przebywa 1 km w czasie o 3 min.
diuiszym niz pierwszy. W jakim czasie katdy z nich przebywa
1 km?

56. Z miejscowosci A wystano gonica do miejscowosci B.
W dwie godziny poZniej z miejscowosci B wystano gonca do
miejscowosci A. Drugi goniec po 2 god.inach i 5 minutach spotkat
sie z pierwszym, po czym obaj doszli jednoczesnie do celu. Jak
dlugo szedt kazdy?

Wskazowka: Oznacz odleglosé obu miejscowosci przez a
i oblicz predkosé kazdego z goncéw, nastepnie wyraz, Ze suma
odleglosci przebytych przez obu goficéw w chwili spotkania
wynosi a.

3 3. Suma i-lloczyn pierwiastkéow
Zaléimy, ie r6wnanie kwadratowe
ax* +-bx+c¢c=20 a0 (1)

ma wyréznik D nieujemny. W tym przypadku réwnanie ma pier-
wiastki okreslone wzorami:
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__—b+\VD _ —b—\¥D
1 = T) Xy = %a ’ (2)
(Jezeli D = 0, wowczas oczywiscie x; = X,).
Z wzoréw (2) wynika
—b+VD—b—VD —2b b
X% = +V2a v=2a =~
_—b+ VD —b— YD _ b*—D _ b —(b*— dac) _

Y1 Xa = 2a : 2a T 48 4a°
_ Bac_c ‘
T 4a®  a

A wiec otrzymaliS§my wzory

: b
x,—{-x,,:——;, X xgzg- 3)

Wzory powyisze pozwalajg wyznaczyé sume i iloczyn pierwiast-
kéw réwnania (1) bez rozwigzywania tego réwnania.
Przyktad: Réwnanie 12x* — 11x 4 2 = 0 ma wyréznik
D=11*—4.12.2=25>0.

Zatem wedle wzorow (3):

— 11 11 - 2 1
S e T WX =R

Dla sprawdzenia rozwigzujemy dane rdéwnanie. Otrzymamy
X, =% X, = {. Mamy: §+*={'&) §.1—=1%

Jezeli jakie$ liczby, np. u i v, spelniaja wzory (3), tzn. jezeli
dla tych liczb zachodzg réwnosci

b c
u—{—p——;, .uv——‘;‘ (4)

wowczas te liczby sg pierwiastkami réwnania (1).

Wykazemy np., 2e u spelnia réwnanie (1). Z réwnosci pierw-

szej (1) dostajemy v =— — u — g- Podstawiajac w drugg réwnosé
i by_.c s b,
(4), otrzymujemy u (—- u— 3)~'a’ stad who—u==—
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Mnozgc ostatnig r6wno$¢ obustronnie przez — & dostaniemy
au*+ bu = — ¢, czyli au® -+ bu + ¢ =0. A wiec u jest plerwmst-
kiem réwnania ax® 4+ bx + ¢ = 0. '

Zatem, jezeli liczby x,, x, spelniajg wzory (3), to x, i x, sg
pierwiastkami réwnania (1).

Przyktady:

1. Réwnanie 6x? - 5x 4- 1 — 0 ma pierwiastki x, = §, x; = §. '
Aby to sprawdzi¢, wystarczy stwierdzi¢, e zachodzg réwnoéci:

b 5 ¢c 1
X1+x2:—é=6‘: Xy x2:£:6~
Réwnosci powyzsze zachodzg, bo
5 1 1_1
2 + 37 6’ 2°'3 6

2. Szczegblnie prosto wyraza sie suma i iloczyn pierwiastkow

w przypadku réwnania
x*+ px + ¢ =0,

w ktorym wspélezynnik przy niewiadomej w stopniu drugim
réwna sie 1. W tym przypadku mamy a==1, b =p, ¢==¢g wiec
na mocy (3)
' X, + X =—p, Xy Xy == ‘1- (5)

3. Podaé¢ réwnanie kwadratowe x* + px 4 ¢ = 0 o pierwiast-
kach x, — 3, x, = 5.

Poniewaz 3 i — 5 majg by¢ pierwiastkami danego réwnania,
wigc liczby p, ¢ muszg spelniaé¢ réwnosci:

34(-5=—p 3.(—5)=q ©
Stad p — 2, ¢ = — 15. Dostajemy wiec réwnanie
x*+2x—15=0.
Latwo stwierdzi¢, Ze 3, — b sa pierwiastkami tego réwnania,

gdyz p, g zostaly tak wyznaczone, teby byly spelnione réwno-
Sci (6).

4. Opierajgc sie na wzorach (3) mozemy latwo bez rozwis-
zywania réwnania rozstrzygnaé, jakie znaki maja pierwiastki.
Badamy najpierw iloczyn pierwiastkéw, ktéry obliczamy z.
wzora (3). Jezeli x; x, > 0, woéwczas pierwiastki majg znaki te
same. Np. 1) x4 x— 2 =0, 2) x*--x —2==0,

) x*—3x+2=0, 4) x-+3x+2=0.
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Obliczajgc przekonywamy sie¢, ze w Kazdym réwnaniu D > 0.
W réwnaniu

1) x, x, = — 2, wigc pierwiastki majgq znaki przeciwne
2) X, xy=—2, , » » »
3) x,x, == 2, wigc pierwiastki majgq znaki te same
4) x,xe =2, , » » » n o»
Przechodzimy nastepnie do badania sumy pierwiastkow.

W 1) mamy x, + x; = —1 < .0; poniewaz pierwiastki majg réozne
znaki, suma zas jest ujemna, wigc pierwiastek ujemny jest co do
modulu wiekszy od pierwiastka dodatniego. Rozwigzujgc row-
nanie otrzymamy x, =1, x, = —2. Widzimy, ze | —2 | > 1.

W 2) mamy x, 4 x, = 1> 0. Podobnie jak poprzednio stwier-
dzamy, Ze pierwiastek dodatni jest co do modulu wigkszy od
ujemnego. Mamy tutaj

x, ——1, x, =2, a wige 2> | —1].

W 3) mamy x, 4 x; == 3. Poniewaz pierwiastki majg te same
znaki, a suma ich jest dodatnia, zatem oba pierwiastki sg
dodatnie.

Mamy tutaj x, = 1, x, ~— 2.

W 4) mamy x, | x, == —3. Podobnie jak poprzednio stwier-
dzamy, Ze oba pierwiastki sg ujemne.
Mamy tutaj x, =—1 x, — —2

5. Opierajgc si¢ na -wzorach (5) mozemy czasem tatwo od-
gadngé¢ pierwiastki rownania. Np.

a) x?—8x 4+ 12— 0.
Mamy tutaj X x, — 12, x; --x, -~ 8

Poniewaz iloczyn i suma pierwiastkéw sg dodatnie, wige oba
pierwiastki sq dodatnie. Przedstawiamy 12 jako iloczyn dwéch
liczb. calkowitych dodatnich:

12-—-1.12 - 2.6 = 3-4.

Obliczamy teraz sume czynnikéw: 1 12 =13, 2+ 6=-8.
A wiec 2 i 6 sg pierwiastkami rownania.

b) x* 4 3x — 18- 0.
Mamy tutaj XXy == — 18, x; -+ x, = — 3.



. A wiec pierwiastki majg przeciwne znaki, przy czym pierwia-

stek ujemny jest co do modutu wigkszy od dodatniego
’ 18=1:18--2-9=3.86.

Obliczamy sumy

14+ (=18)=—17, 24+ (=9 =—7, 3+ (—6=—3,

A wiec 3, — 6 sag pierwiastkami réwnania. '

6. Dane jest réwnanie 8x* — 10x 4 3 = 0. Uloiyé¢ réwnanie
‘kwadratowe )

y* -+ py + q¢ — 0 o pierwiastkach U = X3 I = X%

Mamy WA ys=—p Vs = q,
wige P+ X' —p, Xt =q.
Nalezy wiec obliczyé¢ x,® 4 x,% i x,2 x,2
Mamy Xy -+ xs = =14 xx = ¢

Zatem x,* + xo* = (x; + 2 — 20,6, =(§)* — 2 - § = 14
Xy %Xy * = (XyX)? = @ =4
Stad p=—1h ¢=4H
A wiec réwr}anie y* — {3y + f = 0 ma pierwiastki y, = x,?,
Ys = X,*, gdzie x, i x, sg pierwiastkami réwnania 8x — 10x +3 =0.

Zadania

57. Wskaz sume i iloczyn pierwiastkéw réwnania:

a) x*+4x+1=0, b) x* +Tx —2=0,
¢) x* —3x —5—=0, d) 3x? 4+ 5x— 7 =0,
e) 5x* —2x — 71 =0, f) 2x* 4+ 5x 4+ 3 =0,
g) x* — 4a® =0, h) 5x* — 2x =0,
58. Utwérz réwnania drugiego stopnia o pierwiastkach:
a) —2, 1, b) V3, — 2, c) 3, Y2,
d —3% —3 e)5+V3,5—V3, ) —40 _
9) & —a, Boa L, i) a—Vb a+Vb.
59. Jakie znaki maig pierwiastki réwnan:
a) —3x*4+TIx+1=0 b) 6x* + 10x 4 2 =0,
¢) 2x*+ 5x + 3 =0, d) —2x* 4 10x + 2 =0,

e) 12x* — 25x -2 =0, f) —2x*—8x—T7=0.
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7
Utwérz réwnanie, ktérego pierwiastki sq kwadralami plel‘-
wiastkéw réwnania:
a) x*— 14x + 5 =0, b) x* —5x 4+ 6 =0,
nie rozwigzujgc tego réwnania. Nastepnie sprawdi.

Utwoérz réwnanie, klérego pierwiastki sg 3 razy wigksze od
plerwmstkow réwnania:

a) x* —8x + 15 =0, b) xt —bx — 6 = 0,
¢) x* —1x + 10 =0,

nie rozwigzujgc tego réwnania. Nastepnie sprawdz.

3

Utwérz réwnanie, ktorego pierwiastki sg odwrotnoéclamx pier-
wiastkow réwnania:

a) x*+9x —10 — 0, b) x* —10x -+ 16 =0,
¢j 6x* —5x-F1--0,
nie rozwigzujgc réwnania. Nastepnie sprawdi.

1 T 44 x

Wskazéwka: ‘;1 + TR

Réwnania:
a) x* —3x +2-0, h) xt—Tx 4+ 10 =0,
¢) x* 4 11x 18 =0, d) x* — bx — 24— 0,
e) x* —x — 56 — 0, f) xt+ 6x — 16 — 0.

posiadaja pierwiastki calkowile. Rozwigi te réwnania opie-

rajgc sie na wzorach na sume i iloczyn pierwiastkow.

§ 4. Rozklad tr6jmianu stopnia drugiego na czynniki
stopnia pierwszego.

Przypu$émy, ze mamy dany tréjmian stopnia drugiego ax® +

-+ bx + ¢, gdzie a, b, ¢ sa to liczby dane (a 4 0), zas x oznacza
zmienng. Zajmiemy si¢ pytaniem, kiedy ten tréjmian da si¢ roz-
tozy¢ na czynniki stopnia pierwszego.

Zaléimy, Ze wyréinik D — b* — 4ac jest mieujemny. Zatem

rownanie kwadratowe

ax®*+bx+c¢c=0 a0

posiada pierwiastki x,, x,, spelniajgce réwnosci
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b c
xx"f‘xz:_;y xx‘xsz‘;-
Z roéwnosci powyzszych otrzymujemy:
b=—a (x; + x5), ¢=axy x,.

Mamy zatem
ax® -+ bx + ¢ = ax® — a (x; + x,) x + ax, x;; stad
ax* 4+ bx + ¢ = a [x* — (x; + x3) x + x, x,].

Sprawdzamy tatwo, ie wyrazenie w nawiasie [ ] réwne jest
iloczynowi (x — x;) (x — x,). Zatem

ax* 4- bx + ¢ = a(x — x;) (x — x,) (1)
A wige, jezeli D >0, wowczas tréojmian ax®-} bx - ¢
mozna roztozy¢ na czynniki stopnia pierwszego.

Na odwrot widzimy, ze jezeli wielomian ax® 4 bx ¢ da sie
przedstawi¢ w postaci (1), wéwezas x, i x, sy miejscami zero-
wymi tego wielomianu. Zatem w tym przypadku réwnanie
ax? -} bx + ¢ ==0 ma rozwigzanie, wiec wyréznik D > 0.

Jezeli wige D <0, wéwczas tréojmian ax®-|-bx--c
nie da sig¢ roztozy¢ na czynniki stopnia pierw-
szego. :

Jezeli wyréznik D =0, wéwczas mamy X, = X,. Otrzymamy
w tym przypadku

ax*4+bx +c—=a (x—x) (x—x)=a(x—x)? (2

Na odwrét, jezeli wielomian ax? -+ Ox + ¢ da sie przedstawic
W postaci (2), wowczas talwo zauwazyé, ze x, jest jedynym jego
miejscem zerowym; zatem réwnanie ax® - bx + ¢ =0 ma w,tym
przypadku tylko jedno rozwigzanie, wiec D = 0.

Zauwazmy, ze jezeli a >0 i /) — 0, woéwczas na mocy (2)
mozemy napisacé -

ax* 4+ bx + ¢ =[Ya (x — x,)]% - (3)

W tym wiec przypadku tréjmian ax® - bx + ¢ jest kwadratem
dwumianu stopnia pierwszego.

Przyklady:

1. Wielomian 3x* — 6x — 24 ma wyréznik D —=6%-} 4.3.24>0.
Wielomian ten da si¢ wigc rozlozy¢ na czynniki stopnia pierwszego.
Aby znaleié ten rozklad, rozwigzujemy réwnanie 3x* — 6x — 24 —0.

Dostajemy Xy = — 2 xy==4

Zatem 3x? —6x —24 =3(x +2) (x — 4).
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2. Wielomian 2x? — x + 8 nie da si¢ rozloiyé¢ na czynniki
stopnia pierwszego, gdyz wyréznik D —1*—4 -2 . 8 <0

3. Wielomian 9x?-} 12x+ 4 ma wyréznik D-=12%—4-9.4—=0.
Poniewaz a == 9 > 0, wigc dany tréjmian jest kwadratem dwumianu
stopnia pierwszego. Mamy rzeczywiscie

9x? -+ 12x + 4 — (3x 4 2)

Zadania
64. Rqzt6z na czynniki:
a) x*+ 9x — 10, b) —6x*+ x +1,
¢} 20x* — 17x — 24, d) 3x% - 11x — 4,
e) — 4x* — 17x -+ 15, f) 8x% - 70x 4 48.
65. Uprosé¢ ulamki:
Ve VTR Yiean
(Rozt6z licznik i mianownik na czynniki).
66. Dla jakich m trojmiany
a) x* -+ mx -+ 9, b) x* - mx-m-—§-,
¢) x* 4+ (m--1)x + 4, d) x* — H’:——l x -+ Fi_ 1

sg kwadratami dwumianéw stopnia pierwszego?

Rozdzial V.
Uktady réwnan o dwu niewiadomych

§ 1. Rozwiazywanie ukladu rownan

Przejdziemy obecnie do rozwigzywania niektérych ukiadéw
ré6wnan o dwu niewiadomych. Latwo rozwigza¢ uktad w przy-
padku, gdy jedno z roéwnan jest stopnia pierwszego, drugie
za§, obok wyrazéw stopmnia pierwszego, zawiera kwadraty nie-
wiadomych oraz ich iloczyn albo tylko niektore takie wyrazy.

Przyktad 1. Rozwigzaé¢ uklad réownan:

x* 4 g —= 104

y — X == 8.

(h
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Zaktadamy, ze uklad powyzszy pdsiada rozwigzanie i ie x, y
oznaczaja to rozwigzanie. Z drugiego réwnania otrzymujemy
y—x-+8. (2)

Wstawiajge te warto§é do pierwszego réwnania dostaniemy:

x? 4 (x -+ 8)* = 104

czyli x* 4+ 8x — 20 = 0.
Pierwiastkami tego réwnania sg x, —= —10, x, = 2. Podsta-
wiajge te warto$ci w rownaniu (2), otrzymujemy y, — --2. y, = 10,

Zatem uklad (1) moze mieé tylko dwa rozwigzania:
x, = —10, y, = —2, oraz x; = 2, y, =~ 10.

Podstawiajgc znalezione wartoSci w réwnaniach (1) spraw-
dzamy, ze znalezione liczby istotnie je spelniajy.

Przyklad 2. Rozwigzaé¢ uklad réwnan:

x*— 2y =1
83x—2 5 : 1)
x+2 T '

Uwalniajgec drugie réwnanie od ulamkoéw i porzadkujgc
otrzymujemy po uproszczenin

2x — 3y == 0.
‘Obliczajge z tego réwnania x mamy
x==8y. @

Wstawiajgc to wyrazenie do pierwszego réwnania otrzymu-
jemy po redukcji

tyi=1 -
Pierwiastkami tego réwnania sg y, — —2, y, = 2. Odpo-
wiednie warto$ci na x sg, na mocy (2), x, = —3, x, = 3. Zatem
rozwigzaniami ukladu (1) mogg byé tylko x, =—3, y, = —2

i x,==38, y, = 2. Podstawiajgc przekonywamy sie¢, Ze obie pary
liczb sq istotnie rozwigzaniami ukladu (1).

Przyktad 3. Rozwigzaé uklad réwnaii:
By = 2
3x + 2y —= 4.
Z drugiego réwnania otrzymujemy:
y=—3%x+2 ()

1)
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_ Podstawiajgec w pierwszym réwnanin otrzymamy:
—3x*+6x—2=0. 3)

Réwnanie (3) ma tylko jeden pierwiastek x=2%. A wiec
~ rozwigzaniem ukladu (1) moze byé tylko x =%, y — 1. Spraw-
dzajac przekonywamy sie, 2e liczby te istotnie spelniajg oba
rownania (1). W tym przykladzie uklad posiada wigc tylko jedno
rozwigzanie.

Przyktad 4. Rozwiaza¢ uklad réwnan:
2x? 4 3y* =12
x4+ y=4.
Postepujgc, jak poprzednio, dochodzimy do réwnania:
2x* 4 3 (4 — x)? = 12,
czyli | B5x® — 24x + 36 = 0.
Réwnanie to nie posiada rozwigzania, bo jego wyréznik

jest ujemny. A wiec dany uklad rdéwniei nie posiada rozwig-
zania,

Przyktad 5. Rozwigzaé uklad réwnan:

2x = a

Z’—’—_— yr =1, )
Z pierwszego réwnania otrzymujemy

y—a-—2x 2)
Wstawiamy te warto§é do drugiego réwnania:

J}’ — (a — 2x)% == 1,
czyli 3x® —4ax + a4+ 1=0. (3)
Wyréznik tego réwnania
D =164 — 4-3 (&* + 1) = 42® — 12 = 4 (a® — 3).
Jezeli D> 0, czyli jeteli |a|> V3, to réwnanie (3) posiada

dwa rozwigzania: ‘

x da+ V4@ —3) 4a+2Va*—3 2a+Va'—>5
1.2 =— _ _

ezyli Xy ==
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Odpowiednimi wartoSciami na y sq na mocy (2):
—a-+2Va®—38 —a—2YVa*—3
3 L 3 :

Sprawdzajac przekonywamy sig, Ze obie pary wartoéci spel-
niajg réwnania (1).

Jezeli D=0, czyli jezeli a — Y3lub a = —Y3, to réwnanie
(3) ma tylko jedno rozwigzanie

1

2
_2

Odpowiednie y wynosi na mocy (2)
a

=—3.

W tym przypadku uktad (1) ma wiec tylko jedno rozwigzanie.
Jezeli D <0, ezyli jezeli | a | < V3, to réwnanie (3) nie posiada
pierwiastka, a wiec i uktad (1) nie ma rozwigzania.

Przykltad 6. Rozwigza¢ uklad réownan:

X =m
+xy = a)
y—n

Ukiad powyZszy mogliby$my rozwigzaé wyznaczajgc np. nie-
wiadomg x z pierwszego réwnania i wstawiajgc w drugie. MoZna
jednak rozwigza¢ uklad (1) w prostszy sposéb.

. Zauwazmy, Ze réwnania (1) sg wzorami na sume i iloczyn
pierwiastkow (str. 68) rownania _
' 22— mz—+n=20 2)

Jezeli wiec x, y spelniajg uklad (1), wowczas sg pierwiastkami
rownania (2) (str. 68). Aby zatem rozwigzaé uklad (1), wystarczy
rozwigzaé réwnanie (2). Jezeli to rownanie ma pierwiastki z,, z,,
wowczas

2, + 2, = m, 2,2 ==n
Zatem rozwigzaniami ukladu (1) sa:
X—=2;, YJ=2 i X=2y, Y=2

Jezeli z, & z,, to mamy dwa rozwigzania, jezeli z, = z,, wow-
czas mamy jedno rozwigzanie.

Jezeli rownanie (2) nie ma rozwigzania, woéwczas oczywiScie
uklad (1) tez nie ma rozwigzania.
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Widzimy stad, Ze rozwigzanie ukladu (1) sprowadza sie do
rozwigzania réwnania (2).

Np. Mamy uklad
x+y~=9

xy == 14.
22 —92+4+14=0.

Rozwigzujgc otrzymujemy z, == 2, 2z, = T.

‘Ukladamy réwnanie

¢« Zatem x, =2, y, =7 i ‘xz =1, y, =2 sg rozwigzaniami
danego ukiadu.

Przyklad 7. Rozwiaza¢ uktad réwnan

2xy —y=21
(1)
xy — 2x = 4.
Mnozgc drugie réwnanie przez 2 i odejmujgc od pierwszego
ofrzymujemy

4x — y = 13. 2)
Ka#de rozwigzanie uktadu (1) musi réwniez spetniaé uklad:
xy — 2x == 4
4x — y =138,

ktory jest tej samej postaci, co uklady z poprzednich przykladow.
Rozwigzujge go w znany sposéb, dostajemy dwa rozwigzania

xy =4, y=31x,= ——i», y; =— — 14. Latwo sie przekonaé, ze
sa to réwniez rozwigzania pierwotnego ukladu (1).

Przyklad 8. Rozwigza¢ uklad rownan:
y2 —_ x2 —_— 5
y* + 2x* -+ x = 19,

Tutaj w obu .ré6wnaniach niewiadoma y wystepuje tylko
w kwadracie. Obliczajgc y* np. z pierwszego réwnania, mamy

g =x*+5. 2)
Wstawiajgc te warto§é do drugiego réwnania, otrzymamy :
3x*+ x—14 =0,

Pierwiastkami tego réwnania sg liczby 2 i — J.

(1)
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Wedlug (2) musi byé
y—+ Vx®+5.
Przyjmujac najpierw x =— 2 otrzymujemy

y=*Yy9=+3,

za$ dla x = — % dostajemy
y= = ;99_% =+ L?
Rozwiqzahiami uktadu (1) mogag wiec by¢é tylko:
X, =2 9 =38; X2=2,0s=—38; Xy — 3§, Us ~v—g—1,
X,=—% y‘=——v—g4:.

Podstawiajgc przekonywamy sie, Ze wszystkie cztery pary liczb
spetniajg ukiad (1).

Jest rzeczgq widoczna, ie podobnie mozemy postgpié¢ z kazdym
ukladem réwnan drugiego stopnia o tej wlasnosci, Ze jedna z nie-
wiadomych wystepuje w obu réwnaniach tylko w kwadracie.

Zadania

Rozwigz uklady réwnan:

1. a) xX*+y*=25 b) y*—6x
x+yg=1 ’ y=3x-+5
c) xy = 36 d) x* — y* =80
y—4x=20 x—y=28
e) 4x? — 9yt =17 f) xy =28
2x 43y =17 3x —y—=10
g) x—3y=1 h)x+2y—=4
x*— 2xy + 9y = 17 x4+ y* =13
i)3x—y—=>H J) 1x* — 8xy — 159
xt—2xy +3y*=3 5x + 2y =1 _
S b tx+y=31&x—1y

x?
T2 —yr="19
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o xty=4 ) (14 %) 6+ y) — 80
;2(—+—S~=1 x+y=>5
f) (B3x — 2y)* — (2x — 3y)* =80
e) E'Z”y— 4X'—5y——_5
X 10
x—y=11 .
/ )x—-—ily]*5
X y 5
g)g+x~§ x4y =1
Xty= L X
7 §+g=5.
2 5 5
1 1 1 R
r,1r_ . 6
x+y 12 y
N p X+ 31
=x+2)@y+2—7 R TR
2x2—3y2=—‘10 xy=6
x—3_y—1 x+y_a
¢) % —y =1 d)x—y"'b
1,13 2 3
1,1 9 X ;
x+y 2 +y
¢) x—y=—= d) Xty __a
y=a —y b
Xy =>5 x4yt =1
e) 16x® — 257> = 400 x  a
N E=7
y = ax
x—y-:—aZ_b2
1,1 1 b xy+x—4
5. a) - ==
) x5 s
xy — 180

c) x-+-1)(y - 2)=130 d) xy+ x=18

@x—2(y+1)=24
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e)x—l———a /) xty=axy
y x —y=bxy
1
—=- =0
¥ p g1 _18
1 y !
g) x—}—gm?) x _4
xy+1 7
L1t
yTx=3
a) xX* —y*=25 b) 2x* —3y*="T1
y? — 6x 3x* + 2y — 165
c)x2+y9:a2+b2 d)x2+y2:a2
bix3 — a’y” — gth? y2 —_ 2px
e)_—_l.'____.._—;_—-; _.__1__. _____1_9__._——1
3x? I 8y* 5x® — 8yt * 28y — 5x*

. s e g, XEL_x—1
f) (x 3) v 1) =@ — Hx*; ¥ —6 y42
a) 202+ y?) — 3(x+p) =29, (*+y)—26x+p=1
1 n 11 3 2 1
9x* - 8y7 | bx —8y 100 2x*1 8y bx—3y 10

912G+ ) +3G+ D=4 sGt+h—sa+n=—;

b)

D2t HH3@HH =10 Bet P—6E+H =T

o)+ =3 H Pyt =3
wt¥=3 3+ +i=1

Wskazéwka: Wprowadi niewiadome pomocnicze.

§ 2. Uktadanie rownai

Majgc dane zagadnienie o dwu niewiadomych postgpujemy

w znany juz sposob. A wige: wyrazamy warunki zagadnienia
przez dwa rownania, naslepnie rozwiazujemy otrzymany uktad
rownan, w koncu sprawdzamy, CZy znalezione rozwiazania uktadu
sq zarazenn rozwiazaniami danego zagadnienia.
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Przyktad 1. Liczba dwucyfrowa jest 6 razy wieksza od
iloczynu swoich cyfr. Jezeli jej cyfry przestawimy, olrzymamy
liczbe o 9 wiekszg od pierwotnej. Co to za liczba?

Oznaczmy przez x, y odpowiednio pierwszy i drugg cyfr=
szukanej liczby. Liczba ta wynosi wiec 10x -+ y, zas liczba
otrzymana przez przestawienie cyfr 10y -+ x.

Zatem
10x 4 y — 6xy

10y +x=10x 4 y 4 9.

Rozwigzujqc ten ukiad w znany sposéb, znajdujemy x, — 1,
¥y, —2 oraz x,== —§, y, =& Jak latwo widzieé¢, pierwsze roz.
wigzanie spefnia warunki naszego zagadnienia. Drugie rozwigza-
nie nie ma znaczenia, poniewaZ x,y muszg byé catkowite. Zatem
szukang liczby jest 12.

Przyktad 2. W trojkacie prostokginym przeciwprosiokgtna
wynosi ¢ em, za$ réinica obu przyprostokgtnyech wynosi r em.
Znaleié obie przyprostokagtne.

Oznaczajac mniejszg przyprostokailng przez x, wiekszg przez
Y, olrzymujemy z uwagi na twierdzenie Pitagorasa nastepujacy

uktad réwnan:
gy—Xx==r

x? 4y = c )
Wyznaczajac z pierwszego réwnania y mamy
y=x+r. 2)
Wstawiajge te wartosé do drugiego réwnania olrzymamy
2x* 4 2rx +r* - ¢*— 0. 3)

Wyréznik tego réwnania jest
D—=Q@2r3?—4-2(*— c®) — 8c*— 4r* =4 (2¢* — r?.
Poniewaz w tréjkacie kazdy bok jest wiekszy od réznicy obu

innych, musi byé ¢>r, a wige ¢2>r? i 2¢*> r* Zatem wyréznik
jest dodatni. Rozwigzujgc réwnanie (3) dostajemy

—2r+ V4 (2e*—71?)  —r+ Y28

Xyyy == 4 o g r
S ey N |y

Xl = + g d X2 = V2 .

Banach: Algebra IV,
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Odpowiednie warto$ci na y sg na mocy (2):

1 pr—y

e e R ey e
9 Y- 3
Sprawdzamy tlatwo, Ze x,, y, oraz x,, y, sg rozwigzaniami

uktadu (1). Rozwiagzanie x,, y, nie ma jednak znaczenia dla na-
szego zagadnienia, bo x, <{0. Np. dla ¢ =65, r =28, otrzymujeny

10.

12.

IES

15.

N o= 28 ) ng 66% — 23 =33, y =>56.

Zadania

Suma licznika i mianownika ulamka wynosi 33. Jezeli po-
wiekszymy licznik o 39, mianownik o 20, otrzymamy ulamek
dwa razy wiekszy. Co to za utamek?

Hoczyn cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 12. Jezeli przesla-
wimy cyfry, otrzymamy liczbe wiekszg o 36. Co to za liczba ?

ILiczba d.wucyfrowzi jest trzy razy wieksza od iloczynu swoich
cylr. Jezeli do niej dodamy 18. otrzymamy liczbe uiworzong
7. lych samych cyfr w przeciwnym porzadku. Co to za liczba?

Jezeli dlugo$é prostokata zmniejszymy o 3 m, a szeroko§é
o 1 m, to otrzymamy prostokgt o polu dwa razy mniejszym.
Jezeli jednak dlugo$é powiekszymy o 9 m, a szeroko$c zmniej-
szymy o 2 m, to pole si¢ nie zmieni. Oblicz boki tego pro-
stokata.

Prostokat ma to samo pole co kwadrat o boku o 6 em krét-
szym niz dluiszy bok prostokata. JeZeli szeroko$é prostokata
powickszymy o 1 ¢m. za$§ dlugos§é zmniejszymy o 2 cm, pole
jego. sie nie zmieni. Oblicz boki tego prostokata.

W trojkacie prostokatnym o znanej przeciwprostokatnej ¢ wy-
sokose do przeciwprosiokgtnej dzieli Jq4 na dwa odceinki w ten
sposob, ze jeden z tych odeinkoéw rowna sig przyprostokgtnej
nie przylegtej temu odcinkowi. Oblicz obie przyprostokgtne.
Odcinek o dlugosei a podzielono w ten sposob, ze jedna z cze-
§ci jest Sredniyg geomelryczng calego odcinka i drugiej czesci.
(Tzw. zioty podzial). Oblicz obie czesci.

W trojkgcie réwnoramiennym suma boku i podstawy wynosi
s em, zas wysokos¢ prostopadia do podstawy w em. Oblicz
boki tego trdjkata. Podstaw s= 11, w = 4.



16.

17.

18.

19.

20.
" Oblicz boki réwnolegle trapezu. (Wskazowka: korzystajge ze

21.

22,

24.

25.
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Boki réownolegle trapezu wynosza a cm i b em, wysokos¢é
w c¢m. Odcinek réwnolegly do podstawy dzieli go na dwa
trapezy o réwnych polach. Oblicz dlugo$¢ tego odcinka
(Wskaz6wka: wprowadZi jako druga niewiadomg jeden
z odcink6éw, na ktére odcinek réwnolegly do podstawy dzieli
wysokos¢). Podstaw a=—8, b==6, w—=3.

Obwod prostokata wynosi a cm, pole p cm?. Oblicz boki pro-
stokgta. Podstaw a — 24, p — 35.

W trojkgcie réwnoramiennym suma podstawy i wysokosei
wynosi s c¢m, za$ promienn kola opisanego na tréjkgcie r cm.
Oblicz boki tego tréjkata. Podstaw s =10, r == 28,

(Wskazéwka: oblicz najpierw podstawe i wysokosé).

Obwéd trojkata prostokgtnego wynosi a em, pdle p em?®. Oblicz
przyprostokgtne. Podstaw a = 36, p = 54.

Na kole o promieniu r opisano trapez ré6wnoramienny o polu p.

znanej wlasnos$ci czworokata opisanego wyraz bok nieréwno-
legty przez boki rownolegle i zastosuj tw. Pitagorasa do tréjkata,
otrzymanego przez wykreslenie wysokoSci).

Bryla ma ksztalt walca, zakoniczonego dwiema pétkulami. Jej
dlugo$¢ wynosi 8 cm;za$ powierzchnia p em? Oblicz promien
i wysokoéé walca. Podstaw a = 13, p = 245.

Znajac wysoko§¢ w cm i powierzchnie p cm® stoika kolo-
wego oblicz promien podstawy i bok. Podstaw w = 10,
p -=800. Czy liczby p, w mogg byé dowolne?

. Kapitat 36000 =z¢ przynosi w pewnym czasie 7200 z¢ do-

chodu. Gdyby stopa procentowa byla o 1% niisza, kapital
ten przyniostby ten sam dochéd w czasie o rok dluzszym.
Jaka byla stopa procentowa i na jak diugo wypoiyczono
kapitat?

Pewien kapital przynosi rocznie 120 z¢ dochodu. Inny kapi-
tat, wiekszy o 6 000 z¢ i oprocentowany o 2% wyzej, przy-
nosi rocznie 540 z¢ dochodu. Ile wynosza oba kapitaly ? Na
ile procent sg umieszczone ?

Dwu robotnikéw wykonalo pewng prace w ten sposéb, Ze
najpierw pierwszy wykonal polowe, nastepnie drugi reszte,

3
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co trwalo razem 25 dni. Gdyby pracowali réwnoczeénie,
wystarczyloby im 12 dni. W jakim czasie kazdy z osobna
wykonalby te prace?

26. Dwa punkty poruszajg sie ruchem jédnostajnym po ramio-
nach kata prostego ku wierzchotkowi z predkoscia 3 m/sek
i 4 m/sek. Ich poczatkowa odleglo$é od siebie wynosi 20 m.
Po 2 sekundach sg one odlegle tylko o 10 m. Oblicz ich po-
czgtkowe odleglosci od wierzchotka,

27. Przednie kolo u wozu ma obwdd o 2 m mniejszy niz tylne,
a na przestrzeni b m robi o ¢ cbrotéw wiecej. Oblicz
obwody obu két. '

28. Dwaj piechurzy wychodzg réwnocze$nie z miejscowosci A i B,
odlegtych o 45 km,naprzeciw siebie i spotykaja si¢ po b go-
dzinach. Pierwszy z nich przybywa do B o 2} godziny pre-
dzej niz drugi do A. Qblicz,w jakim czasie kazdy z nich prze-
by} droge ABi w jakiej odleglo§ci od A nastgpilo spotkanie.

Rozdziatl VI
Rownania pierwiastkowe

§ 1. Rozwiazywanie rownar

Zajmiemy si¢ teraz réwnaniami, w ktérych niewiadome
wystepujg pod pierwiastkami. W réwnaniach tych pierwiastek
kwadratowy (lub stopnia parzystego) oznaczaé hedzie zawsze
pierwiastek arytmetyczny.

Przyktad 1: ]
Y2x — 5=1.

Zakladamy, Ze x oznacza pierwiastek réwnania. Podnoszgc
obie strony do kwadratu dosthjemy :

2x — b5 =1, stgd x —= 3.
Sprawdzajgc przekonywamy sie, ze x = 3 jest pierwiastkiem.

Przykilad 2: o
Y6 —x —x+4=0. 1)

Zostawiamy pierwiastek po lewej stronie, 74§ wszystkie inne
wyrazv przencsimy ad prawg strone. Dostajemy

V6 —x =x — 4.
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Podnosimy do kwadratu obie strony. Zatem

A wiec Cx*—T7x +10 =0,

Stad x, =5, x, =2, Sprawdzajgc przekonywamy sie, %e x, -=5
jest pierwiastkiem réwnania (1). Natomiast x, — 2 nie jest pier-
wiastkiem réwnania (1). Mamy bowiem

Przyklad 3:
B3~ Vx—5) (4 — VYx—5) —x—1.
Wykonujgec mnozienie otrzymamy .

12—-3Vx—5—4YVx—5-+x—5=x—1.

Zoslawiamy pierwiastki po lewej stronie. inne wyrazy prze-
nosimy na prawg sirone¢ i redukujemy. Zatem

— 7Vx—5——14, stgd Vx—5-—2
Zatem x — 5 =2% wige x==9.
Sprawdzajgc przekonywamy sie, Ze x = 9 spelnia réwnanie,

Przyktad 4: 3

yox—3—2
Podnoszgc obie strony do trzeciej potegi dostaniemy
2x — 3 =8, stad x = %,
Sprawdzajge przekonywamy sie, ze x — %! jest pierwiastkiem.
Przyktlad 5:

Zostawiamy jeden z pierwiastkéw na lewej stronie (np.
Yx -+ 17), drugi przenosimy na prawg strone. Dostaniemy:
Vx+7=17— ¥x.
Podnosimy obie strony do kwadratu. Zatem
X4 749 — 14 Vx 4+ x.

Pierwiastek zostawiamy po prawej stronie, wszystkie zas inne
wyrazy przenosimy na lewg strone i redukujemy. Dostaniemy

— 42 = — 14 Vx, czyli ~ 3= Yx.

Stad 9 ==x. Sprawdzamy, ze x —9 gpelnia réwnanie.
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Przyktad 6: -
Vx+¥x—-5—V3x—2=0 (1)

Jeteli mamy trzy pierwiastki, to staramy sig¢, aby jeden z nich
byt sam po jednej stronie, pozostale zas po drugiej. Przenosimy np.
V3x — 2 na prawg strone. Zatem

Vx 4+ Vx -5 —=Vy3xr — 2.
Podnoszgc do kwadratu obie strony otrzymamy
x+2Vx(x —5)+x—5=238x — 2.
Stad 2Vx* —5x = x + 3.
Zatem 4 (x® — 5x) = (x -+ 3)2
Po uporzadkowaniu otrzymujemy réwnanie
3x* — 26x — 9 = 0.

Dostajemy x, =9, x, = —4. Sprawdzamy, ze x, =9 jest
pierwiastkiem réwnania (1). Natomiast x, =~ — } nie jesl
pierwiastkiem, bo dla x —= — } lewa strona réwnania (1) traci
sens.

Przyktad 7:

Vx+5+Vx—2—VxF14—Yx—7-—-0.
Przenosimy dwa pierwiastki na prawa strone. Zatem
Vx+5+Vx—2=VxF+14+Vx—17

Podnoszac obie strony do kwadratu otrzymamy :

L]
X+54+2V(x+8)(x—2) 4 x—2—=x+14+2V(xF14)(x - 7) +
+x—1.

UwolniliSmy sie¢ zatem od dwoéch pierwiastkéw. Postepujgc na-
stepnie jak w przykladzie 5., otrzymamy rozwigzanie x =- 11.

W wielu przypadkach dogodnie jest wprowadzié niewiadomg
poinoc¢niczg.

Przyklad 8:

f

dxt —Tx - {2 Tx T 14 — 118,
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Zauwaimy, ze przed pierwiastkiem mamy dwa pierwsze wyrazy
wielomianu, -stojgcego pod pierwiastkiem. Dodajgc do obu stron
réwnania trzeci wyraz, tj. 14, otrzymamy

2x? — Tx-+ 14— V2x* — Tx + 14=132 (1
Potézmy V2x* — Tx + 14 =u zatem 2x* — Tx 4 14 = ut
Podstawiajgc w (1) otrzymamy l
u? —u =132, stad u, =12, v, — — 11
Oczywiscie u, = — 11 odpada, gdyz réwnosé V2x* — 7x 4 14 =

== — 11, nie moze zachodzi¢ dla zadnej wartosci na x, bo pier-
wiastek oznacza liczbe nieujemng. Dostajemy zatem

Vox?t — Tx + 14 = u, = 12. .
Stad 2x* — Tx + 14 = 144.
Po rozwigzaniu otrzymamy x, =10, x; = — . Sprawdzamy, Ze
x, =10 i x, == — 3 sa pierwiastkami danego réwnania. -

Przykiad 9:

“1—Vy+1=1
Vx Vy M

Uwalniamy najpierw pierwsze réwnanie od pierwiastkéw. Prze-
_ nosimy zatem jeden z pierwiastkéw na prawg strone. Dostaniemy

Vx—1=1+4Vy+1.
Podnosimy obie strony do kwadratu. A wige

x—1=142Vyt 1 +y+1.

Stad x—y—8=2Vy+ 1.
Podnoszgc obie strony do kwadratu otrzymamy
(x -y —38y=4@-+1) @

Z drugiego réwnania (1) mamy x =13 —y. Wstawiajge w (2

otrzy mujemy
(10 —2p)* —4(y +1).

Stad y, ~—3 y, == 8. Zatem x, =13 —3=10, x, =13 — 8 =25. Przt
konywamy sie, ze x, = 10 i y, == 3 jest rozwigzaniem ukladu (1
Natomiast x, =35, y, = -8 nie jest rozwigzaniem.
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Zadania

Rozwigz rownania :

. aj

b)
)

a)
b)
¢)
a)
b)

c)
d
a)
b)

c)
a)
b)
c)

a)

b)

c)
a)

b)
a)

)

3_ _ 37.
Vx=38; Vx=05; 2yx=8; 7Vx=21
_ 3_ 4 6'- :
6Vx=42; 5Yx=230; 7Vx=14; BYx=—=15
(9—+—7x):Vi=7i— Vx; 5=3Yx—5; 10:2\/5xy§,

Vx+1=2; Yx—3=4; V8—x=1; VxLb5—
3 S — — ————— .
BYx+2=45; 3BYx—7—12; 2V5—x—=4; 3Yx—1—9
. 3 e — — e — 3 e —
Vx+a==b; Va*+x—a* aVx—1=0b; aVxlb=b

3 3
2yx =20 - 3Vx; 9Yx —4Yx=35; TVx— 15=3yx+ 9
A+Vx _, 9 8
1—Vx © 742¥x 13 —5Yx
(7T—Vx) 8 — Vx)=x-+41; (BYx —5) (2Yx -+ 3) ==6x 11
a\x Fb+cVx Fb=a — c?; a¥x + b= bYx 4 a

Yox + 13 = V13x F 9; 23&1”7—3;}“—*15;
x—1_2 Vxf12_5 Yx—2 7

Vx+4 3 yxr23 6 yali13 8

aVx =bY2x; aVxF &= byx + a.

Vx + 74 Vx=17; Vox— V2x — 11 = 1.

V3x —V8x —5—=1; V3x+ 4+ V8x —5—=09.

Véx +9 -+ 2Vx - 6=15; Vix+ 2=Vix—5 - 1. »
Vx +8—Vx F 83=Vdx+ 9; 3Vx - 2 — 2Yx — 6 = Vx & 42
Vx+ Vx-+7=Vax +13; YxF6+4 Vx +1=Vix I 13
Vx —6 — Yx — 18 = Yx - 8 — Vx — 13.

Véx* —7x —6 =9 —2x; Vx+ V2 Fx = V2+x

x—\/x”—x—l + VxtFx—6=1; \’x—}—\’x2+1=2.
Véix + 9 +4x—=21; 2x—3Vx—8=25; 2x — 5Yx = 3
x—2—2\x —2=0; V9 4x =2x — 3.
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11.

12.

13.

14.

| 89
a) Vx + ¥2x+1 =15; V3x — 11 — Yx =3

b) Vx 1-+V3x-+-1=6; V3x 4+ 14+ V8x+ 15
¢) Vx+Vax +1=1; Vx+a — Vax + 1 —Va.
a) Vx+ Yx+8=Vx+ 15; Vx -+ Vx 45 == Vx + 21

b) Vx—+Vx — 16 = Yx --39; Vx+7-—Vx=Vx—8

| e e

&) Vx+34+Vex T 9=4; ) V3x——ll——2\/4x--7—1717‘-v5
o) Vi 2+ VoFd—2x+2; d 5"+3V?i‘2_f9 1

o VBT — Va3 Vi—xi¥x 5 _ Vi-x

V2xi+ 1 -+ yx*—3 V7—x—Vx—5 Vx5

Wskazéowka: wd),e),f)uwolnij najpierw od mianownikow.

a) x*+5x-2Vx*+ bx 2 =22
b) x*—4x +2Vx* —ax 4 7 =1

a) 3Yx —2Vy=19 &) Vx—1+ Vy—2—11

i |
=53 7

BYx —9Vy= 9 Vx—1--Vy—2— 3
c) BVx +2 +7Vy—1-—=29 d) 43x |+ 4 ~3V2g}"‘—"‘i‘ -7
TWx+2—-5Yy—1-—=11  3V3x + 4 +4y2y — 1 - 21
3 3 1 R 1
e) B~ 1645ly g o Ty TaVx—y 15
3 3 = —
7\!’!’} — 9 \/X — 8 15 VX ‘k_y -t 15Vx—y — 8
sz . yz

Wskaz6wka: Podstaw za pierwiastki pomocnicze niewia-
dome. ’

&) Wx+1+V+1-5 b) Vx+ 2+ Vy+7-7
b5x 4 2y — 31 x-+ 3y — 34

¢) V2x —3 -+ V3y + 11 d) Véx | b — by —2 — 2
5x 4+ 3y — 45 2x—3y - 10

Wskazowka: Uwolnij najpierw od pierwiastkow w pierw-

sZym rownaniu.
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15. W kole narysowano dwie réwnolegle cigciwy o dlugosci
2p em i 2g em. Odlegloéé tych cigciw wynosi d em. Oblicz
promien kola zakladajac, ze $rodek kola a) lezy b) nie ledy
miedzy tymi cieciwami. Podstaw nastepnie a) p =5, ¢ =3,
d=14, b p=3, ¢g=2,d 2 .

16. W pétkole o promieniu r cm wpisano trapez o obwodzie 2s cm
w ten sposéb, Ze Srednica jest podstawg trapezu. Oblicz diu-
goéé drugiego boku réwnoleglego. Podstaw s -—12, r—=—=>5,

17. Do studni spuszczono kamien bez predkoSci poczatkowej.
Uderzenie kamienia o powierzchni¢ wody uslyszano po a se-
kundach. Oblicz gleboko$¢ studni przyjmujge, Ze przySpiesze-
nie ziemskie g — 9,8 m/sek?, za§ predkosc glosu ¢ = 333 m|sek.
Podstaw a -= 5,12,

(Wskazéwka: wyrai, Ze suma czasu spadania i czasu, po
ktérym gtos doszedl, wynosi a sekund; droga w m, przebyta
przez kamien w czasie f sekund, wynosi } gt®).

Rozdzial VII
Rownania stopni wyzszych niZz drugi

§ 1. Rozwiazywanie réwnaf stopni wyzszych

Niektore réwnania i uklady réwnan stopni wyzszych niz
drugi dajg sie sprowadzi¢ do réwnan,wzglednie ukladéw réwnan,
stopnia drugiego, ktére juz umiemy rozwigzywac. Poznamy kilka
takich przykladéw,

Przyktad 1. Rozwigzaé¢ réwnanie
xt—2x*— 3 =0. 1)

Jest to rownanie stopnia czwartego, w kidrym oprocz wyrazu
wolnego wystepnje tvlko druga i czwarta polgga niewiado-
mej. Takie rownanie nazywa sig rownaniem dwukwadrato-
Wy m.

Rozwigzujemy je wprowadzajac niewiadoma pomocniczg

u = X%
Mamy oczywiscie x* == u®. Zatem u musi spelnia¢ réwnanie

drugiego stopnia
gleg P u? — 2u —3 =- 0,
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ktérego pierwiastkami sg v, =3, u, = — 1. A wiec x musi spel-
niaé¢ jedno z rownan
- xt=3, x?—=—1.

Z pierwszego z tych réwnan otrzymujemy x - + V3. Drugie
oczywiécie nie posiada rozwigzania. Zatem pierwiastkami réwna-
nia (1) mogg byé tylko liczby — V3.4 V3. Latwo sprawdzi¢, ze
one spelniaja to réwnanie.

Przyklad 2. Rozwigzaé réwnanie

XS —Tx% —8 — 0

Kladgc u—x3

dostajemy u? - Tu—8=0.

Pierwiastkamni tego rGwnania sq v, — — 1, u, — 8. Zatem musi by¢
x3 == —1, czyli x— —1

lub x? — 8, czyli x — 2.

Sprawdzamy, Ze liczby te spelniajg dane rownanie.

Uwaga. W podobny sposéb moina rozwigzywaé ré6wnania

ksztaltu
ax® -+ bx" -}-c— 0,

gdzie n oznacza diolnq li'czbe naturalng. Kiadgc v — x", otrzy-
mujemy na uz réwnanie drugiego stopnia.

Przyktltad 3. Rozwigzaé ukfad réwnan

x* 4 y* == 34
(1)
xy — 15.
Z drugiego réwnania otrzymujemy
15 .
- @)

Podstawiajac to w pierwszym réwnaniu i porzgdkujge, dostajemy
x* — 34x* + 226 =- 0.
Ktadac, jak poprzednio x*=u,
widzimy, Ze u musi spetnia¢ réwnanie drugiego stopnia
u* — 34u 4 225 —0

o pierwiastkach wu,~— 25, u, =Y. Zatem x musi spelnia¢ jednc

z réwnan . )
X* == 25, Xt 9,
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Stad x=+5 lub x= + 3. Wstawiajgc to w (2), widzimy, Ze
rozwigzaniami ukladu (1) mogg byé tylko: x, =5, y, =3; X, =
=05, = —38; x3=3, gy =5; x,=—38, yy=— 5. Latwo
sprawdzamy, ze sg to istoinie rozwigzania.

Przyktad 4. Rozwigzaé uklad réownai:

x4 y*=9
)

x-+y=38.

Z drugiego réwnania otrzymujemy
y—3—x 2

" Zatem x musi spetniaé réwnanie
Xt (3 — X! =9,
czy.li x*—3x +2=0.

Pierwiastkami tego réwnania sa x, — 1, x, = 2. Odpowiednie
warto$ci y sq wedle (2) y, =2, y, — 1. A wiec rozwigzaniami
uklada (1) moga byé¢ tylko x, = 1, y, =2 i x, = 2, y,=— 1.

Sprawdzamy, e obie pary liczb speiniajy ukiad réwnan (1).

Przyklad 5 Rozwigza¢ uklad rownan:

1 1 5
T y 6 Q)
x%y + xy* — 30.

Mnozac pierwsze rownanie obustronnie przez xy i wylgczajgce
w drugim po lewej stronie xy przed nawias, otrzymujemy :

x4y =fxy
xy (x 4 ) = 30.

Wprowadzajac niewiadome pomocnicze:
u=x+y v-xy, @
dostajemy u=—==%v uv = 30.

Rozwigzujgec ten uklad w znany sposéb znajdujemy u, = 5,
v,=6;‘u2:-———5, vg—:—_ﬁ. '
Wobec (2) musi by¢é

x+y="5 lub xty=-25
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Rozwigzujac te uklady. otrzymujemy 4 mozliwe pary liczb:
X =2, 0,=8; =38, §=2; x,=1, yy=—6; x,—=—6, y,— 1.
Latwo sprawdzamy, e wszystkie sg rozwigzaniami uktadu (1).

Zadania

1. a) x*—10x®+9=0,

b) x*8x*=9,

e) x*—5b6x2-}4=0,
2. a) x*—x*—8=0

c) x*—(A+a)xt+at=0
3. a) 1;2:_!;%7 x21}~3 ,

x4 — Bx? — 36 =0
4x* —5x*4+1=0
x4+ 2x2—8=0.
b) x*--17Tx*+4+ 16 =0
d) x10—31x° — 32 =0
b) (x* —3)2—7(x*—3)+-6=0

1 1
(1) x2+ 3(12'3:32+ Z“ 7

B) (¢ x 1) (b x— 5) +1=0,

9(x* - 4)

O (Gt Lytaat =12, g e =xlts.

5. a) 3x*42y? =11

Xy ==
c) x*— pgd=
x—y=1
e) Xy =a
x*+yt=0
6. a) x-+xy-+y=11
x*y + xy* == 30

¢) X — g = Ux — y)
xy(x* 4 y*) = 300.

b) x* —yt42xy —2

xy =1
d) x*+y'—H
xy=—4%.
fl x+y=a
x* -yt =10

b) x* +y*+x —y=—12
(x* + y)(x — y) =20

d x-+xy-—=a
x”—{»x2y2=b

W przykiadzie ¢) podziel obie strony pierwszego réwacnia
przez x — y (przyjmmuiac x &= 3), podnies do kwadraiu otrzyiaane
réwnanie i wprowadZi pomocnicze niewiadome. Nastepnie zbadaj
osobno moiliwo$é x = y.

-
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10.

11.

12.

Korzystajae z wzorow
x*+yt=(x + y) (*—xy + y?),
xP—yt = (x —y) (<*+ xy + y*),
rozwig? uklady réwnan: '

a) x*—y* =31 (x—p) b) x*4y* =1 (x+y)®

x4y =26 xy=3
Q) Xy =2 (x—p) d) 3x—2y—4
C oxt—xyfyi—1 27x% — 8y® = 104xy.

Ramig tréjkgta rownoramiennego wynosi a c¢m, pole p cm’
Oblicz podstawe. Podstaw a =13, p = 60. Czy liczby a, p
moga byé dowoine ?

Prostokat o polu p cm® ma te wlasno$é, e jezeli go przepo-
lowimy prostg réwnolegly do podstawy, to otrzymamy dwa
prostokaty podobne do catego. Oblicz boki tego prostokgta.
Podstaw p — 20.

Calkowita powierzchnia ostroslupa foremnego o podstawie
kwadratowej wynosi P cm? - krawedZz boczna k cm. Oblicz
krawedZ podstawy. Podstaw P — 210, & — 8.

Catkowita powierzchnia walca wynosi P c¢m? przekgtna prze-
kroju osiowego d cm. Oblicz wysoko$§¢ i promiefi podstawy.
Podstaw P —==240, d = 7.

Calkowita powierzchnia graniastoslupa prostego o podstawie
kwadratowej wynosi P cm® przekatna Sciany bocznej d cm.
Oblicz krawedZ podstawy i wysoko$§¢. Podstaw P = 66, d — 5.



Trzecie pierwiastki liczb naturalnych od 1 do 100

&

jury
S W1 T W

DO DD DN DY DD et ek ped ek ek sk ek b sk
B WM = OO -3 0k W) =

25

Va
1
1,2599
1,4422
1,5874
1,7100
1,8171
1,9129
2
2,0801
2,1544
2,2240
2,2894
2,3513
24101
2,4662
2,56198
2,56713
2.6207
2,6684
2,7144
2.7589
2,8020
2,8439
2,8845
2.9240

a

26
27
28
29
30
31
32
33
3%
35
36
37
38
39
40
41

42

43
41
45
46
47
48
49
50

3

Va
2,9625
3
3,0366
3.0723
3,1072
3,1411
3,1748
3.2075
3,2396
32711
3,3019
3,3322
3,3620
3,3912
3,4200
3,4482
3,4760
3,5034
3,5303
3,5569
3,5830
3,6088
3,6342
3,6593
3,6840

a

- 51

52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

62

63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75

3

Va
3,7084
3,7325
3,7563
3,7798
3,8030
3,8259
3,8485
3,8709
3,8930
3,9149
3,9365
3,9579
3,9791
4
4,0207
4,0412
4,0615

4,0817 .

4,1016
4,1213
4,1408
4,1602
4,1793
4,1983
14,2172

a

76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

100

3 —
Va
42358
4,2543
42727
4,2908
43089
4,3267
4 3445
43621
4 3795
4,3968

4,4140
4,4310
44480
4,4647
44814
4,4979
45144
4,5307
4,5468
4 5629
45789
4,5947
46104
4,6261
4,6416
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