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Wyraienia pierwiastkowe

Rozdziat 1
Pierwiastek kwadratowy
§ 1. Okreslenie pierwiastka kwadratowego

Czesto spotykamy si¢ z zadaniem: ile ¢m ma bok kwadrarwm.,
ktérego pole jest znane? Jezeli pole wynosi np. 16 cm2, to latwo
odgadniemy, ze bok ma 4 cm, bo4? = 16.-°

Zadanie powyzsze prowadzi do nastepujacego zagadnienia
arytmetycznego : dana jest jakaé liczba np. 16, znalesé liczbe, ktérej
kwadrat réwna sie 16, <

Liczbg taka jest 4, bo 42 =16. Mamy réwniez (—4) =16,
Zatem liczba — 4 przedstawia takze rozwiazanie. (Ujemne rozwig-
zanie nie ma oczywifcie znaczenia dla zadania z polem kwadratu, gdyz
dlugoséé boku kwadratu wyraza sig liczba dodatnia.)

Liczbe 4, jak réwniez liczbe — 4, nazywamy pierwiastkiem
kwadratowym 1lub druglm Pierwiastkiem liczby 16,

Ogélnie: pierwiastkiem kwadratowym liczby a
nazywamy kaszda liczbe, ktérej kwadrat réwna
sie a

Przyklady:

1) 9 ma pierwiastki kwadratowe 3 i — 3 bo 32 =.(—3r =209
25 " ” 5i—5 , 5 = (—5) =25
2. " . Si—3 ,@r=(-Yp=212

2) 252 = 625, wigc=25 jest drugim pierwiastkiem liczby 625,
(—17):=289, wigc — 17 jest drugim pierwiastkiem liczby 289,

Zadania

1. Podaj pierwiastki kwadratowe nastqpumcych Iezb :
a) 1,49, 121, 225 ‘
b} 0,01, 0,49. 0,0036, 1,44 S Coe f
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C) ’25 36’ 2560

d) 100, 10 000, 1 000 000, 1000 000 00O

2. Jaka to jest liczba, ktérej drugim pierwiastkiem jest a) 1, k) 5,
¢) —7.d) 03, ¢):? .

3. lle m ma bok kwadratu, ktérego pole wynosi: a) 36 m2, b) ! m2,
c¢) 0,0049 m*?

4, Jakie musialby mieé rozmiary plac w ksztalcie kwadratu, na
ktérym moznaby umiescié ludnoéé a) calej Polski, b) calego
§wiata, jezeli na jednego czlowieka przypadalo by } m2 (tj. kwa-
drat o boku } m)? . Dla prostoty rachunku przyjmij, Ze ludnosé
Polski wynosi 36 000 000, ludnoé¢ zaé cafego §wiata 2 500 000 000.

§ 2. Istnienie pierwiastka kwadratowego.

Zajmiemy si¢ w tym ustepie pytaniem, czy kaida liczba po-

siada pierwiastek kwadratowy. Zbadajmy np. czy liczba — 4 ma
pierwiastek kwadratowy. Mamy wiec znalezé taka liczbe x, aby
xz= — 4,

Jest oczywiste, ze nie ma takiej liczby x, bo kwadrat jakiejkolwiek
liczby nigdy nie jest ujemny. A wiec — 4 nie ma drugiego pierwiastka.
To samo odnosi si¢ do kazdej innej liczby ujemnej. Zatem zadna
liczba ujemna nie posnada pierwiastka kwadrato-
wego,

Pozostaje do rozstrzygniecia, czy kazda liczba dodatnia ma pier-
wiastek kwadratowy. Zbadajmy np. czy liczba 2 posiada drugi
pierwiastek, Mamy: 12 = 1, 22 = 4, 32 = 9 itd. Widzimy wigc, ze
nie ma liczby calkowitej, ktérej kwadrat réwnalby si¢ 2.

Mozna jednak udowodnié, ze istnieje pewna liczba dodatnia,
ktorej kwadrat réwna sie 2. Przekonamy sie o tym intuicyjnie. Wy-
kreélmy obraz graficzny funkecji y = x2 (tabelka i wykres na na-
stqpnej stronie).

Poprowadzmy prostq [ rownolegla do osi x-6w przez punkt
M (0 2). Prosta | przecma prawa czesé wykresu (polozona w I éwiart--

)w punkcu: A o wspoh‘zednych (a, 2).. Mamy zatem:
2 = a2
Wiec a jest pierwiastkiem kwadratowym liczby 2. Z wykresu odczy-
tujemy, ze w przyblizeniu a = 1,4 Oczywiscie nie ma innej liczby
dodatniej, ktérej: kwadrat- wynosxlby 2. Widaé to z wykresu, gdyz
prosta [ przecina tylko w jednym punkcie prawag czg:é wykresu.
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x|1=25 |=2{—1,56 —1 =05 0/05 |1[15 '2{25
y| 625 4 2,35 I 025 0 .025]1225]416.25-

.Mozemy to rowmez sprawdzw w nastepu;qcy sposo6b : jezeli x> a,
wéwezas x2 > a2 €zyli x2 > 2. Jezeli zaé x ]est dodatme ix < a, to
x2< g2, czyli x2< 2. S

- Zauwaimy, 7e (— a)?= a2, zatem (—qg)2=2

Widzimy stad, ze — a (tj. w przyblizeniu: — 14) jest réwniez
pierwiastkiem kwadratowym liczby 2. ,

Wykazemy teraz, ze nie ma ‘innej liczby ujemne;j, ktorej kwa-
drat wynositby 2. ]ezeh bowiem x <0 ix2=2 woiéwczas réwniez
(—x)2 =2 Zatem — x ‘jest réwniez pierwiastkiem kwadratowym
liczby 2. Poniewaz — x >0 za§ a jest jedynym dodatnim Dpier-
wiastkiem kwadratowym liczby 2, wiec —x = a czyli x = — g, A wiec
istnieje tylko jedna liczba ujemna, tj. — g, ktérej kwadrat réwna sie
2. Widaé to réwniez z wykresu, gdyz prosta | przecina lewa czes§é
wykresu tylko w jednym punkcie B (—a, 2).

Widzimy zatem, ze liczba 2 posiada tylko dwa plerwxastkl kwa-
dratowe rowne w przyblizeniu 1,4 i — 1,4,

W podobny sposéb intuicyjny mozna sie przekonaé, ze kai-
da liczba dodatnia posiada dokladnie dwa pier-
wiastki kwadratowe; pierwiastki te ma;a modu-
ly ré6wne, znaki za$§ przeciwne.



Pierwiastkiem kwadratowym liczby 0 jest oczywiscie 0, bo
‘ o ,
Poniewaz kwadrat liczby réinéj od zeré,g?l-vjeét rézny od zera,
wigc 0 posiada tylko jeden pierwiastek kwadratowy, réwny 0.
Jezeli m jest liczi:é dodatnia, wéwczas dz)c:iatni pierwiastek kwa-
dratowy liczby m oznaczamy symbolem :
| Vm

Pierwiastek ujemny liczby m wynosi zatem:
| ~Vm
A wiec liczba dodatnia .m ma pierwiastki kwadratowe :
Vmi— 1 "m lub jak krétko piszemy V' m.
Np. 16 ma pierwiastki IEWadfafdwe +1716, a wiec + 4 i— 4.
25 ma pierw. kwadr. -}/ 25, a wiec + 5i — 5.
Pierwiastek kwadratowy liczby O oznaczamy réwniez symbo-
lem }0. A wiec }/0=0. '
Jezeli m jest liczbg ujemna, wéwczas wyraznie )’ m nic nie
oznacza, bo liczba ‘ujemna nie ma pierwiastka kwadratowego.
Np. Wyrazenia } —4, ' — 2 itd. nic nie oznaczaja.
Z okreslenia pierwiastka kwadratowego wynika natychmiast :
1. (Va)e=a jezelia > @ '
Np. (Vi6)2 = 16, (1 25)2 = 25, (V3)2=3. |
Jezeli a <0, wéwczas nie zachodzi ré6wnoéé (Va) = a; lewa
bowiem strona réwnofci nic nie oznacza, gdyz symbol } a
traci sens dla a <.0. o
2. Jezeli V' a -~ b woéwczas bz == g,
Np. Vx = 3 wiec x=32= 9 -
Vii=x , 17=xz. ‘
3. Jezeli b2 = a, wéwezas b jest pierwiastkiem kwadratowym
liczby a. .
Jeeli wiec b > 0, woéwezas b= Va, jezeli b < 0, wéwczas
b=—) a W obu przypadkach mamy:
o Va=|b]

%



NP 32-‘9 WIQC 3'—_}/9 ('—3)2"—9 WJQC ——3___" 9

x2 = 25 wiec a]box—l 25 =5 albo x“f'-"]/25‘f—~5

. Pierwiastkami kwadratowymi liczby a? sa: +a i — a. Mamy
bowiem: - - (+ a)2=(— a)t= a2, zatem
Vaz=a, jezeli >0, Vat=—a, jezeli a <0. W ohil przy-
padkach mamy : Vaz=la

Vat+2ab+b2=V(@+b2z=latb. :

Zadania . A
. Podaj pierwiastki i sprawdz : : -
a) V25, V8, V1Hh, V625, 1169;

b) V001, V0,25 V00016 119%;

) V 1:’ v i" 21265’ V:ogo

d) V100, 1/ 10000, ¥ 1000 000, } 100 000 000,
. Rozwiaz réwnania :

a) x2=9, xx=64, x27);, x2=0,0l,

b) 3x2=27, 5x2=80, 4x2--9, 16x2=25:

. Rozwigz réwnania : '

a) Vx=3 Vx=01, Vx=1

b) 3Vx=2 Vx=1 Vx=5.

. Dla jakich wartoéci x nastepujace. wyrazenia nic nie oznaczaja:
a) Vx, Vi—x, Vx—5 Vx+1,

b) V2x—6, V3x+, ‘/i Vx4V 1-x,

O V=x V=(GE-1F V=wTiz—4

. Sprawd?, ze :

a) Vix<x jeieli x> 1

b) Vi>x , 0<x-Il

dla @) x=4, 9, 16, b) x =3, 33, 0,04.
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Przedstaw w prostszej postaci : )
a) (21723 @V, (VD (V)
b) (31 2x)2, @Vx2+1)2, (2aVbx)y, (2V1- x)2

¢) (41V'x)2 + (3Vx)2 + (4Va —b): + (516 — x)2,
d) (41 a)2 + @YV b+ (2 1/7b —4a): — (6Vb)2.

i1. Oblicz: s

a) V4+19, 3V16+2V 25 Vea—4a) 49,
b) 81/"4’ - 1/16 +2, 51/9’—»41/.1’“6 —21/1,

3V16+1/49 31/64 1/25 Va+V2s

d) ) Vie J2+V4, | 2+; 2+]/4 |3137f373

Odczytaj z rys. na str. 5 przyb_liione wartosci V3 1’y 1’5,

) 2 V3h ) an ) st -
Oblicz nastepujace pierwiastki, przyjmujac b = 1 _2. d
x=4, y=5, 2=6. C
a) V2bc, Vdcdz, V2cdzy:, V3cd’z
a4/ cdz - 7/ 3cxy - ///"Zdzxyjf;-’-,
S d | 5z} 5ct ' o
¢) Vad+xz, Vi2xy—11bc2, V3dy +2dx—11bc?

. Oblicz nastepujace wyrazenia :

a) Vxs—1Vy+2V 2 dla x=4, y=9, z=2
b) Vxetye—5V3xy4 , x=3, y=4

/ 2
0 2+V 5+ a

TV T ar . a=2, b=6
4+Vaz+20b

H

d) l "+V‘“—b+ l'“—jV“"" "dlaa~5 b—m

Ktora z liczb jest wigksza ? 7

a) 3, V72 5, 3V/3; 12, 515

b) 213, 31/2 47, V2 8YL aVs
o V& 5 Vi oz V0L oL



Aby zbadaé, ktéra z liczb np. 2V's, 0 3)2 jest wieksza,
poréwnywamy ich kwadraty; ta liczba jest wieksza, - ktérej
kwadrat jest wigkszy. Poniewaz (21/5)2 = 4.5 = 20, (3V2)2 =
= 9.2 = 18 wiec 25> 312,

16. Wykaz,,.ze jezeli w wyrazeniu [ x2 4 g2 zastspimy x przc.z

p2 — q2, za§ y przez 2 pg, otrzymamy p? —*—q— I\orzysta)qic
z tego, wyznacz kllka par caikow1tych liczb x, y, dla’ kforych

Vxz + Y2 jest hczbq calkowita.
17. Czy z réwnoéci
x2— 2
wynika réwnoéé x == y'? Podaj przyklady liczbowe.
18. Kto§ udowadnial, ze 3 =35 w nastepujcy sposéb : polozmy
=3, b= 5, ¢ = 3. Zatem
’ ' a=c—b
stad a—c=-—b%
Mnozac obie réwnosci sttonami,.dostvani_em'y:
a(a—c)=—(c—b) b, ceyli az—ac=b*—bc.

Zatem, dodajac do obu stron °© otrzymamy

,4.’ -
' c2 c2
> J— +‘,A,: 2 — +~
a ac 4 b bc 4
. “ ‘ C 2 c 2
a wiec _(4_2) :(b—-z,)

Zatem | (a —%)2 = I/ (b’—';)g, cayli a =5 = b -5

- Wiec.  a=b; czyli 3 =5, Gdzie jest biqd?

§ 3. Uwagi o liczbach mewymiernych

"Poprzednio zauwazyhsmy, ze 12 nie )est llczbq catkowity. Prze-
konamy sie teraz, ze ]/ 2 nie jest rowniez ulamkiem. Zalozmy bo-
wiem, ze ‘ .

vz=PL | ).
q
gdzie p i q sa liczbami naturalnymi.

Mozemy nadto przyjaé, e p i g nie majg wspélnego podziel-
nika; kazdy bowiem ulamek mozna przez uproszczenie sprowadzié
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de ulamka, w ktérym licznik i mianownik sa wzglgdem siebie pierwsze.
Na mocy (1) .-

czyli = 2 a w; ¢
(q/ e ¢ L .
pr= IZq2 L@
S
Pomewaz 242 Jest liczbg parzystq, wn:c p jest rownxez hczbq
parzysta; zatem i p jest liczba parzystq, bo kwadrat liczby niepaX_/

rzystej jest zawsze liczba nieparzysta. Polézmy p =2k, gdzxe k jest
liczbq calkewita. Podstawiajac w (2) dostaniemy

4k2 = 2g2,
Dzielagc obie strony réwnoéci przez 2 otrzymamy :
2k? = @2,

Rozumujac, jak poprzedmo dochodzimy ‘stad do wmosku e ¢q jest
réwniez liczbg parzysta. Zatem liczby p i ¢ majg wspélny po-
dzielnik 2 wbrew zalozeniu. A wiec }/2 nie jest ulamkiem. Poniewaz
V2 nie jest ulamkiem, wiec ]2 jest liczbg niewymierna.,

Mozina ogélnie udowodnié, Ze pierwiastek kwadratowy liczby
naturalnej, ktéra nie jest kwadratem zupelnym (t. zn. nie jest kwa-
dratem liczby naturalnej) jest liczba niewymierng. ' Zatem liczby :
V2 V3, V5 V6 itp. sq liczbami niewymiernymi.

Liczby niewymierne sa nam juz znane z geometrii. Wiadomo
np. #ze bok i przekatna kwadratu sa odcinkami niewspdéimiernymi.
Wynika stad, ze, jezeli bok kwadratu przyjmiemy za jednostke, to
dlugosé przekatnej wyraza sie liczbg niewymierng. Udowodniono réw-
niez, 7e iloraz dlugoéci obwodu kola i $rednicy, ktory zwykle ozna-
czamy przez ‘gz, jest takze liczba niewymierns.

Liczby niewymierme nie sa liczbami niedokladnymi. Przeciwnie,
np. dodatni pierwiastek kwadratowy z 2 jest w zupelnosci okreslona
liczba, mianowicie ta.jedyna hczbdcdodatmq, ‘ktorej kwadrat réwna
si¢ 2; podobnie stosunek boku i przekqtnel ‘kwadratu, lub 7.5 W
zupelnoéci okreslonyml liczbami. :

Liczba niewymierna nie jest ulamkiem; nie moZemy jej tym-
bardziej przedstawié w postaci ulamka dziesigtnego. Mozemy na-
tomiast zawsze wyznaczyé ulamek dziesietny, ktory sie od danej licz~
by niewymiernej dowolnie malo rézni.

k,;Pokaiemy to na przykladzie }/2.
"+ Poniewaz 12< 2< 22 wiec | < V2 < 2.

Kl
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»  Aby otrzymad. } 2 .z dokiadnoicia do 0.1, obliczamy kwadraty
liczb: 1,1, 1,2, 1,3 ..,1,9. Mamy 1.12= 1,21, ],22'= 1,44, 11,32 = 1,69,
1,42 = 1,96, 1’5?:3«2{25’;‘ , Stgd 41 '42'< 2< 1,52, a wiec

,'( . PR T SR ” [P 1,4<][2<l,5.
Zatem 1,4 (lub 1.5) ‘przedstawia V2 2 dokladnoscia do 0,1.

Aby otrzymaé 172 2" dokladnoécia do 0,01, obliczamy 1,412, ],422,
1432 ..,;1,492. Mamy 1412 = 1,9881, 1,422 =2,0164. Zatem:

1,412 <02 <7 1,422, a wige 1,41 << V2 < 1,42,

‘ Wynika stéd"',"ie'.ll,‘ﬂ' (lub 1,42) przeédstawia I/Z‘ z dokfadno-
§cia do 0,01. Postepujac podobnie ‘dalej, otrzymujemy :

1,414 <VZ< 1415
1,4142 < V2 < 1,4143 itd.

Liczby 1, 1,4, 1,41, 1,414, aly@42 przedstawiajg 172 z coraz to
wiekszgq dokladnoicia, a mianowicie odpowiednio do 1, 0,1, 0,01,
0,001, 0,0001 itd. '

Jest rzecza jasna, ze w powyiszy sposéb mozemy wyznaczyé
pierwiastek kwadratowy kazdej liczby dodatniej z dowolnym przy-
blizeniein. Postepowanie to wymaga jednak wielu préb i zabiera wiele
czasu, jezeli sig ‘chce uzyskaé kilka miejsc dziesigtnych, Zazwyczaj
‘uiywa si¢ innego sposobu, znacznie szybszego, ktory poznamy w na-
stepnym ustepie. ‘ o o o

Do dzialah na liczbach niewymiernyéh stosuja sie takze prawa
poprzednio poznane dla liczb wymiernych, j. np. prawo przemienno-
§¢i i lacznodei ’sun-g,d iloczynu itp. Na przyklad

V2+V3=V3+V2 V2 -V3=V3-12 i

Wyrazenia, zatem, w ktérych wystepuja liczby niewymierne,
mozemy przeksztalcaé w sposéb, poznany w poprzednich klasach.

Dzialpnia na: liczbach niewymiernych - wykonywamy w ten
sposéb, ze zastepujemy dane liczby niewymierne przez przyblizenia
dziesigtne, na ktérych przeprowadzamy rachunek. Wynik tego ra-
chunku bedzie tym dokladniejszy, im doktadniejszych przyblizen dzie-
sietnych uzyjemy. .Poniewaz rachujemy liczbami przyblizonymi, wiec
wyniki zaokraglamy w sposéb poznany w poprzednich klasach,

Przyktlad: '

| Obliceyé V24V, V2.V3, ¥V2:13
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Przy)mu)qc z dokladnoscig do 001 e V2= 141 i V3=173
amamy : 1,41 + 1,73 = 3,14 wiec

V2+1V3=314 (w przyblxzemu) ‘
1,41.1,73 = 2,4393. Poniewaz 1,41 i 1,73 maja HI stopien dokiadno-
Sci, wynik zaokraglamy do 1l stopnia dokladnosci. Zatem

' V2.V 3=244 (w przyblizeniu) .
1,41:1,73 = 0,815, Zatrzymujemy  sie przy III stopnii dokladnoscx
Zatem

1/2 V'3=0815 (W przybliz'em'u)
Niekiedy mozna wynik - dzialania na hczbach niewymrernych
otrzymaé bez poslugxwar_na sie przybhzenxaml

Np. 5)/2.3V2=15. (1/2)*=15-2=230.

. o Zadania

19. Oblicz }/7, 18, V10 z dokladnoscia do 0,01.

20. Oblicz: } L
a) V3+Vs 2/s—V3, 3V5-V2, VE+V3—V5; .
b) }¥'3V'6, 21/31/5—3 Vs —V2V3, 1V2— 51/3

o) Vs 2;;1[,5 V2—-V3 Vs+13
Ve V3 Vs+Ve Vs—V3
przyjmujac z dokladnofcia do dwéch miejsc dziesietnych
V2=141, V3=1,73, V5=224, V6245
21. Oblicz: ‘ .
1 1 1 1 3 4 2

- -y —’—f, 7”*’:‘, _“_, b ._';‘, Rt .
) V2 v3 Vs )Vz 51/3 56

V6
Uwaga : Pomnéz przedtem licznik i mianownik przez plerwxastek
znajdujacy si¢ w mianowniku. Np.

5 sy2 _5/2
Vo2 (yz): 2

Unikamy w ten sposéb dzielenia przez liczbe tro;cyfrowq War-
toéci plerwmstkow sq podane w poprzednim zadaniu.
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§ 4. Obliczanie pierwiastka kwadratowego

Zajmiemy si¢ najpierw obliczaniem pierwiastka kwadratowego-
z liczb catkowitych. Jezeli liczba pierwiastkowana jednocyfrowa lub-
dwucyfrowa jest kwadratem zupelnym, to pierwiastek mozemy odt
razu wyznaczyé Np. 1/ 4=2, 1V9=3 }/36=6, }/81=0. Jezeli
jednak dana liczba jedno lub dwucyfrowa nie jest kwadratem zu-
pelnym, to jej pierwiastek jest liczba niewymierna, ktérej czes&
calkowity latwo wyznaczyé drogs préb. Np. czescig calkowita
13 jest 1, bo 12 < 3 < 22 Podobnie czescig calkowity ]/ 24 jest 4.
1787 jest 9 itp,

Jezeli liczba pierwiastkowana ma wiecej cyfr, wéwczas Jej pier--
wiastek, wzglednie jego cze$é calkowits, mozna znalesé w nastepu--
jacy sposéb. Niech dang liczbg-bedzie np. 529. Poniewaz 202 = 400,.
302 = 905, wiec 20 < }/529 < 30. Mamy zatem }/529 = 20 + x,.
gdzie 0 < x < 10. Podnoszac do kwadratu otrzymujemy:

529 = 400 + 40 x + x2 = 400 + (40 + x) x

520 — 400 _ 129

a stad =04 40 +x
Mamy oczywicie 46]—2_-3; 11-12—(;) . Drugi bowiem ulamek ma
mianownik mniejszy, gdyz x > 0, .
129 , . 129129 09 . .09
Zatem x<~4~0. Poniewaz 0 4 ——~3~2~ wiec x <73 4

A wige cyfra jednostekks;ukanego pierwiastka wynosi co naj-
wyzej 3.

Przyjmijmy, Ze cyfrg jednostek jest 3. Aby zbadad, jaki blad
przez to popelniamy, nalezy od 529 odjaé 23z — (20 + 3)2 = 400 +
+ 40.3 + 32'= 400 + (40 + 3) 3 = 400 + 43.3. Poniewaz 500 — 400 =
= 129, wiec od reszty 129 nalezy jeszcze odjaé¢ 43.3 = 129, co daje:

na wynik zero. A wiec 17529 = 23,
Praktycznie liczymy tak :

V'5/29=23
4
129/43.3

129
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A wiec: dzielitny-liezbe kreskami naklasy pd 2" cyfry od pra-
wej strony ku lewej. Nastepnie wyznaczamy czgéé catkowita -dla
Vs t. 2, ktorq piszemy po znaku réwnosci jako pierwsza cylre
wyniku, Podnosimy 2 do kwadratu i podpisujemy wyaik 4 pod 5.
Odejmujac dostajemy reszte¢ 1, do ktbrej dopisujemy nasigpne dwie
<yfry 29. Ostatnia cyfre liczby 129 .odcinamy i dzielimy 12 przez
podwéjng liczbe znaleziona tj. 4. Wynik 3 doplsu]emy po znaku
réwnosci, jako druga cyfre szukanego pierwiastka. *Oprécz tego do-
pisujemy 3 do 4 i liczbe 43 mnozymy przez 3. Otrzymany iloczyn
podpisujemy pod 129 i odejmujemy. W naszym przypadku reszta
wynosi zero, tzn. 23 jest wartoscia pierwiastka.

Obliczmy V 292. Rachunek przedstawia si¢ nastepujgco:

1V 2192=17
1 ) .
T192(21.7 292 =172+ 3.
4;_1_89
= 3

Przy wyznaczaniu drugiej cyfry obliczamy, jak poprzednio,
jloraz 19:2. Otrzymujemy 9 z reszta. A wiec druga cyfra wynosi
<o najwyzej 9. Przyjmujac, ze druga cyfra jest 9,+nalezy nd 192
odjaé 299 = 261. Wiec 9 jest za duzo. Przyjmujac 8 manmy
28.8 = 224, wiec jeszcze za duzo. Biorac 7 dostajemy . 27.7 = 189.

A wiec druga cyfra wynosi 7. Zatem czg§¢ catkowita 1292 wynosi 27.
Sprawdzajac dostajemy 172 + 3 = 292, Obliczenia 29.9, 28.%, 27.7
nalezy w przyblizeniu przeprowadzi¢ w pamieci lub na boku dopicro
po stwierdzeniu, ze cyfra 7 jest dobra, wpisujemy 7.

, Podobnie postepujemy, gdy liczba pierwiastkowana ma wig-
<ej cyfr.

Obliczmy V' 82438, Oblxczamy najpierw  }/ 824 ]ak poprzedmo

V824=28
4

- 424/48.8 824 =282 + 40
384

40

Mozemy wigc napisaé: 28?7 < 824 < 292
Poniewaz 824< 292, zatem réwniez 824,38 < 297
wiec 282 <« 824,38 < 29,
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~; Stad, mnozac przez .102 = 100, otrzymamy :
282 . 102.<7 82438 <7 292 - 102 czyli
(28 - 10)2 < 82438 <7 (29 - 10)2 zatem
2802 <~ 82438 <~ 290
Mamy zatem 82438 = (280 + x)2, gdzie 0<x< 10, Stad :
82438 = 2802 + 2 - 280 x + x2

czyli 82438 = 78400 + (560 + x) x
Wi _ 82438 — 78400 _ 4038
Jee * 560 + x 560 + x
Mamy oczywiscie : x < 4(5)«23 (gdyz x>0).
b 4038 4038 . . 118 18
Poniewaz 556" e = 7 + *53 wigc x <7 + 56

A wiec cyfra jednostek szukanego pierwiastka wynosi .co naj- .'
wyzej 7. Przyjmujemy, ze cyfra jednostek jest 7 i badamy, jaki blad
przez to pope}niamy. Obliczamy wiec réznice :

‘82438 — (280 + 7)2
Lecz (280 + 7)2==2802+2.280 . 7 + 72 = 78400 + (560 + 7) - 7-
= 78400 + 567 + 7 :
wigc otrzymujemy : )
82438 — 78400 — 567 - 7 = 4038 — 567 + 7 == 4038 — 3969 = 69,
" zatem 82438 = 2872 + 69
Rachunek zapisujemy w nastepujacy sposéb :
V824138 =287

4
- 424(48.8
384
=4038(567-7
3969

=69
A wigc: dzielimy liczbe na klasy po dwie cyfry poczawszy od
reki prawej. Wyznaczamy dwie pierwsze cyfry (tj. 28) jak po-
przednio. Do otrzymanej reszty 40 dopisujemy ostatnig klase. Od-
cinamy ostatniq cyfre, dzielimy przez podwéjng znaleziong tj. 56.
Sprawdzamy w pamieci, ze wynik bedzie 7. Dopisujeniy 7 do 56
i mnozymy 567 przez 7. Wynik odejmujemy od 4038, otrymujac na
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reszte 69. Poniewaz wyczerpalismy juz wszystkie klasy, wigc 287
jest czefcia calkowita szukanego pierwiastka. Rachunek spraw-
dzamy : .
2872 + 69 = 82438.
Podobnie : . V76]48(23[52=8745
12481167 - 7
11 169

=7923]|1744 - 4
6976

~94752(17485 - 5
”87425

=7327
A wiec czescig catkowita dla }/ 76482352 jest 8745.
Sprawdzenie: ‘87452 + 7327 = 76482352,
Przypusémy, ze mamy obliczyé drugi pierwiastek . liczby dzie-
sigtnej np. V. 478 245. Chcac ten pierwiastek obliczyé z dokiadno-

écig np. do 4 miejsc dziesigtnych, przedstawiamy 478,245 w ksztal-
cie ulamka zwyczajnego o mianowniku (10%)2=10% A wigc:

178,245 — 47824500000
108
Obliczajac pierwiastek licznika jak poprzednio, otrzymamy a):
a) - | b)
V4[78]24]50]00/00 = 218688  1/4[78]24]50/00{00 = 21,8688
4 4
=7,8/41 - 1 =17841 - 1
.2 41
3724|428 -8 372,4/428 - 8
3421 . 3424
3005’(_)i4366 <6 . 300519}4366 -6
26196 26196
385400 43728 - 8 385400143728 8
349824 349824
355760,0(437368 - 8  3557600(437368 - 8
3498944 , 3498944 '

58656 . ; 58656



A wiec .
47824500000 = 2186882 + 58656 (1)
Zatem 2186882 < 47824500000 < 2186892
A wige po podzieleniu przez 108 mamy :
oo ‘
219088 < 4718245 < 250
. 218688\ 2 2186892
czyli (”'10’4 ) < 478,245 < (‘"1‘0«")
lub (21,8688)2 < 478,245 < (21,8689)?

A wiec | 478,245 = 21,8688 z dokfadnoéciy do czterech miejsc dzie-
sietnych.

Dzielac obie strony réwnosci (1) przez 108 otrzymamy po po-
dobnych przeksztalceniach :

478,245 = 21,86882+ 0,00058656.
Rachunek zapisujemy jak pod b). A wiec, jezeli chcemy ob-
]iczyc’ 17478,245 z dokladnosciq do 4 miejsc dziesigtnych, dopisu-
 jemy po ostatniej cyfrze dziesietnej tyle zer, aby wszystkich miejsc
dziesietnych bylo 2.4 tj. 8. Nastepnie dzielimy liczbe na klasy po
dwie cyfry poczawszy od reki prawej. Poniewaz miejsc dziesietnych
jest parzysta iloé¢ (8), wiec podzial wypadnie przez przecinek dzie-
sigtny. Dlatego zazwyczaj od razu dzielimy liczbe na klasy po dwie
cyfry, poczynajac od przecinka na lewo i na prawo, tworzac (przez
dopisywanie zer) tyle klas po przecinku, ile chcemy w wyniku mieé¢
miejsc dziesiginych,

Nastepnie rachujemy w poznany sposéb (jak gdyby nie bylo
przecinka dziesigtnego). W wyniku dajemy przecinek przed do.
pisaniem pierwszej klasy po przecinku dziesigtnym liczby pierwia-
stkowanej. -

Wyznaczmy |/ ‘0;66000824 z doktadnosciqg do 5 miejsc dziesiet-
nych. Rachunek przedstawi si¢ nastepujaco :

170,/00/00/08/24/00 = 0,00287

A
424 | 48.8
384
4000 | 5677
3969

Sprawdzenie :  0,00000824 = 0,00287 2 4 0,0000000031

Rlgebra 2



Rachunek powyiszy mozemy uzasadni¢ jak w poprzednim przy-
kladzie. Jezeli wiec liczba pierwiastkowana jest, mniejsza od jednosci.
to po podzieleniu jej na klasy piszemy w wyniku najpierw 0 calych
i przecinek dziesigtny. Nastepnie piszemy tyle zer, ile jest na poczatku
klas dziesietnych, zawierajacych same zera. (W naszym przypadku
dwa zera). o

W koncu wyznaczamy dalsze miejsca tak, jak gdyby$my obli-
czali pierwiastek liczby calkowitej 82400.

Podobnie postepujac, mozemy réwniez wyznaczyé¢ pierwiastek
z liczby calkowitej z dowolna dokladnoscia. Np. obliczmy 12
z dokladnosécia do 0,001, '

| 12,000000=1,414
1

=400281-1 1,414%+0,000604 = 2
281
11900(2824-4
11296
604
Uwaga. Przypuéémy, 7e mamy wyznaczyé pierwiastek kwa-
dratowy liczby, dla ktérej znamy tylko wartoéé przyblizonqg. W tym
przypadku obliczamy pierwiastek wartoéci przyblizonej: wyznaczamy
przy tym co najwyzej tyle cyfr, aby wynik byl w tym samym stopniu
dokladnoéci, co warto§é przyblizona. Obliczanie dalszych cyfr jest
bezcelowe, gdyz sa niepewne. B

Przyktady:

1. Jezeli 0,00275 jest liczba przyblizona w IIl stopniu dokia-
dmosei, wéwczas }70,00275 obliczamy -co najwyzej w III stopriu do-
Kladnosci. Otrzymamy. }/0,00275 = 0,0524. Dalszych cyfr nie wy-
znaczamy, gdyz sq niepewne,

2. Aby obliczyé pierwiastek - ulamka 52—3, zamieniamy ulamek
na liczbe dziesietna. Chcac obliczyé pierwiastek np. w drugim sto-
pniu dokladnoéci, obliczamy iloraz 2:23 w drugim stopniu dokfa-
dnoéci. Mamy 2:23 =0,087. Teraz obliczamy }70,087 w dru-
gim stopniu , dokladnosci.  Otrzymamy na wynik 0.29. Zatem

]/223 == 0,29, w. drugim stopniu .dokladnosci.
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3. Aby obliczyé wyrazenie ’ V3+)'5 np. w trzecim stopniu
dokladnoéci, obliczamy najpierw }/3 i V5 w trzecim stopniu do-
kiadnosci. Dostaniemy )3+ 1,73, |V/'5=2,23. Zatem } 3 +)/'5=3,96,

wiec | /3 + V'5=1396=1,98, w trzecim stopniu dokladnosci.

Zadania

22. Oblicz, a nastepnie sprawdsz :

a) 1484, b) V676, c) 1i089, d) }/2209, e) 11849,

1) 16724, g) V116964,  h) 112321, i) 140401,
23. Oblicz catkowita czeéé pierwiastka i sprawdz :

a) 1129, b) V496, «¢) 1894, d) V2512, ) 18002,

) V15744, ¢) V48311, h) 17200067, i) 1/7900825.
24. Oblicz z dokladnoscig do dwéch miejsc dziesietnych :

a) V5, b) V17, ¢) V29, d) V456, ) V8714, 1) 124993,
25. Oblicz z dokladnosciq do trzech miejsc dziesigtnych :

a) 12,135, b) 11272, ¢) V287,15, d) V31,2,

e) 172584,1612, 1) 17189,2462. -
26. Oblicz z dokladnoscig do trzech miejsc dziesietnych :

a) 170,345, b) 10,3428, ¢) }/0,45892,

d) V001254, ) 170,0038271, ) }/0,0004852.
27. Oblicz z dokiadnoscig do trzech miejsc dziésiqtnych :

A Ve, b VioooVinoa) Van e Vi 1) Vs,
28. Oblicz w I stopniu dokiadnosci :

0 VVE Vs ) Vara,

b VVE b v Ve Vs ey
29. Oblicz : S

V76-123 10004 +) 0025
2 ’ 2,5

) VVsz Vyei+vas Voo vooe

a) V1,7 123,
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30.

31,

32.

33.

34.

35.

36.

37.
38.
39.

40.

/75 — ———
0 Vas V56 V175 V32 57.] 1/272+3+36

(Liczby wystepujace sy przyblxzone, przy czym blad jesi mniej-
szy od jednostki ostatniego rzedu.)

Oblicz'dla x = 2 wartosci wyrazen :

a) Vx+1, b) V3x—1, ¢ Vx2+x+1,

D T ~ l . . X .
% 3 , , FE -
d) V2xi+1, e) l i3 D l’x+1

Oblicz dla x =2, y =1 wartosci wyrazeii :

a) Vx+y. b) V3x—y, c¢) Vx2+3y®

/ x, 2% ﬁS}j, re T —y*h
' e l x+y ) l 2xy
Prostokat o bokach a=57 ¢m, b=3,2 cn zamieniono na

kwadrat o réwnym polu, Jaki jest bok kwadratu? (1 m. dzies.)

Przyprostokatne tréjkata prostokatnego wynosza a = 3.7 cm,
b =43 cm. Oblicz przeciwprostokgtng (2 m. dzies.)

Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego wynosi ¢ == 8,2 cm,
przyprostokatna a = 3,7 cm. Oblicz druga przyprostokatng
(2 m. dzies.)

Przekatne rombu wynosza 12,4 i 6,8 ¢m. Oblicz bok kwadratu
o tym samem polu (I m. dzies.)

Boki rownolegle trapezu wynosza 5.3 i 2,5 ¢m, wysokosé 3,1 cm.
Oblicz bok kwadratu o tym samym polu (1 m. dzies.)

Powierzchnia szeécianu wynosi 24,9696 m2z Oblicz objetosé.
Oblicz promien kola, znajac pole P 12,41 m2

Czas spadania ciala z wysckoéci w m wyraza si¢ (w sekundach)
2w L . ,
'/ 981" przy czym pomija si¢ opér powietrza.
Oblicz czas spadania z wysokoéci a) 20 m, b) 85 m, ¢) 120 m.

wzorem

Boki czworokata, oémiokata i dwunastokata foremnego, wpisa-
nego w kole o promieniu r, wyrazaja si¢ wzorami:

by=r V2 by=r VZ—-VZ ba=r 2~ V3.

Oblicz je dla kola o promieniv r .. | e¢m.
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41. Aby sie przekonaé, czy dana liczba g jest liczbg pierwszg, wy-
starczy sprawdzié, ze nie jest podzielna przez liczby pierwsze
niewigksze od }/a, bo jezeli a - b.c, to jeden z czynnikéw musi
byé mniejszy lub réwny ] a; inaczej bowiem bylo by b.¢>
>Va-Va- a Korzystajac 'z tej uwagi zbadaj, ktére z liczb:
101, 367, 1457, 1643, 1877 sa liczbami pierwszymi.

42. Jezeli belki wagi nie sa réwnej dlugosci, wéwczas wazac raz na
jednej, drugi raz na drugiej szalce, otrzymujemy rézne wyniki
a, b. Wykazano, 7e prawdziwy ciezar wynosi: } ab. Oblicz
prawdziwy ciezar, jezeli wyniki obu wazen wynoszaq : a) 25,3,
25,8, b) 12,1, 124, g,

43. W#hadlo o dlugoéci 1 cm wychylone o maly kat wykonuje jedno

/
: : - ! . . .
wahanie w czasie 7 | ~——sek. Oblicz czas jednego wahania

, 981"
dla wahadla o dlugoéci 25 ¢m.

Rozdzial Il

Pierwiastki o wykladnikach naturalnych

§ 1. Okreslenie pierwiastka o wykladniku naturalnym

Podobnie jak drugi pierwiastek, okre§lamy pierwiastki wyzszych
stopni, '

Trzecim pierwiastkiem (lub pierwiastkiem szefciennym) jakiej$
liczby a nazywamy kazda liczbe, ktorej szescian rowna sie¢ a. Np.:

Trzecim pierwiastkiem liczby 8 jest 2 bo 2% 8
” » . » 64 » 4 » 43 pra— 64
» » » -- 27 » —3 » (— 3)3 =27

Czwartym pierwiastkiem jakiejs liczby @ nazywamy kazda liczbe,
ktérej czwarta potega réwna sie g Np.:
Czwartymi pierwiastkami 16 $3 21 — 2 bo 2* =(—2)' =16
. ” 81 , 31 3% 34 (—=3)* 81
Ogélnie, jezeli n oznacza dowolng liczbe na-
turalna, wéwczas n-tym pierwiastkiem lub pier-
wiastkiem n-tego stopnia, jakiejs liczby a na-
zywamy kazda liczbe ktérej n-ta potega riowna
sie a Np. i - ‘
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Piatym pierwiastkiem liczby 243 jest 3 bo 35

= 243
Slédmym ) » : i 28 » 2 9 2 T o= 128
Széstym » » 4096 4 , 4% = 4006
Pla.tYm ) . ) —32 w —2 (__2) =32
Jezeli b" = a, wobwczas . b jest n-tym pierwiastkiem liczby a. Np.

0,34 - 0,0081, wiec 0,3 jest czwartym pierwiastkiem liczby
0,0081,

Uwaga: Jezeli b jest n-tym pierwiastkiem liczby a, wowczas.
liczbe n nazywamy stopniem lub wykladnikiem pierwiastka.

Zadania
1. Podaj trzecie pierwiastki nastepujacych liczb : *
a) 1, 64, —64, 125, —125
b) 1000, 2]7 ? - 16245’ 3;2’ xgs
cj 0,008, 0,064, . —0,343, 0,000027
2. Podaj czwarte pierwiastki nastepujacych liczb :
a) 16, 625, 810 000, 10 000
b) 0,0001, 0,0256, : wy? e
3. Podaj .
a) piate pierwiastki liczb : 1, -1, e
b) széste . ¢ 04, ot 1000000
c) ésme . . o 256, s 6561
4. Objetosé¢ szeécianu wynosi a) 216 cm?, b) 125000 cm?,

- ¢) 0,064 m®. Podaj dlugosé¢ krawedzi.

§ 2. Istnienie pierwiastka

Mozna wykazaé, ze (tak, jak dla drugiego pierwiastka) kazda
liczba dodatnia posiada zawsze dokladnie jeden
dodatni pierwiastek danego stopnia.

Np. a) 16 posiada tylko jeden dodatni pierwiastek czwartego stopnia
mianowicie 2, bo 2 16. Nie ma innej liczby dodatniej (tj.
réznej od 2), ktorej czwarta potega réwnalaby sie 16. ‘

b) Liczba 4 posiada dokladnie jeden pierwiastek dodatni trze-

ciego stopnia. Pierwiastek ten nie jest liczba calkowity. Aby
go wyznaczyé z dokladnoécia np. do 0,01, mozemy postapié
tak, jak przy pierwiastku kwadratowym. Mamy '

- 1< 43
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Obliczamy teraz 1,1¥, 1,23, .. Otrzym‘amy:
, 1,5 < 4 < 1,6°
Obliczamy teraz 1,51%, 1,52% .. Otrzymamy :
1,58% < 4< 1,593
Liczby 1, 1,5, 1,58 przedstawiaja przyblizenia dziesigtne z do-
ktadnoécia odpowiednio do 1, 0,1, 0,01 trzeciego pierwiastka
(dodatniego) liczby 4.
Dalsze badanie dotyczace pierwiastka przeprowadzimy oddziel-
nie dla stopnia parzystego i nieparzystego.

1) Stopien pierwiastka parzysty.

Zalézmy, 7e n jest liczbg naturalna parzysta. Jezeli x oznacza
dowolna liczbe dodatnia lub ujemna, wéwczas x" > 0. Jezeli wiec
a jest liczba ujemna, to nie ma takiej liczby x, aby x" ~=a.

A zatem 7adna liczba ujemna nie posiada pierwiastka stopnia
parzystego. ‘

Zalézmy teraz, ze a jest liczba dodatnia. Oznaczamy przez b
dodatni n-ty pierwiastek liezby q. Zatem

b"—a
- Poniewaz (— b)n = " =
wiec — b jest ujemnym p-tym pierwiastkiem liczby a.

Wykazemy teraz, 7e a posiada tylko jeden ujemny pierwiastek,
Przypuéémy bowiem, ze a ma jeszcze inny pierwiastek ujemny, np
¢ = — b. Mielibyémy zatem

¢t a, c< 0.

Poniewaz (—¢)" == ¢" = a i ponadto — ¢ > 0, wigc —¢ byloby
dodatnim pierwiastkiem stopnia n liczby a. Poniewaz a ma tylko
jeden dodatni pierwiastek, ktory oznaczylisémy litera &, wiec mie-~
liby§my — ¢ == b, czyli ¢ == — b, wbrew zalozeniu.

Mozemy wiec powiedzieé: jezeli stopien pierwiastka
jest parzysty, wowczas kazda liczba dodatnia ma
dokladnie dwa pierwiastki, réznigce si¢ tylko
znakiem, zadna za§ liczba ujemna nie posiada
pierwiastka.

Np. 64 ma dwa széste pierwiastki: 4+ 2 i — 2
] czwarte " 4+ 11— 1

» »

6561 . , Gsme » :+3i-—3
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Uwaga 2. Podobnie jak dla pierwiastkéw kwadratowych,
zachodzi nastepujace twierdzenie: pierwiastek (dowolnego
stopnia) z liczby naturalnej jest albo liczbg calko-
witya albo niewymierna.

, V7 itp. sa liczbami niewymiernymi.

3 4

Zatem : ]/4, '3

Uwaga 3. Na koficu ksiazki podana jest tabelka pierwiast-
kéw szeiciennych liczb od 1 do 100.

Zadania
5. Podaj pierwiastki :
3 I 3’_7 o 3 a 3
a) V1, 1/27 V—21, V64, V—125 V'343;

3

b) V 1000, l 1.000 000, V I/ 8 1 _z1e

125’ 43

) R 3 U I
c) 10,001. Vo,027, V~ 0,216, 1/—0,000125;

4 4 4 4
d) V1, V81, V256, 1710000;

4 4 - 4
e) 10,0016, V0,062, V1, Vst

81 256
0 Vi V= V-0 Vi
6 7 8 8
g) V1 V=128, V6, V1.
6. Rozwiaz ré6wnania :
@) =1, x*=—8, 3x*-375
b) x*= 10, 3x°-—06, 81x* 1.

7. Rozwiaz réwnania :

56

) Vioo6 Vi-3 V-l
b) 14/5x g, Id/; = =5, l.?fQ x o2
8. Jaka liczbe oznacza n, jezeli
D Vo3 Viss-s 1162
by V38— -7, 1”; ! 1/0,00001 = 0.1.
9. Wyznacz a), b) z dokladnosciq do 0,01 ; ¢), d) do 0,1 :

3 3 K 4
ay V5 b) Vo, ¢ V2 d 13



10.

1L

12

13.

14.

15.

16.

27
Ktére z pierwiastkéw istniejq :
3 4 4 5.
a) V' —2, b) 1'12, ¢) V=16, d) V-1
6. T 8 0
e) 1 —64, 1) 1/ —00t, g) V2,03 h) ) —1.
Dla jakich x podane wyrazenia nic nie oznaczajg :

6 -

SR SR
a) ]/x V1i—x, Vx—5, }'x8,

Vl—x2 1 (1= x), 1/‘_(1 x)3;

4 /1 4. 6. .
c) Vx+1 —nx, ] rx+l —-xz, Vx—1% ) x "5,

Oblicz :

3 4 .
“a) V2cx VchZ Vy? - ae;

3 B
b) V —12c3dz, 1/— 2¢zx, V12d2-3x2— 242 = 9pe,
dla b=1, ¢=2, d=3, x=4, y=85, z=6,
Oblicz :
3 5 )
a) '|/8+1/16 b) 51/32- 719, c)2]/"‘+3]/!-—4]/">
Poslugu;ac si¢ tablica pierwiastkéw szesciennych, oblicz :
2) V2+1'5, b) 1/"7“—2V3, ¢) |/‘12+|/'2’—1'/ 14;
21 7 31/

D ;
Vz Ve

o Vai o 1250

&) | 12, h) l V7 ~LV5 i) | 13"12"1 V17,
Rozwiaz réwnania :

a) x9=239, x10== — 2) 16, x5 =(— 1)

b) x7=(—5)7, x12=(—5)12 xi6= 210,

Ktéra z liczb jest wicksza :

3 4 4 5 5
a) 2153 b) 312,2V3, ¢) 313,218

3 4 5 .
/2 2 S 1 /3 3
d)ls’s’ e”z'z’ f)12’2
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~

4 4
Aby poréwnaé np. 2)/7 i 3172, podnosimy te liczby do czwar-
4 4
tej potegi. Otrzymamy (2)/7)*=24.7-112, (31 2)* =342~ 162.

4 4 4 4,‘,
Zatem V7Y <3V 2), stad 21/ 7< 3V 2.

Ro’zdzial 111
Dziatania na pierwiastkach arytmetycznych

§1 Pierwiastek iloczynu i ilorazu
Pierwiastek ‘iloczynu{

W tym rozdziale zajmiemy sie¢ prawami, odnoszacymi sie do
dzialafh na pierwiastkach arytmetycznych. W calym rozdziale :akla-
damy, ze wyrazenia wystepujace pod pierwiastkami i zawierajace
litery sa nieujemne,

Niechaj a i b oznaczaja dowolne liczby nieujemne, za¢ n liczbe
maturalng. Przy tych zalozeniach zachodzi wzér:

ln/ﬁ: ]n/ a ]}E (@ >0, b-0) (1)

Azeby réwnosé powyzsza udowodnié, wystarczy wykazaé, ze:

(Vavs)—as

Istotnie -
n

Va-vs) = al(ya) ao
Podobnie, jezeli mamy kilka liczb nieujemnycn, np. a, b, ¢, d,
wowczas
Vabed - VaVsVe Vi )
A wiec: pierwiastek z iloczynu liczb nieujem-~
nych réwna sie iloczynowi pierwiastkoéw (tego sa-
mego stopnia) z poszczegélnych czynnikéw,

Przyklady :
(Litery a, b, ¢, x, y, z oznaczaja liczby dodatnie).

. V36-256 ~1¥36-V25=06-5~ 30

4 A A 4 . ’
2. Viexty zt— V16 - Vxt- Vit - V¥ - oxya®
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3. Majac obliczy¢ |40 - 28 - 70, rozloimy wystepujace liczby
na czynniki pierwsze. Otrzymamy :
1740 - 2870, = V28 5.22.7.2.5.7= 1 28.5. 72
=12t . VB2 V72 =28 . 5. 7--280.
4. Niekiedy mozemy dany pierwiastek przedstawié w. prostszep

postaci. Zdarza sie to wéwczas, gdy pod pierwiastkiem wystepuje
czynnik, ktérego pierwiastek latwo da si¢ wyznaczyé.

Np. V'50=}25.2 125V 2=5)2

3 3 38 3

Vi3 =1 27.5=V21V5=3)5

A A 44 .

l/a"ﬁ 1/a‘ . ad= ]/04 . ]/as =a} a®

8 . 8. &8 __38_ 8

Va'bic=Va*azb®be=V a*V bV azbec = ab ) azbc.
Wzér (2) mozemy rowniez wypowiedzieé nastgpujaco :

Iloczyn pierwiastkow rdwnych stopni réwna
sig pierwiastkowi (tego samego stopnia) z iloczynu
liczb pierwiastkowanych.

Przyktady:

LoV8 - V2=Ve-2116- 4

3

8.8 8 . _ 3,
2 VI8V12=1 18 12-V2-32.2:. 37 V22.3-2.3-6
3. V30-V18~V30-18=1V2-3.5.2.3
=V2:32.3 .5 = 615,

4. Czynnik, stojacy przed pierwiastkiem, mozemy wlaczyé pod

'pierwiastek, opierajac sie na wzorze a = } a" (a > 0).

Np. 3V10 = V32 V10 ~ V32 - 10 ~ }90
4. 4 4 4 4
V5 = V23 V2t s - o
8 8 8

/.

5[ . [ 5/__ [ S
al'b = Va Vi Va'b

3 3

L 3 - 3 .. R
5. l*"x? 7 xd ' x7 !,/’xz CxdoxT o l x4 l/x” . x2 =
BE ]/’le . ]‘//xZ = x‘ }/x?Q
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/
Pierwiastek ilorazu.

Jezeli a jest liczba nieujemna, 4 dodatniy, zas§ n liczba natural.
ng, wowczas

».n/ é, Va
¢ Vb

Réwnoséé zachodzi, gdyz
(Vo il

vl W)

@>0,6>0) (1)

A wiec: pierwiastek 2ilorazuliczb nieujemnych
réwna si¢ ilorazowi pierwiastkdow (tego samego stop-
mnia) z liczb pierwiastkowanych.

4/9 Vo9 _ 3
Np. 1. /9 V9. 3
P! ' 167 V16 4

5 25 5
n > ]
3 ' _{11_ l—,rl: - (a>0)
Va Va

Wzor (1) mozemy réwniez wypowiedzieé nastepujaco :

Iloraz pierwiastké6w (réownych stopni) r6wna sie
pierwiastkowi (tego samego stopnia} z ilorazu liczb
pierwiastkowanych.

Przyklady :

Ves 4 63 o
L =) g e s
L 3f___ — 3 3 .
2 VB V16— V54116 = 12778 = V37: Vs - 3
a/‘ 5 T 5 -
; S ..
3. ‘5 atb? il l(/ q‘—b-v s ‘/ Z ((1 >0, 6> O)
Vazp® azpt o
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4. Odwrotnoécia ' ' % jest ' (I;’ mamy bowiem

a b a b .
l 4 ' . | L . L @>0 >0
Zatem
/2 .V 2 _V /15 12 /
V3iVa=Vi VE=VIB Vs
5. 2:5) 2 -9 1,]/3;,1]/2—2 s __1Ve6
/8 Vs —1Vs
6. 1 = V2. L=1VE up
1/3 9 — V& . Vo 1/;&?"'22 -V 2

Uwaga 1. Wyrazenia ¢y a + b nie mozna prosciej przed-
stawié. W szczegllnoéci wzory Va+b=Va+ Vb lub Va—b-=
~Va—Vblub Va2 + b2 =-a + h sa bledne. Np.
' Vo +16==V0 + 116, gdyz
VOLi6=V2B=5 Vo +Vie=3+4=1
Podobnie - }/22 322 == +3, bo ¥V 22+ 32 =) 13=5.

n n n -
Uwaga 2. Wzér Vab=1) a Vb udowodniliémy przy zaloze-
niu, ze @ i b sa liczcbami nieujemnemi. Jezeli to - zalozenie jest
niespelnione, to réwnoéé nie zachodzi. Np. nie zachodzi rownoéé

V (::421")'('-—‘ Q) = V' —4 .} —o.

Zadania
1. Oblicz : '
D VB0, b Ves-sl, oVIB A d)Vie-ox.
O Vieas, Ve, g VEEoyoz.
2. Oblicz : '
2) V20°1087135, b)V28-63-42, o) V2501845

4 5
d) V'75.30-40-9, ) }/150-160-810-40.

Rozl67 wystépujace liczby na czynniki pierwsze. . .



Przedstaw w prostej postaci i oblicz:

a) 1760, b) 184, ¢) 1250, d) I/1360
3 3 ; 3 3

e) V24, 1) V81, g) 188, h) V37

Wylacz czynnik przed znak pierwiastka :

. . o 3
a) Va) b)Va, c)Va®b®, d) V x*

s T T 8
e) Vxi i) Vxiy', @ Vx'y’ h) Va'x"

4 5 S
i) Vie2xiy™ i) V288a%x% k) Vo4xSyz

Oblicz :

a) V8-V18, b) V45-180, ¢) Vo8 I'32
3 3 3 3 3
d) V20 V50, e) V16 V32, 1) 173 13/243

—_— — ——— e L S S
g) V2x V8x, h) V6ab® V150a%, i) V3azx'y® Voaxy.

Wykonaj mnozenia i sprowadz pierwiastki do prostej postaci:

3 3 3 3 4 4
d) 5V3-V18, e) V50-2V5 1) 21600 -1 800.

g) Vis-2Vx h) V3ab-Voabe i)2Vxy-3V3u

- S SO 3. 8 5. .. 5. .
i) Vosxz-V5x2, k) Voxty V3xy 1) 2V '3azb eV aPhl

Wilacz czynnik pod znak pierwiastka :
a) 312, b) 65, ¢ 4V 015 d) 4V 3L

16

3 3 4 5
— 4 _
e) 21/1_45, N 3., g) 5V 3. h) §V&'-

Wilacz czynnik pod znak pierwiastka :

a) xVuy b) 3a Vb, ¢) 3--a) Vo,
. 3 4 g g
e) 4xV2xy, 1) IxyV oy’ g x l o
3

i) g |/ Z i) axz"/’/ ilj k) 9 L =

3r_,v-
d) 2a Vab,



10.

11.

13.

14,

15.

33

BN

x? +2xy+y ‘
Oblicz : - Cd

@ Vi VE b Vs Vi o ViV

d) ]3/56:13/7, e) lfeoo 1/4 )] f/%:f/iz’,
Oblicz « S
a) Vi8: V3, b VIa:V7, o Vso: Vs,

[

3 3 Rt SN T S 8 3
A Vie: V2, e Viss:VE 1 V72: Ve

Podziel: . = o v
3 3 4 4 5 o
a) Vat:Va, b) Va*:Va® c) Va*: Va3,

o L 33
) l// %.:]/%, e) _l’;/%{:_'//%' f) ]/1 ]/ L

. Oblicz :

a) 20: 5}; 15 ,; 1411,
b)%:]_/l.‘z, 26:]/122,

Sprowadz do prostej postaci :

a) 1'125a0%:V55a%, b) V57a3x2q V38b2xy
3 3 4 e
y Vi Vesy Vi V8
3 4
V'5xy V2a%x?
Sprowadz de prostej postaci :

PES——

a) (x+y): Vx“’« b) (x—y):

3

1/ %x.1/ 4 x? g V—2\x .1/ %
hall g, d padl e) :
% ]/ y l/ x ) l/ V x’ y y

Jezeli a, b, ¢, d sg liczbami dodatm‘mi, spelniajacymi

2

Jc2 xz;+y

L ..a ¢ ) ... a a+ec ¢
rownoé¢ -- = -, wéwczas réwniez. — = K-~j-—~ = -
b d b n
Vbn +d n

przy kazdym naturalnym pn. Przyjmij a=38, b=92, ¢=6, d=4
i sprawdz dla 1) n=2, 2) n=3.

\

‘Rigebra 3
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16. Uczen, chca‘g obliczyé sumql 2116 +1/ 7396, ,zastqpxl ja przez
V 21]6+ 7396, ktéry nastepnie poprawnie wyznaczyl z doklad-
noécia do 0,01. Jaki blad popetnit ?

17. Krawedz sze§cianu wynosi a cm, Oblicz krawqda szescxanu o ob-
jetosci dwa razy wiekszej. Podstaw w wyniku g == 6.

18. Krawedzie prostopadioscianu’ wynosiq “a, b, c¢. Oblicz krawedz
szefcianu o réwnej objetodci. Podstaw w wyniku a=4,.b=86,
c=9.

§ 2.. Przeksztalcanie sumy

Sumy- algebraiczne, w ktorych wystepuja plerw1astk1 mozemy
' czesto sprowadzié do prostszej postaci, przy pomocy . poznany'ch prze-
ksztalcen. \

Przyklady:
I. W’ sumie : 2V a +3 V a+7V d moyemy erdukowaL wyrazy.

Otrzymamy 12V a. Podobnie -

OV x—aVy+2Vx -7V~ 413/}‘—1117@;;

Czasem dogodnie jest przed redukcja przeksztalcié pxerwnastkl Np.
9 3V8+4V18=2V50=38VE 2 +4 V9" 2-2V2% .2 =
=3.212+4+4.-3V2-2. 51”2=6l/2+121/2—101/2=81/2.
3. Va+Veg+5V3y—2Vix=Vx—2V5s - Vx+VIVy +
+5V3Vy= (1—~2V">)Vx+(l/2+51 "V y.

4. W sumie | x + 2 l/3x — 3 V5% czynnik [} 'x mozemy wy-
laczyé za nawias. Piszemy wiec w nawiasie iloraz tej sumy przez

‘V'x, za nawiasem za§ }/x. Otrzymamy
Vx+2¥3x=31V5x=0+2V3-3V5)Vx.

5. lloczyn sum, j. np. (213 +3V 2) (V2 - 5//3), obliczamy
mnozac (jak zwykle) kazdy wyraz jednej sumy przez kaidy wyraz
drugze; sumy, a nastepme redukumc Zatem :

—15V3V3 = 2V6—~10-3+3-2—15V6=—24—~13V6.
6. BVa+2Vb?=(3V0a)*+2-3Va - 2Vb+ @QVb)’=9a+
+4b+ 12V ab.
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7. GVx+2Vy)Brx—2Vy)=(3Vx)—(2V y)=9x—4y.

' Sios‘owa,l&my tutaj wzor (a+b) (a—b) = a®— b

19.

20.

21,

22.

23,

Zadania
Spfowadé do prostej postaci :

’

a) 3V5-2V5, 3VE+2V2 3V7—2V2—5V7+4V2

' i 3 __ - \?v_'__~
b) 3Va-5Vx—2Va+2Vx+7, 2Vx+5Vx-3V¥~2Vx

. _ 3 4 3 3 4
¢) 6V x—7Vox+2V x+3V 2%, d) Vy+2V x+V 3y+2V y—3V x.

Sprowadz do prostszej postaci i oblicz:

a) V28— V63 + V700~ V567,  b) 81/ 48—2)/ 13+ 6V 162
¢) 3V 2450+21/2048 1 13122, d) 3V'5 4+ 50-3V 72 7130

e TVIs+5V 272V 12, . 0 T} 24=40/98 47V 44,
SprowadZ do prostszej postaci i oblicz :

a) 313/ 40 + 13/"5006-21732'0, b) 513/108 +313/1”3'72 - f/ 500

¢) 8V 16— 4154 + o)/ 2 — Vi3,

d) . 2V 199 + 51950 —31/16 + 10)724.

Sprowadz do prostszej postaci :

a) 3V 2x—5118x + 4V 50x,

b) 7V 4x—4V 9x + 3V 45x— 5} 36x,

©) Va+4x+2V9+9x*—5) 1+

e) 3Va% + 2V ab’, ) 314/ a’x’ ~214/ a’x, g) l(;raﬁb" - f/ ab?.
Pomnéz, sprowadz do prostej postaci i oblicz :

2) G V8+VIB=VEOVE," b) @V 6—Vi2-V3iry B2,
¢) (51 24—4V'32 + 31V'50—3154) V'3,

d) (2V20~7V8-3)5-3V18)4}/10,

e) 7V2-3V3) (4V2+V3), 1 @V5+3V3)(V5-2/3),

) (6 1V10-2V3)(21 10-V3), h) (1NV3+2/10)(V 6-V5).
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24.

25,

26.

27,

28.

Pomné6z i sprowadz do prostej postaci : - N

a) (2a+3Vx)(65a—2Vx), b) @BVx+y) (@Vx—y), -

¢) 2Va—3Vb) (8Va—2Vb), d) xVy+y) wVx+y)

) (Vx+Vy) @QVx—Vy). ) @a—V3x) (¥ a+2V 3x),
g) (xViz+yVxn) Vyz—24V x2), |
h),3Vax+Vx) @Va—Vx).

Oblicz :

a) (24+V3)2% b) @—V5)2 ¢ (1+V3)

d) (V5=V3p o (VT+VER 1) (V18=V2y, .
g) (2V3+3V2% h) BV15—4V3), i) (51 10—4V 40)

Podnies do kwadratu:

d) (@a—bVx), e (Vx+y+Vx—y)2 \
n 113x-l/ 2";-’55)_“',_7‘ g)~( |/ 3,—’} + ‘/%)3
v (V5=2- V5=

) () arVaEE ) eV ey

Wykonaj mnozenia :

b)) (V3x—2) (V3x+2), (V3xy—V2a) (V3xy+V 2a);

c) (aV'b+2V x) (aV'b—2V'x), BxVy—2yV'x) (3xVy+2yV'x);
d) (a+Va®=b) (a—Vai—0b),

Va+ve+Va=ve) Va+vVe-Va-vo); -
e) B+2Vx+Vy) @+2Vx— V),

Pomnéz : ¥

a) VV7‘+ 1 ]/V'T- 1, b) Vz %V’é : Vzv— V3, -

¢) Vva+ivz: VVeT ~V'2, d) V 3V 323 'V3V'§-2V‘§.

[
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29. Pomnébz :

C oL — — ey a+b’
a) Vato+V2ab-Va+b—V2ab, b) Va-p |

o (VU—-x3) (1—g)+xy) V(1 —5) (1—g)~xy),

d) VIi-g’+yV1-x3) V(1= (- +xy).
30. Sprawdz, ze dla a= 0, b > 0, a® > b zachodzi réwnosé:

o a + Vaz——b / ‘dr—‘dlf:;?ift;
| Ly

(Podnles obie strony do kwadratu i poréwnaj).
31. Wykaz ze wyrazenie x*—2px + q dla x = p + V g jest
rowne zeru. Zakladamy przy tym oczxwxscxe, ze p* q=0.
32. Srednia geometryczna n liczb nieujemnych nazywamy n-ty
pierwiastek arytmetyczny z iloczynu tych liczb. A wiec np.
* érednig geonietrycznac liczb a, b jest }ab, srednig geome-

3 . .
tryczng liczb a, b, ¢ jest } abc itd. °~ Wyznacz érednig geo-
metryczng liczb a) 12, 75, b) 4, 5, 6.
Wykazano, ze érednia geometryczna n liczb (nieujem-

nych) jest zawsze niewigksza od ich éredniej arytmetycznej.
Sprawdz to dla liczb a) 3, 5, b) 2, 3, 5. :

§ 3. Uwalnianie mianownika od niewymiernosci

Aby obliczyé ulamek 1}5 (przyjmujac  }/2=1,414), nalezalo
by wykonaé dzielenie 1:1,414, dos¢ klopotliwe, gdyz dzielnik
jest liczba czterocyfrowa. Rachunek mozemy sobie uproscié, prze-
ksztalcajac dany ujamek nastepujaco. Mnozymy licznik i mianownik

przez 2. Otrzymamy :
/9 ) /9
L VR o V3 VR g
Ve T V2evaT (oeT 2 2
W powyiszym przykladzxe ulatwiliémy sobie rachunek przez
to, ze usungliSmy z mianownika pierwiastek; otrzymaliémy wskutek
tego do obliczenia ulamek, ktérego mianownik jest prostszy.

Dlatego tez wyrazenia ulamkowe, zawierajace pierwiastki,
staramy si¢ dla ~wygody rachunku tak przeksztalcié, zeby
w  mianowniku  pierwiastki nie wystepowaly.,  Postepowanie
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takie nazywamy uwalnianiem mianownika od nie-
wymiernosci. Poznamy kilka przypadkéw, w ktérych to sie
udaje. ' ’ ‘
1. Wyrazenie ulamkowe
1 0

przeksztalcamy, mnozac licznik i mianownik przez } q. Dostaniemy

1 1/?7_]/§_~i/~

N V3T Ve 3 Vs
V7 /7 .V§ /35 o
V7 _ 2T-VE _ 2V 2.
Vs (/'5)2 5 5
1/5 _ /57 _V8 _1 s
‘/ 7 7.7 7 *7]35

Nieraz moina w latwiejszy sposéb uwolnié si¢ od pierwiastka
w mianowniku.
/5 5. V9 /10 1710 -
Np VB _VE V2 _VIO_Vi0_ 1,5
118 V18-V2 V36 6 .6

2. Wyrazenie ulamkowe

1

e (a >0)
Va .

- n
przeksztalcamy, mnozac licznik i mianownik przez } g™l

Otrzymamy ,
n n n

L__Veoi _ VeT _Vao Ve
Va VaVaes vero Ve o C
3 3 3
1 Ve _ V2 _ Vs _ 1.
Np. 5 "5 5 T4 T 5 “5VB
Vs V5.-VE Ve | !
b s 1
1 Ve _ Vs _Vs_ 1
S EER e e IED o T 2 = 2 ]/8

4 4 s 4
) ’]/2.]/23 Vo
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W mektorych pkzypadkach mozna postapi¢ w . prostszy sposéb,

B Va2 1/a2 Va Do
Np. -'_,;j_=5_ - a (a>0) :
Vat Va. Vat a Ve
. 5 . .5 5 _
1 V4 Vi Va4
s s _ s s T 9
V8 V8V4 V32
-7 B L
1 Va‘bc V a*b’c
7‘_—_7"—’: i 7—“»&;:’-' abe (,b.C)O)
Vbl Vaise o Vaibte
3. Wyrazenie ulamkowe )
1
- = (c>0
a+bVec ' )
przeksztalcamy, mnozac licznik i mianownik przez a—b V. Wiegc:
1 _ a-bVe _a-bVe a._wbl/c
a+blVc (@a+bVo) (a~bl/c) a —(ch) a® — b’c’

Przeksztalcenie powyisze jest. dozwolone, gdy wszystkie mianow-
niki sa ré7ne od zera tj. a + b Ve=1=0, a—b V40, czyli gdy
(@+bVe) (a—bVc) = a*—b2c=0. '

' , /T /7
Np i V742 17+2

e —(V7 +2)
Vi-2 V71— 2)(1/7+2) 7—4 )
2+V5 _2+V5) (V5+1) _2V5+2+5+ V5 1(7+3]/5)
Vs—1 (V5-1) (V5+1) 5-1 4 '
4. Wyrazenie ulamkowe
' 1
P b>0, d>0
alV'b + ¢Vd 6> >0
przeksztalcamy, mnozac licznik i mianownik przez g}/ b - c}/d.
Otrzymamy
1 ' aVb—cyd _aVb- f_"cJ/ d _
aVb+cV/d (alVb+ cl/d) @V/b—cVd) (aVby — (cVdy

_aVb—cVd
T @ —cid
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Przeksztalcenie jest dozwolone, jezeli wszystkie ~ mianowniki’ sa
rézne od zera tj. al'b +c]/d == 0, aV'b —cl/d_i*-O czyll gdy(aV'b +

+ ¢V d) (a]/b—c]/d) — a% — ¢*d=}=0 | v
Ne, L . VB~ v? | V§—V§ _
T Ve+Ve (V3+V2) (V3—V2) (V3)2 — (V2)?
_V3-V2
=39 1/3—1/2
4V2+V6 _ (4 2+VE) @V2+V6) 8244V 12 +2V 1246 _
2W2-Ve @2-Ve@/2+V6) @2 - (V6" .
_22+6V12

s—g = 1+3Vi2=1 43V T3 =11 +6V73.
Podane prz‘eksztalcenie,"jak widzimy .na. przykladach, nie tylko

ulatwiajg rachunek, lecz takze doprowadzaja czesto do wyrazen

prostszych. ' T R '

Zadania

" W zadaniach od 33 do 41 pr’zédstaw podane 'wyraiénia w po;
staci- ulamkéw, ktérych mnanowmkn nie zawxera)q pxerwmstkow
i niektére z nich oblicz. : o '

1 1 10 9 54

1
33. _ﬂ) 7:.?;‘5 1—/—7! V_O:,'Zﬂ: b)

 5VE Ve VT
oV Ve Ve Ve a

61/3 4V7 16V5  100V7

d S, o, e
) 5V2° 9V6' 3V48 V200
e SV2-3V5 3V7—5V21 5V3-2V6
22 2V3 AV
1 6 4 7
34. T . iy Py v SR — ) )
) Va V3 Voab Ve S
p) e 7ab  2abbc - dx
2Va' Vab Vabe Vaxy¥
o Vab+aVb 2Vxy+xVy+yVx 3Vab—Vap,

Va ' Vxy ’ Va
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37.

38.

39.

40.

41.

b)

a)

b)

N R 3 —
12 Va V10"
3’ w7l 2 SRRV S
Vs V2 216 V15
, : , ‘ 4
1/ 2% 7 3ab” 5V xy
P T Ty T
Va 'Vax  Vagals®  Vsx®
S T Y R T
4+¥7" . Vot . -1-3¥5" 54213’
Vs V7 V3 V14
3-V5' 5+2V7 8-2V8  3V7+8
1 : 4 14

V—aﬁfz V1=V
6 . 12 3
2V3+3V2" 5V3—3V7 aVii+5V 2
4+V5: 7-2V2 3+2V5. ‘

3-V5" 4+3V2 6-2V5'

Vi3 +Ve’

154143 - 9-5V3 " 10+3V7

15-2V3° 7-3V3" 10-3V7T

2¥/5 | vz 3V3
VE+V3' V3-V2' Var-Vi2'
V5-3 3+Ve V743

VioV2' Vixv2' sVz-3V1a
Vi—Vs V3+Va2  5¥3—-3V5
Vieve Vi—vz2 Vs—V3' oo
V20—V124V10 = 2K3+ V8§—V1o
Vs V3 ' 2Vio—V3

1 1 7
a+Vbh' ux+3Vy T+ Vz
1 ) 3 X

Va-Ve'  2Vx+3¥y" Vi3V

3+Va  243Vx  5Va-2,

3—Va  2-3Vx  3Va+1

4t
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42.

43.

d) Va—Vb 3Vx—2Vy aVx—3Vy
Va+ Ve 5s5Vx+4Vy' 3Vx+aVy'
9 L b 2
x+l/x 5 a—Va—b -l a-3+Va-5
H 3V10 a-Va-x V 3+V5—-V 3”175:.

WV2+1) (V5+2 @+Va-xWx' VsivieVs-va

Uwolnij-od pierwiastkéw w mianownikach, a nastepnie dodaj:

a) "L‘ + —lt, ’—'1._ — f—;l’.':‘, i_ _ =
V2 V3t Vs Ve VT Vi3
Ve V2' V3 Vs V2 Vio Ve Vi5

1 1 2 5 a b

Ve Vb Vit Ve Ved Vel

5+V7 5—V1 x4 V3 2x—17V3
4+V7 4=VT  Vx+V3 Vx—V3
Przedstaw w postaci ulamkow nie zawiera]qcych pnerwxastkow .
w mianownikach :

d)

1 3V 2 Vs - /7 /3 .
2 /L 51/ r__ﬂ-
V5 V' Vis oVs' ‘ '
y 2.2 1/2']fi 3V, 9V,
vi've Vi3V s s’
—  [5+2)3\?
) (V2 ) 4-— 13
d) 2 _é_ 3x _ 5b
Va Vo' V ab’x Vobxt

§ 4. Pierwiastek potegi

Jezeli a jest liczba nieujemna, zaé m. n sa dowolnymi liczbami

naturalnymi, wéwczas

.

Var =WVay W

Mamy bowiem

[ T e (e
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Wzér (1) mozemy krétko wypowiedzieé: n-ty pierwiastek
z m-tej potegi liczby nieujemnej ré6wna sie m-tej potedze
n-tego pierwiastka z tej liczby.

1

Przyktady.

1. ]/272 = (1/27)2 =3%=9

Wzor (1) mozemy réwniei wypowiedzieé nastepujaco: m-ta-
" potega n-tego pierwiastka liczby nieujemnej réwna
sie n-temu pierwiastkowi z in-tej potegi tej liczby.

Przyktady.

(V 2)? = l/ 22 = V 4
2. WVx)P=Vx2=xVx

33 C 3 3 3 R
3. (Va +Vb)3=(|}d)3+3 Va2 Vb +3l}a (V') +

3 s 3
+ (Vb= a + 3Va’ + 3V ab® + b.
i
Jezeli a jest liczba nieujemna, zas m, n, p sa dowolnymi
liczbami naturalnymi, wowczas ‘/
-~ n . nP» . )
l/am = ]/a"“P . (2)
1
Mamy bowiem

(]/amp)n — ]/amnp — ]/(am)np — am
Zauwaimy, 7e wykladniki n, m otrzymamy dzielac wyldadmkl

np i mp przez wspélny podzielnik p.

A wiec warto$§é pierwiastka z potegi nie zmieni
sie, jezeli wyktadnik pierwiastkowy i potegowy.
przez te sama liczbe naturalna pomnozymy lub
przez wspdélny podzielnik podzielimy.

W szczeg6lnoéci mamy

P e L . no_.
V amr = 1/-am = qm; ]/ap = l/a
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. Przyktady.
e 6 C ‘, 8_ _ e ' i
1. Va*=Vd, Va'=Va - . (@a=0)

VS T o
Vo=V3=V3

b

e

6 6 6 v
Va't® =Va - Vee=Va Vb=Vab (a=0 b=0)
Ve Ve Ve q/e
09 a9 . a -1/ a . ) f
& ]/5§7=;:=Vba-= /b (a>0, 6>0)
Vb27 :

. 5. ]éie]i mamy kilka pierwiastkéw o réznych wykladnikach
pierwiastkowych, to .mozemy je zawsze przedstawié¢ w postaci

pierwiastkbw o tym .samym wykladniku; nazywa sie¢ to sprowa-
dzaniem do wspélnego wykladnika pierwiastkowego.

Np. mamy pierwiastki :

4 6 8 '
Va*, Vb, Vo (@a=0, b0, ¢=0)
Wspélng wielokrotnoscia wykladnikéw 4, 6, 8 jest 24. Pier-
wiastki przeksztalcamy nastepujaco :
L4 24

R T S S S 75 S B
V a3, Vas.s — ]/als’ Vb5 — 'I/b5.4 — l,/bzo
' 8 8.3 24
Ve =V - Ve
"W ten sposéb przedstawiliémy dane pierwiastki w postaci
pierwiastkéw o wspélnym wykladniku 24.
. . 3
6. Ktory z pierwiastkow jest wiekszy, V14 czy V67

Przedstawmy pierwiastki w postaci pierwiastkéw o- wyklad-
niku 6. Mamy

3 6 6 _ 6 6
Vid=1V14=V196; Vo =1V6=1V2i6.
6 e 6 3
Poniewaz 171906 <1/ 216, wiec V14< V6.
7. lloczyn pierwiastkéw o réznych wykladnikach, jak np.
3 a4 :
Va Vb Vi, mozemy przedstawi¢ w postaci jednego pierwiastka,

sprowadzajac dane pierwiastki do wspolnego wykladnika. Jako
wspdlny wykladnik obieramy 12. A wigc

12 12 12

4 2
Va VB Ve = Va Vs Vet =V aibees,
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45.

46,

47.

48.

49.

Podobnie
- 6 . 6,
V2aVva=V2. 1/23 =}t 2"

Ve V6 . 6 _ 21()

Zadania
Oblicz w latwy sposéb: k
3 4
a) V9, b) V8, ¢ Vo5,

o VT o VER Ve

Podnie§ do kwadratu:

a) (13/ 2 +2)? (2 13/97 -1 (4 - 213/ 5)%;

b V7 +3% @ Va-Vay G<Vaw- 20V xh

Przedstaw w postaci kwadratu dwumianu:

[
= }/32.

3 3 3 3
a) Vaa+2Va+1, b)) Vab® + 2V 26 + x°

5 5 5
¢) Va'h® + 2V a’h® + V a%b'.

Podnieé do trzeciej potegi :

a) (13/8 + 13/5)3, (213/ a+2)° 3- 2]3/}')*;

3 3
b ;
¥ V;] ' (13/43&

o (e VA Ve

Sprowadz do prostszej postaci:

i

a) V&ET-6x+9)% b) V(b*>-6ab+9 a®’,

¢) V(@ +2ab+ b7 + 1V (a®-2ab+b%°.
SprowadZ do prostszej postaci i oblicz :

LI 4 __
a) V4, Vo, 1/25 V36 VIO().

b) Vi, V8. Ved, Ve, V.

45
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50.

- 51.

52.

53.

54.

55.

Sprowadz do prostszej postaci :

6 lS'kiy 16 10
a) Vx', Vx°, Vx?, Vx4
12 4 o - 8
b) Vat, Va2, Va® Va¥
14

9 L 12 6
¢) Vext, Vabt, Vb, Vatib®;

14 e
d) l// 8a® | l/ 256a* I/ a®®
125 b® 625 b8 . b

Zamijen pierwiastki :

. 3 . 5 6 -
Va, Va, Vq, Va na pierwiastki o wykladniku 30.

Sprowadz do . wspélnego wykladnika .pierwiastki :
7 3 3 4 6 4
a) Vx, Vs, b)V3x, Vx%, ¢ Vx, V3,
. 4 4 L 6
d) Va*, Vab®, e V3ab®, V2a%.
Przedstaw iloczyn w postaci jednego pierwiastka :
.3 35 4 6 4
a) V2V2, VaVa, V5V5, VxVy:
3 4 6 8 8 3 510
b) l/<12l(a3, ValVa, VaVa, VxVy;
8 48 812
O VbVE, Vv, VaVy, ViVs:

6 9 5
TR S S / ; - S S
/ > veal/Y, vol/°, v y,
d)lal/q “"Lx 12|,2 1x|x
Przedstaw iloraz w postaci jednego pierwiastka :
. 3 .
V 100 Vb V16 V4.
& V10 10 4’ R T
Vb V 64 Vx
4 3 3 s
by Vx  Vy V4. Vx -
D 4 47z
Vx Vy Z: Vx
Przedstaw w prostszej postaci :

D Vi Vs-Va, v Va Va,
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’ 3 4 3 4 3 6
c) 2V aVbe -5V @bV, d&)3Va Vb 4 al b,

3

o vesn YIEL 0 E A
o Rt v Y

56. Ktéra z liczb jest wigksza,:
4« e 6 B L
a) 15,12 b)) V3 V5 o V4Vl
T 3 _ s 3 _
d) 2V, V7, e 3V2 2V5 1210, V5,
a4 3 4 R O
g V5 Vs m VoL Vol i) V3V
57. Podnies do kwadratu:
4 — 6 3‘.,_:. 8 L
a) BV5-V3)7 -b) (V5-V5): o). .Vx-Vyr
58. Kwadrat ma pole «a cm? szefcian za§ objetos¢ b em3. Jaki

jest stosunek boku kwadratu do krawedzi szescianu?
W otrzymanym wzorze podstaw a =: 4, b ==2 i oblicz.

§ 5. Pierwiastek pierwiastka

]eieli' « jest liczba nieujemna, za§ m, n sa dowolnymi liczbami
naturalnymi, wéwczas
n B . .
1 =Va (1)
v =} a
" Va ]

mamy bowiem :

- n n
o /TTTymn v STy R Em

Coal 0V T
("‘Va = '/Va ) :(I/a) = .

A wiec: pierwiastek z pierwiastka Iicz‘by nie-
ujemnej r6wnasie pierwiastkowi, ktérego stopien
jest iloczynem obu stopni

Przyktady.

1 Vx=Vx (x> 0).
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]/]/a"" l/a12 = Va (a=0).

3. ]/xVx—1/ VEVx ~| . Vx —Vx (x=0).
Z wzoru (1) wymkd : - ;

n m

1 a- .

gdyz obie strony sg réwne Va

A wiec: majac obllczyc pierwiastek z pier-
wiastka, mozemy pjerwiastkowaé w dowolnym po-
rzadku '

Np. |/1/95~] FVE&%— 1/5
V l/x~"~ l/ Vi ~Vx (x = 0).

Zadania

59. Przedstaw w prostszej postaci:

4’ S B 6 . ~ e

» V’ff::- s Ve vve, Vive
_________ JESEE 4/ — 4/
b) l Vx5, t Vx;z ]//]'(;9{ l/' f/(,‘e" ‘/ f/(;m",

b s —— ‘, D amasmand . 3 P e d - . . —
c) 3. 1/ N/ 4 1
Vie, Vs Vis, Vs

60. Przedstaw w postaci jednego pierwiastka :

I

P

V 3V5, . /4‘&"7”, ! ] 21/ 2?;

e . 3,_,..,... PR
vV s 01 B
|/ aVa, 1/ aVa, l/ atVa,
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5 5 e
g) 1V .4 h) ans Dl v
l/ aVa, ]/ <Vx?, " al a*Va.
61. Oblicz z dokladnoscia do 0,01 :
4 4 4 4
a) V2, V7, V1,2, V27;
s § 8 8 :
b) V2, V's, Vio, V1o,1;
6 6 [ . 6
c) V2, V15, V'35, ¥ 0,072.

4 L/ 8 / 6 _ Vt
VZz=)v2 V2= l/ Vv ve=V vz

“Trzecie pierwiastki liczb od 1 — 100, podane sg na koncu ksigzki.

Wskazéwka:

62. Przedstaw w postaci jednego pierwiastka i oblicz :

P — [,

. /— 3/_77« / s _ / X _;
X v 5 P ]/ a9 l 515

) 3 .
i N ,I‘”“’ // e . / '722::1.
S ST eI e

fllgebra 4



Rownania kwadratowe

liozdzia{ v

Rownania kwadratowe o jednej niewiadomej

§ 1. Rozwiazywanie réwnan

Zajmiemy si¢ teraz réwnaniami stopnia drugiego o jednej
niewiadomej. Sa to réwnania ksztaltu
ax® + bx + ¢ =0, 1)
gdzie x jest niewiadoma, zas a, b, ¢ sa liczbami danymi, przy czym
a == 0. (Gdyby bylo a = 0, wéwczas réwnanie (I) byloby stopnia
pierwszego)
Zanim zajmiemy sie powyzszym ré6wnaniem, zbadamy najpierw
pewne przypadki szczegélne.
1. Przyjmijmy, e w réwnaniu (I) wspélczynnik przy niewia-
domej w stopniu pierwszym jest réwny zeru. Otrzymamy réwnanie :
ax* +¢=0. (1)
Zalézmy, 7e rownanie posiada rozwigzanie i Ze x oznacza to-
rozwigzanie. Zatem :
c

ax? == — ¢, wiec x? == - 2)

T C .
Jezeli — - > 0, woéwczas i
a

T

Otrzymujemy dwa rozwiazania (ktére oznaczamy x,, x,)

1/ ¢ - ¢
ol AU Sl G

Sprawdzajac przekonywamy sie, ze x, i X, sa pierwiastkami réw-
nania (1). Innych rozwigzafd réwnanie (1) nie posiada.
5\
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Jezeli — = 0, wowczas réwnanie (1) przybiera postaé ax? == 0..
Réwnanie ma wtedy tylko jedno rozwiazanie x ==0.

. 1. , 4 . , . .
Jezeli w koficu — T < 0, wéwczas réwnanie (2) nie ma roz-

wiazania (gdyz kwadrat nie moze byé liczbg ujemna), zatem
i rébwnanie (1) nie ma w tym przypadku rozwiazania.

" Przyklady

a) Réwnanie x> = 9 ma rozwiazania x =+ }/9. Zatem x, = 3,
Xo = — 3.

b) Réwnanie x2= — 9 nie ma rozwigzania,

¢) Rozwiazaé réwnanie: 4x? — 25 = 0.

Przeksztalcajac, dostajemy
4x* = 25 stad x* =2} wigc x = ':E.']/'/ W=t 2.
A wigc x; = 3/ x;= — 2. Sprawdzajac przekonywamy sie, ze §

i —5 sa pierwiastkami réwnania.

2. Przypuscmy, ze w réwnaniu (I) wyraz wolny jest réwny
zeru, Otrzymamy réwnanie

ax® 4+ bx = 0,
Aby réwnanie rozwigzaé, wylaczmy x przed nawias. Dostaniemy
x(ax +b) =0,

wananle bedzie spelnione tylko wtedy, jezeli
x=0lub ax + b= 0.
Otrzymujemy wiec dwa rozwigzania

b -
xl:_:OI x2 = _”a.
Przyktad 4x* — 8x = 0.
Wylaczajac x przed nawias, dostaniemy
x(4x — 8) =
Zatem x, =0, x,=5=2.

3. Rozwiazaé réwnanie :
/}t - 14,1 + 49 == 0,
e
Zauwazmy, ze lewa stro%a jest kwadratem dwumianu : x -1

Réwnanie mozemy zatem napisa¢ . w postaci :

x-7=9 n -
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Przypusémy, ze dane rownanie posiada rozwigzanie i ze x oznacza
to rozwigzanie.

'+ Zatefn x—7=iV_9-,
tzn., x musi spelniaé jedno z réwnan
x~-7=3 lub x—7=-3 2)
Z pierwszego otrzymujemy x, = 10, z drugiego x, = 4. Innych

rozwiazah réwnanie nie moze posiadaé. Sprawdzajac przekony-
wamy si¢, ze x; i x, Sa pierwiastkami danego réwnania.

4. Rozwiazaé réwnanie
x4+ 6x = 27 (1
Lewa strona nie jest kwadratem dwumianu. Latwo jednak zauwa-
7yé, 7e przedstawia ona pierwsze dwa wyrazy kwadratu
(x +3)*=x%>+2:3x + 3%
Aby po lewej stronie mie¢ zupelny kwadrat dwumianu x -+ 3
dodajmy do obu stron réwnania 3% = 9. Otrzymamy

x2+6x+9=27+9 2)
Rozwigzujac réwnanie (2) jak poprzednio, dostaniemy ‘
(x+3)?= \
Zatem x+3=6 lub x+3= —6.
Stad X, =3, X,= — 0.
Sprawdzajac przekonywamy sie, ze x; =3 1 x, = — 9 spelniaja.

dane réwnanie.

5.*Rozwigzaé réwnanie :
6x% — 5x + 1 =0.
Dzielac obie strony przez 6 i przenoszac wyraz wolny na prawa
strong, dostaniemy :

Przedstawiajac — ¥ x jako podwéjny iloczyn 2. (% )x widzimy, ze
po lewej stronie mamy dwa wyrazy kwadratu
5\2 5
X = i_z) =x* =273
Dodajac do obu stron (1—52)2 otrzymamy :
x* - x+(12)2-—(12)—~:
stad (r— ) =5

Zatem Xi= 5t =g Xe= {537 127 3
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i x, = + sa pierwiast-

Sprawdzajdc przekonywamy sie, ze x, = - !

2
kami réwnania.
6. Przejdziemy teraz do rozwigzania ogélnego réwnania stopnia
drugiego :
ax® + bx +c=0 (a-=0). )
Zalézmy, ze réwnanie posiada rozwiazanie i ze x oznacza to
rozwigzanie,
Dzielac obustronnie przez a i przenoszac wyraz wolny na
prawgq  strone, otrzymamy :
c

b
2 il = e
x*+ P (2)

Podobnie jak w poprzednich przyktadach, przedstawiamy % x jako
podwéjny ichzyn 22b& X. Zatem po lewej stronie mamy dwa

wyrazy kwadratu dwumianu' -

b b?
b? . 2 i
(x+ ) x+22 x+4

2

Dodajac do obu stron (2) wyrazenie 4%2, otrzymamy

b b? b ¢
SRR v il i
2 ¢
. Oy 0 _C
Stad (x +5 ) i 4 3)

Strone prawa przekszta{camy nastepujaco :

b* ¢ _ b* dac _ b°-dac (4)

4a*> a  1a® 4a? 4a® '
Wyrazenie b® — 4ac nazywamy wyréznikiem réwnania (1).

Pot6zmy

Zatem wedlug (4)

Wiec na mocy (3)

o, |
(x4 )t = (5)
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Zalézmy najpierw, ze D> 0. Poniewaz 4a*> 0, wigc prawa strona
réwnania (5) jest dodatnia. Zatem

;
+ ]/ ! l D
A wiec
b VD b VD
x+§E_— 54 lub x + 5= 24
Stad
' -b+VD _ _-b-VD
L= 2a X2 T o 6)
Rozwigzania powyisze zapisujemy krécej
-b+VD
cam b2V W

Sprawdzajac przekonywamy sie, ze wzory (6) przedstawiaja roz-
wiazania réwnania (1). Innych rozwiazan réwnanie (1) nie ma..
Sprawdzimy np., Ze x, spelnia réwnanie (1). Podstawiajac mamy :

_2bVD - /
26V D+D - b+1V D

4a’® 2a teo=
b -26VD+D —b* +bV D
4a 2a
~26V'D + D - 20" + 261D + 4ac _
a 4a
~ b +4ac + D _-b’+4dac+ b°-dac _,
= 4a 4a '
Przypu§émy teraz, ze D = 0. Wéwczas na mocy (5)
b l v
(x' + :)*(; )2 =
b
stad X+ e 0, zatem
b
x = 7
20 (7

Innego rozwiazania réwnanie (1) nie posiada. Sprawdzajac, prze-
konywamy sig, ze wzér (7) podaje rozwigzanie réwnania (1).

Zauwazmy, ze rozwiazanie podane wzorem (7) otrzymujemy
ze wzoru (l) przy zalozeniu D = 0.
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Zalézmy wreszcie, ze D<0. W tym przypadku prawa strona
éwnania (5) jest ujemna, zatem réwnanie (5) nie ma rozwxqzama
a wiec.i réwnanie (1) nie posiada rozwiazania.

Otrzymali§my wigc nastepujace wyniki, dotyczace réwnania:
ax*+bx +c¢=0 (a=F0)

1. Jezeli wyréznik D=p-—4ac >0 wbéwczas
xé6wnanie ma dwa pierwiastki rd67ne, podane
wzorem (I). ‘

2. Jezeli wyréznik D = 0,wéwczas réwnanie ma
tylko jeden piewiastek, podany wzorem (I).

3. bezeli wyréznik D<0, woéwczas ré6wnanie nie
posiada rozwiazania.

Uwaga 1. W przypadku 2., tj. gdy D=0, méwimy, ze réwna-
‘nie posiada pierwiasttk podwéjny lub ze réwnanie posiada dwa
-pierwiastki réwne. W tym znaczeniu mozemy powiedzieé: jezeli
wyréznik jest nieujemny, wéwcezas réwnanie posiada dwa pier-
wiastki (ktére ewentualnie mogq ‘byé réwne).

Uwaga 2. Jezeli liczby a, ¢ maja rézne znaki, to réwnanie
-ma dwa rozwigzania. Istotnie, w tym przypadku a¢ <0, wiec
i 4ac <0, — 4ac >0, zatem D = p® — 4ac > 0. -

Uwaga 3. 'Wzory (I) podaja oczywiscie rozwiazania réwnan :
ax2+c¢ =0, ax®+ bx = 0 (a=I= 0), badanych w ustepie 1. i 2. (str.
50,51). Wygodniej jest jednak te rownania rozwiazywaé w sposéb
-poprzednio podany, niz przy pomocy wzoréw (I).

Uwaga 4. Weimy pod uwage réwnanie

x*+px+q=0 (8)

‘w ktorym wspélczynnik przy x2? jest .rdwny 1.

" Mamy tutajg = 1, b=p, c=q. Wiec D=p?-4q

—p +V b2 — 4q
" Zatem Xia = - p J‘.lép,,’,,,ﬂq (in

Wzér (1I) mozemy przeksztalcié nastepujaco :

- Poniewaz l{’?; ~ 4q = Vp2 4_q = ]/_(é \2
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Do postaci (8) mozemy doprowadzié ogélne réwnanie :
ax? +bx +c=0 (a=1=0),

dzielac obie strony przez g. Otrzymamy

2+ x+E=0
a a
Kladac Z = p, Z = q dostaniemy réwnanie (8).

Szczegblnie wygodnym jest wzor (II') gdy p jest liczba parzysta,

gdyz woéwczas g jest liczba catkowita.
Przyktady:

1. Rozwiazaé réwnanie 6x2 - 5x + 1 = 0. Mamy tutaj a = 6,
b= -5 ¢c=1 Wigc D= b®—4ac=25-24=1. Poniewaz D> 0,

wiec rownanie posiada dwa rézne pierwiastki.

Ze wzoru (I) mamy

X1,2 = 5~————~It Vi wigc
12 = TH g ’ €
sl 151
™o 272 3
2. ~-3x*+6x—-3=0.
Mamy D=62-4(-3) (-3)=0. Réwnanie posiada zatem
jeden tylko pierwiastek, ktéry otrzymamy ze wzoru (I). Zatem
-6
X = 2‘"*(;*3‘)* = 1.

3. 5x2 +3x +2=0.

Mamy D=32-4.5.2=-3]. Poniewaz D <0, wiec réw-
nanie nie posiada rozwigzania. )

4. Rozwiazaé réwnanie: 15x2 + 45x + 15 = 0. Jezeli wspot-
czynniki maja wspélny podzielnik, wéwczas obie strony dzielimy
przez ten podzielnik. Otrzymamy réwnanie o prostszych wspél-
czynnikach; przez to rachunek przy oblczaniu pierwiastkow
bedzie ‘latwiejszy. W naszym przypadku dzielimy obie strony
przez 15. .

Dostajemy x2 +3x +2=0. Mamy D=3>-4. 2= 1.
-34V1
pas

<

Zatem x;, = + wige x, = -2, x,= — 1.
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5. " 4x?—4xZm=0.
Mamy D=16 + 44 m=16 (1 + m). Jezeli wiec 1 + m>0
(t. zn. m> — 1), to réwnanie ma dwa rozwiazania
4 V16 +m) _ 454Vi+m _ 1 :Vi+m
8 8 2
Jezeli 1 + m =0 (t. zn. m= — 1), wbwczas réwnanie ma jedno
rozwigzanie :

X2 =

X = ,-
Jezeli 1 + m < 0 (t. zn. m < ~ 1), réwnanie nie ma rozwiazania.

Podamy teraz kilka przykladéw réwnan, ktérych rozwiazanie
da si¢ sprowadzi¢ do rozwiazania réwnania ax? + bx + ¢ = 0.
Majac dane réwnanie postepujemy, jak zwykle. A wiec zakla-
damy, 7e' réwnanie posiada rozwiazanie i ze x oznacza to roz-
wigzanie. Przy tym zalozeniu roéwnanie przechodzi w réwnosé,
ktora odpowiednio przeksztalcamy. ' Na kohcu sprawdzamy, czy
~ otrzymane rozwigzania sa rzeczywi$cie pierwiastkami danego
réwnania. '

6. 2x (x + 2) = (3x — 2)% (1)
Uwalniamy sie¢ od nawiaséw, Otrzymujemy
’ 2x! + dx = 9x% — 12x + 4.
Przenosimy wszystkie wyrazy na lewa strone¢ i redukujemy. Zatem
- 7x? +16x—4=0 (2)
Wyréznik D= 16>-4 (~7) (- 4) = 144>0.

Réwnanie (2) ma wiec dwa rozwiazania

o —T"16+VIiae 2 -16-Vi#

T - 14 7 P -4 '
Sprawdzajac przekonywamy sie, Zze x, i x, sa pierwiastkami
réwnania (1).

2 x—4
7 s T xoa =t M

Uwalniamy od mianownikéw; w tym celu mnozymy obie strony
rownania przez (x — 1) (x — 3). Otrzymamy

2(x-3) ~(x-4) (x-1)=(-1 (x - 3).
Uwalniajac od nawiaséw i przenoszac wszystkie wyrazy na lewy
stron¢, dostaniemy

- 2x* + 1lx — 13 =0 (2)
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Wyréinik D = 112 -4 (- 2) (- 13) = 17>0.°
Wobec tego pierwiastkami réwnania (2) sa:
R I A VA U U | Bl /4 VAN | W e
Xy = e '———T—Zl~l7,x2—~ 3 =7 +4117
W przyblizeniu do 0,01 mamy: x, = 1,72, x, = 3,78.
Sprawdzajac przekonamy sig, ze x, i x, sa pierwiastkami réwnania (1).

8. Niekiedy dogodnie jest wprowadzi¢ niewiadoma pomocni-
<za. Np. Rozwigzaé rdéwnanie :

-1
=1 54 82 o (1)
x—1
.. x - x 1 -
Polézmy = zatem 1oy Podstawiajac w (1), otrzy-
mamy y—5+%=0. Stad y, = 2, y, = 3.

Zatem x musi spelniaé jedno z réwnan:

=1, *loyg
¢ X X
Z pierwszego mamy x, = — 1, z drugiego x, = — 5. Sprawdzajac

przekonywamy sie, ze x, i x, sa pierwiastkami réwnania (1).

Zadania

Rozwigz réownania (od 1 —7 bez uzycia wzoréw) : .

1. a) x* = 169, b) x? = 22, c) 5x* = 75,

Q) X =27 o X =25 ) I+1=12
2 ’ 0,3 fand ] 14
g) (x +1)2=2x +5, h) (x — 2)? = 40 — 4x.

2. a) (2x + 3)*> + 40 = (3x + 2)%,
b) (4x + 3)% = 125 - (3x — 4)%,
) (x +3)2%—(x +2P2=(x+ 1)
d Bx~-1) 2x +3) - (4x +3) (x + 1) = 12.
‘3. a) ax®=b, b) x4+ a = b, c) ax® - b = bx* + a,

d) (x + a)? + (x — a)* = 8d?, e)  — x = ax.
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Podstaw w przykladach a), b), ¢): a=1.b=2; a=0, b=25;
a=-2, p=3, za§ w przykladach d), e): a =0, —1, + 2
a) x> —4x=0, b) —x¥+3x=0, ¢) 3x2 + 8x =0,
d) —2x2+2x=0, e) 31x2-25x=0.

a) 2x+1) Bx-2)=(x-1) (x+2),

b) (x +2)2-@Bx--1) (5x—-4)=0,

c) Bx—-2+(3Bx+2) 2x-1)-2=0,

d) (4x +3)* + (3x + 4)* = 25,

a) ¢’ x—cx2=0, b) (a + b)x* = (a® + b¥)x,

c) bx?+ ax = x? + bx. d) bx? + x2 = abx + ax,

e) 2x%a + b)—3abx = ax (2x — b)—bx.

' Podstaw w przykladach a) c=1; ¢=0, b)a=3, b=2
a=5 6=-5 c)a=3,b=2;a=6,b=1,

d) a=1,b=2;a=3, b=—1,

e) a=1%, b=2%;, a=4, b=0.

. a) x?46x =27, b) x2—8x =9, c} x%—20x = 261,
d) x*+20x+75=0, e) x*~20x+75=0,

f) x2—x = 110, g) 12x2-20x +3 =0,

h) 18x2 +3x~10=0, i) 6x2+x-2=0.

a) 2x2-3x+1=0, b) 3x’+5x-8=0,

0 10s2+x+2=0 d) —3x*+6x-3=0,

e) —12x2+x+1=0, f) 8x*—-8x+2=0.

25 _ 3
ca) 2x-lx=4, b)2-Yx+3P =0, ¢)3%’-5x+,=0,

d) Lx?—3x4+2=0, e Sx'-fx+i=0,
f) 4,2x? 4 8,4x = 33,6, g) 2,1x* +83x = 10,4,.

h) 0,7x*--3,1x-2 =0, i) 0,3x>—1,2x-2,1=0."

a) 11x% 4+ 2x = 8x% + 9x -2, b) 9x2—5x = 14x? + 3x — 13,
¢) (5x® + 4x + 3)— (x*—3x + 4) = 29, |

d) (9x2 +5x—-7)—(5x* + 7x-9) = 2.

coa) (x = 4P+ (x - 6)*=(x - 2)° b) (3x + 1)’ + (x + 2)* =
, = (zx + 3)2,
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18. .

19,

) (4x+1)2—CBx +1)*=02x +1)%
d) (x-3)2=(x—2+(x +2?2+6.
a) (x-2) (x—4)+ (x-3) (x—-1)= 11, .
b) (5x + 1) (4x—1) + (3x—1) (4x + 1) = 28,
€) (5x—=2) (x +1) — (4x -3) (3x—4) =
d) (3x—4) (4x—1) — (5x-6) (2x—1) = 2.
a) 2(x+4) (4x—9) =175, b) 2x(x +2)= (3x~2)?
c) 2x(x +4) - (x +2) (x +3)=2(3x +2),
d) 3(x+472-2(x-1) (x +3)=2(2x>+ 1).
a) (x+ 172 =(x=1)+26"b) (x—1)2=(x + 1)*~
a) x2+ 2a%=3ax, b) x?+ 3a®=4ax, c) 4x?+ dax = b* - a’,
d) x2 4 2ab = 2ax + b? e) 9x2—bax = b*—a?,
f) x*+2(b—a)x + a® = 2ab, g) abx®—(a® + b*)x + ab = 0.
Podstaw nastepnie: w a), b) a =1, a= 3, w zadaniach c), d),
e, ), gga=1b=2;a=-1, b=-3;a=2 b=3.
L Y 3c =2 10l . 10 ,_
a)x+5€—6, b) 3x=--+103, c) x—— - 8=
8 20 4
d) x—x--_—é, e)x-;:~5—§, f)x—7-x_4-
3 x x—-1 13~
a) ¥=3=or L DTt T
| 1 1 12 10
) xliTxT30 Yy tiTiy
. 15 1 7 13
© 21723 ViiatiTxTs
10 12 x-1 x+1_ 5x
B, 3teva=® Wt T e
2x+1  Ax+2 bx+5 2x+5_
) imtaTs B B grataysT?
g 2x%-1, 2 _5 dx  x-5  4x+7
O KT Txos"7 D g tiiET o
a) x + :a'+l, b) atx  a-x__ ,?i‘__
x a a-x  a+x a?®-x?
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2

a |
B T i L V-

Podstaw nastepnie w a) a =2, a=1; w b) a'=;, a=1,
a=2;, we)a=1,a=0; wd)a=1,a=2%, a=0,a=

e LR N | R T e S
e) (4 6:5})2+;1_5x4_‘+ 1=0,
n (3xx__\24)2— : (zé}ii) +20 = 0.

(Wskazéwka : wprowadz odpowiednia niewiadoma pomocniczg).

21. Zbadaj dla jakiej wartoéci a réwnanie ma jeden pierwiastek :
a) ax®* - 3x + 1 =0, b) 5x% + 3x — 2a = 0,
¢) (a+ Dx*+2ax +a=0, d) —3ax*+6(a +1)x~-3a=0.
"22. Podstaw za g takg wartoéé, by réwnanie mialo : 1) dwa roz-
wigzania, 2) jedno rozwiazanie, 3) by nie mialo zadnego
rozwigzania,
a) @+ 1Dx2+Q@a-1)x +a=0,
b) (@ +2)x* +3x+a-2=0,
c) x2—ax +1=0, d) 9x* + (a+6)x +1=0.
23. Wykaz, ze réwnanie @+1Dx*+CRCa®>+1)x+a2=0
posiada dwa rozwiazania, réwnanie x> + 2ax + a® = 0 jedno

rozwiazanie, za$§ réwnanie (a® + 1) x> 4+ 2ax +1 = 0 nie ma
zadnego rozwiazania, przy kazdej wartosci g.

§ 2. Ukladanie réwnan

Przy zagadnieniach, prowadzacych do réwnan drugiego sto-
pnia, postepujemy podobnie, jak dawniej przy réwnaniach pierw-
szego stopnia. A wigc oznaczamy przez x niewiadoma i ukladamy
réwnanie, ktére ona ma spelniaé. Nastepnie rozwiazujemy to
réwnanie, w sposéb poprzednio poznany. W koficu badamy, czy
otrzymany wynik jest rozwigzaniem danego zagadnienia.
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Przyktad 1. Kupiec sprowadzil za 160 z kawy i za 100 zt
herbaty, razem 12 kg, przy czym 1 kg herbaty kosztowal o 5. zi
wigcej niz 1 kg kawy. Obliczy¢ cene 1 kg kawy i herbaty.

Oznaczamy przez x cene 1 kg kawy (w zlotych). Cena 1 kg

herbaty wynosi x + 5 zI. lloé¢ kg kawy wynosi _120’ herbaty

100 . razem 12. Zatem
x+5

160 100

« Tags=12
Po uwolnieniu od mianownikéw, redukcji i uproszczeniu otrzy-
mujemy réwnanie .
' 3x% — 50x — 200 = 0

10,
3

dodatnia, tylko pierwsza warto$¢ moze byé rozwiazaniem . naszego
zagadnienia. Zatem cena 1 kg kawy wynosi 20 z1, za§ 1 kg herbaty

o pierwiastkach x, = 20, x, = — Poniewaz cena jest liczb
p 1 2 ) 8

25 z1. Istotnie, liczba kg kawy wypada 21 = 8, herbaty 120 — 4
razem 12,

Przyktad 2. Podréiny przebyl odleglos§é 350 km pociagiem
osobowym, powrécil za§ pociggiem poépiesznym w czasie o 2 godziny
krétszym. Pocigg pospieszny przebywal w 1 godzinie o 20 km
wiecej niz osobowy. Jak dlugo trwala pierwsza podréz?’

Oznaczmy szukany czas, mierzony w godzinach, przez x.

Podréz powrotna trwala wiec x — 2 godz. W 1 godz. pociag oso-
bowy przebywat 335c0 km, za§ pociag poépieszny 3502 km, Zatem
x -2 x
Po uwolnieniu od mianownikéw, redukcji i uproszczeniu
otrzymujemy réwnanie
' x?-2x—-35=
o pierwiastkach x, == 7, x, — - 5. Poniewaz czas podrézy jest

liczbg dodatnia, drugi pierwiastek nie ma znaczenia dla naszego
zagadnienia. Zatem szukany czas wynosi 7 godzin.

Aby sprawdzié wynik, obliczamy droge przebyta przez kazdy
z pociagéw w 1 godzinie, Dla pociggu osobowego otrzymujemy

3?0 =z 50 km, dla pospiesznego 350 _ 70 km, a wiec istotnie o 20 km

: 5
wigce;j.
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Przyktad 3. Jeden bok prostokata o polu p cm? jest oa cm
dluzszy od drugiego boku. Obliczyé dlugoéci bokéw.

Oznaczmy przez x dlugosé krétszego boku w cm. Dlugosé
dluzszego boku w cm wynosi wiec x + a. Zatem

. x(x +a) =

czyli x2+ax—-p=20

Wyminik tego réwnania D = a® + 4 p jest dodatni. Rozwig-
zujac roéwnanie otrzymujemy
et Vaiap -V dp

1 2 ’ 2 2

Drugi pierwiastek jest ujemny, a wiec bez znaczenia dla zadania.

Pierwszy jest dodatni. Zatem dlugosé krétszego boku wynosi

—a i+ Var T SEE A :
at 12(1 +4p c¢m, dluzszego boku atl [; +4p c¢cm. Np. dla

p = 15, a = 2 boki prostokata wynoszg 3 c¢m, 5 cm. fatwo spraw-
dzié, ze te wartoéci spelniaja warunki zadania.

Zadania

24. Za 120 zl kupiono kilka m sukna; gdyby 1 m kosztowal
o 3 zl mniej, to za te sama kwot¢ mozna by kupi¢ o 2 m wiecej.
Ile m kupiono?

v

25. Dlugosé prostokata jest 2 razy wieksza od szerokogci,
Przekatna wynosi 3,8 ¢m. Oblicz boki tego prostokata,

26. Diugoséé prostokata o polu 91,3 c¢m? jest o 2.7 cm dluisza
od szerokoéci. Ile wynoszg boki tego prostokata?

27. Suma cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 10. Jezeli te liczbe
pomnozymy przez liczbe o tych samych cyfrach, napisanych
w przeciwnym porzadku, otrzymamy 2701. Co to za liczba?

28. Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego wynosi 3,7, cm,
za§ réznica obu przyprostokatnych 2,3 ¢m. Oblicz przyprostokatne.

29. Jezeli pewien odcinek przedtuzymy o. 6 cm, o 5 cm
i ol5 cm, to otrzymamy 3 odcinki, bedace bokami tréjkata prosto-
katnego. Oblicz dlugoéé pierwotnego odcinka.

30. Dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego wyrazaja sie w cm
trzema liczbami naturalnemi po sobie nastepujacymi. Oblicz dhu-
goéci bokéw
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31. Oblicz rami¢ trojkata réwnoramiennego, w ktérym suma
ramienia i podstawy wynosi 13 ¢m, za§ wysokoi¢ 8 cm.

32. Pole trojkata prostokatnego wynosi p cm®, za§ suma diu-
gosci obu przyprostokatnych s cm. Oblicz dlugosci przyprostoktanych.
Podstaw p =12, s = 10.

33, Jezeli do pewnej liczby dodamy jej odwrotnoéé, to otrzy-
mamy q. Co to za liczba? Podstaw a = 5.2. Czy przy kaidym q
taka liczba istnieje?

34. Przez ogréd w ksztalcie prostokata, o bokach 50 m i 40 m
poprowadzono dwie &ciezki rownej szerokosci wzdiuz i wszerz.
Jaka jest szerokoéé¢ éciezek, jezeli zajmuja 89 m?*?

35. W trojkacie prostokatnym przeciwprostokatna wynosi ¢ cm,
za§ prostopadla do niej wysoko§¢ w cm. Oblicz odcinki, na ktére
wysokoé¢ dzieli przeciwprostokatna, oraz obie przyprostokatne.
Podstaw ¢ = 12, w = 3,3.

36. W turnieju szachowym rozegrano a partyj. Ilu bylo gra-
czy, jezeli kazdy z kazdym gral jedna partie?  Podstaw a = 36.

37. Wielobok wypukly ma 54 przekatnych. Ile ma bokow?

~ 38. Podréznik przebyl 1200 km. Gdyby przebywal dziennie
o 10 km mniej, podrés trwalaby o 6 dni dluzej. lle km dziennie
przebywat ? ‘

L~ 39. Dwoch  piechuré6w  wychodzi réwnoczeénie z  pewnej
miejscowoéci.  Pierwszy przebywa w 1 godzinie 4 km i idzie
w kierunku pélnocnym, drugi przebywa w 1 godzinie 5 km i idzie
na wschéd., Po jakim czasie ich odleglo§é¢ wyniesie 30 km?

(/10. Wysokoéé dzieli przeciwprostokatna tréjkata  prostokat-
nego na dwa odcinki, ktérych dlugosci réznia si¢ o d cm. Dluisza
przyprostokatna wynosi a cm. Oblicz krétszy odcinek przeciw-
prost?katnej. Podstaw a = 5, d = 1.

41. Z punktu zewnatrz kola poprowadzono styczng i sieczna
w ten sposéb, ze dlugosé odcinka stycznej wymnosi a cm, zaé dlu-
goéé cieciwy na siecznej b cm. Oblicz dlugoséé odcinka na siecznej
lezacego poza kolem. ‘

42. Bok rombu wynosi a cm, za§ roznica przekatnych d cm.
Oblicz dlugosci przekatnych. Podstaw. a = 6, d = 4. Wykaz ze
zagadnienie nie posiada rozwiazania, jezeli d> 2a.

+



65

43.-Na dwu bokach kwadratu wychodzacych z tego samego
wierzcholka odmierzono, - poczynajac od wierzchotka, réwne od-
cinki w ten sposéb, ze kofice tych odcinkéw tworza wraz z prze-
ciwleglym wierzcholkiem tréjkat réwnoboczny. Oblicz bok tego
tréjkata przyjmujac, ze bok kwadratu wynosi a = 4 ¢m.

(Wskazéwka : Obierz za niewiadoma diugoéé odmierzonego odcinka).

44. Ojciec podarowal dwom synom po 20 zl. Starszy syn co-
dziennie wydawal pewng sume, za§ mlodszy codziennie o 45 gr
mniej niz starszy, tak ze pieniadze wystarczyly mlodszemu o 9 dni
dluzej. Ile kazdy wydawal?

45. Klasa trzecia pewnego gimnazjum wybrala sie na wy-
cieczke. Calkowity koszt wynosi 54 zl. Poniewaz sze§ciu uczniéw
nie mialo pieniedzy, kazdy z pozostalych zaplacit o 30 gr wiece;j.
Ilu bylo uczniéw?

7 46. Powierzchnia walca kolowego wynosi p cm? wysokoéé
w cm. Oblicz promiei podstawy. Podstaw p = 250, w = 12. Czy
to zagadnienie posiada zawsze rozwiazanie ?

47. Cialo wyrzucono pionowo w gére z predkoécia poczat-
kowa cm/sek. Po ilu Sekundach osiagnie ono wysokoséé w m?
{Opér powietrza pomijamy). Podstaw ¢ = 250, w = 900.

Wskazéwka: Po t sek. wysokoéé, na ktérej znajduje sie c:alo

- wyraza si¢ wzorem w = ct — L gt° gdzie g = 9,81.

48. Dwu robotnikéw wykona razem pewng prace w 5 dniach.
~Pierwszy z nich wykonalby te prace w czasie o 24 dni dluzszym
niz drugi. W jakim czasie kazdy z nich wykonalby sam te prace?

49. Odleglosé dwu stacyj kolejowych wynosi 48 km. Z pierw-
szej stacji . wyjezdzaja réwnoczeénie dwa pociagi, pospieszny
i osobowy, w kierunku drugiej stacji. Pociag pospieszny, ktéry
w jednej minucie przebywa o 04 km wigcej niz osobowy, przy-
jezdza do drugiej stacji o 10 minut wczeéniej nis osobowy. Ile km
kazdy pociag przebywa w 1 minucie ?

50. Do zbiornika prowadza dwie rury. Jezeli woda bedzie do- .
plywaé tylko pierwsza rura, to zbiornik napelni sie o a godz.
wczesniej niz gdyby woda doplywala tylko druga rurg; jezeli zaé
obie rury bedaq otwarte, zbiornik napelni sic w b godz. Po jakim
czasie napelnimy zbiornik, otwierajac tylko pierwszg rure.

’ ‘Wskazéwka : - Oznacz przez V m® objetosé zbiornika, zaé przez
x szukany czas w minutach. Podstaw a = 20, b = 3. o
Algebra 3
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51. Z pelnej beczki, zawierajacej 360 | spirytusu, odlano pewna
ilo¢ spirytusu, a nastepnie dopelniono beczke woda. Po zmie-
szaniu znowu odlano tyle samo co za pierwszym razem i jeszcze
84 | i znowu dopelniono wods. Po zmieszaniu otrzymano plyn,
zawierajacy tylez spirytusu co wody. Ile ! odlano za pierwszym
razem ?

52. Kapitalista wypozyczyl 120000 zI na pewien procent. Po
jednym roku otrzymal 4000 z! jako cze$é odsetek, zaé reszte odsetek
wypozyczyl wraz z kapitalem na dalszy rok przy tej samej stopie
procentowej. Po uplywie drugiego roku otrzymal wraz z odsetkami -
128100 zl. Ile wynosila stopa procentowa?

53. Z dwu metali, ktérych ciezary wlaéciwe réznia si¢
o 1,5 g/em®, sporzadzono stop, biorac 20 g cieiszego i 40 g
lzejszego. Ciezar wlaéciwy stopu wynosi 9.4 g/cm® -  Oblicz cie-
zary wlasciwe tych metali.

54. Dwaj piechurzy przebyli 30 km. Pierwszy szedl na godz.
o 2 km wiecej niz drugi i przebyl droge w czasie o 2} godziny
krétszym niz drugi. Ile km na godz. kazdy przebywal?

55. Z dwu miejscowosci odleglych o 30 km wychodzi réwno-
czeénie naprzeciw siebie dwu piechuréw, ktérzy spotykaja sie
po 3'/; godzinach. Drugi piechur przebywa 1 km w czasie o 3 min.
dluzszym niz pierwszy. W jakim czasie kazdy z nich przebywa 1 km 7

56. Z miejscowosci A wyslano gonca ~do miejscowoéci B.
W dwie godziny pézniej z miejscowoéci B wyslano gonica do
miejscowosci A. Drugi goniec po 2 godzinach i 5 minutach spotkal
si¢ z pierwszym, po czym obaj doszli jednoczeénie do celu. Jak
dtugo szedl kazdy? .

Wskazéwka: Oznacz odlegloéé obu miejscowoséci przez a
i oblicz predkoséé kazdego z gonhcéw, nastepnie wyraz, Ze suma
odlegloéci przebytych przez obu gofncéw w chwili spotkania wynosi a.

§ 3. Suma i iloczyn pierwiastkéw

Zalbéimy, ze réwnanie kwadratowe
ax® 4+ bx +c=0 (a=4=0) )

" ma wyréznik [) nieujemny. W tym przypadku rownanie ma pier~
wiastki okreslone wzoramj :
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xl=—.b;ral/D, xzzf_b;a_l/_q, @)
(Jezeli D = 0, wéwczas oczywiscie x, = x,).
Ze wzoréw (2) wynika
%, + x, = T_,Q.T*'ngf_,,bfi'l{l? - :zz_b =
xx,=—bFVD -b-VD_b'-D_b - (- 4ac _
2a 2a 4a® 4q?
_dac_ ¢,
4a> a
A wiec otrzymaliémy wzory
x1+x2=—%/ X x,,=—:-- 3)

Wzory powyzsze pozwalajg wyznaczyé sume i iloczyn pierwiastkéw
réwnania (1) bez rozwigzywania tego réwnania.

Przyktad: Réwnanie 12x? — 1lx + 2 = 0 ma wyréznik
D=112-4-12-2=2>0.

Zatem wedle wzoréw (3) :

: , :
X, + Xp = — = _—, Xy Xy =15 = E

Dla sprawdzenia rozwigzujemy dane réwnanie. Otrzymamy

=3t Mamyi2adoil oyt
Jezeli jakies liczby, np. u i v spelniaja wzory (3) tzn., jezeli

dla tych liczb zachodza réwnoéci
b ¢
u+v———;: uy =~ (4)

wowczas te liczby sq pierwiastkami rownania (1).

Wykazemy np., ze u spelnia réwnanie (1), Z réwnoéci pierw-

szej (4) dostajemy v = -y - {’1 Podstawiajac w druga réwnosé
b c b c

4), ot i (.. ___)——._, —y? - =

(4). otrzymujemy u u p a stgd ~ u a u a
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Mnozac ostatnia ré6wnoéé¢ obustronnie przez — qa, dostaniemy
au® + bu = — ¢, czyli au* + bu + ¢ = 0. A wiec u jest pierwiast-
kiem réwnania ax? + bx + ¢ = 0. ‘

Zatem, jezeli liczby x,, x, spelniaja wzory (3), to x, i x2‘ sq
pierwiastkami réwnania (1). ‘ :

Przykiady:

1. Réwnanie 6x*> — 5x + 1 = 0 ma pierwiastki x; = J»x, =5~
Aby to sprawdzié, wystarczy stwierdzié, Ze zachodza - réwnosci :

X +’x — _b,-——é X x--—-i——i.
T T T a6 PP T a6
Réwnoéci powyzsze zachodza, bo
i 1 1) 1 1 1
27376 2376

2. Szczegblnie prosto wyraza sie suma i iloczyn pierwiastkow

w przypadku réwnania '
x4+ px +qg=0,
w  ktérym wspélczynnik przy niewiadome} w stopniu drugim
réwna sig 1. W tym przypadku mamy a=1, b =p, ¢ =q wiec
na mocy (3)
Xy + Xy =—p, X1Xs = q. (6)

3. Podaé réwnanie kwadratowe x? 4+ px + g = 0 o pierwiast-
kach Xy = 3, X9 ="5.

Poniewaz 3 i — 5 maja byé pierwiastkami danego réwnania,
wiec liczby p, ¢ musza spelniaé réwnosci:

3+(-5)=-p 3.(-5)=gq (6)
Stad p = 2, ¢ = — 15, Dostajemy wiec réwnanie ‘
x* 4+ 2x - 15 = 0.

Laatwo stwierdiirc', ze 3 — 5 sa pierwiastkémi tego rdéwnania,
gdyz p, q zostaly tak wyznaczone, zeby byly spelnione réwnoéci (6).

4. Opierajac sie na wzorach (3), mozemy latwo bez rozwia-
zywania réwnania rozstrzygnaé, jakie znaki majg pierwiastki.
Badamy najpierw iloczyn pierwiastkéw, ktéry obliczamy ze
wzoru (3). Jezeli x, x, > 0, woéwcezas pierwiastki maja znaki te
same. Np. 1) x*+x-2=0, ) x2-—x-2=0,

3) x2-3x+2=0, 4) x +3x+2=0,.
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- Obliczajac przekonywamy sie, ze w kazdym réwnaniu D > 0.
W réwnaniu

1) x,, x, = — 2, wigc pierwiastki maja znaki przeciwne

2 x, x,= 2. . . . . .

3) x,;x, = 2, wiec pierwiastki maja znaki te same

4) xx, =2, . " . e

Przechodzimy nastepnie do badania sumy bietwiastkéw.
W 1) mamy x.l 4+ x3 = — 1<0; poniewaz pierwiastki majq réine
znaki, suma za$ jest ujemna, wiec pierwiastek ujemny jest co do

modulu wiekszy od pierwiastka dodatniego. Rozwiazujac réwnanie,
otrzymamy x, = 1, Xp = — 2. Widzimy, ze | -2 f > 1.

W 2) mamy x, + x, =1 > 0. Podobnie jak poprzednio stwier-
dzamy, ze pierwiastek dodatni jest co do modulu wigkszy od ujem-
nego. Mamy tutaj ’

x,=-1, x, = -2, a wigc 2>|-1].
W 3) mamy x, + x, = 3. Poniewaz pierwiastki maja te same
znaki, a suma ich jest dodatnia, zatem oba pierwiastki sq dodatnie.
Mamy tutaj x, =1, x, = 2.
W 4) mamy x, + x, = — 3. Podobnie, jak poprzednio stwier-
dzamy, ze oba pierwiastki sg ujemne.
Mamy tuwaj x;, = -1 x, =- 2.

5. Opierajac sie na wzorach (5), mozemy czasem latwo od-
gadnaé pierwiastki réwnania. Np.

a) ' x2~8x + 12=0.
Mamy tutaj E x,x,'= 12, x, % x,=28.

Poniewas iloczyn i suma . pierwiastkéw sa dodatnie, wigc oba
pierwiastki sa dodatnie. Przedstawiamy 12 jako iloczyn dwéch
liczb calkowitych dodatnich :

T12=,1-12=2.6=3'4.

. Obliczamy teraz sume czynnikéw: [ + 12 == 13, 24+6=28
A wiec 2 i 6 sa pierwiastkami réwnania.

b) x* 4+ 3x - 18=0.

" Mamy tutaj XXy = — 18, x; + x, = —3.
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A wiec pierwiastki maja przeciwne znaki, przy czym pierwia-
stek ujemny jest co do modulu wiekszy od dodatniego
1I8=1-18=2:9=3-6.
Obliczamy sumy
1+(-18=-17, 2+(-9=-7, 3+(-6)=~-

A wiec 3, — 6 sa pierwiastkami réwnania.
6. Dane jest rownanie 8x® — 10x + 3 = 0. Wlozyé rownanie
kwadratowe

y*+pyx +gq =00 pierwiastkach y, = x,%, y, = PR
Mamy h+y=-pP Uil
wigc X2+ x2=-p, xfxf = q.

Nalezy wiec obliczyé x,2 + x,% i x;* x,°.

Mamy X, + x = 10 = ’i” ) X1Xa = :
Zatem x,% + x,% = (x, + x,)% — 2%, Xy = Gye-2- 2.3 =13
x,%%,% = (xlxz)2 = ( )2 = 4
Stﬁd p = q = 64
A wigc roéwnanie y + 6;‘ = 0 ma pierwiastki y, = xl ,

Y, = X%, gdzie x, i x, sa plerwxastkamx réwnania 8x% - 10¥ +3 = 0.

Zadania
57. Wskaz sume i iloczyn pierwiastkéw réwnania:
a) x2+4x +1=0, b) x*+7x —2=0,
c)x—3x——5=0, d) 3x +5x—T7=0,
e) 5x—2x—7-—=0 f) 2x2+5x +3 =0,
g) x*—4a® = 0, ~ h) 5x*—2x =0.
58. Utwoérz réwnania drugiegok stopnia o pierwiastkach :
a) —2. 1, b) V3, —2, c) 3 1/2
4 —h—2, 5+V35—V3 n—]
g a,—a, - h)a,}‘;, l)a—Vb a+Vb
59. Jakie znaki maja pierwiastki réwnaf :
a) =3x>+Tx+1=0 b) 6x* + 10x +2=0,
¢) 2x* +5x +3=0, d) —2x*+10x +2=0,
e) 12x—25x +2=0, f)y —2x2—8x—T7=0..
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60. Utwoérz réwnanie, ktérego pierwiastki sa kwadratami pier-
wiastkéw réwnania :
a) x*—14x +5=0, b) x?—5x + 6 =0,
nie rozwiazujac tego réwnania. Nastepnie sprawdz.

61. Utwérz r6éwnanie, ktérego pierwiastki s 3 razy wieksze od
pierwiastk6w r6éwnania :

a) x2—8x + 15 =0, b) x*—5x—6=0,
¢) x2—7x + 10 =0,
nie rozwiazujac tego réwnania, Nastepnie sprawdz,

62. Utwérz réwnanie, ktérego pierwiastki sa odwrotnosciami pier-
wiastké6w réwnania :

a) x2 4+9x—10=0, b) x2—10x +16 =0,
¢) 6x2—5x + 1 =0,

nie rozwiazujac réwnania. Nastepnie sprawdz.

Wskazéwka: 41_+_l.=’f}i§2,
. X, Xy X1 X,
63. Réwnania :
a) x*—3x+2=0, b) x2—T7x + 10 =0,
c) x*+ 11x + 18=0, d) x2—5x—24 =0,
e) x2—x—56=0, f) x24+6x—16=0,

posiadaja pierwiastki calkowite. Rozwiaz te rownania, opie-
rajgc sie na wzorach na sume i iloczyn pierwiastkow.

§ 4. Rozklad tréjmianu stopnia drugiego na czynmkx

stopnia pierwszego.

Przypusémy, e mamy dany tréjmian stopnia drugiego ax? +
+ bx + ¢, gdzie a, b, ¢ sy liczby dane (a =}= 0), zaé x oznacza
zmienna., Zajmiemy si¢ pytaniem, kiedy ten tro;mlan da sie roz-
lozyé na czynniki stopnia pierwszego.

Zalozmy, ze wyréznik D= b? — dac jest nieujemny. Zatem
réwnanie kwadratowe ' '

ax®* +bx +¢c=0 a==0 -~

posiada ‘pierwiastki x,, x,, spelniajace réwnosci



b ¢
X + Xq = _— Xq ¢ Xqg == =
1 ] a 1 2 a
Z réwnoéci powyizszych otrzymujemy :
b=—a (x; +x,), €= ax,Xx,.

Mamy zatem o
A ax® + bx +c=ax?*—a(x; + x,) x + ax, x,; stad
ax? + bx + c=a[x®— (x;, + x3) x + %1 x,).
Sprawdzamy latwo, Ze wyrazenie w nawiasie [ ] réwne jest
iloczynowi (x — x;) (x — x,). Zatem

ax? + bx + ¢ = a(x —x;) (x — x,) (1)
A wiegc, jezeli D>0, woéwczas tréjmian ax? + bx + ¢
mozna rozlozyé na czynniki stopnia pierwszego.

Na odwrét widzimy, ze jezeli wielomian ax? + bx + ¢ da sie
przedstawi¢ w postaci (1), wéwczas x; i x, sg miejscami zero-
wymi 'tego wielomianu. Zatem w tym przypadku réwnanie
ax? + bx + ¢ = 0 ma rozwiazanie, wiec wyréznik D> 0.

Jezeli wiec D<K 0, wéwcezas tréjmian ax® + bx + ¢
nie da sie rozlozyé na czynniki stopnia pierw-
szego. :

Jezeli wyréznik D = 0, wéwczas mamy x, = Xx,.. Otrzymamy
w tym przypadku

ax? +bx +c=a (x—x,) (x—x) =alx —x)° (2

Na odwrét, jezeli wielomian ax? + bx + ¢ da si¢ przedstawié
w postaci (2), wéwczas latwo zauwazyé, ze x; jest jedynym jego
miejscem zerowym ; zatem réwnanie ax® + bx +c= 0 ma w tym
przypadku tylko jedno rozwiazanie, wigc D = 0.

Zauwazmy, ze jezeli a >0 i D=0, wobwczas na mocy (2)
mozemy napisaé '

ax? + bx + ¢ = [Va(x — x) (3)
W tym wiec przypadku tréjmian  ax? + bx + ¢ jest kwadratem
dwumianu stopnia pierwszego.

Przyklady:

1. Wielomian 3x2 — 6x — 24 ma wyréznik D = 62+4.3-24>0.
Wielomian ten da si¢ wiec rozlozyé na czynniki stopnia pierwszego.
Aby znalezé ten rozklad, rozwigzujemy réwnanie 3x? — 6x — 24 = 0.
Dostajemy : X, =—2 Xx,=4 - °
Zatem 3x2—6x —24=3(x +2) (x--4).
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- 2. Wielomian 2x* — x + 8 nie da si¢ rozlozyé na czynniki.
stopnia pierwszego, gdyz wyréznik D= 12— 4.2.8 < 0.

3. ‘Wielomian 9x24- 12x +4 ma wyréinik D=122-4.9.4=0.
Poniewaz a = 9 >0, wigc dany tréjmian jest kwadratem dwumianu
stopnia pierwszego. Mamy rzeczywiscie

9x2 + 12x + 4 = (3x + 2)%
Zadania

64. Rozl6z na czynniki:

~

a) x%+ 9x — 10, b) —6x*+x +1,
c) 20x?—17x — 24, d) 3x* + 11x — 4,
e) —4x?—17x + 15, f) 8x% + 70x + 48.
65. Uprosé ulamki :
) x:—-4x+4, b) x2—3x+2. 0 ¥ -Tx+12
x2—56x+6 1 - x? x?—-8x + 15

(Roz16z licznik i mianownik na czynniki).

66. Dla jakich m tréjmiany

a) x”+n1x+9," b)x2+mx—m'——r§—,
2 )x+4 d) x2— 2
c) x2+(m+1)x +4, )x_m+1x+m+l.

sq kwadratami dwumianéw stopnia pierwszego ?

Rozdzial V.
Uktady réwnafi o dwu niewiadomych
§ 1. Rozwiazywanie ukladu réwnai

Przejdziemy obecnie do rozwiazywania niektérych ukladéw
réwnai o dwu niewiadomych. FLatwo rozwiazaé uklad w przy-
padku, gdy jedno z réwnah jest stopmia pierwszego, drugie za$.
obok wyrazéw stopnia pierwszego, zawiera kwadraty niewiado-
_mych oraz ich iloczyn,7albo tylko njektére takie wyrazy.

Przyktad 1. Rozwiazaé uklad réwnan :
' x? 4 yz = 104

o x— 8 (ay
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Zakladamy, ze uklad powyzszy posiada rozwiazanie i ze X,y
‘oznaczaja to rozwiagzanie. Z drugiego réwnania otrzymujemy

y=x+8. (2)

Wstawiajac te¢ wartoéé do pierwszego réwnania, dostaniemy :

x2+ (x + 8)* = 104
zyli x24+8x—-20=0.

Pierwiastkami tego réwnania sq x, = — 10, x, = 2, Podsta-
wiajac te wartosci w réwnaniu (2), otrzymujemy gy, = — 2. y, = 10.
Zatem uklad (1) moze mieé tylko dwa rozwiazania :

X, & — 10, y=—2, oraz x, = 2, y,= 10.

Podstawiajac znalezione wartosci w réwnaniach . (1) spraw-
dzamy, ze znalezione liczby istotnie je spelniaja.

Przyklad 2. Rozwiazaé uktad réwnan :

xX2—=2y =1
3x—2y _ 5 (1)
x + 2y 7

Uwalniajac  drugie réwnanie od ulamkéw i porzadkuygc,
otrzymujemy po uproszczeniu

2x —3y =0
‘Obliczajac z tego réwnania x, mamy
x=3y (2)
Wstawiajac to wyrazenie do pierwszego réwnania, otrzymu-
jemy po redukeji B
=1
Pierwiastkami tego réwnania sa gy, = —2, y, = 2. Odpo-
‘wiednie wartoici na x sa, na mocy (2), x, = — 3, x, =3. Zatem
rozwigzaniami ukladu (1) moga byé tylko x;,=—3, y, =—2

ix,=23, y,=2 Podstawiajac przekonywamy sie, ze obie pary
liczb “sg istotnie rozwigzaniami ukladu (1).

Przyklad 3. Rozwiaza¢ uklad réwnan :
3xy = 2
3x + 2y = 4.
Z drugiego réwnania otrzymujemy.:

y=—3x+2 (2)
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Podstawiajac w pierwszym réwnaniu otrzymamy : ‘
—3x% + 6x—2=0. 3)
2
2.
rozwigzaniem ukfadu (1) moze byé tylko x = %, y= 1. Spraw-

Rownanie (3) ma tylko jeden pierwiastek x = A wigc

dzajac, " przekonywamy sig, ze liczby te istotnie spelniaja  oba
réwnania (1). W tym przykladzie uklad posiada wiec tylko jedno

rozwigzanie.

Przyktad 4. Rozwiazaé¢ uklad réwnan:

2x% + 3y = 12
x+y=4 '
Postepujac, jak poprzednio, dochodzimy do réwnania :
- 2x2 + 3 (4 —x)* = 12,
czyli . 5x? — 24x + 36 = 0.

Réwnanie to nie posiada rozwiazania, bo jego wyréznik
jest ujemny. A wiec dany uklad réwniez nie posiada rozwig-
zania.

Przyktad 5. Rozwiaza¢ uklad réwnan :
R
. pierwszego réwnania otrzymujemy
B ' y = a— 2x. ()
Wstawiamy te wartoéé do drugiego réwnania :
. x2—(a—2x)% =1,
czyli - 3x2—4dax +a® +1=0. (3)
Wyréznik tego réwnania ‘
D= 16a®>—4-3(a> + 1) = 4a® — 12 = 4 (a* — 3).
Jezeli D > 0, czyli jezeli |a| >1/3, to réownanie (3) posiada

dwa rozwiazania :

_da+tV4(@—23) _4at2¥ -3 _2a+Va’-3
2= 6 - 6 3

2a—VaF—3  __2a+Va—3
3 - e 3
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Odpowiednie wartoéci na y sa, na mocy (2):

_—a +2Va2—3’ _—a-2Va-3
yl 3 , Y2 3
Sprawdzajac przekonywamy sig¢, ze obie pary wartosci spel-
niaja réwnania (1). _ :
Jezeli D=0, czyli jezeli a=})3 lub- g = — V'3, to réwnanie
(3) ma tylko jedno rozwiazanie

_ 2a

*=73

Odp.owiednie y wynosi na mocy (2)
a
y T e— -5.

W tym przypadku ukiad (1) ma wiec tylko jedno rozwiazanie.

Jezeli ' D<O0, czyli jezelila,< V'3, to réwnanie (3) nie posiada
pierwiastka, a wiec i uklad (1) nie ma rozwiazania.

Przyktad 6. Rozwiazaé uklad réwnar :

' X +y=m
Y n
. Xy = n.

Uklad powyzszy moglibyémy rozwiazaé wyznaczajac np. nie-
wiadomg x z pierwszego réwnania i wstawiajac w drugie. Mozna
jednak rozwigzaé uklad (1) w prostszy sposéb.

Zauwazmy, ze réwnania (1) sa wzorami na sume i iloczyn
pierwiastkéw (str. 68) réwnania

22— mz +n=0. 2

Jezeli wiec x, y spelniaja uklad (1), wéwczas sa pierwiastkami
rownania (2) (str. 68). Aby zatem rozwigzaé ukiad (1), wystarczy
rozwigza¢ réwnanie (2). Jezeli to réwnanie ma pierwiastki z,, 7,
wowcezas

) Zl+22=m, 1122=n.
- Zatem rozwigzaniami ukladu *(1) sg:
X =2, Y =12 i X =2y, Y= 2y

Jezeli 2 =}= z,, to mamy dwa rozwiazania, jezeli 2z, = z,, WOW-
czas mamy jedno rozwiazanie.

Jezeli: rownanie (2) nie ma rozwiazania, wéwczas oczywiscie
uklad (1) tez nie ma rozwiazania.
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Widzimy stad, e rozwiszanie ukladu (1) sprowadza sie do
rozwigzania réwnania (2).

Np. Mamy uklad _

x+y=9
xy=14.
Ukladamy réwnanie
=9z +14=0

Rozwiazujac, otrzymujemy z, =2, z,=7.

Zatem x,=2, y, =7, i x,=7 y,=2 sa rozwiazaniami
danego, ukladu. '

Przyktad 7. Rozwiaza¢ uktad réwnan
2xy —y =21 . (1)
xy—2x= 4

‘ Mnozac drugie réwnanie przez 2 i odejmujac od pierwszego,
otrzymujemy )

4x —y=13 ’ 2)
Kazde rozwigzanie ukladu (1) musi réwniez spelniaé uklad :

xy—2x=14

4x —y=13

ktéry jest tej samej postaci, co uklady z poprzednich przykladéw.
Rozwiazitjac go w znany sposéb, dostajemy dwa rozwigzania

314 ;=3 i x,=— 711—» Yy, = — 14, tlatwo sie przekonaé, ze

. 38 to réwniez rozwigzania pierwotnego ukladu (1).
Przyktad 8 Rozwiazaé uklad réwnan : )
P—x2=5
y: + 2x% + x =19,

Tutaj w obu réwnaniach niewiadoma y wystepuje tylko
w kwadracie. Obliczajac y*> np. z pierwszego réwnania, mamy

y=x 4 5. (2)
Wstawiajac te wartoéé do drugiego réwnania, otrzymamy :
3x?+x—14=0.
7

Pierwiastkami tego réwnania sa liczby 2 i —1.

()

3
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Wedlug (2) musi byé
y—+VET5
Przyjmujac najpierw x = 2, otrzymujemy
y=1tV9=13,

za§ dla x = — % dostajemy

Rozwigzaniami ukladu (1) moga wiec byé tylko:
, : V4.
=2, =3 %2 =73 X =1 Ys =37
_voa
3

_ 1
Xs = T3y HeT

Podstawiajac przekonywamy sie, Ze wszystkie cztery pary liczb

snelniaja uklad (1).

" Jest rzecza widoczna, ze podobnie mozemy postapi¢ z kazdym
ukladem réwnan drugiego stopnia o tej wlasnoéci, Ze jedna z nie-

wiadomych wystepuje w obu réwnaniach tylko w kwadracie.

Zadania
Rozwiaz uklady réwnan :
1. a) x2+y*=25 b) y® = 6x
x+y=7 y=3x+5
c) xy=36 d) x2—y*=280
y—4x=0 x—y=8
e) 4x*—0Qy*=17 f) xy=2=8
‘ 2x +3y=17 3x—y=10
g) x—3y=1 h) x +2y=4
x2 — 2xy +0y? =17 x4+ y2=13
i) 3x—y=>5 i) 7x — 8xy = 159
x2—2xy +3y* =  osx+2y=1
2 a) T+3=9 b) Lx+w=3—u
Xy o g=19
g =98 7 |



e)

g)

c)

x+y=
x ¥
6.4
x 10
x—y=11
X 85
y+x 2
X +y=
x+y=1
| SR e
FRIERT
Xy+x+y=

=(x+2) +2)—7
22 —3y*=—10

xy=»st

y=ax

x+1) @—2)=30
(x—2 (y+1)=24
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d) (7T+x) (6+y)=280
xX+y=5

) B3x —2y)* — (2x — 3y)2 =80-
4x — 5By =5

x+y
-y
2 4

h)

on

fl

Lo T

1

) =+ 5

y2
Yy

5
L5
y

o iR

3,
6

5x + 7y _ 31
J3x + 1117

d)

d) xy +x =18
xy —y =10
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przez dwa rdéwnania,

e) x__l_:a f) x4y =axy
y x — y=bxy
v X h) Ay.j_-_:E
1 y 7
g x+—=3
y x4,
vhx=3
a) x2—y?=25 b) 2x2 — 3y =171
y* = 6x 3x% + 242 = 165
¢) xX*+yf=a’+b? d) x* +¢*=a®.
b*x? — a’y® = a®b? y* = 2px
‘e) 1 _ 1 : 9,
3x? + 8y* bBx?— 8y° 28y® — 5x?°
' P41 _x2 =7
2 —3 2 g = (2 — 2. X +1_ .
D ( )@= D= 9 T e
a) 2(x*+y%) —3(x+y) =29; E+y)—2(x+y) =11
b) 1 1 :_’Z_; 3 2 _1n
2x% 4+ 3y 5x-3y 10 2x? + 34° T Bx— 3y 10
1 i 1Y _9
ot esccen=a oft ) -sern- S
) 1 v +3(x+y)=4; 6 x+y 5(x+y) 5
d) 2(x + ) 3(y+—-) 10; 5(x+-:;)—6(y+—)1;)=7
e) xy+_'.x_:.5_ ’)x2+y2+£=3
y 3 y
g+ 5= % 3 +y) + L=,
Wskazé wka: Wprowad7 niewiadome pomocnicze.

§ 2. Ukladanie réwnaii

Majac dane zagadnienie o dwu niewiadomych, postepujemy
W znany juz sposob.

A wiec:

nastepnie

wyrazamy

rozwigzujemy otrzymany

warunki

zagadnienia

uklad

réwnah, w kohcu sprawdzamy, czy znalezione rozwiazania ukladu
'sq zarazem rozwigzaniami danego zagadnienia.
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Przykiad 1. Liczba dwucyfrowa jest 6 razy . ‘'wigksza od
dloczynu swoich cyfr. Jezeli jej cyfry przestawimy, otrzymamy
liczbe o 9 wiekszg od ‘pierwotnej. Co to za liczba?

Oznaczmy przez x, y odpowiednio pierwsza i drugq cyfre
szukane] liczby. Liczba ta wyhnosi wiec IOx + Y zas hczba otrzy-
mana’ przez przestawxeme cyfr lOy +x '

Zatem
10x +y = 6xy
10y +x=10x +y + 9.
Rozwiazujac ten uklad w znany sposéb, znajdujemy x, =1,
Y T2 oraz x,=—<, gy, =2 Jak latwo widzie¢, pierwsze roz-

wigzanie spelnia, warunki naszego zagadnienia. Drugie rozwiaza-
‘mie nie ma znaczenia, poniewai x, y muszq byé catkowite. Zatem
szukang liczba jest 12.

Przykiad 2. W tréjkacie prostokatnym przeciwprostokatna
‘wynosi ¢ cm, za§ réznica obu przyprostokatnych wynosi r cm.
"Znalezé obie przyprostokatne.

Oznacza]qc mniejsza przyprostokqtnq przez x, w1eksza przez
y. otrzymujemy z uwagi na twierdzenie Pitagorasa nastepujacy
ukad réwnaf : :

—x=r
iz +y* =% ()
Wyznaczajac z pierwszego réwnania y, mamy
v y=x+r 2
‘Wstawiajac te wartosé do drugiego réwnania, otrzymamy
2x* + 2rx +r2 — ¢ = (. (3)

Wyrozmk tego réwnania jest
=(2r)*—4-2 (r —¢?) =8¢ — 4r* = 4 (2¢® ~ r’)
Poniewaz w tréjkacie kazdy bok jest wigkszy od rozmcy obu

‘innych, musi byé c¢>r, a wigc ¢2>r2 i 262> 2. Zatgm wyréznik
jest dodatni. Rozwigzujac réwnanie (3), dostajemy o

_—2rxV4@F—1) —r+Vii-pg
X2 = =
A ] 2 |
—r 4+ V2ct—r2 . —r=Vr=r .
T S Yo =T

‘Rigebra 6
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Odpowiednie wartosci na y sa; na mocy (2):

__r+l/§¢:*r“r2 . r—Vat—r
e e T

Sprawdzamy latwo, ze x,, y, oraz x, y, sa rozwigzaniami

ukladu (1). Rozwigzanie x,, y, nie ma jednak znaczenia dla na-
szego zagadnienia, bo x?*< 0. Np. dla ¢ = 65, r = 23, otrzymujemy

10.

11.

13.

14.

15.

—_ 9. 6/2 — 032
x = 23 + }_/22 65 - 23 = 33, y=56.

Zadania

Suma licznika i mianownika ulamka wynosi 33. Jezeli powie-
kszymy licznik o 39, mianownik o 20, otrzymamy ulamek dwa
razy wickszy. Co to za ulamek? ,

Iloczyn cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 12, Jezeli przestawimy
cyfry, otrzymamy liczbe wigksza o 36, Co to za liczba?

Liczba dwucyfrowa jest trzy razy wieksza od iloczynu swoich
cyfr. Jezeli do niej dodamy 18, otrzymamy liczbe utworzong
z tych samych cyfr w przeciwnym porzadku. Co to za liczba?

Jezeli dlugosé prostokata zmniejszymy o 3 m, a szerokosé
o 1 m, to otrzymamy prostokat o polu dwa razy mniejszym.
Jezeli jednak dlugo$é powigkszymy o 9 m, a szerokosé zmniej-
szymy o 2 m, to pole si¢ nie zmieni. Oblicz boki tego pro-
stokata.

Prostokgt ma to samo pole co kwadrat o boku o 6 ¢m krét-
szym niz dluzszy bok prostokata. Jezeli szerokosé prostokata
powigkszymy o 1 ¢m., za§ dlugoéé zmniejszymy o 2 ¢m, pole
jego si¢ nie zmieni. Oblicz boki tego prostokata.

W tréjkacie prostokgtnym o znanej przeciwprostokatnej ¢ wy-
sokoéé do przeciwprostokatnej dzieli ja na dwa odcinki w ten
spos6b, ze jeden z tych odcinkéw réwna sie¢ Pprzyprostokatnej
nieprzyleglej temu odcinkowi. Oblicz obie przyprostokatne.

Odcinek o dlugoéci a podzielono w ten sposob, ze jedna
z czeéci jest srednia geometryczng calego odcinka i drugiej

.czeéci. {Tzw. zloty podzial). Oblicz obie czesci.

W  tréjkacie réwnoramiennym suma boku i podstawy wynosi

s cm, zaé wysokosé prostopadia do podstawy w cm. Oblicz
boki tego tréjkata. Podstaw s = 11, w = 4.



16.

17,

18.

19.

20.

21,

22,

23,

24,

25.
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Boki réwnolegle trapezu wynosza a cm i b cm. wysokodé
w ¢m. Odcinek réwnolegly do podstawy dzieli go na dwa
trapezy o réwnych polach. Oblicz dlugoéé tego odcinka.

(Wskazéwka: wprowadz jako druga niewiadoma jeden
z odcinkéw, na ktére odcinek réwnolegly do podstawy dzieli
wysokosé). Podstaw a=8, b=6, w=23.

Obwéd prostokata wynosi a c¢cm, pole p cm? Oblicz boki pro-
stokata. Podstaw a = 24, p= 35.

W tréjkacie réwnoramiennym suma podstawy i wysokosci
wynosi s cm, zaé promien kola opisanego na trojkacie r cm.
Oblicz boki tego tréjkata. Podstaw s=10, r="~%%,

‘(Wskazéwka: oblicz najpierw podstawe i wysokosé).

Obwéd tréjkata prostokatnego wynosi a c¢m, pole p cm?®. Oblicz
przyprostokatne. Podstaw a = 36, p = 54.

Na kole o promieniu r opisano trapez réwnoramienny o polu p.
Oblicz boki réwnolegle trapezu. (Wskazowka: korzystajac ze
znanej wlasnosci czworokata opisanego, wyraZz bok nieréwno-
legly przez boki réwnolegle i zastosuj tw. Pitagorasa do tréjkata,
otrzymanego przez wykreslenie wysokosci).

Bryla ma ksztalt walca, zakoficzonego 'dwiema. pétkulami. Jej
dlugosé wynosi a ¢m zaé powierzchnia p ¢m®. Oblicz promien
i wysokosé walca. Podstaw a = 13, p = 245.

Znajac wysokosé w cm i powierzchni¢ p cm‘é stozka kolowego,
oblicz promiefi podstawy i bok. Podstaw w =10, p = 800.
Czy liczby p, w moga byé dowolne?

Kapital 36000 zI przynosi w pewnym czasie 7200 zi dochodu.
Gdyby stopa procentowa byla o 1% niisza, kapital ten
przyniéslby ten sam dochéd w czasie o rok dluzszym. Jaka
byla stopa procentowa i na jak dlugo wypozyczono kapital ?

Pewien kapital przynosi rocznie 120 zt dochodu. Inny kapi-
tal, wiekszy o 6000 =zl i oprocentowany o 2% wyzej, przy~
posi rocznie 540 zI dochodu. Ile wynosza oba kapitaly? Na
ile procent sa umieszczone?

Dwu robotnikéw wykonalo pewns prace w ten sposéb, ze
najpierw pierwszy wykonal polowe, nastepnie drugi reszte,
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co trwalo razem 25 dni. Gdyby pracowali réwnoczesnie,
wystarczyloby im* 12 dni. W jakim czasie kazdy z osobna
wykonalby te prace ? ‘ '

26. Dwa punkty. poruszaja si¢ ruchem jednostajnym po . ramio-
nach kata prostego ku wierzchotkowi 2z predkoscia..3 m/sek
i 4 m'sek. Ich poczatkowa odleglogé od siebie wynosi 20 m.
Po 2 sekundach sa one odlegle tylko o 10 m. Oblicz ich
poczatkowe odleglosci od wierzchotka. ‘

27. Przednie kolo u wozu ma obwéd o a m mniejszy niz tylne,
a na przestrzeni b m robi o ¢ obrotéw wigcej. Oblicz obwody

obu kél. .

28. Dwaj piechurzy wychodza réwnocze$nie z miejscowosci ‘Ai B,
odleglych o 45 km. naprzeciw siebie i spotykaja sie po -5 godzi-
nach. Pierwszy z nich przybywa do B o 2% godziny predzej
niz drugi do A. Oblicz w jakim czasie kazdy z nich przebyl
droge AB i w jakiej odleglosci od A nastapilo spotkanie.

Rozdzial VI

Réwnania pierwiastkowe
§ 1. Rozwigzywanie réwnan

Zajmiemy ' si¢ teraz réwnaniami, W ktérych niewiadome
wystepujg pod pierwiastkami. W réwnaniach tych pierwiastek
kwadratowy (lub stopnia parzystego) oznaczaé bedzie zawsze
pierwiastek arytmetyczny.

Przyklad:

C VEE=u

Zakladamy, 7e x oznacza pierwiastek réwnania. Podnoszac

obie strony do kwadratu, dostajemy :
2x —5=1, stagd x = 3. _

Sprawdzajac przekonywamy si¢, Ze x = 3 jest pierwiastkiem,
- Przyklad 2: o
Vo—x—x+4=0. )

Zostawiamy pierwiastek po lewej stronie, zaé wszystkie inne
wyrazy przenosimy na prawsg strone. Dostajemy

Ve—x=x—4.
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Podnosimy do kwadratu obie strony, Zatem
| 6—x=x%—8x 4+ 16.
A wiec x?—7x +10=0. ,
Stqd X, = 5 x, = 2, Sprawdzajac przekonywamy si¢, ze x, =5
jest pierwiastkiem réwnania (1). Natomiast Xy — 2 nie jest pier—
wiastkiem réwnania (1). Mamy bowiem
V6—2—2+4=4=0.
Przyktad 3: ' o
\ B—Vx—5) @=Vx—5=x—7.
Wykonujac mnozenie, otrzymamy
12=3Vx—5-4Vx—5+x—5=x—71.
Zostaw:amy pierwiastki po lewej stronie, inne wyrazy przenosimy
na prawg strong¢ i redukujemy. Zatem

—7Vx—5=—14, stad Vx—5=2.
Zatem x —5=2% wiec x =09,
Sprawdzajac’ przekonywamy sie, ze x == 9 spelnia rownanie.
Prz yklad 4: |

Vo ama
Podnoszac obie strony do trzeciej potegi, dostaniemy
2x —3=38, stad x =14
Sprawdzajac, przekonywamy sie, e x == LL jest pierwiastkiem,
Przyklad 5:
Vi L+ Vx—1.
Zostawiamy jeden z pxerwxastkow na lewej stronie (np.
Vx+17 + 7), drugi przenosimy na prawa strone. Dostaniemy :
Vi+17=7-Vx.

- “Podnosimy obie strony do kwadratu. Zatem'
x +7=49 — 14 Vx+x

P}erwxastek zostawiamy po prawe] strome wszystkie za§ inne
wyrazy przenosimy na lewa strone i redukujemy. Dostaniemy

—42=~14Vx, czyli 3=Vx.
Stad 9 — x, Sprawdzamy, ze x = Q spelnia réwnanie.
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Zauwaizmy, e przed pierwiastkiem mamy dwa pierwsze wyrazy
wielomianu, stojacego pod pierwiastkiem. Dodajac do. obu stron
réwnania trzeci wyraz, tj. 14, otrzymamy

2% —Tx + 14 — V' 2x* — 7x+ 14 = 132 (1)

Polézmy Vox*—7x +14=u zatem  2x® — 7x + 14 = u?
Podstawiajac w (1), otrzymamy
u® —u =132, stad "= 12, u, = —11.
Oczywiscie u, = — 11 odpada, gdyz réwnoéé V' 2x?— Tx + 14=
= — 11, nie moze zachodzi¢ dla zadnej wartoéici na x, bo pier-
wiastek oznacza liczbe nieujemnsa. Dostajemy zatem

Voxt=7x + 14=u, =12.

Stad 2%t — 7x + 14 = 144.
Po rozwigzaniu otrzymamy x, =10, x,= — ‘23 Sprawdzamy, ze
=101 x,= —‘3 sa pierwiastkami “ danego réwnania.

Przyktad 9:

Vx—1=Vyg+1=1
x+y=13.

Uwalniamy najpierw pierwsze réwnanie od pierwiastkéw. Prze-
nosimy zatem jeden z pierwiastkow na prawa strone. Dostaniemy

(1

Ve—1=1+4+Vy+1.
Podnosimy obie strony do kwadratu, A wiec

x—1=14+2Vy+1+y+1.

Stad x—y—3=2Vgyg+1.
Podnoszac obie strony do kwadratu, otrzymamy .
(x—y—3)=4(y+1) (2)

Z drugiego réwnania (1) mamy x=13 —y. Wstawiajac w (2)
otrzymujemy
(10—2y)2=4(@y +1).

Stad y, = 3, y, = 8. Zatem x, = 13—3=10, x,=13—8= 5 Prze-
konywamy sxe Ze x;, =10 i y, =3 jest rozwiazaniem ukladu (1).
Natomiast x, =5, y,=8 nie jest rozwiazaniem.



Rozwiaz réwnania :
a)-
! b)

Zadania

. 3— ,- »’ ) 3,—.,,
Vx=3; Vx=5; 2Vx=8; TVx=21
. 3 __ 4 6
6V x = 42; 5Vx=3o- TWVx=14; 5Vx=15
(9+7x) Vx—~7 Vx, 5=3Vx-5; IO—ZVSxV_Ci.

‘Vx+l#2, Vx—3=4; V3-x=1; Vx+5 2

3 .
BV x+2=45; 3V x-7=12; 2V 5-x=4; 3Vx_1=9

U —— 3——-—~———- 3—_—7-#
Vx+a=b; Va*+x=a*; an 1=b; aVx+b=b.

p—— — 3— p— —
2V x=20-3Vx;. . 9Vx_4Vx=35; Vx-—15=3Vx+9%

1+ Vx_,. 9 8

1—Vx 7 7+2Vx . 13-5Vx
(7-Vx) 8—Vx)=x+41; @Vx—5) @Vx+3)=6x+F
aVx+b+cVx+b=a’—c% aVx+b= bV x + at.

Vox + 13 =V13x + 9; 2Vx+7=3Vx—12;
Vx—1_2 Vx+i2_5 Vx—2 _7
Vx+d 3 Vz+23 6 Va+13a 8
aV;=bV2x, aVﬁ—fme.
Vx+7+Vx=1, VZx—-Vax—-11=1
V3x—V3x—6=1; Vix+4+V3ax—-5=09.

Vax +9+2Vx+6=15; Vix+2=V7x-5+1.
Vx+8—Vx+3=Vax+9; 3Vx+2-2Vx-6=Vx+42
Vi+Vx+T1=Vix+13; Vx+6+Vx+1=Vix+13
Vx—6—Vx—18=Vx+3—Vx—-13.

V4x"’ 7x—~6—9—2x; V;+V2+x¥

4
V2tx
T ST T
x-——Vx—x—l+Vx +x—6—l Vx+Vx’+l:2-

Vax+9+ax=21; 2x—3Vx—8=25 2x—5Vx=3

x-2-2Vx =2=0;-: V9+4x—— 2x = 3.
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11.

89

By VE+VaFi=§ 0 VEl-Vi=3

D) VAFI+V3s+i=6 = Via+I+VBx+1=5
o Vx+Vax+1=1; - Vx+a—-Vax+1t=Va
a) Vx+Vx+8 - Vx + 15; Vx+Vx+5=Vx+21
. b) Vx+Vx—l6—Vx+39 Vx+T1-Vx=Vx-8
a) Vx+3+VZ+9=4; b) V3x~11—~21/4¥'—11-~5
o . 5x +3V2x +9 1
c Vx2‘+2+Vx2+4=2x+2; d X I oo
: ) ' : ) 5x— 3V 2x2+9 2
. Vax? +1—-Vx——3 1 'V7—x+’l/x—5 V1—-x
e) =5i 0 =

V2x2+1+Vx— V7—x-ij—5—Vx—5

W sk azéwka: wd),e), f) uwolnij najpierw od mianownikéw.

12.

13.

R ST S o
e 3Vx=16+8Vy i1y 2Vx-—gy 15

14,

a) x>+ 5x+2)x? FBx+2 =22
b) x2—4dx +2Vx —4x+7 = 1.
a) 3Vx—-2Vy=19 b) Vx=1+Vy—2=1l1
5Vx=9 Vy=9- " Vx—1-Vg—2=3
c) 5Vx+2+7Wu—1=29 d) 4V3&x +4-3V2y—1=7
TWx+2-5Vy—=1=11 3V +4+4Vy—1=21
1 1 1

3 3_ 15V'x + 4 + 15V x — y
TVy=9Vx-8 | --»-T}';_y "v 8.

Wskazé6wka: Podstaw za pierwiastki pomocnicze niewia-

. dome..

a) Vx+1+Vy+i=5 . b) V;;’:?."%-‘Vg‘ﬁ:?‘

.. 5x+2y =23l _ . x+3y=34
) V2x—3+V3y+1= d) Vax+5—Veéy -2=2
5x + 3y = 45 o 2x—3y =10

Wskazé6wka: Uwolnij najpierw od pierwiastkéw w pierw-
szym réwnaniu. ' '



15. W kole narysowano dwie réwnolegle cigciwy o diugosci
2 pem.i?2qcm, Odlegloéé tych cigciw wynosi d crir. Oblicz
promier kola zakladajac, ze srodek kola a) lezy b) nie lezy
miedzy tymi cigciwami. Podstaw nastepnie a) p='5 ¢q=23,
d=4 b)p=3,q=2d=2. ‘

16. W péltkole o promieniu r cm wpisano trapez o obwodzie 2 s ¢m
w ten sposbb, Zze sérednica jest podstawa trapezu. Oblicz dlu-
goéé drugiego boku réwnoleglego. Podstaw s = 12, r = 5.

17. Do studni spuszczono kamien bez predkosci poczatkowej.
Uderzenie kamienia o powierzchnie wody uslyszano po a se-
kundach. Oblicz glebokosé studni przyjmujac, ze przyspiesze-
nie ziemskie g = 9,8 m/sek?, zas predko&é glosu ¢ = 333 m/sek.
Podstaw q = 5,12. *

(Wskazéwka: wyraz ze suma czasu spadania i czasu, po
ktorym glos doszedl, wynosi a sekund: droga w m, przebyta
przez kamiei w czasie t sekund, wynosi !/, gf?).

Rozdzial VII

Rownania stopni wyzszych niz drugi
§ 1. Rozwiazywanie réwnan stopni  wyzszych

Niektére réwnania i uklady réwnan stopni wyiszych niz
drugi daja si¢ sprowadzié¢ do réwnan wzglednie ukladéw roéwnan
stopnia drugiego, ktére juz umiemy rozwiazywaé. Poznamy kilka
takich przykladéw.

Przyktad 1. Rozwigzaé réwnanie

xt=2x2—-3=0 (1)
Jest to réwnanie stopnia czwartego, w ktérym oprécz wyrazu

wolnego wystepuje tylko druga i czwarta potega niewiadome;j.
“Takie réwnanie nazywa si¢ réwnaniem dwukwadratowym.

Rozwiazujemy je, wprowadzajac niewiadoma pomocnicza.
= x2.
Mamy oczywiscie x* = u?. Zatem y musi spelnia¢ réwnanie
drugiego stopnia
u* —2u -3 =0,



91

ktérego pierwiastkami sa uw, =3, u, = —1. A wiec X musi spel-
niaé jedno z réwnan ' .
' x? =3, x2=—1.

Z pierwszego z tych réwnaf otrzymujemy x = + )3, Drugie
oczywiscie nie posiada rozwiazania. Zatem pierwiastkami réwna-
nia (1) moga byé tylko liczby — V3, + V3. Latwo sprawdzié, e
one spelniaja to rownanie.

 Przyktad 2. Rozwigzaé réwnanie

xt - 7x3-8=0

Kiadac u= x4

dostajemy u?—7u—8 = 0.

Pierwiastkami tego réwnania sa u; = — 1, u, = 8. Zatem musi by¢
‘ x3=—1,czyli x =—1 .

lub x3 = 8, czyli x = 2,

Sprawdzamy, ze liczby te spelniaja dane réwnanie.
Uwaga. W podobny sposéb mozna rozwigzywaé rownania
ksztaltu
ax® + bx" + ¢ = 0,
gdzie n oznacza dowolng liczbe naturalng. Kladac u = x", otrzy-
mujemy na y réwnanie drugiego stopnia.

Przyklad 3. Rozwiazaé uklad réwnan

x2+ yt =34
- (1 -
xy = 15
Z drugiego réwnania otrzymujemy
15
=1 @

Podstawiajac to w pierwézym réwnaniu i porzadkujac, dostajemy
x*— 34x% + 225 = 0.

Kladac, jak poprzednio x? = u,

widzimy, ze u musi spélniac’ réwnanie drugiego stopnia
u*—34u + 2256 =0

.0 pierwiastkach u, = 25, u, = 9. Zatem x musi spelniaé jedno
z réwnan
x? = 25, x*=09.
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Stqd:'x-% +:5 dub x =+ 3. Wstawiajac to w (2), widzimy, ze

rozwigzaniami ukladu (1) moga byé tylko: x, =5, y, =3; x3=
=—5 y=—3; x3=23, y5=5; x,=-—3, y,=—>5. lLatwe

sp_rawdzamy, ze sg to istotnie rozwigzania.

Przyktad 4. Rozwiagzaé uklad réwnan:

x4yt =9 ’
(1)

x+y=13

Z drugiego réwnania otrzymujemy
y=3-x. (2)

Zatem x musi spelnia¢ réwnanie
X+ @B-x)3=9,

czyli x2—3x + 2 = 0.

Pierwiastkami tego réwnania sa x, = 1, x, = 2. Odpowiednie
wartoéci y sa wedle (2) y, =2, y,= 1. A wigc rozwigzaniami
ukladu (1) moga byé tylko x, =1, y; =21 x, =2, ya= 1.

""" 'Sprawdzamy, ze obie pary liczb spelniaja uklad réwnan (1).

Przyklad 5 Rozwigzaé uklad réwnaf :
5

1 1
*Ty T W
x%y + xy* =30. ‘

Mnozgc pierwsze réwnanie obustronnie przez xy i wylaczajac
w drugim po lewej stronie xy przed nawias, otrzymujemy :

x+y=3xy
xy (x + y) = 30.
‘Wprowadzajac niewiadome pomocnicze :
u=x+y v = xy, (2)
dostajemy u=3v uv = 30.
Rozwigzujac ten uklad w znany sposéb, znajdujemy uy = 5,
v‘1=6; u,=—5, v-)=—6.
 Wobec (2) musi byé R
.  x+y=5 : x+y=-—>5
y lub Y
’ xy = — 6.

xy = 6
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otrzymujemy. 4 .mozliwe .pary .Hczb:

=2, 5=3; =3,§=2; X3=1, Ug=—6; x,=-—6, y,= 1.
Latwo sprawdzamy, ze wszystkie sq rozwigzaniami uktadu (1).

2.

c)

€)
a)

<)

Zadania

xt—=10x2+9 =0,
x* +8x2=9,
xt—5x2+4=0,
x*—-7x*—-8=10

x2—(1+aY)x*+a*=0

rd

x+3 17
17 —x2  x*+3’
x2—1 1

g tw=h
x? x+1
x+1+ x? =2,

R N

1y RE
G D) =12

3x? 4+ 2% =11
xy = 2

Xy =a
x2+y’=0»b
x+xy+y=11
x%y + xy = 30
=g =T7(x-p
xy (x* + y¥ = 300.

x*—5x—36 =0
4x'—=5x2 +1=0
x*+2x2—-8=0

b) x®—17x* + 16
d) x0—3Ix5—32 =

b) (x = 3) = 7(x* = 3)+6 = 0

5

1 1
2 o= g2 _
d) x te=a -+

+1=0,

d)9(x*‘_—-4
xVx-3
b) x2—y? +2xy =2
xy =1
d) x* +yt =4
xy =5
fl x+y=a
B +yP=0b
b) x* +y* + x —y =12
(x* + y?) (x —y) = 20
x+xy=a
x4+ xf =05

=xVx +3.

d)

W przykladzie ¢) podziel obie strony pierwszego rdownania
przez x — y {(przyjmujac x == y), podnies do kwadratu otrzymane
réwnanie i wprowadZ pomocnicze niewiadome. Nastepnie zbadaj
osobno mozliwosé x = y.
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7.

10.

11.

12.

Korzystajac z wzoréow
'+ g’ = (x +y) (£~ xy + )
=yt =(x—y) * + xy + 47,

rozwigz uklady réwnaf :

a) x°—y* =3 (x—y) b) x*+¢* =H(x +y)
x? + g? = 26 ' xy + 3
) X*+=2((x—y) d) 3x—-2y =4
xX*—xy+y:=1 27x% — 8y® = 104xy.

Ramie trojkata réwnoramiennego wynosi a cm, pole p cm?
Oblicz podstawg. Podstaw aq = 13, g = 60. Czy liczbv a, p
moga byé dowolne ?

Prostokat o polu p ¢m? ma te wlasnos§é, ze jezeli go przepo-
lowimy prostq réwnolegla do podstawy, to otrzymamy dwa
prostokaty podobne do calego. Oblicz boki tego prostokata.
Podstaw p = 20.

Calkowita powierzchnia estrostupa foremnego o podstawie
kwadratowej wynosi P cm?, krawedz boczna k cm. Oblicz

-krawedz podstawy. Podstaw P = 210, k = 8.

Calkowita powierzchnia walca wynosi P cm?, przekatna prze-
kroju osiowego d cm. Oblicz wysoko$é i promiedi podstawy.
Podstaw P = 240, d = 7.

Calkowita powierzchnia graniastoslupa prostego o podstawie
kwadratowej wynosi P cm? przekatna §ciany bocznej d cm.
Oblicz krawedé_podstawy i wysokoséé, Podstaw P = 66, d = 5.
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Trzecie pierWiastkl Hezb naturalnych od | do 100

1

1,2599
1,4422
1,5874
1,7100
1,8171
1,9129
2

2,0801
2,1544
2,2240
2.2894
2,3513
2,4101
2,4662
2,5198
2,56713
2,6207
2,6684
2,7144
2,7589
2,8020
2,8439
2,8845
2,9240

a

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

3
Va
2,9625

3

3,0366
3,0723
3,1072
3,1414
3,1748
3,2075
3,2396
3,2711
3,3019
3,3322
3,3620
3,3912
3,4200
3,4482
3,4760
3,5034
3,5303
3,5569
3,5830
3,6088
3,6342
3,6593
3,6840

51
52
53
54
85
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75

3
Va
3,7084
3,7325
3,7563
3,7798
3,8030
3,8259
3,8485
3.8709
3,8930
3,9149
3,0365
3,9579
3,9791

4

4,0207
4,0412
4,0615
4,0817
4,1016
4,1213
4,1408
4,1602
4,1793
4,1983
4,2172

a

76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100

L
Va
4,2358:
4,2543
4,2727
4,2908
4,3089
4,3267
4,3445 .
4,3621
4,3795
4,3968.
4,4140-
4,4310
4.,4480
4,4647
4,4814
4,4979
4,5144
4,5307
4,5468
4,5629
4,5789
4,5947
4,6104
4,626}
4,6416-
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