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PRZEDMOWA.

Ksiagzka niniejsza przeznaczona jest do wstepnego
studjum rachunku rézniczkowego i calkowego. Po prze-
czytaniu jej czytelnik moze z korzyicia przystapié do
dziel obszerniejszych. -

Staralismy sie podaé najwainiejsze twierdzenia
i to o ile moznosci z dowodami. Kilka jednak twier-
dzen wypowiedzieliSmy bez uzasadnienia; uwazali$my
bowiem, ze metody dowodéw tych twierdzen sa za trudoe
do opanowania we wstepnem studjum.

Konieczng jest rzecza, aby czytelnik przerobil
wigksza liczbe zadan*). W naszej ksiaice ze wzgledu
na brak miejsca mogliSmy umiescié niewiele tylko zadan.

Drugi tom poswigcony rachunkowi calkowemu
i zastosowaniom jest w druku.

Mito nam jest podziekowaé p. H. Auerbachowi za
pomoc, ktérej uzyczyl przy pisaniu tej ksigzki.

Autor.
Lwéw, dn. 30 stycznia 1929 r.

*) Poleci¢ moZzemy np. zbiér zadah z rachunku rézniczko-
. wego i catkowego Dr. N.kLborca i Dr. Steinhausa, ktéry wkréter
ukaze sie¢ nakladem Ossolineum.



WSTEP.

Podamy tu niektére definicje i twierdzenia, z kté-
rych w dalszym ciagu bedziemy korzystad.

1. Przedzialem (a, b) nazywamy zbiér liczb x,
spelniajacych jedna z nierdwnosci a < x < b, a <x < b,
a<x<b alx<h

Przedzxalem zamkmqtym nazywamy przedzml okre-
Slony przez nieréwnosé¢ a < x <

Ze wzgledu na znang mterpretac]q liczb rzeczy-
wistych na linji hczbowe;, nazywamy przedzial rowmez
odcinkiem, a liczby réwniez punktami.

2. Przypominamy czytelnikowi wzér znany pod
nazwg dwumianu Newtona:

(@ + by = an + ('I’)an—lb+ (g)an—%‘ o+
+ (nZQ)azbn—z (g )b+ b,

gdzie (Z)___n (n—1) (n———la...(n-——k-i'l)

Symbole (Z) sa okreslone ostatnim wzorem réwniez

dla niecalkowitych oraz dla ujemnych wartosci n.

Rachunek rézniczkowv L. 1
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3. Zé wzoru Newtona wynika natychmiast nie-
réwnos¢é 1.+ x)">1+nx dla x > 0. i

Kladac 1+x=A4,
mozemy napisaé A" >1+ n(4A—1) dla 4> 1,
Obie nieréwnosci sa prawdziwe przy wszelkiem natu-
ralnem: n. ST : :

4. Dla g 4 1 zachodzi tozsamosé

gt —1 ¢
g —1

atagtagr+...Ttagm' =a

przy wszelkiem naturalnem n. Jest to znany wzor na
sume¢ postgpu geometrycznego. .
5. Czytelnikowi znane jest z geometrji elemen-
~tarnej okreslenie kata i miary kata, wyrazonej w stop-
~miach i- ¢zgéciach stopnia.
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W matematyce wyziszej uzywa si¢ przewaznie in-
nego okreslenia miary kata, mianowicie t. zw. miary
lukowej. ‘ ‘

Niech k bedzie kolem o $rodku lezacym w po-
czatku ukladu wspélrzednych O XY, o promieniu réw-
nym jednosci. ‘ '

W plaszczyzinie O XY obieramy pewien kierunek
obrotu (zaznaczony strzalka na rysunku), ktéry nazy-
waé bedziemy dodatnim;
przeciwny kierunek obrotu 1 Y

nazwiemy ujemnym. ;
~ Niech x bedzie do- /
wolna ' liczba. Odmierzmy

na oquguA k)olakk (r(zizlpoczy- :
najac od A) luk o dlugosci 5 :
lxﬁlw kierunku dodatnim lub 7 ° 7
ujemnym, zaleznie od tego,
czy x > o, lub x < o. (Dla
x = o luk redukuje si¢ do
punktu A.) Jako punkt
koncowy tego luku otrzy- Rys. 1.

mamy pewien Scisle okre-

.élony punkt B okregu kola k. Liczbe¢ x nazywamy
| miarg lukowa kata A4 O B.

‘Rzecz jasna, ze kazdy kat ma nieskonczenie wiele
miar lukowych, réznigcych sig miedzy sobg o catkowite
wielokrotnosci obwodu kola czyli 0 2n 7 (n calkowite).
Do zamiany stopni na miar¢ lukowsa stuzy wzér

T

X = e+

x 180 2 nmnm,
gdzie x cznacza miarg lukows, ¢ liczbe stopni, zas n
dowolna liczbe calkowita.

Np. miara lukowa kata prostego X OY jest

: T .
éwiartka okregu, czyli —— oraz kaizda liczba ksztaltu

2
l*
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T
2
A O A jest polowa obwodu kola czyli 7 oraz kaida
z liczb @ + 2 nn (n calkowite), a wiec kaida niepa-
rzysta wielokrotnosé liczby 7 i t. d.

6. Przypominamy znane nieréwnosci

fatb|<|al +]0]
la+b|>|al—106]|
prawdziwe dla wszelkich liczb a, b.
7. Powiadamy, ze liczby a, b réznia si¢ o mniej

niz &, jezeli zachodzi nieréwnosé |a—b | < e czyh
nierownosé¢ —e <a—b < + e

+ 2 n 7t (n calkowite) ; miara lukowa kata polpelnego



ROZDZIAL 1

Teorja ciagow.
Pojecie ciagu.

1. Definicja ciggu. Jezeli mamy prawo, wedle
ktérego kazdej liczbie naturalnej przypisana jest pewna
liczba, woéwczas powiadamy, ze mamy dany ciag liczb.

Przyklad. — Prawo, wedle ktérego kazdej liczbie
naturalnej przypisujemy liczbe, niechaj bedzie nastepu-

jace: liczbie 1 przypiszmy 1, liczbie 2 przypiszmy% R

liczbie 3 przypiszmy% i t. d. — ogoélnie liczbie n

pfzypiszmy ,11— Wypisujac te liczby, widzimy, ze ciag
ma ksztalt:

1 1 1 1 .
1, 7, ?, Z’ *5', 1t d
Liczbe, przypisang jedynce, nazywaé bedziemy wyrazem
pierwszym ciggu, liczbe, przypisang dwdjce, wyrazem
drugim ciagu i t. d. — liczbg, przypisang liczbie n, na-
zZwiemy wyrazem n-tym ciagu.



Wyrazy ciggu oznaczaé bedziemy w sposéb na-
stepujacy: Obierzemy sobie dowolng litere alfabetu,
np. a i wyraz pierwszy oznaczymy symbolem a;, wy-
raz drugi symbolem a; it. d., ogélnie wyraz n-ty sym-
bolem a,. Czytaé¢ bedziemy: a pierwsze lub a ze wskaz-
nikiem jeden, a drugie lub a ze wskaznikiem dwa -
it.d — a ,nte* lub a ze wskaznikiem n. Zauwaimy,
ze jezeli a, jest n-tym wyrazem ciggu, wéwczas a,.1
lest to wyraz nastepny, ani: wyraz drugi zkolei po
a, i t. d. — wyraz a4, k-ty zkolei po a, Podobnie
a,—1 wyraz poprzedzajacy an, a.—» wyraz poprzedza-
jacy a.—1 i t. d. Ciag o wyrazie ogélnym a, oznaczamy

zwykle krétko przez {a.}, np. ciag 1, ;— ;— ... przez {1;} .

Zapytajmy si¢ teraz, w jaki sposéb mozemy mieé dany
pewien ciag, czyli innemi slowy, w jaki sposéb moize
nam kto$ pewien cigg okreslié. W rozmaitych wypad-
kach rozmaicie si¢ postepuje; niektére sposoby okre-
§lania ciagu sa nastepujace.

1. Okreslamy ciag formuls, kladac np. @, = 5n.
 Stad odrazu widzimy, ze:

@ =35, a=952=10,a; =53 =15, ... ap =
=520=1001it. d.

Podobnie okreslamy ciag formula, kladac: a,=5nt~n-+1
Wéwezas:

a =35, a,=19, ... ajo0 = 49901 i t. d.

2. Okres'laml ciag, méwiac np., ze a. jest to
n-ta cyfra liczby 2. Wowczas wiemy, Ze:

@ =1 a =4 a;=1, ...1it d.

Ob!iczajqc R’ierv«{iastek z_dwéch znanym algorytmem,
mozemy obliczy¢ cyfre pierwsza, druga, trzecig i t. d.
Ciag jest wigc okreslony..
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Podobnie okreslamy ciag, méwiac, ze an jest n-ta
cyfra dziesigtng liczby 7.

3. Innym sposobem podania ciagu jest okreélenie
go przez t. zw. rekurencie. Sposéb ten polega na tem,
ze podajemy wyraz pierwszy i spos6éb wyliczenia wyrazu
n-tego przy pomocy poprzednich wyrazéw. — Wyija-
énimy to na przykladach. '

a) Niech pierwszy wyraz réwna si¢ zeru, a kazdy
inny rowna si¢ iloczynowi poprzedniego wyrazuprzez 3,
powigkszonemu o 2, t. j.

. a1=0: an:3an—1+2,
a wiec: a =2, a3 = 8§, a, =26, it d.

b) Niech pierwszy wyraz bedzie rowny jeden,
a kazdy inny wyraz réwny sumie wszystkich poprzed-
nich wyrazéw, t. j.: :

1, an — a1 + as + 23 + ..+ an—1,
1,a=2a, =4 a, =28, it d.
¢) Niech pierwszy wyraz ma wartos¢ a, za$ kazdy

inny wyraz niech bedzie réwny poprzedniemu powigk-
szonemu o pewng liczbe d, t. i

a
a wiec: a,

T

a, = a, an = a,—1 + d (postep arytmetyczny),
awiec: @m=a+td, as=a+t2dit d.

2. Ciagi monotoniczne. Ciag nazywamy rosnacym,
jezeli kazdy wyraz jest wigkszy od poprzedzajacego,
t. j. @ > a,—1, malejacym, gdy a, < @n-1, niemalejg-
cym, gdy @, > @,—1, nierosnacym, gdy @ < da—1. Kazdy
taki ciag nazywamy monotonicznym. Ciagi malejace
i rosnace nazywamy $cisle monotonicznemi.

Przyklady:

1. Ciag liczb naturalnych {n} jest rosnacy.

2. Ciag odwrotnoéci liczb naturalnych - jest

malejacy.



3. Ciag {a.}, gdzie a, oznacza ilo$é liczb natu-
ralnych podzielnych przez 3 i nie wickszych od n, jest
niemalejacy :

a=0,a=0a=1a4q=1, a=1,a =2 it d.

s Cing {11 et _
. Ciag E(\/F)] jest nierosnacy:

_;T a; = ;— it d.

3. Ciagi ograniczone. Ciag nazywamy ograniczo-
nym, jezeli wszystkie wyrazy leza w pewnym skonczo-
nym przedziale (— M, + M) (M > o), innemi stowy,
gdy |an | <M, (n=1,2,3,..)

Przyklady:

1. Ciag {an}, gdzie a. jest n-ta cyfra dzie-
sigtng liczby | 2, jest ograniczony, bo | a, | < 10.

2. Ci
8 \n 1
Zauwazmy, e ciag ograniczony niekoniecznie jest

l-i-(—l)"} .
9 y L)

monotoniczny i naodwrét. Np. ciag {*%

a1=1,a2=1,a3=1,a1=

jest ograniczony, bo | a,| < 1.

a1=0,a2=1,a3=0,a4=1 1t d

jest ograniczony, ale nie monotoniczny, za$ ciag liczb
naturalnych {n} jest monotoniczny, ale nie ograniczony.

4. Dzialania na ciagach. Na ciagach okreslamy
dzialania: mnozenia przez liczbe, dodawania, odejmo-
wania, mnozenia i dzielenia w sposéb nastepujacy:

) E(x) oznacza najwieksza liczbe calkowita, nie wiekszg
od x. Np.:

E(5) =5 E@®=3, E(log2)=0 it d

Liczba E(x) spelnjia nieréwnosé » — 1 < E ikai
bezposrednio z de%‘nicji. ) < % wynikajgea
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Ciag mnozymy przez liczbe, mnozac kazdy wyraz

ciagu przez te liczbe. Np. iloczyn ciagu (ay, a3, ... @,...)
przez liczbe m jest to ciag (ma,, mas,... ma,...)
‘ Dwa ciagi dodajemy, odejmujemy lub mnozymy
przez siebie, dodajac, odejmujac lub mnozac odpowied-
nio wyrazy jednego ciagu przez wyrazy drugiego.
Np. majgc dwa ciagi: i

((11, Qas, a3,...a,,...) (bly bg, b3,..-bn...),

otrzymujemy na sume: (a; + by, a2 + b2,y .., @n t by 0)
na roznice: (@ — by, @y — byy .oy @ — by ..)
na iloczyn: (a, by, a3 bs, a5 by, ... anh,...)

lloraz mozemy zdefinjowaé¢ tylko z tem zastrze-
zeniem, Ze wyrazy ciggu, przez ktéry dzielimy, sa
wszystkie réine od zera, gdyz dzielnikiem ilorazu nie
moze byé zero.

Ciag jeden dzielimy przez drugi, w ktérym wszystkie
wyrazy sa réine od zera, dzielagc wyrazy pierwszego
przez wyrazy drugiego. T. zn., Ze majac dwa ciagi

Ay, Asy A3y eve Any oo s by, bsy byy ... b ...,

przyczem zawsze b, &= 0, otrzymujemy na iloraz ciag:

ay Qas as Qn

“[;1-, b_a’ b—3, bn,...

Symbolicznie piszemy to:

mia,! = {ma,!

{an}+{bn:‘::an+bn:
{an}_'{bn}:{an'—bn:
{aﬂ } {bn : = { Qn bnl
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Zadania:

1. Wykazaé, ze ciag {2 +1} jest rosnacy.

2. Wykazaé, ze ciag {an} gdzie a, jest n-tg cyfra
dowolnie obranej liczby niewymiernej, nigdy nie jest
monotoniczny.

3. Wykazaé, ze ciag {E%i)} jest ograniczony

przy dowolnie obranem x.
4. Dla jakich x ciag {1+ x+ x2+ ...+ x"}
jest cgraniczony ?

Intuicyjne pojecie granicy ciagu.

5. Granica ciagu monotonicznego. Do pojecia
granicy ciagu mozemy dojs¢ intuicyjnie w nastgpujacy
sposOb: Przypusémy, ze mamy dany ciag monotoniczny
{a,}, dajmy na to rosnacy. Zdarzyé si¢ moga dwa
wypadki: ‘

1. albo liczby ciagu rosna nieograniczenie, t. zn.
jakkolwiek duza liczbe weZmiemy, to wyrazy ciagu {a, },
od pewnego poczawszy, sa wszystkie wigksze od tej
liczby,

2. albo liczby ciggu {a.} nie rosna nieograni-
czenie; wéwezas istnieje jedna jedyna liczba g, zwana
granicg ciagu {an}, do ktore_] jego wyrazy zblizajg sie
nieograniczenie, (t. zn., Ze wzigwszy sobie dowolnie mala
liczbe ¢ > 0, zna]dmemy taki wyraz w dqgu, ze wszyst-
kie nastqpu]qce po nim wyrazy réznig sie od g o mniej
niz &).

Liczbe g nazywamy gramcq ciagu, a piszemy to
- W sposéb nastepujacy: lim a, = g. O ciagu {a.} moé-

n—y- o

wimy, ze jest zbiezny do g.

malejqc;(ti:ﬁfme uwagi mozna wypowiedzie¢ dla ciggow
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WypowiedzieliSmy wigc nastepujace

Twierdzenie: Kazdy cigg ograniczony i mono-
toniczny ma granice (jest zbieiny).

Przyklady :

1. Ciag {n} jest rosnacy, ale nieograniczony. Po~-
dobnie ciag {n?}.

2. Ciag {1——%} jest rosnacy 1 ograniczony.
Ma granice 1.
3. Ciag |, | Jest ograniczony i malejacy, o gra-

nicy O. (3
. 3n+ 1} §3 8 } .
4. Ciag {Sn—l czylll + 5Gn—T1) jest
ograniczony i malejacy, o granicy 2

6. Ogélna definicja granicy ciagu. Jezeli teraz
mamy ciag {an} niekoniecznie monotoniczny, to moze
si¢_zdarzy¢, ze istnieje liczba g, do ktore] wyrazy ciagu
zblizaja sie nieograniczenie (t. zn. ze obrawszy sobie
dowolnie mala liczbe & > 0, znajdziemy taki wyraz
w ciagu, ze wszystkie nastepne réznia sie od g o mniej
niz &).

Mozna udowodnié, ze jezeli liczba taka istnieje,
to tylko jedna.

Liczbe g nazywamy granica ciagu i znaczymy jak
poprzednio: lim a, = g.

n—3

Ciag { a.} nie posiadajacy gramcy, nazywamy cig-

giem rozbieznym.

Przyktady:
1. Ciag {(—:nll} jest zbiezny i ma granice zero.

2. Ciag {(—1)"} jest rozbieiny.
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7. Pewne kryterjum zbieinoéci. Nielatwg jest
czasem rzecza stwierdzié, czy pewien cigg ma granice,
czy nie. W wielu wypadkach korzystnem okazuje sig
nastepujgce dos§é oczywiste

Twierdzenie: Jezeli ciag {a.} da si¢ zamkna¢
miedzy dwoma ciagami {b,} i {cn}, zbieznemi do tej
samej granicy, wéwczas ciag { a. | jest zbiezny do wspdl-
nej granicy ciggdow {b,} 1 {cn}.

waga: Powiadamy, ze ciagi {b,} i {cn} za-
mykajg ciag {a.}, jezeli dla kazdego n zachodzi na-
stepujaca nierownosc:

bn<an<cn-
Przyklady: -
. E(nx) . P
1. Ciag —,f ma granice x. Jest bowiem
nx— 1 < E(nx) <nx,
a wiec x——,11—< g{li)< )

a poniewaz kazdy z ciagéw {x — %}, {x} jest zbiezny
do granicy x, wigc to samo stosuje si¢ do ciggu

{E@D

} zawartego miedzy niemi.

2. Ciag {%}, gdzie a, jest n-ta cyfra liczby =,
ma granice 0, bo jest zawarty miedzy ciaggami {0},
9
{7 » majacemi granice 0.
' 8. Dzialania na ciagach zbieinych. Jezeli {a,}

1 {b,,'}’ s3 cia{g‘.ami zbieznemi, wéweczas mozna udo-
wodnié nastgpujace
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Twierdzenie: Ciagi {a,+ ba}, {c.an}, {an.ba}
sa zbiezne i: :
1)  lim {an = ba} = lim a, + lim b,
n—po n—3y o n—y =

2) Jezeli ¢ jest dowolng liczbg, to
limc.a, =c lim a,

n-—y o n—y
3) Ilim {a. b,} = lim a, . lim b,
n—yow n—p oo n—p x I
Ponadto, jeieli by & 0 i lim b, % 0, to ciag{ %]
jest zbiezny i: . n—>o : n
im an
lim fﬂl _ AP
n—>\b, )~ Tim b,
n—y o

9. Ciagi rozbieine do + . Wprowadzimy naste-
pujacy wygodny sposéb wyrazania sig:
ciagu {a.} méwimy, ze jest rozbiezny do + oo,
jezeli do kazdej dowolnie duzej liczby A istnieje taki
wyraz w ciagu, ze poczawszy od niego kazdy nastepu-
jacy jest wiekszy od A. Piszemy to: "Iiz a, = + oo.
Takim ciagiem jest np. {n}, {2"}, {n?—n} i t. p.
Podobnie méwimy, ze ciag a. jest rozbieiny
do — o, jezeli do kazdej dowolnie malej (algebra-
icznie) liczby A istnieje taki wyraz w ciagu, ze po-
czawszy od niego kaidy nastepny jest mniejszy od A.
Piszemy to: lim a, = — oo.
n—=y- o
Przyklady takich ciagéw otrzymamy, mnozac po-
przednio podane ciagi przez (—1). Innemi przykladami
sag: {n—n%} {—10"} i t. p.
alezy zawsze pamigtaé o tem, Ze ciagi rozbieine
do -+ o0 lub — o nie majg granicy i ze symbole
+o0 i — o nie sg bynajmniej liczbami, a zostaly wpro-
wadzone jedynie dla uproszczenia pisowni.
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Uwaga. Jezeli piszemy lim a, = g, bez dalszego
—>

dodatku, to zawsze milczaco zakladamy, ze ciag {a,, }
jest zbieiny, ze wigc g jest liczbg rzeczywxstq, a nie
jednym z symboli + o0, — oo,

10. Twierdzenia o ciagach rozbieinych do + oo.
Mozna udowodnié¢ nastepujace twierdzenia:
a)  Jezeliciag {a.}jest ograniczony, a lim {b,} = + oo,to
- on—P-w

lim {a, + b,} = +

n-—=p o0

lim {a,— b,} = — »
n-—p o

_l’_’;’m{Z"} 0 przy zalozeniu, ze b, &= 0 dla

wszystkich n.
b)  Jezeli lim a, = + o, lim b, = + o, to
n—pow n— o
lzm (a,.+b)— + o

n—>

~lim (a, . ,.)=—ifoo

n—yp o
c) - Jezeli lim a, = + o, lim b, = — 0, to
- P v n—p=o
lim(a, — b,) = + o>
n—yp-o
lim (ap . b)) = — o
n—=y~ 0

d) Jéieh’ lim a, =g, g £ 0, lim b, = + o, to
n 3 o n—Ppx :

"’limt(,an’.l b') = + ® przy g >0
IIm (a,,

P ’“": n) f’— bt ) . P‘;iy g <0
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e) Jezeli lim an =g, g+ 0, lim b, =0, 5, >0, to
n—y e n—oo»

;oa

ni’_’;‘mi=+oo przy ¢ >0
lim % _— _

pse b o0 przy g <0

Zadania:

sinnx

1. Wykazaé, ze ciag {_n

} ma granice 0, przy

dowolnie obranem x.

2. Czy ciag {(—1)"n} jest rozbiezny do + w0,
lub — o?

3. Wykazaé, ze ciag {n® — 5n*+ 3} czyli:

: 5, 343\, ..
{ n3(1 - + E) i jest rozbiezny do + o».

4, To samo dla ciagu {37 — n} przy uiyciu
nieréwnosci 37 > 1 + 2 n. (Por. wstep 3.)

* Scisla definicja granicy ciagu.

- 11. Odcinki ciagu. Jezeli ‘mamy dany jaki$ ciag
di, s, ... an, wOwczas n- tym odcinkiem tego ciggu
nazywad bedziemy zbior liczb, otrzymany z danego ciagu
przez odrzucenie pierwszych (n—1) wyrazéw. Np. od-
cinkiem sz6stym bedzie zbior as, a;, s, - .- odcinkiem
setnym @00, @io1, Q1025 <« oo W szczegoélnosci, w sklad
odcinka pierwszego wchodza wszystkie wyrazy.
Odcinki ciagu znaczyé bedziemy symbolami: A,
A,, A, ... 1t d. — wskaznik u dolu oznacza, ktéry
to jest odcinek. Zatem np. A; jest to odcinek szésty.
: O odcinkach moina wypowiedzie¢ kilka = oczy-
* wistych uwag, ktéra sa potrzebne do zrozumienia poz-
niejszych rzeczy. : ' ‘
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1. Jasna jest rzecza, ze jezeli mamy dwa dowolne
odcinki, np. Ao i Ao, to zawsze odcinek pézniejszy
mieSci si¢ we wczesniejszym; w naszym wigc wypadku
A, mieéci sie w Ay,

2. Jezeli wezmiemy dowolny odcinek, np. A,
to tylko skoficzona liczba wyrazéw ciagu do odcinka
tego nie nalezy. W naszym wypadku tylko 99 wyrazéw
pierwszych nie nalezy do Aie, to jest. wyrazy g,
gy .. Qyg.

3. Naodwrét, jezeli weimiemy dowolng skon-
czong liczbg wyrazéw, to istnieje odcinek, ktéry ich
nie zawiera (np. kazdy odcinek, ktorego wskaznik jest
wiekszy od wszystkich wskaznikéw tych wyrazéw).

4. Podobnie, jezeli wezmiemy dwa dowolne od-
cinki, np. A5, i Ay0, to tylko skoniczona liczba wyrazow
odcinka weczeéniejszego nie mie$ci si¢ w pézniejszym.
W naszym przykladzie 50 piegwszych wyrazéw od-
cinka Ag, a wiec wyrazy: gy, Qsi, sz, ... G hie
mieszczg sie w odcinku A,q0. Wszystkie pozostale wy-
razy odcinka A;, mieszcza sie w odcinku Ayq,.

12. Ciagi, réiniace si¢ tylko porzadkiem wy-
razéw. O dwéch ciagach powiadamy, Ze réinig sie
tylko porzadkiem wyrazéw, jezeli kaida liczba wyste-
puje jednakowa, skonczona lub nieskonczong ilo$é razy,
w obu ciggach.

Przyklady. Nastepujace ciagi réznia sig tylko
porzadkiem wyrazéw :

1. (0,1,0,1,0,1,..) i (0,0,1,0,0,1,0,0,1...)
2. (1,2,3,4,5,6,..) i (2,1,4,3,6,5,...)

O takich ciggach mozna wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie. Jezeli dwa ciagi roznig si¢ tylko
porzadkiem wyrazéw, to kaidy odcinek jednego, za-
wiera jaki$§ odcinek drugiego.
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Dowéd. Niechaj pierwszym ciagiem bedzie a;, a3,
as, ... drugim za$ by, by. b;, ... Oba ciagi roéznia sie
tylko porzadkiem wyrazéw. Weimy pod uwage jakis
odcinek ciagu pierwszego, np. A.. Odcinek Ap nie za-
wiera tylko wyrazéow a;, @z, a3 ... @n-a Wyrazy te
wystepuja w ciagu by, by, ... bn, ... (by¢ moZe w in-
nym porzadku); poniewaz jest ich jednak liczba skon-
c7ona, wiec w ciagu bi, by, ... istnieje taki odcinek,
nazwijmy go B, ktéry ich nie zawiera. Jasna jest teraz
rzecza, ze B, mieici sig w A, gdyz kazdy wyraz od-
cinka B, jest poézniejszy od aj, a3, @3, -.. An—1, @ tylko
tych wyrazéw A, nie zawiera.

Przyklad. Niech {a.} bedzie ciagiem liczb na-
turalnych 1, 2, 3, ... t. zn. an=n, a [ b} ciagiem:
2,1,4,3,6,5, ... t. zn. bypy =2n, b =2n—1. Od-
cirek A; jest zawarty np. w Bi,.

13. Pojecie przyblizenia. Powiadamy, ze jakas
liczba a przybliza liczbe b, z bledem mniejszym niz &,
jezeli |a@ — b| < e. Mowimy réwniez, ze a jest war-
toscig przyblizong liczby & z bledem mniejszym niz e.
Rzecza jasna jest, ze jezeli a przybliza b z btedem
mniejszym od ¢, to a przybliza réwniez b z bledem mniej-
szym od 7, gdzie 7 jest dowolne, ale wigksze od &
Gdyby natomiast 7 bylo mniejsze od ¢, to a moze przy-
bliza¢ b z bledem mniejszym od 7 lub nie.

Pojecie wartosci przyblizonej jest bardzo waine,
gdyz w praktyce operujemy prawie wylacznie liczbami
przyblizonemi, badz dlatego, ze dokladnych wartosci
nie znamy (pomiar jest zawsze niedoklddny z wigk-
kszym lub mniejszym bledem, zaleznie od precyzji
narzedzia, ktérem mierzymy), badZz dlatego, ze dzia-
lania, jakie mamy na danych liczbach wykonaé, bylyby
bardzo skomplikowane i zmudne, gdyby$my brali ich
wartosci dokladne; w rachunkach poslugujemy si¢ wigc,

Rachunek rézniczkowy 1. 2
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gorszém lub lepszem, przyblizeniem, zaleznie od tego,
o jakg dokladnosé nam chodzi.

. ) . — 1
Np. 1. Liczba 31416 jest przyblizeniem na 30.000
liczby 7, to znaczy:
1

1
200
Jezeli a przybliza b z bledem mniejszym niz &, to
mamy, jak wiemy, |a — | < e Mozemy wéwczas na-
pisac tez:,

2. Liczba 1'41 jest przyblizeniem 2 na

a—e¢Lb<a+ e (porébwnajwstep 7).

Powiadamy, Ze odcinek ciggu przybliza pewna
liczbe g z bledem mniejszym niz &, jezeli kazdy wyraz
tego odcinka przybliza g z bledem mniejszym niz e.

. 1 . .

Np. o ciaggu 1, 50 3o+t - mozemy powie-
dzieé, ze odcinek Aioor przybliza zero z bledem mniej-
SZym niz m-

Jezeli jaki§ odcinek ciagu przybliza g z bledem
mniejszym niz & to kazdy odcinek w nim zawarty,
czyli kazdy pdzniejszy, przybliza tez g z bledem mniej-
szym niz &

Np. w Przykladzie poprzednim Asoo przybliza tez
zero z bledem mniejszym niz :

1000°

14. Definicja granicy. Powiadamy, ze liczba g
jest granica ciagu a;, a,, as, ... @y, ... jezeli w ciagu
tym istnieja odcinki, ktore przyblizajz g z bledem
tak malym, jak nam si¢ podoba; innemi slowy, jezeli
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dla kazdej liczby &>> O istnieje odcinek, ktéry przy-
bliza g z bledem mniejszym niz &1).

Piszemy to: lim a, =g, a zamiast méwié, ze

n-—y o

cigg ma granicg g, méwimy nieraz, ze ciag jest zbieiny
do g, lub e ciag zmierza do g. Podobnie méwimy
nieraz: ,ciag jest zbiezny“, zamiast ,ciag ma granicg®.

Przyklady:

i 0.
2. Ciag 106, 066, 0'666,...| ma granice réwna

liczbie 0666 ... = —g—

3. Ciag o wyrazie ogélnym a, = ma jako

n
. n+1
_ granicg liczbe 1. Zeby to wykazaé, wezmy pod uwage
dowolny odcinek An. Jezeli a, nalezy do odcinka Ay,
" czyli jezeli n > N, to

1 ;

N’

n | _ | 1 t _ 1
e A e | e S T
a wigc odcinek Ay przybliza liczbe 1 z bledem mniej-
szZym  niz —N._]eieli wigc chcemy, zeby blad byl mniejszy
" od pewnej liczby ¢ > 0( np. &€ = —1?106) , to wystarczy

L
N

wiec odcinek rzedu wiekszego niz % przybliza 1 z ble-

obraé N tak, abysmy mieli — < &, czyli NV > % . Kazdy

dem mniejszym niz &. Poniewaz ¢ jest dowolne, wiec

) Jak latwo widaé, def. granicy, podana poprzednio, jest
' réwnowazna z Powyisza,

2%
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istnieja odcinki, ktére przyblizaja 1 z bledem dowolnie
malym,

n

zatem lim = 1.

n—ypo0nll +1
Jest to typowy sposéb udowadniania, Ze jakis
ciag [a,) ma granice g. Zanalizujemy ten dowéd.
wiec bierzemy naprzéd pod uwage dowolny
odcinek Ay i dowolny wyraz a, tego odcinka, czyli
wyraz, ktérego wskainik jest wigkszy lub réwny N.
Badamy réznice | g — an| i staramy sig, znajac NV, wy-
znaczyé jedna liczbe, od ktérej wszystkie | g— an| by-
lyby mniejsze, jezeli tylko n > N, t. zn. jezeli tylko
an nalezy do Ay. W poprzednim przykladzie liczba ta
1

bylo N Liczba ta bedzie wyznaczona pewnem wyra-

zeniem, w ktérem wystepuje tylko NV, a nie wyste-
puje 7. Nastgpnie staramy sie wykazaé, Zze istnieja od-
cinki, dla ktérych odpowiednia liczba jest dowolnie mala.

Jezeli zatem ciag ma granice g, to do dowolnego
¢ > 0 istnieje w ciggu odcinek Ay, ktérego wszystkie
wyrazy przyblizaja ¢ z bledem mniejszym niz & Wiege
jedynie takie wyrazy moga nie przybliza¢ g z bledem
mniejszym niz &, ktére do odcinka Ay nie naleza, a tych
jest tylko skonczona liczba. Mozemy zatem powiedziec:

Jezeli liﬁ a, = g i jezeli ¢ >0, to tylko skon-
czona liczba wyrazéw ciagu réini sig sig od g o ¢
lub o wiecej niz &. Naodwrét: JeslibySmy o danym ciggu
' an! wykazali, ze istnieje liczba g taka, ze przy do-
wolnie obranem ¢ > 0 tylko skonczona liczba wyrazéw
tego ciagu rézni si¢ od g co najmniej o & to mozemy
wtedy twierdzié, ze lim a, = g; obierajac bowiem

n—y-w

dowolng liczbg &> 0, mozemy twierdzié, Ze istnieje
w ciagu taki odcinek A, ktéry zadnego z tej skon-
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czonej liczby wyrazéw nie zawiera, a wige, ktérego
wszystkie wyrazy przyblizaja g z bledem mniejszym niz &.
Nieraz powyzsze postepowanie latwo pozwala do-
wiesé, ze pewna liczba jest granica ciagu.
Przyklad: Wykazaé, ze lim 3ntl_ i
’ n-->005 n + 2 5
Wezmy dowolng liczbe & > 0 i zbadajmy, ile jest
wyrazéw, réznigeych sig od % co najmniej o & W tym

5

‘ |
celu zbadajmy réznice l% — an . Otdz:

|
'3 3a+1]_ 1 | 1

i3 3 = =
5 T T 5 5p+2| [25n+100 25n+10
3

Te wiec tylko wyrazy rdinig sig od - conajmniejog,

5
dla ktérych 75—,11-_;—16 > ¢ (n jest tutaj wskaznikiem

badanego wyrazu), lecz stad:

25n+10g%
1

1

- 10
WiQC . n < ——'275—
Lecz liczb naturalnych, nie wigkszych od pewnej danej
liczby jest co najwyzej skonczona liczba, a wige w szcze-

110

25

" gélnosci liczb naturalnych nie wigkszych od
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1
= a9) 2 jezeli
sa, to tylko w skoficzonej liczbie. Widzimy wiec, Ze

=&

moze wogdle nie byé (np. dla e =5, ¢ =

tylko dla skoficzonej liczby wyrazéw jest

lim ap = 3
n—y- 5°

Uwaga: Przy dowodzie, ze dany ciag {a.} ma
granice g, t. |. ze do kazdego ¢>0 istnieje odci-
nek A, przybhzajqcy gz bledem mniejszym niz ¢,
mozna zawsze przyjaé, ze ¢ jest mniejsze od pewnej

1
100° >°
odcinek A, przyblizajacy g z bledem mniejszym od
& < @, przybliza g tem bardziej z bledem mniejszym od
dowolnego ¢ >> a. Z uwagi te] nicbawem skorzystamy.

Zadania:
1. Wykazaé, ze ciag o wyrazie ogdlnym a, =
1

1+2+3+...+n .
=~ ma granicg 5.

5

a wiec

dowolnej liczby dodatnie] @, np. mniejsze od

n2
2. Wykazaé, ze ciag o wyrazie ogélnym a, =

:%(1+x+x2+... + x7) jest dla x > 1 zbieiny

. X
do granicy P

i
. e 3n?—2n + 6}
3. Wykazaé, ze ciag {WQ ma gra

l(2)

4. Wykazaé, ze ciag l 5

nice —.

7

I ma granich;T)
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* Twierdzenia o granicy ciggdéw.

15. Zbieinoéé ciagéw o réwnych wyrazach. Je-
zeli wyrazy ciaggu {a.} sa wszystkie réwne te] samej
liczbie g, to liczba ta jest granicg ciggu.

N . 1 . 1 1 1

p. ciag an = 5, WieC 5, 5, 5y ... ma

.1
granice 5 . ,

Dowéd wynika z uwagi nastepujacej: Gdy wez-
miemy dowolng liczbe ¢ > 0, to wszystkie wyrazy
przyblizaja g z bledem mniejszym niz & bo z ble-
dem = 0:

lg—a.|=|g—gl| =0

16. Niezaleino$é granicy od porzadku wyrazéw.
Granica ciggu zbieinego nie zalezy od porzadku wy-
razéw, t. zn. granica ciggu zbieznego nie zmieni sig,
gdy zmienimy w nim porzadek wyrazéw.

- Np. Ciag - f ma granice 0. Jezeli zmienimy

porzadek wyrazéw w ten sposéb, ze wyraz rzedu pa-
rzystego przesuniemy o jedno miejsce wslecz, wyraz
za$ rzedu nieparzystego przesuniemy o jedno miejsce
wprzéd to otrzymamy ciag {b.} nastepujacy:

1 1 1 1 1 1

2 T 4 3 6 5
Otéz ten nowy ciagg ma tez granicg 0.

Dowéd: Niechaj ciag {a,} ma granicg g. Nie-
chaj {b,} bedzie to ciag powstaly z ciagu {an| przez
zmiane porzadku wyrazéw. Poniewaz lim a, = g, wigc

n—pw
jezeli weZzmiemy sobie dowolna liczbe & > 0, to istnieje
odcinek Ay, ktéry przybliza g z bledem mniejszym
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niz &. Lecz na mocy twierdzenia ze str. 16 odcinek Ay
zawiera w sobie jaki§ odcinek ciagu {b,}, powiedzmy
odcinek B:i. Jasng jest rzecza, ze odcinek B, jako za-
warty w odcinku Ay, przybliza g tez z bledem mniej-
szym niz & A wiec jezeli obierzemy sobie dowolng
liczbe € > 0, to znajdziemy w ciggu | 4.} odcinek By,
ktéry przybliza g z bledem mniejszym niz &, eczyli
lim b, = g.
n—3- o

Uwaga Z twierdzenia powyZszego wynika, e
jezeli ciag lan} jest rozbiezny, to kazdy ciag, réznigey
si¢ od niego tylko porzadkiem wyrazéw, jest réwniez
rozbiezny.

17. Zbiezno$é ciagdéw czeSciowych. Kazdy ciag
czqs’ciowy ciagu zbieinego ma te samg granice, co
cigg pierwotny.

Uwaga: Ciag czesciowy otrzymujemy, wyjmujac
z ciggu danego nieskonczong liczbe wyrazéw i przy-
porzadkowujac je liczbom naturalnym w tym porzadku,
w jakim wystepowaly pierwotnie.

Przyktad: Uwazajmy ciag a. = 71; . Wybierz-

my z niego wszystkie wyrazy o ws‘(azmkach nieparzy-
stych. Otrzymamy nowy ciag {bn|

1111
1 b 3 2 5 ’ 7 ’
wigc bn = . OtOZ pomewaz llm an, = O, wigc
n— n—yo»
im b,=0
n—p- o

Dowéd: Niechaj {an} quzne ciagiem pierwot-
nym zbieznym do granicy g, za$ {b.] jego ciagiem
czesciowym. Do dowolnego & > 0, doblerzemy taki od-
cinek An, ktéry przybliza g z blqdem mniejszym niz &,
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Lecz jasng jest rzecza, ze odcinek Ay zawiera w sobie
jakis odcinek Bi ciagu {b.|, gdyz {b.| jest ciagiem
cze$ciowym ciggu {a.|. Wobec tego By przybliza tez g
z bledem mniejszym niz &. A wigc wzigwszy sobie do-
wolna liczbe ¢ > 0, znajdziemy odcinek Bj przybliza-
jacy g z bledem mniejszym niz ¢, t. zn. lim b, = g.

n—9- o
3n+1

Przyktad: Ciag { 5, T } jest (str. 21) zbiezny

do granicy —:5)’— Zatem ciagi

{3(n»+n)t_11 f3(2n+1)+1]i{5.2"2'|-1}
s+ +2) s@n+1+2) s ol

ktére s3 jego ciggami czgSciowemi, maja te¢ samg
granice.

Uwaga: Wazng jest rzecza pamigtaé, ze jezeli
ciag czesciowy jest zbiezny, to ciag pierwotny nie musi
byé zbiezny.

. 1 1

NP clag 1’ 7) 1) ‘4_)
bies . . 11 1

iezny, ciag za$ czeSciowy: o5 s g e

1, %, ..... jest roz-

zbiezny do zera.

18. Granica ciagn o wyrazach nieujemnych.
Jezeli wszystkie wyrazy ciggu zbieinego sa nieujemne,
to granica jest réwnieZz nieujemna.

Dowé6d wynika z uwagi, ze jezeli u jest liczba
ujemna, a d za$ liczba nieujemna, to | d —u | > | ul.
Czyli liczba nieujemna rézni si¢ od liczby ujemnej co
najmniej o bezwzgledna wartosé liczby ujemnej. Jezeli
wiec mamy jaki§ ciag {a,| o wyrazach nieujemnych
i jakas liczbe ujemna u, to zaden odcinek tego ciagu
nie przybliza ¢ z bledem mniejszym niz | « | . Blad ten
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wige nie moze by¢ dowolnie maly; zatem p nie jest
granica naszego ciagu. Ciag wiec ma jako granice liczbe

nieujemna.

19. Granica sumy i réinicy ciagéw. Suma dwéch
ciagéw zbieznych jest ciagiem zbieznym do sumy granic
tych ciagéw.

Przyktad: Niechaj ciag {a,} bedzie ciggiem
: 1

1 . . — : |
{1—;}, ciag |b,/, ciggiem {32‘_{_1 » ciag {eal,

o {3n—1+1_l}={8n2—5n—1}

claglem 5T n  Snt+n -

Poniewaz lim a, =1, lim bn=i, wiec lim ¢, =
n—yp» . n—wn 5

. 3 _ 8

=1+ 5 5 -

Dowéd: Niechaj {a,} ma granice a, ciag { b, |
ma granicg b. Wyrazy ciagu {c,|, ktéry jest ich suma,
majg ksztalt: c, = a, + b,. Ot6z mamy udowodnié, ze
lim ¢, =a+ b.

n—p o
Poniewaz lim a, = a, lim b, = b, wiec wzigwszy
n—y o n—3
dowolna liczbe & > 0, znajdziemy odcinki Ay i By, ktore
przyblizaja odpowiednio ai b z bledem mniejszym niz .

Niechaj R bedzie liczbg catkowita wiekszg od NV
i od k. Oczywista, ze odcinki Ag i Br, jako zawarte
odpowiednio w odcinkach Ay i By, tez przyblizaja a
wzglednie b z bledem mniejszym niz &. Poniewas kazdy
WYraz cn, nalezacy do Ck, jest ksztaltu: (a, + by,), gdzie
an i by nalezy do Ag, wzglednie do Bg wiec

la—a,| <e i [ b— by | <& zatem

ia'f‘b——c,l‘ = [a+b~an——bn| = (@ —ay,) +
(b—-b,,)|<‘a~—an}+ |6 —b,| < 2e.
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‘A wiec odcinek Cr przybliza (a + 6) z bledem mniej-
szym niz 2 &. Gdybysmy wiec chcieli, zeby odcinek Cx
przyblizal nam (a + b) z bledem mniejszym niz pewna
dowolna liczba 7 > 0, wystarczyloby na poczatku wzigé
takie ¢ > 0, abySmy mieli 2 ¢ < 7, czyli wystarczyloby
Y
2
n >0, znajdziemy taki odcinek Cg, ktéry przybliza
(a + b) z bledem mniejszym od 7, t. zn. lim ¢, = a + b.

n-—p
Przyklad: Ciag

{n32—,—ll} - {nj-l T n-l—l} :{ni1}+{;g__1}

jest zbiezny do zera.
Uwaga: Twierdzenie powyZsze mozemy tak na-
pisac: Jezeli ciagi |an! i | b, | sa ciagami zbieznemi, to

wzigé ¢ < . A wiec wzigwszy sobie dowolna liczbe

lim (a, + b;) = lim a, + lim b,.
n—px n—>>« n—> 0w

Podobne twierdzenie stosuje sie do réznicy dwéch
ciagdw, a wiec:

lim (an— b,) = lim an—Ilim b,
n—3 o n—3» n—=00

Dowéd jest analogiczny, gdyz:
a—b—c¢, =la—b—a,+ by =

=la—a)—b—b) | <la—a, + b—>by| <2

20. Granica iloczynu ciagéw. lloczyn dwu cia-
gow zbieinych jest ciagiem zbieinym, a jego granica
réwna sie iloczynowi granic tych ciagdw.
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Przyklad: Niechaj ciag {a.} begdzie ciagiem

5 1 . oL 3 .
{1 ——;}, ciag {bn| ciagiem {m , clag {ca]

ciagiem {a,.b,}. Wowczas:

cn=a,,.bn=(1——1—) .3L—,1‘:

n 5n—1
__fl_l 3n—1 :§£27—4n+1
n  5n—1 5n2—n ’

poniewaz lim a, =1, Iim b, = %, wiee lim ¢, =

n—x n—yp» n—pm
_ 3 3
st

Dowo6d: Niechaj ciag {a,} ma granice a, ciag
| bn} granicg b. Wyrazy ciagu {c, |, ktéry jest ich ilo-

czynem, 53: Cp = dn . bp. Mamy udowodnié, ze:
Iim ¢, = a.b. i
n—y-x
Poniewaz fim a, = a, za$ lim b, = b, wiec
n—3y n—yo»

wziawszy dowolng liczbe dodatnia ¢ <<'1 (por. uwage
str. 22), znajdziemy odcinki Ay i By, ktére przyblizaja
odpowiednio a i b z bledem mniejszym niz & Niechaj
R bedzie liczba calkowita, wieksza réwnoczednie od
N i k. Odcinki Ag i Bg, jako zawarte odpowiednio
w An i B, tez przyblizaja odpowiednio a i b z ble-
dem mniejszym niz & Zbadajmy, z jakim bledem od-
cinek Cr przybliza a.b. Kazdy wyraz ¢, odcinka Cr
jest réwny a, . b,, gdzie a, i b, naleig do Az wzgled-
nie Br. Poniewaz

la—anl < ¢ 16— b,| <& wieckladac

an—a = &, bn— 56 = @, mamy :
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an b,—ab|=|(a+ap) (b~ ) —a.b|=|0nb—fn a— i<
| @nb|+| fua|t10n fa|=|an—a||b|F|ba—b]|a|+|an—
— a||by—bl< & (la|+|b|+ &) <e(|a]|+|b|+1).
A wige:
|anbn—ab|<e(la| +|b]+1).

Cdybysmy wigc chcieli, zeby odcinek Cr przybli-
zal a.b z bledem mniejszym niz pewna dowolna liczba
n > 0, wystarczyloby wzia¢ na poczatku takie ¢ > 0, by

e(lal+1b]+1) <7 czyli

_n
S <Ta[F[6[+1'
A wiec wzigwszy sobie dowolng liczbe 7> 0, znalezé
mozemy taki odcinek Cg, ze wszystkie jego wy-
razy, przyblizaja a.b z bledem mniejszym niz 7, t. zn.
lim ¢, = ab.
n—yp
Uwaga: Twierdzenie powyzsze mozemy tak na-
pisaé: Jezeli {an} i {bn) sa ciagami zbieznemi, to
lim (an bn) =lim an - lim by,
n—Jy- o n—-p-m n—ypn
Przyklad: Ciag

{Qn_-l)(3n—2)1:{2n—1\ f&ﬂl_{g_l}.{g_’%}

nt n J n B n

jest zbiezny i ma granicg 6.

21. Granica iloczynu ciagu przez liczbe. Jezeli
la,| jest ciagiem zbieinym do granicy a, za§ m fest
dowolng liczba, to ciag {m. a.| jest zbieiny do gra-
nicy m. a, czyli

lim (m. a,) = m. lim a..
n-—yp-o n—yo

Dowéd otrzymamy z poprzedniego twierdzenia,
kladac b,=m (n=1, 2, 3, ...)
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Przyklad: Jezeli cigg {a.] jest zbiezny do gra-
nicy g, to ciag | — an! ma granicg -g.

22. Granica ilorazu ciagéw. lloraz dwu ciagdw
zbieznych ma granicg réwng ilorazowi granic, pod wa-
runkiem, Ze wszystkie wyrazy 1 granica ciagu, przez
ktory dzielimy, sg roéine od zera.

Np. niechaj bedzie:

_ 1 _3n+1
an =1+ n’ bn 5+ 1
~ Qn _ 5n+6n+1
Cn bn 3nz+n
Poniewaz:
a=lim a, = 1, b=lz'mb,1==§
n—p o n—px 5
. ] 3 5
wiec: n_li;nmc,,=1:§=§

Dowéd: Postepujac podobnie jak w dowodzie
o granicy iloczynu, otrzymujemy odcinki Az i Bg, przy-
przyblizajace a i b z bledem mniejszym niz . Przyj-

mijmy przytem, ze &< % |bl. (Por. uwage str. 22)

Zbadajmy teraz, z jakim bledem odcinek Cr przybliza %.

Dajac literom @, i ¢, znaczenie takie jak w dowodzie
twierdzenia o iloczynie, mamy:

an _ @) _|b&n—afy) _|b] [@n]t al |l
1bn b1 b+ BT b [bF Gl
Poniewaz: el < 1—%61, wiec:

2
b b gz bl e > 18— 18],
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zatem: |b + Bn| > Q\b
Na mocy powyzszej nierdwnosci moZemy napisac :
@ __a| bl *|a],
bn 1
sl

Gdybysmy wige chcieli, zeby odcinek Ci przy-
blizal % z bledem mniejszym, niz pewna dowolna liczba

n > 0, wystarczyloby wziagé na poczatku takie
£ >0, by

1) e <218
NOESFRS
,1_ ‘ b i 2
2
Tnnemi stowy wystarcza wzigé ¢ dodatnie, mniejsze
1
\ y o b
Od hczb § lb‘ 1 m

A wiec wzigwszy sobie dowolng liczbe %> 0, znalezé
mozZemy taki odcinek Cg, ze wszystkie jego wyrazy

rzyblizaj z bledem mniejszym niz %, t. zn., ie
przy 14 b y

. a
lim ¢, = +
n—yw b

: Uwaga: Twierdzenie powyisze napisaé mozemy
-w sposéb nastepujacy:
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. lim a,
lim a, . 5o

TR by lim by
n— o

(przy wymienionych zalozeniach).

Zadania:
3n? +18

ind +1

[

.1
v J ma granicg I

1. Wykazaé, ze ciag { } ma granice zero.

2. Wykazaé, ze ciag

2+2( 7n — 1 )}
3. Wykazaé, ze c14g17 T T3

. 5
ma granicg =.

4. Wykazaé, ze jezeli ciagi {a,}, {bn] maja te
sama granicg, to ciag |a, — b, ma granice zero.

* Kryterja zbieznosci.

23. Zbieino&é ciagéw menotenicznych i ogra-
niczonych. Zapytajmy sig teraz, w jaki sposéb moina
stwierdzié, czy dany ciag {a.| jest zbiezny. Otéz juz
poprzednio wypowmdznehsmy twierdzenie nastepujace :
Kazdy ciag ograniczony i monotoniczny jest
zbiezny. :

Dowéd tego twierdzenia pomijamy jako trud-
niejszy.

Zauwazmy jednak, ze jest ono bardzo oczywiste.
Np. ciag pol 2" bokéw umiarowych wpisanych w kolo
jest rosnacy, ograniczony (bo wszystkie lezg np. w kwa-
dracie na kole opisanym) i, jak juz to bylo intuicyjnie
jasne dla Archimedesa, ma jako granicg pole kola.
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Nie kazdy jednak ciag zbiezny jest monotoniczny.
Np. ciag {1 -+ :n—l)——} nie jest monotoniczny, a jak

latwo widzieé, ma granice 1.

24. Warunek Cauchy’ego. Powiadamy, ze ciag
{an} spelnia warunek Cauchy’ego, jezeli istnieje prawo,
przypisujace kaidej liczbie dodatniej ¢ odcinek, kté-
rego dwa jakiekolwiek wyrazy réinig sie od siebie
o mniej niz &
' Twierdzenie: Kazdy cigg zbiezny spelnia wa-
runek Cauchy’ego (t. j. warunek Cauchy’ego jest dla
zbieznosci konieczny).

Przyklad: Ciag {n—_t—l—}, ktéry, jak wiemy

(str. 19) jest zbiezny do granicy 1, spelnia warunek
Cauchye’go. Mamy bowiem:

| an—an | = n _ m |_ |n—m]| <n-l-m=
nooom ntl m+1l (p+1)y(m+1) S nm
i 1 1
=14+ L
n m

Jezeli wiee m>N, n> N, to

|an—am!<%.
Dla N>;2, m> N, n> N jest wiec:
lan — am| < &

Dowéd: Niechaj lim a, = a. Jezeli 1 jest do-
n—y»

wolng liczbg dodatnia, to istnieje odcinek Ay, ktéry

Rachunek rézniczkowy I. 3
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przybliza a z bledem mniejszym niz 7. Niechaj a, ia,
beda wyrazami odcinka Ay. Zatem

lan —a| <7
lap —a| <n.
Poniewaz :
lan — a| =|am——a+a—a,,j\<]a,,.- a|+{a—a,l,
wiec:
| am — a,| < 21

Jezeli teraz ¢ bedzie dowolng liczba dodatnia, to
biorac n = %, widzimy, ze dwa dowolne wyrazy a, i a,

odcinka Ay réinig sie od siebie o mniej niz 29 = e.
Ciag nasz spelnia wigc warunek Cauchy’ego.

Mozna réwniez udowodni¢ twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie. Kazdy ciag, spelniajacy warunek
Cauchy'ego, jest zbiezny (t. j. warunek Cauchy’ego jest
dla zbieznosci dostateczny).

Zbierajac oba ostatnie twierdzenia, mozemy po-
wiedziec:

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym dla zbiez-
nosci ciagu jest to, by cigg spelnial warunek Cau-
chy’ego. ;

25. Ograniczonosé ciagéw zbieinych. Jezeli {a,!
jest ciagiem zbieznym do granicy g, to wszystkie wyrazy,
od pewnego poczawszy, spelniaja nieréwnosé |a, - g|< 1,
czyli —1<a,—g< +1,lubg - 1<a,<<g+1. Ztej
nierdwnosci, oraz z uwagi na to, ze pozostatych wy-
razéw jest tylko liczba skonczona, wynika, ze ciag {an !
jest ograniczony.

Udowodnilismy wiec

Twierdzenie: Kazdy cigg zbiezny jest ogra-
niczony.
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: Odwrdcenie tego twierdzenia jest falszywe, jak
wida¢ na przykladzie ciagu {(— 1)*}, ograniczonego
i rozbieznego. '

26. Zbieino$¢ ciagu, zawartego miedzy dwoma
innemi. Jezeli mamy dane trzy ciagi {a.}, {b.!, {ca!
spelniajace nastepujace warunki:

1) lim ap=1lim b, =g
n—yp o n—< o
2) an < cn < by (dla n=1,2,3,..),
to ciag [cn} jest zbiezny i Iim c, = g.
n—y o

Dowéd: Niechaj & bedzie dowolng liczba do-
datnia. Istniejg takie odcinki Ay i By, ktore przybli-
zajg g z bledem mniejszym niz &. Wykazemy, ze i od-
cinek Cy przybliza g z bledem mniejszym niz & Jezeli
bowiem c, nalezy do odcinka Cy, wéwczas na mocy
zalozenia

an < cn < bll)
wiec:
g.—bn<g*cn<g—an,

ale wyrazy a, wzglednie bn naleza do odcinka Ay
wzglednie By, wiec:

—e& < g bn
g 7 ap < &,
Stad otrzymamy nieréwnosé:
—e<{g—c.<¢
czyli: x
g — cn| <e.

Wige kazdy wyraz odcinka Cy przybliza g z bledem
mniejszym niz & Poniewaz ¢ bylo liczbg dowolnie
obrana, wiec lim cn =g

n—yx

3#
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Przyktad. Niech
1 1 : 1
c"=\/n2-1-- 1 + ynt + 2 T ynt + n
Mamy wtedy

1 1
Pymtn SO SmT
a poniewaz
ynt +n < n + 1, vnr+1 > n,

wiec tem bardziej:

n <Len < n

n+1 7
n

&=
i
Uy

Kladac a, = p b, =1, mamy, jak wiadomo,

Iim a,= 1 lim b, = 1.
n—p o n—y» o
Stad lim ¢, = 1.
n—= o
Zadania:

1. Wykazaé, ze jezeli ciag {an| ma granice g, to

ciag |a,?| ma granice gt

. Wykazaé, ze jezeli ciag |a,| ma granice g, to
ciag {5a,°+ 18a, — 1| ma granice (5g% + 18g — 1).

Uogdlnié to.

3. Wykazaé, ze ciag | E (n\2) | jest rosnacy i ogra-

niczony.
4. Wykazaé, ze ciag {aa}, okreslony w sposéb
nastepujacy:
n1 + an_
=0 a=1, a, = o1 T An-2 (n>2),

2
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a wiec ciag:

an— o= o CI" (=2, 3,9

. . .2 . .
a wiec jest zbiezny do granicy 3" (Dowéd przez in-

dukc]c;)
5. Wykazaé, ze ciag

{ao nt+ a, n¥7t+ - --+ak,,1n+ak}=
bo nk+b1 n”_l +"'+bk_1n+bk

Ia0+a1—:l—+---+ak_1n +ak——|

lb° + b, % Ao b1

4 b
nk——-l nk

jest zbiezny do granicy % przy zalozeniach:
Yo

b, + 0, bonk+b1nk_1+'-'+bk:i:0
dla wszystkich n.
6. Wykazaé, ze jezeli ciag { } (bn > 0) jest

monoton \ g ag b1+b2+"-bn i
monotoniezny.
+E(2x)+ -+
7. Wykazaé, ze ciag {E(x) E( lei E(nx)}

. x
ma granicg .
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8. Niech

a = \/?, any1 = yx + ap (x> 0),
a wic:

a=vVx+yx,a = \x+Vx+yx it d.

Wykazaé, ze ciag {an| jest rosnacy i ze a,<x+ 1
(przez indukeie). Ciag |{a,} jest wigc zbieiny.
9. Opierajac si¢ na wynikach zadania 8 i na
wzorze : :

a’y +1 =X + ag,

wykazad, Ze oznaczajgc przez g granice ciagu { a, }, mamy:

g2=x+g,

g= —;- + V% + x.

10. Wykazaé, ze kazdy ciag, zawierajacy nieskon-
czenie wiele zer i jedynek, jest rozbieiny.

11. Wykazaé, ze ciag, ktérego wszystkie wyrazy
sa liczbami calkowitemi, jest wtedy i tylko wtedy zbiezny,
jezeli wszystkie wyrazy, od pewnego poczawszy, maja
te samg wartosé.

12, Wykazaé, ze granica g ciagu zbieznego { a, |,
ktérego wyrazy spelniajg nieréwnosc:

A<an\<Br

spelnia ta sama nier6wno$é.

a stad

.Obliczenie pewnych granic. Liczba e.

27. Wyznaczenie niektérych granic. Udowodnimy
teraz dwa twierdzenia, z ktérych w dalszym ciggu be-
dziemy korzystad.
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Twierdzenie: Oznaczajac przez {2,} dowolny
ciag liczb naturalnych rozbieiny do + o, mamy:

10 lim A* = + w» dla 4A>1

e = , A=1
an_"i

20, [im JA=1 dla A>0

n—y-

Dowéd:

1°. Istotnie, jezeli A > 1, to na podstawie znanej
nieréwnosci (wstgp 3) jest

A™ > 1 + a4, (A—1).

Oznaczmy przez M dowolng liczbe dodatnia.
Poniewaz ciag {e,} jest rozbiezny do + oo, wiec
istnieje w nim wyraz ay, od ktérego poczawszy jest

a,,>%%, czyli 1+, (A—1)>M. Dla n>N

mamy zatem A*" > M, czyli, wobec dowolnosci M,

im A" =+ w0,
n—y

Jezeli A =1, to A* = 1 przy kazdem n, a wiec

i lim A% = 1; podobnie, jezeli 4 =0, to A** = 0
n—y o

(n=1,2,..), a wigci.lim A% = 0.

n—y o
Wreszcie, jezeli 0<<A <1, to% > 1, zatem
gigm(%)“" = + . Poniewaz A% = ﬁ;"_’ wige
A
z uwagi na podane twierdzenie (str. 14) otrzymujemy

Iim A% = (.
n—w
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29, Zalézmy najpierw, ze A > 1. Wéwczas réwniez
Gn

%n
VA >1.Kladac wiee v A =1+ &, (¢, >0), mamy

A=A+ &)**>1+ a,&, (por. wstgp 3), a wiec

0<Le, K —— . Poniewaz lim an = + o , zatem
A—1" N

lim A—1_ . - .

> g 0 (por. str. 14). Ciag {&,! jest wiec

A —

n
zera. Stad na podstawie znanego twierdzenia (str. 35)

zawarty miedzy ciggami {0}, { 1} zbieznemi do

%n
wynika, ze lim & =0; a wiec lim VA =1,
n—» o n—yp o
Jeieli 1 i on T

it m L = -

O<A<l,toA>1,zaltemn__>m\/‘4 1. Po
1
on an“T

niewaz (A = VZ’ wigc réwniez i w tym wypadku

- an 1
mamy: lim A = ————— = 1.

n—po lim “{/% B

n—y-w
UdowodniliSmy wigc w zupelnosci nasze twier-
dzenie. .
Twierdzenie: Przy dowolnie obranem x jest
n—»o pl
Dowéd: Niech x bedzie dowolna liczbg. Obierz-
my liczbe naturalng k, spelniajaca nieréwnosé |x| < k.

Oznaczajac przez 9 liczbe l—z—l, mamy :
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x|

Er1ShEra s
a wiec przy n > k
|x_" T I . S £
NI =S R =o ) n S
< o= S5 o

Poniewaz 0 < ¢ < 1, wigc 9" zmierza do zera, gdy

n rosnie nieograniczenie (por. twierdzenie poprzednie),
’(]

. X . T
zatem i — zmierza do zera, czyli
n!
. 13
lim X _g
n—» pnl )

28. Liczba e = 2°71828... W matematyce wyi-
szej ma wielkie znaczenie pewna szczegélna liczba,
ktéra oznacza sie¢ symbolem e. Liczbe te mozna zde-
finjowaé jako granice ciggu | a.}, ktérego n-ty wyraz
jest okreslony wzorem:

a, = (1 + %) ,
to znaczy:

e = lim (1 + l) .
n-—yom n

Zeby definicje te usprawiedliwi¢, trzeba wykazaé,
7e ciag, okreslony w powyiszy sposéb, jest ciagiem
zbieznym. Wykazemy to, udowadniajac, ze ciag ten
jest monotoniczny i ograniczony.

Dowéd: Na mocy wzoru Newtona na potege
dwumianu otrzymujemy :



(1+—)"=1+l.i+_—.-+
1 n

+n(n—1)(n——2) 1
1. 2 3. ' n

+ri(n—'1)(n;2)...2.1 1
1. 2. 3. -..n " nar°

Biorac pod uwage np. czwarty wyraz powyiszego rozwi-
nigcia, mozemy go przedstawié w postaci nastepujace;j:

Postepujac w ten sposéb ze wszystkiemi wyrazami po-
czawszy od trzeciego, otrzymujemy wzér:

1\~ 1(1—%)
(1+;) =141+ 5 +

fi-1)(1-2)

+ 1. 2. 3.
L)
1. 2. 3. ceeun’
Po.dobnie postepujac, otrzymamy réwniez wzdér naste-
pujacy: 1
11— )

L

(1+ ! )"+1—1+1+—*
+1 B L. 2

1 2 )
1_n+1)(1_n+1

+ 2. 3.

+ ..

n
1
1
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1 2 1
1(1_n+1)(1—n+1)' TTh+1
1. 2. 3. ... (nt1)

Zauwazmy teraz, ze licznik kazdego ulamka, wystepu-
jacego w powyiszych rozwinigciach, jest mniejszym o
jednosci, gdyz jest iloczynem liczb mniejszych od jed-
nosci. O mianownikach zauwaimy rzecz nastepujaca:
1. 2=21
1.2.3>1.2.2=22
1.2.3.4>1.2.2.2=28

-+

1.2.3. 4. ---n>1.2.2.2. ... .2=22"1
Wobec tego:
1\» 1 1 1 1

Stosujac formule na sume postepu geometrycznego,
(por. wstep 4), otrzymujemy:

1”(%)’1 1

(1+%)"<1+_—<1+—

wiec
(1 + l)" <3
- n

Udowodnilismy wiec, ze ciag jest ograniczony.
Wykazemy teraz, ze ciag jest monotoniczny.
Zauwazmy przedewszystkiem, Ze w rozwinigciu

(1 N %) wystgpuje n + 1 wyrazéw, w rozwinigciu
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1 n+1
(1 + ——~—) wystepuje n + 2 wyrazéw, a wiec

n+1
o jeden wyraz wigcej. Latwo widzieé, ze:
1—%<1—n’}‘1
1—%—<1_n-f2-1
1_%<1—_ni1

i t. d. — ogélnie:

1—f ook
n

Wobec tego:

(=202 < () 2)

n
(=2 (=2) (1=2) <
n n n
vl (=) (=23
< (1 n+1 1 n+1 1 n+1
i t. d. Widzimy wiec, Ze wyrazy rozwiniecia pierwszego,
poczawszy od wyrazu trzeciego, s mniejsze od odpo-
wiednich wyrazéw rozwiniecia drugiego i ze ponadto
w rozwinigciu drugiem jest o jeden wyraz wiecej. A wiec:

(1+1)n ( N 1 )n+1
n <\ n+1

. 13", . . . .
Ciag ( 1+ ;) lest wigc monotonicznym i ograniczo-

nym, a zatem posiada granice.
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Udowodnimy teraz twierdzenie nastepujgce:
Twierdzenie: Jezeli w ciagu {r,] wszystkie
liczby sa do modulu wigksze od 1 i jezeli lim |r,| =

= + oo, wéwczas: n—po»
. 1 \r,
lim (1 + —J"=e
n—3o 'n

Dowod: Zaléimy narazie, ze liczby ciagu r. sa
liczbami calkowitemi, dodatniemi. Majgc dowolng liczbe
¢ > 0, mozemy znalezé takie N, aby dla kazdego n > N
(n liczba naturalna) zachodzila nier6waosé:

([RET

Poniewaz wedle zalozenia liczby r, sg liczbami natu-
ralnemi spelniajacemi warunek Iim r, = + o, zatem
n—y o

mozemy twierdzié, ze poczawszy od pewnego wyrazu
wszystkie r, sa wieksze od NV, ze wigc dla tych liczb
.. 1V ... . C e s
wyrazenie {1 + o) romi sig od e o mniej niz &.
n

Poniewaz ¢ jest dowolng liczbg dodatnia, wiec

< &,

i ()= 0

PrzejdZmy teraz do wypadku ogélnego. Oznaczmy
przez @, najwigksza z liczb naturalnych, spelniajacych
nieréwnosé:

e, < I T'n ] -1)

Zauwazmy teraz, ze jezeli r, jest liczba dodatnig wigksza

!y Jasna jest rzecza, ze lim op = 0.
n—y o

-



46

od 2 (liczb 7, co do modulu niewickszych od dwéch
jest tylko skoficzona ilos¢, gdyz lim | r, | = ), a wiec
jezeli ¢, > 1, to: n—>o

1 1 1

G —17 r, 7 @y + 1’

stad :
1

1+

>/1+rl>1+—~—
wiec:

1 xn—1 ( l)rn ( 1 )an
' — >|1+ — — .
e L (] S

Wykazemy teraz, ze formula powyisza jest wazna
i w wypadku, gdy 7. jest ujemne, co do modulu
wicksze od dwéch. W wypadku tym

R R

a poniewaz:

’rn‘ _ilrn’—l‘{"l_ 1
ral—1 Jra]—1 ~l+|r,.{—1’
wiec:
1\ _ 1 [ a
(1+7") _(1+r1_1) o

Zauwazmy teraz ze:
an<i’n’<an+1,
wiqc: an_‘1<[rni‘—1<an’

: 1 1 1 1
czyli: a,,—‘l—%“irn}'—l >a; @ F1
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o 1 1 1

A wigc otrzymujemy wkoncu:

a1
(1 +_—_1_)a + > (1 +__1_)|r,,|>
trn|—1
1 )“n

R S
> (1 a, +1
Stad, opierajac si¢ na wzorze (3), otrzymujemy nie-
réwnosé (2), ktéra jest wigc waing dla wszystkich r,
co do modulu wigkszych od dwéch. Poniewas pozo-
stalych wyrazéw r, jest tylko skofczona liczba, wiec
mozZemy je przy rozwazaniu granicy pominaé.

Obliczymy teraz granice wyrazen:

n-+1 n
(1+ 1—)“ * i,(1+_3—)“

a, — 1 a, +1
Mamy: L e
(1) =
o, —1
_ ] % — 1 ( 1 )2
=1+ ) A

Zauwazmy, ze na mocy (1) i poniewaz @, sa liczbami
naturalnemi rozbieznemi do + 0, mamy:

n—1
lim (1+ 1 )“ =e.

n— o &y — 1
O drugim czynniku wiemy, ze:
1 2 1 2
lim (1+——-) = | tim (1+ —)] =1,
n—3y 0 Qp — 1 n—yoo ey — 1
a wiec; )
. 1 on + .
Jdm (1o @
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Podobnie postgpujac, otrzymujemy:

lim (1+ 1 )“":
n—yo an+1
n+1
o (P T
a, +1 1+_}_
a, +1
n—+1
= lim (1+a {f-l)a + . — 1 1 =e.1;
n—y o n . L
,lﬁzm(l—*—an-i—l)
. . 1 @n
wige: ) nil_l;lm(l + En—'}‘—l) = e (5)

Zatem na mocy (2), (4), (5) i tw. str. (35)

lim (1 + l)r" = e.
n-—y o Tn



ROZDZIAL 1L

Funkcje jednej zmiennej.

1. Przyklady funkecyj. Pojecie funkcji. Do po-
jecia funkcji mozemy dojsé, badajac stosunki zacho-
dzace pomiedzy rozmaitemi wielkosciami. Zdarzyé sig
moze, ze dwie wielkosci, przy pewnych warunkach, sg
tak ze soba zwiazane, iz kaidej wartosci pierwszej
wielkosci odpowiada $cisle okreslona wartos¢ drugiej
wielkosci. Jezeli taki fakt ma miejsce, to powiadamy,
ze wielko$é druga jest funkcjg wielkosci pierwszej.

Przyklady: :

1. Cena cukru w pewnem mieScie i w pewnym
okresie czasu jest okreslona przez podanie ilosci cukru,
t. j. jego cigzaru. A wiec cena cukru jest funkcja cie-
zaru cukru.

9. Cena biletu kolejowego IIL kL. jest funkcja dlu-
gosci drogi, na jaka ten bilet zostal wystawiony, gdyz
bilety, wystawione na réwne drogi, majg réwne ceny.

3. Badajac ruch jakiego$ ciala, zauwazymy, ze
‘droga przebyta od chwili, w ktérej zaczeliSmy ruch
obserwowad, jest funkcja czasu, jaki od tej chwili uplynal,
np.: Droga przebyta przez pociag od chwili ruszenia
jest funkcja czasu, ktéry od tej chwili uplynal.

4, Doswiadczenie uczy, ze ta sama masa gazu

Rachunek réiniczkowy L. 4
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w stale] temperaturze ma w réwnych objetosciach
réwne preznosci, wige: Preznosé tej samej masy gazu
w stalej temperaturze jest funkcja jego objetosci.

5. Poniewaz w kazdym momencie dnia tempera-
tura jest okreslona, wiec mozemy powiedzieé, ze tem-
peratura jest funkejg czasu.

6. Doswiadczenie uczy, ze dany pret metalowy
ma w kazdej temperaturze okreslong dlugosé, wiec
dlugo$é uwazanego preta jest funkcja jego temperatury.

7. Dwa kola o réwnych promieniach majg réwne
powierzchnie, wigc powierzchnia kola jest funkcja jego
promienia.

2. Oznaczenia. Jezeli wielko§é Y jest funkcjg
wielkosci X, to wielkos¢ X nazywamy zmienna nieza-
lezna, wielkos¢ Y zmienng zalezna. Zaleiznoéé funkcyjna
znaczy¢ bedziemy symbolem :

Y=F(X)
Piszemy réwniez B = F'(A), jezeli B oznacza nam te
szczegolng wartos¢ wielkosci Y, ktéra odpowiada w po-
wyzszej zaleznosci funkcyjnej pewnej szczegélnej war-
tosci A wielkoSci X. (Zamiast litery F uzywamy nieraz

liter £, @, ¥, i t. p.).

3. Scisla definicja pojecia funkcji. Mozemy po-
jecie funkcji zdefinjowaé jeszcze w inny sposéb, abstra-
hujac od pojecia wielkosci. Mianowicie: Jezeli dane
jest prawo, na mocy ktérego kazdej liczbie pewnego
zbioru Z liczb odpowiada jedna i tylko jedna liczba
rzeczywista, wowczas powiadamy, ze w zbiorze Z okre-
Slona jest funkcja!). Podobnie, jak poprzednio, odpo-
wiednio$¢ te znaczyé bedziemy symbolem

y = f(x)

!} Dokladnie méwige, funkcja jednej zmiennej w' odréznieniu
od funkeyj wielu zmiennych, o ktorych bedzie mowa pézniej.
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gdzie x jest znakiem dowolnej liczby zbioru Z, zas$ gy
znakiem liczby przyporzadkowanej liczbie x. Jezeli x, jest
‘pewng szczegdlng liczbg zbioru Z, to symbol f(x,) ozna-
cza¢ nam bedzie liczbe jej przyporzadkowana.
Zbiorem Z jest zazwycza] jaki§ przedzial (a, ).

4. Réine rodzaje okresdienia funkeyj. Zastanéwmy
sie¢ teraz, w jaki spos6b moze byé podana funkcja.
Wedle poprzedniej definicji trzeba, by kazdej war-
tosci x danego zbioru Z odpowiadala scisle okredlona
liczba y. Zachodzi to w szczegdlnosci wtedy, gdy to
podporzadkowanie jest okreslone pewnym wzorem, np.

g=x+2x+ 3, dla 0{x 1.

Istnieja jednak okreslenia funkcy], podpadajace
‘réwniez pod powyzsza definicig, przy ktérych nie poda-
jemy wzoru. Jezeli np. kazdej liczbie wymiernej prze-
dziatu (0, 1) podporzadkujemy liczbe 0, kazdej liczbie
niewymiernej liczbe 1, to przez to okreSlamy w zupel-
noSci pewng funkcje w tym przedziale, jakkolwiek nie
podajemy wzoru.

Zbi6r Z nazywamy obszarem zmiennosci zmiennej x.

W dalszym ciagu bedziemy czesto okreslaé funkcje
- wzorem, nie podajgc przytem wyraznie obszaru zmien-
noSci. Przyimujemy milczaco w takich wypadkach, ze
obszar zmiennosci jest zbiorem tych wszystkich liczb x,

dla ktérych podany wzér ma sens. Np. dla f(x) = %,
do zbioru Z nalezy kazde x 5= 0.

5. Sposoby przedstawiania funkcyj. Tablice.
W praktyce jest potrzebne przedstawienie funkeji, po-
zwalajace w latwy sposdb znajdowaé wartoéé y odpo-
wiadajaca danemu x. Do tego celu sluza: 1° Tablice,
20 Wykresy.
4*
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Tablice wartosci funkeji otrzymujemy, piszac obok
wartoéci zmiennej x odpowiednie wartosci zmiennej y.
Tablica zawiera oczywiscie zawsze skonczong liczbg
wartosci x i odpowiednich wartosci y, przyczem zwykle
wartosci zmiennej x tworza postep arytmetyczny.

Np. tablicg funkeji y = x? + 2 x + 3 jest

| x[0|01 |02 |03 |04 |05 |06 |07 [08 |09 |1
|y |3] 321 344 369|396 425 4:56| 489, 5.24| 561/ 6

Innym przykladem jest tablica, podajaca cisnienie
barometryczne w pewnym dniu, w odstepach np. go-
dzinnych.

 Tablica okre$la nam funkcje tylko w pewnym
zbiorze czeSciowym zbioru Z, zawierajacym skonczong
liczbe wartosci.

Np. funkcja g =x2+ 2x + 3 jest okreslona w calym
przedziale (01), a w tablicy podalismy tylko 11 wartosci.
Cisnienie barometryczne w kazdej chwili posiada pewna
warto$é, tablica podaje tylko wartosci co godzing i t. p.

Funkcje wystepujagce w praktyce majg te wlasci-
wo5¢, ze malym zmianom zmiennej x odpowiadaja w przy-
blizeniu do nich proporcjonalne, male zmiany zmiennej y.
Jezeli wigc odstepy zmiennej x z tablicy sa dostatecznie
male, to z tablicy widaé ogélny przebieg funkcji tez
dla wartosci posrednich, a nawet mozna z duzg do-
kladnodcia obliczaé¢ wartodei funkeji dla wartosci po-
érednich (interpolacja). :

Tablice funkcyj powstaja badz w ten sposéb, ze
z danego wzoru oblicza sig¢ wartosci zmiennej (tablice
matematyczne), badz tei otrzymuje sig¢ wartosci zmien-
nej ¥ zapomoca pomiaréw fizykalnych, chemicznych
i t. p. (tablice empiryczne).

_ Do pierwszej kategorji nalezg tablice logarytmiczne,
trygonometryczne i t. p., do drugiej — tablice prgz-
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‘noéci pary wodnej nasyconej w réznych temperaturach,
tablice podajace temperaturg wrzenia wody w zalez-
nosci od cidnienia i t. p. - :

Nalezy zreszta zauwazyé, ze tablice, zar6wno ma-
tematyczne jak empiryczne, podajg wartosci funkciji
tylko z pewnem przyblizeniem zaleznem od tego, do
jakiego celu ma sluzyé tablica, a przy tablicach empi-
rycznych jeszcze od tego, jaka dokladnod$é mozna bylo
osiggnagé w pomiarach.

6. Wykresy. Drugim sposobera przedstawienia
funkcji jest wykres. Niech OXY bedzie dowolnym
ukladem wspélrzednych. Wykresem funkeji y = f(x) na-
zywamy zbiér wszystkich punktéw o wsp6lrzednych
(x, f(x)). Wiec np. wykresem funkcji linjowej y = 2x +3
jest linja prosta, wykresem funkcji y = x* — para-
bola i t. p.

Wykres wykonujemy badZ zapomoca specjalnych
przyrzadéw (linjal, cyrkiel, elipsograf i t. p.), badz tez,
najczesciej w sposob nastepujacy:

Majac tablice wartosci funkcji, wyznaczamy odpo-
wiednie punkty w ukladzie O XY. W ten sposob dosta-
jemy tylko skoficzong liczbe punktéw wykresu. Jezeli
funkcja zmienia si¢ w sposob regularny (por. wyzej)
i jezeli punkty otrzymane leza dosc gesto, to juz z tego
niezupelnego wykresu widzimy przebieg. funkcji i la-
czac otrzymane punkty odrecznie, otrzymujemy linjg
krzywa, bedaca wykresem funkcii.

Z przyczyn podanych przy opisie tablic, do kts-
rych sig dolgczaja jeszcze: niedokladnosé przyrzadow
rysunkowych, fakt, ze kazda krzywa narysowana ma
pewna grubosé, i t. p. wynika, ze i wykres nie jest zu-
petnie doktadnym obrazem funkecji.

Uwaga: Przy kresleniu wykresu obiera si¢ na-
ogdl ze wzgledéw  praktycznych réine jednostki na

osiach O X, OY.
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Przyktad: Niech f(x) = x* —x + 1. Aby wy-
kona¢ wykres dla — 1'6 < x <{ 1'6, obliczamy tablice
np. w odstepach 0'2. Otrzymujemy ponizsza tablice
z dokladnoscia na jedno miejsce “dziesictne (dalsze
miejsca dla wykresu w tych rozmiarach sa obojetne).

x y by
— 16| — 15
—14 | —03 /
—12 + 09 y.,’-:d
—10{ +10
—08 | 413 .
—06 | 1-14 oo
—04 413
—02 | +12 ; g
00 | +10
+02 | +08 :
—_tgg :i’: gg R TR T -
+08 | +07
+10 | 410 i -
+12 | 15
+14 | +23
Tie|l1zs Rys. 2.

Zadania: Wykonaé tablice i wykresy nastepu-
jacych funkcyi:

l.y=2x4+3

2.y =y\1—x? 0<xK1

3,y=% dla x40 [y=1, dla x = 0]

4 y=x2—1 12
y=x*—1 0 <x<1

5.y = x5 —1<xK1

6. y=\x 0<Cx<10

7. Funkeje ograniczome. Funkeje monotoniczne.
Funkcje y = f(x) okreslona w zbiorze Z nazywamy ogra-
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niczona, jezeli istnieje liczba M > 0 taka, Ze

/| <M

dla wszystkich x zbioru Z.

Funkcje y = f(x) okrelona w przedziale (a, )
nazywamy :
rosnaca, gdy nieréwnosé: x; < x,, pociaga f(x1) < f(xz)

malejaca, ” » » f(x1)> f(x).
niemalejacy , » » s J(a)<[f(x3)
nierosnaca » s S >f(x)

dla kazdej pary liczb xi, x; (x;<x,), nalezacych do
przedzialu (a, b). -

Kazda taks funkcje nazywamy funkcja monoto-
niczna. Funkcie rosnace i malejace nazywamy scisle
monotonicznemi.

Funkcje, wystepujace w praktyce, sa badz mono-
toniczne w calym przedziale, w ktérym sa okreslone,
badz tez mozna podzielié ten przedzial na skonczona
liczbe przedzialéw takich, ze w kazdym z nich funkcja
jest monotoniczna.

Istnieja jednak funkcje niemonotoniczne w zadnym
przedziale.

Przyklady:

1. Funkcja y=x jest rosnaca w kazdym przedziale.

2. Funkcja y = cos x jest malejgca w przedziale

(05)

3. Funkcja y = E(x) jest niemalejagca w kaidym
przedziale.

4. Funkcja y = E(—i—) jest nierosnaca w prze-
dziale (0,1).

5. Funkcja y = x® jest malejagca w przedziale
(—1,0), rosnacag w przedziale (0,1).
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Granica funkcji.
Definicja i wlasnosci granic.

1. Definicja granicy funkcji. Przypuiémy, ze
mamy dang funkcje y = f(x), okreslona w otoczeniu ?)
pewnego punktu x, z wyjatkiem moze samego punktu x,;
nie czynimy wigc Zadnych hipotez co do tego, czy
uwazana funkcja jest okreslona w punkcie x, czy nie.

Powiadamy, ze g jest granica funkeii, gdy x zmierza
do x, jezeli dla kaidego ciagu {x,} zbieznego do x,
o wyrazach jednak réznych od x, odpowiedni
ciag {f(x»)} wartoSci funkcji zbiezny jest do g, t. zn.
ze, jezeli tylko Iim x, = x (xx F x)), woweczas

n—- 00
lim f(xn) =g.
n—©

Dla zaznaczenia, ze g jest granica funkcji, gdy x
dazy do x,, pisaé bedziemy: li_r;l =g

Przyktady:
1. Niechy=xcos% w przedziale (— 1, + 1)

!) Otoczeniem punktu x, nazywamy kaidy przedzial, zawie-
rajacy w swem wnetrzu punkt x,.
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z wyjatkiem punktu 0, w ktérym funkcji nie okreslamy.
Mamy tu: lim f(x) = 0. Istotnie, jezeli {xa} (x» = 0)
x—>»0 '
‘jest ciagiem zbieznym do zera, to

| fCea) | = [ xa]

Poniewaz lim x, = 0, wiec lim f(xa) = 0.
x,—>»0

< | xal. 1

1
coSs —
Xn

n —=p-

2. Niech y = cos }C—w tym samym zbiorze co po-
przednio. W tym wypadku nie istnieje granica w punkcie
zero. Kladgc bowiem x, = — otrzymujemy ciag zbiez-

ny do zera, odpowiedni za$ ciag {f(x.)} jest iden-

tyczny z rozbieznym ciagiem — 1, +1, — 1, R
2. Dzialania na granicach. Z definicji granicy

_funkcji i odpowiednich twierdzen z teorji granic ciggéw

wynikaja natychmiastowo twierdzenia nastgpujace:
Jezeli:

lim fi(x) =g, i lim f;(x) = g,
to: . x—P % X=X
' L lm @)+ fE]=aT e

2. lim [fi(x) . (D)= g . &
x —=» X,

3. jezeli m fest liczbg rzeczywists, to

lim [m £,(:)] = mg,
4. przy zalozeniu dodatkowem, ze g + 0
i f2(x) & 0,, otrzymujemy:
lim fi(x) =&
=Fxfilx) g
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Przyktad: Niech £ (x) = X cos %,fg(x)=x+1,

w przedziale (— 1, + 1) z wylagczeniem zera. Jak wiemy,
lim fi(x) = 0. Jezeli {x,} (x. & 0) jest ciagiem zbiez-
nym do zera, to ciag

()} = {1+ x}
jest zbiezny do granicy 1 + 0 = 1. A zatem

lim (xcos% + 1+x) =1

x — x;,
lim l ! ] -
x+x°[x cos — 1+ x) 0,
X COS —
lim — _x_ =
x—Px 1 4+ x ’

co latwo réwniez sprawdzié¢ bezposrednio.
Udowodnimy np. twierdzenie pierwsze. WeZmy
dowolny ciag {x.} (x» & x) zbiezny do x,. Poniewaz
lim fi(x) = g lim f;(x) = gs,
X =3 X, x —3 x,
wiec na mocy definicji granicy otrzymujemy
lim fi(x) = @&
n—Pp
lim f(xx) = g
n—p-x©

Stad na mocy odpowiedniego twierdzenia z teorji granic
ciggéw mamy:

im [AGe) + A )] =gt g
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Poniewaz cigg {x.} jest dowolny, byleby tylke spel-
nial warunki wyzej podane, wiec
ﬁz [A() T L] =g + g.
3. Warunek {atniemia granicy. Wainem jest

w zastosowaniach twierdzenie nastepujace:
Warunkiem konieez-

nym i wystarczajagcym na- by /
to, by liczba g byla gra- g% A
nicg funkcji y = f(x), gdy g A

x zmierza do x, jest to, g€ [

by istnialo prawo, ktére

kazdej liczbie ¢ > 0 przy-

porzadkowuje takie oto- .

czenie punktu x, w kté- ) %o

rem wartosci funkeji dla

wszystkich liczb tego oto- Rys. 3.

czenia (z wyjatkiem, byé

moze, samego xo) przyblizaja g z bledem mniejszym od e.
Inacze] méwiae, nato by lim f(x) = g, potrzeba

X —Pxo

i wystarcza, by wartoéciom x 3 x, dostatecznie malo

rézniacym si¢ od x, odpowiadaly wartoéci funkciji f(x)

dowolnie malo réine od g.

Twierdzenie to mozemy obrazowo przedstawié
nastepujaco:

Obierzmy dowolng liczbe ¢ > 0 i na osi y-éw
zaznaczmy odcinek o kofcach: g—e¢, g+ & Wy-
kreslmy z koficéw tego odcinka proste réwnolegle do
osi x-éw. Otrzymamy w ten sposéb pasek o szero-
kosci 2 s, Zbadajmy teraz, czy istnieje taki odcinek J
polozony na osi x-6w 1 zawierajacy x, w swojem wne-
trzu, by ta czesé krzywej, ktéra lezy nad odcinkiem d,
[z wyjatkiem byé moze punktu {x,, f(x;)))], znajdowala
si¢ calkowicie w pasku poprzednio wyznaczonym.
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Oté6z twierdzenie nasze powiada:

1. jezeli g jest granica, to dla kazdego >0
taki odcinek znajdziemy,

2. jezeli dla kazdego £>0, taki odcinek znaj-
dziemy, to g jest granica.

W wypadku przedstawionym rysunkiem 4, g nie
jest granicy, gdyz
-wzigwszy pasek taki,
jaki  zaznaczony jest
na rysunku, nie znaj-
dziemy odpowiedniego
odcinka d. Mimo to sa
paski, dla ktérych od-
powiedni odcinek ¢
istnieje,

Zanim przejdzie-

g+

&

0 my do dowodu tego
twierdzenia, pokazemy
Rys. 4. jego zastosowanie na
kilku przykladach.
1. lim 5x*— 7x+ 6) = 4.
x—>1

Dowéd: liczbie ¢>0 przyplszmy przedzml
(1—mn 1+mn), gdzie 1 jest réwne mniejszej z dwu

liczb: 1, 5

tegoz przedzialy, to

x=1+h
gdzie [ A | <. Wiec

[(x2—Tx+6)—4|=|[SA+A:—TQA+h)+6]—4|=
=|3h +5h2[= (| |34 54

poniewaz thl < n<1,

wiee ](5x2-7x+6)-—4| lAh|.8,

&. Jezeli teraz x jest dowolnym punktem
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poniewaz jednak [A| <7< -é— e,

wigce |5x2—7x+6) —4|<e

, Widzimy wigc, ze wartosci funkcji wewnatrz prze-
dzialu (1 — 7, 1+ 1) ro6znig si¢ od 4 o mniej niz &,
a wiec 4 jest granica funkcji, gdy x dazy do 1.

) ==>2 x2+ x— 6 5

Dowéd: liczbie &> 0 przypiszmy przedzial
(2 — 1, 2+ n), gdzie n jest mniejsza z dwu liczb 1, Se.
Jezeli teraz x &= 2 miesci si¢ w przedziale (2—7, 2+7),
to x =2+ h, gdzie 0<<| h | <7 Wobec tego:

1 @+A—3Q+hN+2 1

@Y= 5= "GgxT2+h-6 5
h+h 1 _1+h 1 _ 4h

5h+h* 5 5+h 5 25+5hA°

poniewaz |hl<1,
wieec 25-+5h>25—5|h[>25—5.1=20,

wiec

1 4|h| 4|h|
lf(2+h)"?]<125+5h|\< 20 ’

poniewaz za$ || <S¢, wige

4.5¢ _
20

&,

fe+n—3|<

A wiec —;— jest granica funkeji, gdy x dazy do 2.
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3. lim x® = 4,
x —32
Dowé d: weimy pod uwage przedzial o kraficach
(2—m, 2+, gdzie 1 jest pewng liczbg dodatnia,
zresztg dowolna. Jezeli x jest punktem przedzialu (2 —7,
2+ 1), to | x — 2| < 1. Wartosé funkcji naszej w punk-
cie x jest x®. Lecz

X*—=4=(x—2) (x+2),

tad
=4 I —4|=|x—2] |x+2]
wiec
|2 —4[<n {|x|+ ]2} <n{2+n+2),
czyli

lx2— 4| <4+ 7).

Nieréwnosé powyisza wazna jest dla wszystkich
7> 0. Dla wartosci dodatnick na 7, ale nie wiekszych
od 1, otrzymamy nieréwnosé nastgpujgca:

[x2— 4| <5

Nier6wnos$é powyisza wykazuje, 7e kazdej do-
datniej liczbie ¢ mozemy przypisaé przedzial (2 — 7,
2 + n) taki, ze jezeli x jest dowolnym punktem tego
przedzialu, to mamy:

[x2— 4| e
Wystarczy w tym celu obraé¢ za 7 mniejsza z liczb;
55 1.

Przystapimy teraz do dowodu naszego twier-
dzenia. Udowodnimy naprzéd, Ze warunek podany
jest warunkiem koniecznym. Poprowadzimy dowéd
nie wprost. Przyjmijmy wigc, e g jest granica,
a funkcja warunku podanego nie spetnia. Wobec tego
nie dla kazdego ¢>0, znajdziemy odpowiednie oto-
czenie. Obierzmy sobie wiec ¢ >0, dla ktérego takie
otoczenie nie istnieje; jakikolwiek zatem odcinek®d
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obierzemy, zawierajacy w swojem wngtrzu punkt xo,
to zawsze znajdziemy w nim taki punkt, § 5 x, Ze
wartoéé funkcji w tym punkcie rézni¢ si¢ bedzie od g
co najmniej o &, czyli, ze

| fE) —gl>e

Obierzmy sobie teraz dowolny ciag odcinkéw
8y, 0y,..., zawierajgcych w swojem wnetrzu X, takich
jednak, by ich dlugosci zmierzaly do zera. Oznaczmy
przez &, dowolny punkt odcinka d,, rézny od xo i spel-
niajacy nieréwnos$é '

| fEn) — gl > 1)

Na mocy tego, co$my poprzednio powiedzieli, punkt
taki w kazdym odcinku 0, istnieje. Poniewaz | &, — xo|
jest niewigksze od dlugosci odcinka d,, wige

[im (_En"—X()i:O,

. n—>ow
a wiege .
Iim & = xq.
n—Jw
Na mocy za§ nieréwnosci
\fE) —gl>e

ciag {f(5,)} nie zdaza do granicy g, co jest sprzecznem
z zalozeniem, ze funkcja ma granice g w miejscu x,.

A wiec wykazalismy, ze warunek jest koniecznym.

Wykazemy teraz dostateczno$é.

Zalozmy wigc, ze funkcja spelnia podany w twier-
dzeniu warunek. Niechaj {x.} bedzie dowolnym cig-
giem zbieznym do x,, przyczem X, F xo. Wykazemy,
ze lim f(x.) = g

n—-oo ! -

W tym celu obierzmy sobie dowolng liczbe &> 0.
Wedle zalozenia istnieje otoczenie punktu x, takie, ze
kazdy punkt § & x, tego otoczenia spelnia nierownosé

@) —gl<e V)
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Poniewaz lim x, = x,, wigc poczawszy od pewnego
n—pw

wyrazu (oznaczmy go przez x)) wszystkie nastepne

‘leza w obranem otoczeniu. A wiec kazdy wyraz x,
pozniejszy od x, spelnia nieréwno$é (2), t. zn.

[f(xn) — gl <e.

Poniewaz & obraliémy dowolnie, wiec
lim f(x,) = g,
n—=p 0

a wiec:

li = g,
' x.l_r;lef(X) g

4. Granica jednostronna. Powiadamy, ze g jest
granicg lewostronng funkcji, gdy x —> x,, jezeli dla
kazdego ciagu {x.} zbieinego do x, o wyrazach
“mniejszych od x, odpowiedni ciag {f(x,)} war-
todci funkeji zmierza do g, t. zn., ze jezeli tylko

lim x, = x, (x. < x),
n-—3»ow .
to
lim f(x,) = g.
n— o

Piszemy to w ten sposéb:

lim f(x) = g.
x—Ppx,—0 3
Podobnie okre$lamy granicg prawostronng i piszemy:
lim f(x) = g.
x—>x,+0
Przyklad. Niech f(x) = ‘7"| dla x % 0. W punk-

cie x = 0 funkcji nie okreslamy. Mamy oczywiicie dla
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x>0, f) = + 1, dla x<0, f(x) = — 1. Jezeli {x2}
jest ciagiem o wyrazach dodatnich, zbieznym do zera,
to f(x,) = + 1 przy kaidem n, a wigc

lim f(x,) = +1

n—p 0
Stad
lim f(x) =1
x—>»+0
Analogicznie:

lim f(x) = —1
x—=p—0
Funkcja ma wigc graniceg prawostronng + 1, lewo-
stronng — 1, natomiast granica Iim f(x) nie istnieje.
x—>0
Z definicji granicy latwo wynika, ze jezeli funkcja
ma granice, to istnieje granica lewostronna i prawo-
stronna i obie sa réwne granicy funkcji. Z istnienia
jednak granicy np. lewostronnej nie mozemy nic wnio-
skowaé o granicy funkcji, ani o granicy prawostronnej.

Przyktad. Niech f(x) = xcos% dla x < 0,

if(x)= cos—}—c— dla x > 0. Z poprzednio podanych

przykladéw wynika istnienie granicy lewostronnej
lim f(x) = 0 oraz nieistnienie granicy prawostronnej.
x —p—0

Nawet z réwnoczesnego istnienia granicy lewo-
i prawostronnej nie mozemy wnioskowac - o istnieniu
granicy (por. przedostatni przyklad), latwo mozna jednak
wykazaé, ze jezeli istnieja granice lewostronna i prawo-
stronna i sa sobie réwne, to istnieje tez granica funkcji
i jest rowna ich wspélnej wartosci.

Przy odpowiednich zmianach twierdzen, odnosza-
cych sie do granicy, otrzymamy twierdzenia, odnoszace
sie do granicy lewostronnej wzglednie prawostronnej.

Rachunek rézniczkowy L 5
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Np. jezeli:
lim fi(x) = g1, lim f,(x) = g
x—px,—0 x —px,—0
to

lim [fi(x) + ()] =g + g, it p.
x = x5~ 0

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym nato,
by liczba g byla granica lewostronna funkcji g = f(x),
gdy x zmierza do xo, jest to, by istnialo prawo, przy-
pisujace kazdej liczbie ¢ > 0 przedzial, ktérego prawym
koficem jest x;, taki, ze wartoéé funkcji w dowolnym
punkcie tego przedzialu réinym od x, przybliza. g
z bledem mniejszym niz 2 Podobne twierdzenia od-
nosza sig¢ do granic prawostronnych.

5. Granice niewlasciwe. Powiadamy, ze funkcja
dazy do + 0, gdy x —» x, jezeli dla kazdego ciggu
{x.} zbieinego do x, o wyrazach réznych od x,
odpowiedni ciag {f(x.)] wartosci funkcii jest rozbiezny
do + o, t. zn. ze, jezeli tylko

Iim x, = x; (xx F x,),
n-—p-0n
wéwczas

lim f(xp) = +
n—3

Na oznaczenie powyisze]j granicy uzywaé bedziemy
symbolu
lim f(x) = +
X — x,
Podobnie definjujemy granice — oo, ktérej symbolem jest

i = —
) _l;n%f (x)
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Mozna udowodnié nastepujace twierdzenia, opie-
rajgc sig na odpowiednich twierdzeniach z teorji granic.
Wezeli:

1. lim i(x) =a, [limfi(x) =+ o,

X X —P X,

x —

to lim [fi(x) + A(9)] = + o
X — X,
2. limfilx) =a, Imfx)=+ o,
x — X, X — x,

x>0 fo ()
3. Iim fi(x) = a>0, IT f(x) =0, f2(x)>0
X —x, x> X

w otoczeniu punktu x,, to

tim fi(x) _ +

e fo )
4. m >0, lim f(x) = + o,
X — Xo .

[oo]

to
im [mf(x)] = + ©
X — X,

5. Warunkiem koniecznym i dostatecznym nato,

by funkcja y = f(x) zmierzala do + o, gdy x zmierza

0 Xo, jest to, by istnialo prawo, ktére kazdej liczbie

M > 0 przypisuje otoczenie punktu x, takie, ze war-

tos¢ funkeji w kazdym punkcie tego otoczenia réznym
od xo jest wieksza od M.

Zupelnie podobnie, jak poprzednio, okresla sie
pojecie granicy nieskoniczone| lewostronnej i prawo-
stronnej. '

Przypuscimy, Ze mamy dang funkcije y = f(x),
okreslong dla wszystkich wartosci na x wigkszych od
pewnej liczby a.

5*
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Powiadamy, ze funkcja dazy do granicy g, gdy
x zmierza do + o, jezeli dla kazdego ciagu { x.} roz-
bieznego do + o, odpowiedni ciag {f(x,)} wartosci
funkcji zbiega do g, t. zn. ze jezeli tylko
lim x, = + o,
n—=pow
to lim f(x,) =g
n—p-o
Piszemy to w sposéb nastepujacy :
lim f(x) =g
— +»

Latwo podaé definicje nastepujacych symboli:
lim f(x) = g
X —p — 0 .
lim f(x) = + o
x—>» +o
lim f(x) = —
x—9 -+
“lim f(x) = + o
x —p—>
lim f(x) = — o
X ==y — 0

Podobnie jak poprzednio mozna wypowiedzieé
nastepujace twierdzenie:

Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym nato,
by liczba g byla granica funkcji gdy x zmierza do
=+ oo, jest to, by istnialo prawo, ktére kazdej liczbie
& > 0 przypisuje liczbe M > 0 taka, ze dla wszystkich
liczb wiekszych od M odpowiednie wartosci funkeji
przyblizajg g z bledem mniejszym od e.

waga. Jezeli mamy
lim f(x) = lim f(x) = g,
x—P | X —yp —
to piszemy krétko

Iim f(x) = g.
X — -0
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6. Twierdzenie. Jezeli funkcja f(x) posiada dla
‘x dazacego do x, dodatnia granice g, albo jezeli
lim f(x) = + o, to istnieje taka liczba « > 0, ze

w kazdym punkcie x = xo pewnego otoczenia punktu x,
jest f(x) > a>0.

[stotnie dla wartosci x dostatecznie bliskich x
mamy, w pierwszym wypadku nieré6wnos¢ .

— g
1@~ g1 <4,

—5<f0 -

a wiec:

cZYll f(x) > %_ =g > 0’

w drugim za$ wypadku, obierajac dowolng liczbg M >0,
mamy nier6wnosc

fE)>M=a>0

Podobne twierdzenie zachodzi dla g ujemnego

lub lim f(x) = — o, oraz dla granic jednostronnych.
x —P Xq

7. Obliczenie niektérych granic.

A) Ilimad=1 - (@a>0)
h—30
li L)’=

B) r__’;"_,m(l + r e

. - - sinh
C) hl_n;losmh =0, hliiocosh = 1, hl—";o’h_ =1
A) Przyjmujemy najpierw, ze a>1. Niech A,
bedzie ciagiem spelniajacym warunki:

lim ha=0, h,&=0 1)
n—y-w
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Pol6zmy:

“"‘“‘E(l‘ﬁl,n)l’

@, jest wiec liczbg calkowita, nieujemna, spelniajacq
nier6wnosc:

0 < gy <t 1 @
Z warunku (1) i nieréwnosci (2) wynka, Ze
lim a,= + o 3
n—yw

Liczby @, sa wiec od pewnego n poczawszy dodatnie.
W dalszym ciggu przyjmujemy stale, ze o, > 0, co jest
dozwolone, bo przytem pomijamy tylko skonczong
liczbe wyrazow.

Jezeli A, > 0, to wedlug (2) i zalozenia a >> 1, jest

1
ahn < aan’
a poniewaz oczywiscie
1
—r<1<dm,
on
wiec zachodzi nieréwnosé:
L <ahn<amn 4)
T SsaTsa (
a*n

Ta nieréwno$é zachodzi réwniez dla h, <0, mamy
bowiem wtedy (— k.) > 0, zatem na mocy (4):

1) Por. str. 8.
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a®n
czyli: \
1 1 o
- n
}_ < ah" < a”,
a*"

co po przejéciu do odwrotnosci daje znowu nieréw-
nos¢ (4).

1
Poniewaz jak wiadomo (str. 39) lim a*® = 1, za-
n—-yow
.1 1 L L .

tem lim — = ——— = 1, wig¢ z nieréwnosci 4
n—y»on > findl
a*" lim a*"

n—=p

na podstawie znanego twierdzenia (str. 35) wynika, ze

lim o =1

n—p o

b

a stad:
lim a® =1
h—30

Udowodnilismy wiec, ze, jezeli a >> 1, to:

lim a" =1
h—30

Jezeli teraz 0 < a <1, to % > 1, zatem

lim (l)h =1

h—>»0 a
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Ale ah = ﬁ
a
wiec limah = — 1 _4
h—>0 lim (l)h
E—>0\ ¢

Tem samem ukonczylismy dowéd relacji A).
B) Poprzednio wykazalismy (str. 45), ze jezeli
{r} jest ciagiem spelniajacym warunki:

rk 0, Lim |r,) = + oo,
n—p-o

to ciag {(1 + rl)r"} jest zbiezny do pewnej granicy,
ktora oznaczyliSmy przez e. W szczegélnosci dla

mE0 i Iimr=+ow®

n—<p o
mamy Zawsze. .
lim (1 -+ _]__)r" = e,

n—=po T

czyli w my$l definicji granicy funkeji

lim 1 )r =
e ( 1+ ; e
C) Wykreslmy kolo o promie-
niu OB=11 obierzmy dowolna $red-
nice £B. Niechaj Prosta BD bedzie
styczng do kola w punkcie B. Jezeli te-
raz BC=h, bedzie dowolnym tukiem,
to oznaczajac przez A rzut punktu C-
na OB, za$ przez D punkt przeciecia
prostej OC z wyzej wspomniang
styczng, otrzymamy na mocy defi-
nicji funkcyj trygonometrycznych :
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AC = |sinh |
OA = [cosh |
BD = | tgh|

Jezeli — % <h< % , to, jak latwo z rysunku

odczytad,

| sinh | <|A| , 1
| cosh | >1—|sinh| (2)

Pierwsza nier6wnos¢ otrzymujemy z uwagi, ze luk BC
jest wiekszy niz cieciwa BC, a ta znéw jest wieksza
niz AC. Drugg nieréwnosé odezytujemy z trojkata OCA,
opierajagc sie na twierdzeniu, Zze bok trojkata jest
wigkszy od roznicy dwu pozostalych.

Z nieréwnosci pierwgzej latwo odczytujemy, ze

lim sinh =0
h—30

Z nieréwnosci (2) i z uwagi, ze cos h <1, otrzy-
mujemy
lim cosh =1
h—30
Z figury otrzymujemy nastepujgca nieréwnosé:

Pole OAC < pole wycinka OBC < pole OBD,

wige:

1 . 1 1
—Q—cosh|sznh|<~—2—|lz]<?|tglz[
stad, z uwagi, ze
sinh _ |sin h|

R TR
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gdyz: — % <h< —725 , otrzymujemy :

A 1
RS ik S ok
a wiec:
1 sin h
cos h = h > cos h,
a poniewaz
: = « Iim 1 _
hﬁzocosh 1 i e 1,
wiec:
lim Sinh _ 1
h—»0 h
Zadania. Wykazaé ze:
1. Ml 1
2. lim q%in* = a>0
x—>0
1
lim i)x = lim ( i)xQJX =
3, x_+m(1 + x_w[ L+
L - k
5, lim 1—cosx _ jpm 1—cos’x _
Tox—>o0 x *x=>0 x (1 + cos x)
lim sinx _ lim sinx _ _
6. ,am, x +1, 30 Ty 1
7.  lim sinx nie istnieje

X =P CO
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11.
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lim (1 — _l_)x =1
n—po x e

, lim *x*—1 _ 5 (podzielié licznik i mia-
x—>1 x4 —1 4 nownik przez (x—1)

Iim x* +8x—1_ 0

x—>o x3 — 1000 x

1 1
lim 2x_1=+oo, lim 2x—1=0

x—3»1+0

)



ROZDZIAL V.
Ciaglosé funkcji.

1. Definicja. Niechaj funkcja y = f(x) bedzie
okreslona w otoczeniu punktu x;. Powiadamy, ze funkcja
jest ciagla dla x = x, jezeli lim f(x) = f(x).

X — x,

Inaczej méwigc: Funkcja f(x) okreslona w oto-

czeniu punktu x, jest w tym punkcie ciagia, jezeli

lim [, + h) = f(x).

Podobnie, jak grarice lewostronng i prawostronna,
okreslamy ciaglosé lewostronng i prawostronna. Miano-
wicie : Funkcja f(x) okreslona w punkcie x, oraz w pew-
nym przedziale, kitérego prawym koficem jest xo, jest
lewostronnie ciagla w punkcie xo, jezeli /im f(x) = f(xo),

X —P x,

czyli lim f(x, + h) = f(x;). Analogicznie okresla sie
h—3—0 e

ciaglosé prawostronna.

Uwaga. Przy pojeciu granicy bylo rzecza obo-
jgtna, czy funkcja jest okredlona dla x = x,, czy nie.
Zeby jednak funkcja byla ciagla w punkcie x,, ko-
niecznem jest, by byla w tym punkcie okreslona.

Jak latwo widzieé, funkcja f(x), ciagla w punk-



77

cie xo, jest w nim rowniez lewo- i prawostronnie ciagla
i naodwrét.

Przyklady:

1. Funkcja y = x? jest ciagla dla wszystkich war-
tosci zmiennej x, gdyz lz'_r»n x2 = x2,.

2. y =3x? — 2x + 3 jest rébwniez zawsze ciagla.

3. y = E(x) jest zawsze ciagla z wyjatkiem war-
tosci catkowitych zmiennej x, dla ktérych jest tylko
prawostronnie ciagla.

4, Funkeja: y = sin—lx— dla x40

y=20 dla x =0
jest funkcja nieciagla w punkcie x = 0, gdyz biorac
2

ciag { x.}, gdzie x, = , otrzymamy ciag od-

@2n+1)n
powiednich wartoéci funkeji w postaci — 1,1, — 1, 1...

Powiadamy, ze funkcja f(x), okreslona w prze-
dziale zamknietym (a, &), jest w tym przedziale ciagla,
jezeli jest ciggla w kazdym punkcie wewnetrznym tego
przedzialu i jezeli jest prawostronnie ciggla w punkcie a,
za$ lewostronnie ciggla w punkcie b.

[lekroé méwimy o funkcji ciggle], nie podajac
blizszego okreslenia, mamy zawsze na my$li funkcje
ciagla w pewnym przedziale zamknietym.

2. Warunek konieczny i dostateczny dla cia-
gloéci funkeji. Opierajac si¢ na odpowiednich twier-
dzeniach z teorji granic, mozemy wyglosié nastepujace:

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i wy-
starczajacym nato, by funkcja okreslona w otoczeniu
punktu x, byla ciagta w tym punkcie, jest to, by war-
toSciom x, dostatecznie malo réznigcym sie od x,, od-
powiadaly wartosci funkcji dowolnie malo sig¢ rézniace
od f(x,), t. j. innemi slowy, by do kazdej liczby ¢ > 0
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znaleZé mozna bylo takie otoczenie punktu x, aby
wartosci funkcji w dowolnym punkcie tego otoczenia
réznily sie od wartodci funkeji dla x = x, o mniej niz &.
Podobne twierdzenie zachodzi dla ciaglosci prawo-
stronnej i lewostronnej.

3. Interpretacja geometryczna. Pojgcie ciaglosci
mozemy zilustrowaé podobnie jak pojecie granicy.

Chcac zbadaé, czy funkcja jest ciagla w punk-

cie xo, obieramy dowolna liczbe & > 0 1 kreslimy dwie

, proste réwnolegte do osi x,

jedng w wysckosei f(x)+¢,

PRYA druga w wysokosci £(x,) —e.

e Otrzymamy w ten sposéb

" '~ pasek o szerokosci 2. Ba-

damy teraz, czy znajdziemy

x  taki odcinek J polozony na

osi x-6w, a zawierajacy x,

Rys. 6. w swojem wnetrzu, by

czg$¢ krzywe] odpowiada-

jgca odcinkowi d lezala calkowicie w powyzej wspom-
nianym pasku.

Oté6z jezeli funkcja jest ciagla, odcinek taki
zawsze znajdziemy i naodwrét: jezeli odcinek taki
zawsze znajdziemy przy dowolnym obiorze liczby & > 0,
to funkeja jest ciagla w punkcie x,.

4. Dzialania na funkcjach ciaglych. Z definicji

ciaglosci i odpowiednich twierdzen z teorji granic
latwo otrzymujemy nastepujace:
' wierdzenie: Suma, réznica, iloczyn dwu
funkcyj ciaglych w pewnym punkcie jest funkcja réw-
niez ciagla w tym punkcie; iloraz jest ciaglym wowczas,
gdy funkcja, przez ktérg dzielimy, jest w otoczeniu
tego punktu réing od zera.
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Przyklady:

1. Poniewaz funkcja y = x jest funkcja wszedzie

ciagla, wiec funkcje: x*=x.x, ¥*=x.x.x, ... x"
(n — liczba naturalna) sa funkcjami ciggtemi.
‘ 2. Funkcja a x* (n — liczba naturalna, a — liczba
rzeczywista) jest funkcja wszedzie ciagla, gdyz moze
byé uwazang za iloczyn funkcji x* i funkcji stalej przy-
bierajacej warto$é a, oczywiscie ciagle;.

3. Wielomian ay + ey x + @z x2 + ... a,x" jest
funkcja wszedzie ciagla.

4. 7 twierdzenia (str. 68) wynika natychmiast:

Twierdzenie: Jezeli funkcja f(x) jest ciagla
w punkcie x, i jezeli f(x,) > 0, to isinieje taka liczba
>0, ze w pewnem otoczeniu punktu x, jest
f(x) >ea>0.

Analogiczhe twierdzenie zachodzi dla f(x) <0
oraz dla funkcyj jednostronnie ciaglych.

5. Funkcja wymierna, t. j. funkcja réwna ilora-
zowi dwu wielomianéw, jest ciagla we wszystkich
punktach, w ktérych jest okreslona.

Jednostajna ciaglosé.

6. Definicja. Powiadamy, Ze funkcja f(x) okre-
slona w przedziale (a, b) jest jednostajnie ciaglta w tym
przedziale, jezeli obrawszy sobie dowolng liczbe & > 0,
mozemy podzielié przedzial (a, ) na skonczong liczbe
odcinkéw w ten sposob, ze wartoéci funkeji w dwu
dowolnych punktach tego samego odcinka réznia sig
od siebie o mniej niz e.

7. Interpretacja geometryczna. Definicjg tg mo-
zemy uzmyslgwié sobie geometrycznie w sposéb na-
stegpujacy :
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Chcac przekonaé sig, czy funkcja jest jednostajnie

ciagla, obieramy sobie dowolna liczbg ¢ > 0 i badamy,

czy uda nam sie prze-

Y dzial (a, b) podzieli¢

na skoficzong liczbe

odcinkow dy, Js, ds...

¢ w ten sposéb, by

kazda czesé krzywej,

odpowiadajgca ktére-

mukolwiek odcinko-

. wi, dala si¢ zamknaé

i i il X w prostokacie o wy-

sokoéci ¢, a o pod-

Rys. 7. stawie réwne] dhu-

goséci odpowiedniego

odcinka. Jezeli operacja ta uda si¢ nam dla kazdego
€ > 0, to funkcja jest jednostajnie ciagla.

i
I
i
b
i
i
i

8. Ciaglos¢ funkcyj jednostajnie ciaglyck.
Oznaczmy przez 7 dlugosé najmniejszego z odcinkéw
0y, 0y.... Jasna jest rzecza, ze jezeli dwa dowolne
punkty x, i x, roznig si¢ o mniej niz 7, to albo oba
leza w jednym z odcinkéw di, dy,... albo leza w od-
cinkach sasiednich.

W wypadku pierwszym wartosci funkeji w tych
punktach réznig sie od siebie o mniejniz &¢; w drugim
wypadku wartosci funkcji w tych punktach réinig sig
o mniej niz & od wartosci funkcji we wspélnym koncu
sasiednich odcinkéw, zawierajacych punkty x i x,
a wige: | f(xg) — fln) | < 2e.

obu wiec wypadkach mozemy powiedzieé, ze
wartosci funkcji w dwu punktach rézniacych sig¢ od
sicbie o mniej niz 7, réinig sie od siebie o mniej
niz 2e,

Zauwazmy dalej, ze jezeli x, jest dowolnym punk-
tem wewnetrznym przedzialu (a, 5), to istnieje od-

\
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cinek o dlugosci mniejszej od 7, zawierajagcy w swem
wnetrzu punkt x,. Lecz na mocy tego, coSmy wyzej
powiedzieli, wartosci funkcji w dowolnym punkcie tego
odcinka réinig si¢ od f(xy) o mniej niz 2 e Poniewaz
liczba 2¢ jest dowolng liczbg dodatnia (gdyz & jest
dowolna liczbg dodatnig), wiec funkcja jest ciagla
w punkcie x = x,.

Podobna uwage mozna wypowiedzieé dla liczb
a i b (o ile nalezg do przedzialu).

Udowodnilismy wiec nastepujace wazne

Twierdzenie: Funkcja jednostajnie ciagla
w przedziale (a, b) jest w kazdym punkcie wewnetrz-
nym tego przedzialu ciggla, a w punktach a, b ciggla
prawostronnie wzglednie lewostronnie, o ile te punkty
naleza do przedziatu.

Przyktlady:

1. Funkcja y = x? iest w przedziale (0, 1) jedno-
stajnie ciagla. Zeby to wykazaé, obierzmy dowolng
liczbe ¢ > 0 i wezmy pod uwage dwa dowolne punkty
przedzialu (0, 1): x i x + A. Warto$ci funkecji w tych
punktach sg odpowiednio: x? i (x +4)%. Mamy:

{(x+h)2—x2|=|2xh+h%|=|h|.|2x+h|=
Poniewaz 0 < x {1 i 0 x+ AL, wiec:
(¢ + R — x| < 2|A|

. . & .
obierajac | A | < 5 otrzymujemy

[(x + A)t — x| < e
Widzimy wiec, ze jezeli podzielimy przedzial (0, 1) na
skoriczong liczbe odcinkéw o dlugosci mniejszej niz — 2,
to wartosci fUl’lkC]l w dwu dowolnych punktach tego
samego odcinka rézni¢ sie beda o mniej niz e.

Rachunek rézniczkowy I. 6



82

Poniewaz ¢ jest dowolng liczbg dodatnia, wiec
funkcja jest jednostajnie ciagla w przedziale (0, 1).

_I_.
2. Funkcja y = 2x*1 jest jednostajnie ciagla
‘ 3x+1 ‘ g

w przedziale (0, 2).
Postepujac podobnie jak w przykladzie poprzednim,
otrzymujemy :

2(x+A)+1 2x+1]_ Al
ST R F1 3x+1 BGFAFIIBrF1]
Poniewaz: 0 {x + A <2, 0 x<2, wigc:
13(x+h) +1]2>1
13x+1|>1,
_ Fe+ B — £ | < | Al.
Jezeli wiee [A] <, to
[fx+h) = flx) | <e

Jezeli zatem podzielimy przedziat (0, 2) na odcinki
o dlugo$ci mniejszej niz ¢ to wartosci funkcji w dwu
dowolnych punktach tego samego odcinka réznié sie

stad

i%’ to wystarczy
odcinek (0, 2) podzielié na 21 réwnych czesci.

beda o mniej niz &. np. [Jezelinp. ¢ =

3. Funkeja y = cos - nie jest jednostajnie ciagla

w przedziale (0, 1).

Istotnie, w przeciwnym bowiem razie moznaby prze-
dzial (0, 1) podzieli¢ na skoficzona liczbe przedzialow
tak, by wartosci funkeji w dwu punktach tego samego
przedzialu réznily si¢ o mniej niz ¢ = 1. Moznaby bylo

. 1
nm ' (nt+)n
lezaly w pierwszym z tych przedzialéw. Lecz latwo widaé,

nastepnie obraé taka liczbg n, by punkty



83

-ze odpowiednie warto$ci funkcji w tych punktach réznilyby
sig 0 2 t. j. wiecej niz e=1. Przyjmujac wiec, ze funkcja
jest jednostajnie ciagla, doszliSmy do sprzecznosci.

Zadania. Wykazaé, Ze nastgpujgce funkcje sg
-jednostajnie ciggle.

1, g=x w przedziale (1, 2)

2. y=2x*—3x w przedziale (1, 3)
. x .

3. y= T+ w przedziale (0, 5)

9. Podamy teraz (bez dowodu) kilka podstawowych
twierdzen o funkcjach cigglych w przedziale zamknietym.

Twierdzenie. Funkcja ciagla w przedziale za-
mknigtym (a, &) jest w tym przedziale jednostajnie ciagla.

Twierdzenie. Funkcja ciagla w przedziale za-
mknietym (a, ) jest w tym przedziale ograniczona.

wierdzenie. Jezeli funkcja ciggla w przedziale

zamknietym (a, b) w jednym koncu tego przedzialu jest
dodatnia, w drugim ujemna, to istnieje wewnatrz prze-
dzialu (@, b) co najmniej jeden punkt, w ktérym funkcja
przybiera wartosé 0.

Przyktady:

1. Kazdy wielomian nieparzystego stopnia
f(xX) =ax®t1+ g x™ ... T agux+ azn+1 (aF0)
posiada przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty. Aby
to wykaza¢, napiszmy nasz wielomian w nastepujacy
sposéb:

a , a a a
f(x)=x2"+1(a0+—1+—2—+...+ﬁ+ 2"+1)
X x? x3n x2n+1

i zalézmy, ze np. ay > 0. Wyrazenie w nawiasie dla x
dazacego do + o lub — oo ma granice a,. Istnieje
wiec liczba M > 0 taka, ze dla | x | > M wyrazenie
w nawiasie jest dodatnie (por. str. 00). Stad wynika, ze
f(M + 1) > 0 natomiast f(— M — 1) <O0.
6*
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Poniewaz funkcja f(x) jest ciagla, wiec istnieje
. w przedziale (— M — 1, M + 1) co najmniej jeden punkt,
w ktorym f(x) = 0.

2. Réwnanie: x = cos x posiada w przedziale
(O, —725) przynajmniej jeden pierwiastek. Istotnie, funkeja
ciaglal): f(x) = x — cosx ma w punkcie x = 0 war-

. 7 7

tos¢ — 1 < 0, za§ w punkcie x = o wartosé o > 0.

Twierdzenie. Jezeli funkcja f(x) jest ciagla
w przedziale zamknigtym (a, b), to istnieje w tym prze-
dziale przynajmniej jeden punkt, w ktérym funkcja
przybiera wartos¢ najwieksza, i przynajmniej jeden punkt,
w ktérym funkcja przybiera warto$é najmniejsza.

Inaczej méwiac: W przedziale (a, b) istnieja dwa
punkty x;, x, takie, ze f(x) </f(x) < f(x;) dla kaz-
dego x nalezacego do (a, b

Twierdzenie. Funkcja ciagla w przedziale za-
mknietym (a, ) przybiera w tym przedziale wszystkie war-
toSci zawarte migdzy wartoscig najmniejsza i najwieksza.

Przyklady:

1. Funkcja y = sin x') przybiera w przedziale
(0, —g—) kazda wartosé¢ zawarta miedzy 0 a 1, co jest

geometrycznie oczywiste (patrz rys. 12).

2. Funkcja f(x) ciagla w przedziale (a, b) i przy-
bierajgca w réznych punktach przedzialu rézne wartosci,
jest w tym przedziale (Scisle) monotoniczna.

Istotnie, w przeciwnym razie istnialyby w prze-
dziale (a, b) liczby «, 8, ¥ (¢ < g < y) takie, ze liczba
F() nie lezalaby miedzy f(«) a f(¥). Niech np.
f() > f(e) > F(8). Wedle naszego twierdzenia istnieje
w przedziale (8, 7) punkt 4, w ktérym funkcja f(x)

1) Ciagloié funkeyi y = sin x, y== cos x niebawem wykaiemy.
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przybiera wartosé f(e). Przytem ¢ == ¢, bo « nie nalezy
do przedzialu (3, 7). Mamy wiec £($) = f(a) przy ¢ = @,
co jest sprzeczne z zalozeniem. A wigc funkcja f(x)
-jest monotoniczna.

Funkcje zlozone.

10. Definicja. Nieraz si¢ zdarza, ze mamy trzy
zmienne, x, y, u, tak ze sobg zwigzane, ze y jest
funkcja u, za$ u jest funkcia x, t. zn.

g = f(u) (¢ <u<h)

u=¢(x) (a<x<b)
Jezeli warto$ci przyjmowane przez funkcje ¢ (x)
sa zawarte w_przedziale (¢, §), to mozemy zmienna y
uwazaé za zalezna od zmiennej x, gdyz kazdej liczbie x
przedzialu (a, ) odpowiada pewna warto$é zmiennej u,
zawarta w przedziale (¢, f), tej ostatniej za$ odpowiada
pewna wartos¢ zmiennej y; ostatecznie kazdej wartosci
zmiennej x z przedzialu (a, 4) odpowiada pewna war-
tos¢ zmiennej y. W tym wypadku powiadamy, ze
zmienna y jest funkcja zlozona zmiennej x za posred-
nictwem zmiennej u. Oznaczamy funkcje te symbolem
f(p(x)), zalezno$¢ za$ funkcyijng napiszemy w postaci

g = f@x).
Przyktady:

y=u’ u=x*—3x
g=(*—3x?

11. Ciagloé¢ funkcji zlozonej. O funkcjach zlo-
zonych mozemy wyglosié nastepujace

Twierdzenie: Jezeli dla o« <u < g funkcja
y = f(u) jest funkcja ciagla, i jezeli dla a << x <4
funkcja u = @ (x) jest funkejg ciagly i spelniajaca nie-
réwnosé @ < ¢ (x) < 8, to funkecja zlozona y = f(g (x))
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jest ciagla dla wszystkich wartosci na x z przedzialu
a<x<b. .

Dow6d. Zeby twierdzenie powyzsze udowodnié,
zauwazmy, Ze jezeli ciag x, zdaza do pewnej wartodci x,
to odpowiedni ciag y. = f(¢(x.)) zdaza do f(p(x)).
Na mocy bowiem ciaglosci funkeji ¢ (x), ciag ¢ (x,)=u,
zdaza do u = ¢ (x). Na mocy za$ ciaglosci funkcji f(u)
ciag yn = f(un) zdaza do y = f(u) = f(9 (x)).

Funkcje odwrotne.

12. Definicja. Niech dana bedzie funkcja y=f{x)
ciagla i $cisle monotoniczna w przedziale (e, b). Po-
Y6imy fla) = o, f(b) = 8. Wobec ciaglosci funkeji
zmienna y przybiera wszystkie warto$ci zawarte miedzy
@ i B. Poniewaz nadto funkeja jest $cigle monotoniczna,
wige kazda warto$¢ zmiennej y z przedzialu (g, £) od-
powiada jednej i tylko jednej wartosci zmienne] x
z przedzialu (e, b). Wobec tego uwazaé mozemy
zmienna x za funkcjg zmiennej y. Oznaczajac te funkcje
symbolem ¢(y), mozemy napisaé:

x =g (y).
Funkcie x = ¢ (y) nazywamy funkcjg odwrotna
do y = f(x).

13. Interpretacja
P geometryczna. Obraz
geometryczny funkeji
¥y = 9 (x) otrzymamy
w sposéb nastepujacy:
bré6émy pla-
szczyzng x y, okolo
dwusiecznej kata

x(+x, +y),

wéwczas nowe polo-
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zenie obrazu funkeji y = f(x) bedzie obrazem funkeji
y=9.

14. Ciaglosé funkeji odwrotneJ

Twierdzenie. Funkcja odwrotna funkcp Scisle
monotonicznej i ciaglej jest $cisle monotoniczna i ciggla.

Dowéd. Przypusémy dla ustalenia mysli, ze
funkcja f(x) jest funkcjg rosnacg. Gdyby teraz funkcja
-odwrotna x = @ (y) nie byla Scisle rosnaca, to istnialyby
dwie pary odpowiednich wartosci (xi, y1) i (xs, ys),
spelniajace nastepujace nieréwnosci:

xl < Xg,
Y1 > Y2

to jednak jest sprzeczne z przypuszczeniem, ze funkcja
f(x) jest Scisle rosnaca. Podobnieby$my postepowali,
gdyby, funkcja f(x) byla $cisle malejgca.

Zeby teraz udowodnié ciaglosé funkcji x = @ (y)
dla dowolnego punktu g = yo (¢ < g, < @), postapimy
w sposéb nastepujacy : Niechaj ¢ bedzie dowolna liczbg
dodatnia. Polézmy: x, = ¢ (yo) 1 obierzmy dw1e do-
wolne liczby x; 1 x, takie, by

1. a< x; <xg<xgLbh
2. O<x2—‘x1<€.

Kladac teraz y: = f(x1), ys = f(xa), widzimy, ze dla
kazdego y, zawartego miedzy yi, a ys, odpow1edma
warto$¢ x zawarta ]est miedzy x;, a x;, a wiec rozni
sie od x, o mniej niz &. Funkcja x = ¢ (y) jest wiec
ciggla dla y = y,. Podobnie udowadniamy cigglosé dla

y=aiy=4a
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Ciaglosé i wykresy zasadniczych funkcyj.

15. Funkcja y = x.

1. n jest liczbg naturalna.

W wypadku tym wzér powyiszy okresla nam
funkcje dla wszystkich wartosci na x. Funkcja ta jest
ciagla dla wszystkich wartoici zmiennej x, gdyz, jak
to wynika z twierdzen o iloczynie ciagéw, jezeli

lim x. = x,
k—p
to
lim x% = x*
k—3
2. n =0, z warunkiem, ze dla x =0, y = 1.
Wzér y = x* okreéla nam wtedy funkcje, ktéra
dla wszystkich wartosci na x przyjmuje warto$é 1.
Funkcja ta jest wiec ciagla. '
3. n jest liczbg calkowits ujemng.
Kladac n = — r (r > 0), widzimy, ze funkcja nasza

przedstawia si¢ w postaci y = s i jako iloraz dwu

funkcyj wszedzie okrelonych i ciaglych: ¢ (x) = 1,
@2(x) = x" jest funkcja okreslona i ciagly wszedzie
z wyjatkiem x = Q,

4. n jest odwrotnosdcig liczby calkowitej.

Kladac n = %— (r liczba catkowita), mamy y= | x

(bierzemy pod uwage tylko pierwiastek nieujemny).
Funkcja jest dla wszystkich x > 0 okreslona; w wy-
padku, gdy r jest liczba nieparzysta, wzér powyziszy
okresla funkcje tez dla wszystkich x < 0. Dla x = 0
funkcja jest okreslona tylko w wypadku, gdy r jest
liczba dodatnia; funkecja przyjmuje wéwczas wartosé 0.

Ciaglos¢ udowodnimy w sposéb nastepujacy:
Gdy r jest liczba parzysta, dodatnia, wéwezas funkcja
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odwrotna x = y” jest Scisle rosngca i ciagla dla wszyst-
kich y >0, z tego za$ wynika, na mocy twierdzer
o funkcjach odwrotnych, ciaglosé funkeji y = {x dla
x> 0. Podobnie postepujemy w wypadku, gdy r jest
liczbg nieparzysta dodatnia. W wypadku tym funkcja
x = y" jest Scisle rosngca i ciagla dla wszystkich war-
tosci na y, a wiec funkcja y = V x jest rowniez ciagla
dla wszystkich wartosci na x. W wypadku, gdy r jest
catkowita liczbg ujemna, latwo wykazemy ciaglo$é dla
wszystkich x, dla ktérych y x istnieje, jeieli zauwa-

. S 1
Zymy, ze yXx = —/—.
VX

5. n jest liczba wymierna.

Kladac n= £ (p i1 calkowite), widzimy, ze
) q P q

funkcja jest okreslona dla wszystkich x > 0. Gdy n >0,
woéwczas funkcja jest rowniez okreslona dla x = 0,
mianowicie przyjmuje warto$¢ zero.

p

Funkcje y = x?9 mozemy uwazaé za zlozong
z funkceyj:

y=uw
1
u=—uxgq.

Poniewaz obie funkcie sa ciagle dla tych wartosci, dla
ktérych sg okreslone, wiec na mocy twierdzenia o funk-
p

cjach zlozonych, funkcja y = x9 jest réwniez ciagla
dla tych wartosei, dla ktérych jest okreslona.

6. n jest liczba niewymierna.

W wypadku tym funkcja jest okreslona dla wszyst-
kich x >0. Dla x =0 wzér y = x" ma sens tylko
przy n > 0; mamy wtedy y = 0.
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Funkcja jest ciagla dla wszystkich x, dla ktérych
jest wzorem y =" x" okreslona,

Istotnie, obierajac sobie liczbe a dodatnia, réina
od jednosci, poza tem dowolna, mamy dla x > 0:
y=a" " czyli y = a*, przyczem u'= n log, x.

Poniewaz, jak wykazemy w ust. 16 i 17, funkcja
a* jest ciagla dla kaidego u, za$ funkcja log, x jest
ciagla dla kaidego x>0, wiec na podstawie twier-
dzenia o ciaglosci funkeji zlozonej (str. 85), funkcja
y = x" jest ciggla dla kazdego x> 0.

Jezeli n >0, to mozemy udowodnié, ze funkcja
y = x™ jest ciagla prawostronnie w punkcie x =0,
t. . ze {in:_ox"= 0. W tym celu obieramy dowolna
liczbe wymierng r spelniajaca nieréwnosé 0 < r < n.
Dla 0 <x <1 mamy 0 < x* < . Funkcja x" jest, jak
wiemy, prawostronnie ciagla dla x =0, a wiec 15;71+.?(C)'=O.
Wobec ostatniej nieréwnosci, to samo odnosi sie do
funkcji y = x".

Zbierajac to wszystko, mozemy powiedzieé, ze
funkcja y = x" jest ciagla dla wszystkich wartosci na x,
dla ktérych jest okreslona.

Przyklady: Funkcje SV/x5, Vx*+8x— 9itp.
sy ciggle we wszystkich punktach, w ktérych sa okre-
slone. Ogodlnie, kazda potega wielomianu jest ciagla
we wszystkich punktach, w ktérych jest okreslona.

16. Funkcja y = a* a >0.

Ciaglosé funkeji y = a* udowodnimy bardzo latwo
w sposéb nastepujaey. Niechaj x, bedzie dowolna war-
todciag zmiennej x. Wedlug znanego twierdzenia jest:

lim a»** = lim (a%.a") = a* lim d".
h—30 h—30 h—0
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Lecz, jak udowodnili$my (str. 69): lim o* = 1, wige:
k=30

lim ao*h = a*.
h—%0
Wiec granica funkeji dla kazdej wartoéci na x istnieje
i réwna sie wartosci funkeji w punkcie x. Funkcja jest
wiec ciaggla, dla kazdej wartosci na x.

17. Funkcja y = logax. a >0, a + 1.

Funkcja okreslona jest tylko dla x > 0. Poniewaz
funkcja odwrotna x=a jest $ciSle monotoniczna i ciagla,
wiec (por. str. 87) funkcja y = log.x jest ciagla dla
wszystkich wartosci dodatnich na x.

18. Funkcje trygonometryczne.

y = sinx, y = cos x.

Niechaj x, bedzie pewng wartoscia zreszta do-
wolna zmiennej x. Wéwczas z uwagi na to, ze:

lim sinh =0, lim cosh=1 (por.str.69),
h—30 A0 :

mamy :
lim sin (xo +h) = lim [sin x, cos h +cos x, sin h] = sin xo
=30 h—30

lim cos (x, +h)=1Ilim [cos x, cos h—sin X, sin hl=cos x,.
730 h—30

Wiec funkcje: y=sinx, y=cos x s ciagle dla wszyst-
kich wartosci x.

y = tgx.

Poniewaz #gx = smx wiec funkcja jest okre-

cos x

$lona i ciagla dia wszystkich wartosci na x, dla ktérych
cos x & 0. Wartosciami wyjatkowemi sa wartosci:
3n 5n

T
x_ii’ i_é_’ i'2_) L
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og6lnie "x = + Q’%—it, gdzie n jest liczba na-
turalna.

y = clgx.

Poniewaz cfgx = cosx’ wigc funkcja jest okre-

sin x
Slona i ciggla dla wszystkich wartosci na x, dla kté-
rych sin x = 0. Wartosciami wyjatkowemi s3:

x=0,+na +2mx ...
ogélnie x =+ nm, gdzie n=20, 1, 2, ...
y = sec x.
Poniewaz see x = —1~, wigc funkcja jest okre-
cos x

Slona i ciagla dla wszystkich wartosci na x, dla kté-
rych cos x & 0.

y = cosec x.

Lo 1 . -
Poniewaz cosec x= , wige funkcja jest okre-
sin x

Slona i ciagla dla wszystkich wartosci na x, dla kté-
rych sin x = 0.

19. Funkcje cyklometryczne.

y = arc sin x.

Funkcja powyisza jest okreslona w przedziale
(—1, +1) w sposéb nast¢pujacy: arc sin x jest to

. T 7T s .

kat y zawarty w przedziale RET) , spetniajaey row-
nanie: x = siny. Latwo widaé, ze istnieje jeden tylko
kat spelniajacy powyzsze réwnanie. Widzimy wiec, ze
funkcja nasza, tak okreslona, jest funkcjg odwrotng
funkeji x = sin y, zakladajac, ze — 7—22 <Ly <L % Po-
niewaz w tym przedziale siny jest funkcja $cisle ro-
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snacg i ciagla, wiec funkcja y = arcsin x jest funkcja
ciagla i scisle rosnaca.

y = arc cos x.

Funkcje te okreslamy podobnie jak poprzednia
“dla —1 < x <1 w sposéb nastepujacy: arccos x jest
to kat y, zawarty w przedziale (0, 70), spelniajacy row-
nanie: x = cosy. Istnieje tylko jeden kat spelniajacy
powyzsze warunki. Funkcja y = arccos x jest wigc od-
wrotnoscia funkcji x=cos y przy zalozeniu, ze 0y <.
Poniewaz w tym przedziale cosy jest funkcja ciagla
i $ciéle malejaca, wiec funkcja y = arc ces x jest funkcja
ciagla 1 $cisle malejaca.

y = arc ig x.

Okreslamy funkcje te dla wszystkich wartosci na x
w sposob nastepujacy: arcitgx jest to kat y zawarty

) T .. , .

w przedziale | — 5 g ,spelniajacy réwnanie fg y = x.
Funkcja arctg x jest wige funkcja odwrotng funkcji x=4#g y
.. . i 7 . .
przy zalozeniu, Ze ~5 <y < 5 Poniewaz w tym

przedziale x = fgy jest funkcja Scisle rosnaca i ciagla,
wiec arc ig x jest funkcja $ciSle rosnaca i ciagla.

y = arccig x.
7 Okreslamy funkcje te dla wszystkich wartosci
na x w sposob-nastepujacy: arcctg x jest to kat y za-
warty w przedziale (0, ), spelniajacy réwnanie: ctg y=x.
Funkcja arccigx jest wiec funkcja odwrotng funkciji
x=ctgy, dla 0y < m Poniewaz w tym przedziale
ctgy jest funkcja $cisle malejacy i ciagla, wigc arccig x
jest Junkcja $cisle malejaca i ciagla.
y = arc sec x.
Okreslamy funkcje te dla wszystkich wartosci
na x, dla ktérych |x|>1, w sposéb nastepujacy:
arc sec x jest to kat y zawarty w przedziale (0, 7), spel-
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niajacy réwnanie x = secy. Wiec dla x> 1 funkcja
arc sec x jest funkcjg odwrotng funkeji x = secy, przy

zalozeniu, ze 0 {y < % Poniewaz w tym przedziale

funkcija x = sec y jest Sciéle rosngca i ciggla
e e 7T . . .

(z wyjatkiem y = 7), wiec funkcja arcsec x jest dla

x > 1 §ciéle rosnaca i ciagla.
Dla x < — 1 funkcja arcsecx jest funkch od-

wrotng funkcji x = sec y, przy zalozeniu, se o < <
Poniewaz w tym przedziale funkcja sec y jest Scisle
rosnaca i ciaggla (z wyjatkiem y = z , wiéc funkcja

2

arc sec x jest dla x <{— 1 funkcja Scisle rosnacy i ciagla.

y = arc cosec x.

Okreslamy funkcje te dla tych wartosci na x, dla

ktérych |x|>>1 w sposéb nastepujgcy: arc cosec x
7 7

jest to kat y zawarty w przedziale — 5 + —2—), spel-

niajgcy réwnanie cosecy = x. Wiec dla x > 1 funkcja

arc cosec x jest funkcjg odwrotna funkcji x = cosecy

jezeli zalozymy, ze 0 < y < Poniewaz w tym prze-

r
5
dziale funkc;a cosec gy jest §cisle malejaca 1 ciagla (z wy-
jatkiem y = 0), wiec funkc_]a y = arc cosec x jest funkcja
dla x > 1 Scifle malejgca 1 ciagla.

Dla x < — 1 funkcja arc cosec x jest funkcja od-

wrotng funkcji x = cosec y (—— —;— <y < 0) Poniewaz

w tym przednale funkcja cosec y jest funkeia scisle
malejgca i ciagly (z wyjatkiem y = 0), wigc funkcja
y = arccos x jest dla x < — 1 funkcjg cidle malejaca
1 ciagla.
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ROZDZIAL V.
Pochodna funkcji.

Definicja i znaczenie pochodnej.

1. Definicja pochodnej. Niechaj funkcja y = f(x)
bedzie okreslona w otoczeniu punktu x,. Wezmy
pod uwage punkt X, tego otoczenia, roéiny od xo.
Réznice x; — xo, ktéra znaczymy symbolem Ax, na-
zywaé bedziemy przyrostem zmiennej niezaleznej. Po-
dobnie odpowiednia réznicg yi — yo = f(x1) — f(x0)
oznaczaé bedziemy symbolem 4y i nazwiemy ja przy-
rostem zmiennej zaleznej. Zachodza wigc nastepujace
zwigzki:

x; =x, + dx

y1—yo+ Ay
yo—’rdy:f(xo-l—dx).

Poniewaz:

. Jo = f(xo)a
wiec:

) 4y = flxo+ 45 — f(x).
lloraz A4y _ fxo + 4 x) — f(x0)

Ax 4 x

nazywaé bedziemy ilorazem réznicowym.



104

[l + éx) f(xo) (przyimujac, ze xo
x

ma pewna stala warto$é), mozemy uwazaé za funkcie

przyrostu  x. Mozemy tez badaé, czy istnieje granica

tego wyrazenia, gdy 4 x dazy do zera.

Jezeli granica tego wyrazenia istnieje, gdy 4 x
dazy do zera, to nazywaé jg deZIemy pochodna
funkeji y= = f(x) wzgledem x w mle;scu Xo. Pochodng
oznacza¢ bgdziemy symbolem £ (%) lub y’x lub krétko y'.
Czesto uzywa sie rowniez dla oznaczenia pochodnej

Wyrazenie

symbolu g—‘z Symbol ten przypomina, ze pochodna jest
iea ile Ay
granica ilorazu —=.
A wige:
[t dx)—flx)) _ . dy_ —y=dy
Ax—-)o Ax Jx—)Od f(X) yx y dx

: Pochodnq okreslona w powyzszy sposob nazywamy
dokladniej pierwsza pochodng funkcji y = f(x), dla
odréznienia od pochodnych wyiszych rzedéw (o kté-
rych bedzie mowa pézniej).

Przyktlady:

1. y = x. Oznaczajac przez 4.x dowolny przyrost
zmiennej x, za§ przez 4y odpowiedni przyrost zmien-
nej y, mamy

y+tdy=x+ dx.

Stad
Ady = dx
Ay
dx - b
. ’ . dy
a wiec y', =1 =L =1,
Q y AJT.*O dx

A zatem pochodna funkcji y = x jest réwna jed-
nosci, przy kazdem x. '
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2. y = x* Obliczymy pochodna dla x = 2.
flx+ dx)= (x + 4x)3,
a wiec:
dy = (x+4x)?— x*=2xdx + (4 x)3,
stad ’

Ay _
T 2x + Ax.

Przechodzac do granicy, otrzymujemy:

lim ﬂ=2x-i— Iim 4x=2x.

Ax—>0 A x Ax—>0
A wigc dla x =2, gy, = 4.
2x+1 .
3. g= EPES obliczymy pochodng dla x=1.
_ 2(xt 4dx)+1
y+dy= 3(x+4dx)+71
a wiec:
o = 2t dx)+1  2x+1 _
Y7 3x+4x)+1  3x+1
_ 4 x
B&x+ax)+1]83x+17
stad
Ty _ —1
dx  [3(x+4dx)+1][3x+ 17
wiec

lim 4y = -1
Ax=>0 4 x Bx+ 1)’
zatem dla x = 1
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4. y =2+ 3 x — x% Obliczymy pochodna dla x=0.

f(0) =2
fO+ dx)=f(dx) =2+ 3dx — 4x3

wigc
dy = f(0 + dx) — f(0) =3 dx — 4x8,
stad
4y _
dx 3T 4x
a wiec
lim ﬂ]~3
dx—>0 Jx :

2. Pochodne jednostronme. Podobnie jak przy
pojeciu granicy, mozemy okreélié pochodna l?wostronnq
Sl + h) f(x)
R l_1>m wzgled-
lim f(x0+/1) f(x0)
h—3+0 :
W szczegolnoscn w punktach koncowych prze-
dziatu (a, b), w ktérym funkcja jest okreslona, mozemy
moéwié¢ tylko o pochodnej jednostronnej, t. . o prawo-
stronnej w punkcie a i o lewostronnej w punkcie b.
Podobne uwagi, jakie wypowiedzieliSmy o granicach
jednostronnych, moina wypowiedzieé o pochodnych
jednostronnych, w szczegélnosei z istnienia pochodnej
wynika istnienie obu pochodnych jednostronnych, zistnie-
nia i réwnosci pochodnych jednostronnych wynika istnie-
nie pochodnej.

i prawostronng jako

nie

3. Istnienie pochodnej, a ciaglo$é. Jasng jest

A . .
rzecza, ze nato, by stosunek d—‘l)]( mial granice, ko-
nieczng jest rzecza, zeby lim Ay = 0, czyli, zeby

Jx—>0
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funkcja byla ciagla w punkcie x;. Jednak, jak pézniej
pokazemy, ciaglo$¢ nie wystarcza do istnienia pochodne;.

4. Pochodna jako funkcja. Jezeli funkcja posiada
w kazdym punkcie przedzialu (a, b) pochodna [w kof-
cach przedzialu ewentualnie pochodne jednostronne],
woéwczas pochodng te uwaza¢ mozemy za nowa funkcje
zmiennej x. Funkcjg t¢ nazywaé bedziemy funkeja po-
chodng funkcji pierwotnej y = f(x). llekroé¢ méwimy,
ze funkcja f(x) posiada pochodna, bez blizszego okre-
Slenia przedzialy, to, przyjmujemy milczaco, ze pochodna
istnieje w kazdym punkcie przedzialu, w ktérym funkcja
f(x) jest okreslona (na koncach przedzialu tylko po-
chodna jednostronna).

5. Interpretacje pochodnej w geometrji i fizyce.
Majac dang krzywa y = f(x), latwo widzimy, ze iloraz
% réwna sie tangensowi kata @, jaki dodatni kierunek
siecznej, przechodzacej przez punkty 4 i B (odpowia-
dajace punktom x i x + Zx), tworzy z dodatnim kie-
runkiem osi x-6w'). Jeieli teraz przyrost 4 x bedzie
zmierzal do zera, to punkt B bedzie zmierzal do A4,
kat o bedzie zmierzal do kata o, jaki dodatni kierunek
stycznej tworzy z dodatnim kierunkiem osi x-6w, zas
tg a bedzie zmierzal do fg 0, a wigc:

[im ﬂ: 2
N> 0 Ty tg 02),

Mozemy wigc powiedzieé: Pochodna réwna sie
tangensowi kata, jaki dodatni kierunek stycznej w od-

) Przytem za dodatni kierunek siecznej uwazamy kierunek
od 4 do B, t. i ten kierunek, w ktérym x roénie.

?) Przytem znowm za dodatni kierunek stycznej uwazamy
ten kierunek, w ktérym x roénie.
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powiednim punkcie krzywe] tworzy z dodatnim kie-
runkiem osi x-6w.

Uwaga. Znajac wiec pochodng, mozemy latwo
wykresli¢ styczng do krzywej przedstawionej wykre-
sem. Latwo widaé, ze jesh y' =0, to fg o = 0,
a wiec styczna jest rownolegla do osi x-6w. Zauwazyé
trzeba, ze jednem z zagadnien, ktére doprowadzily do
pojecia pochodnej, bylo szukanie stycznych do krzywych.

ok tej geometrycznej interpretacji bardzo wiele
przykladow do zilustrowania pochodnej znajdujemy
w fizyce.

Przyklady:

1. Niechaj punkt materjalny A porusza sie po
linji prostej. Obierajac sobie pewien kierunek na tej

prostej i dowolny punkt

o 5 A 0, bedziemy mogli do-
—_— kladnie podaé pozycje
s as punktu A jedng licz-
Rys. 24. ba s, ktérej bezwzgled-

na wartosé¢ bedzie sie
réwnata dlugosci odcinka OA, za$ znak jej bedzie +
lub —, zaleinie od tego, czy kierunek wektora OA
jest zgodny z obranym na prostej kierunkiem, czy nie.
Jasna jest rzecza, ze kazdemu momentowi czasu ¢,
odpowiada pewna pozycja punktu 4, aco za tem idzie,
- pewna liczba s. A wiec mozemy powiedzieé, ze s jest
funkcjg zmiennej ¢, czyli:

s = f(®.

Wezmy pod uwage jaki$ moment czasu ¢i oznaczmy
przez 4t dowolny jego przyrost, a przez 4s odpo-
wiedni przyrost zmiennej s. Jezeli ruch jest jednostajny,
t. j. jezeli punkt A w réwnych, dowolnie malych okre-
sach czasu przebywa réwne drogi, to predkosé ciata

ktéry jest w tym wy-

. . 4
okreslamy jako stosunek -d—st,
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padku staly. Jezeli ruch jest niejednostajny, to pred-
lim
At—30
to pierwsza pochodna drogi wzgledem czasu.
2. Podobnie okreslamy przyspieszenie, jako pierw-
szg pochodna predkosci wzgledem czasu.

. A
koéé okreélamy, jako J_st’ czyli: Predkosé jest

6. Jak juz poprzednio zaznaczyliémy, funkcja ciagla
nie musi mieé¢ koniecznie pochodnej. Jako przykiad
moze stuzy¢ funk-
cja y=|x|. Dla Y
x = 0 pochodna nie
istnieje. Pochodne
prawostronna i le-
wostronna rdéwnajg
sie  odpowiednio
+1 wzglednie —1.

Przykladem
funkeji ciaglej, nie 7]
majacej ani pochod- =X
nej prawostronnej
anilewostronnej,jest

Rys. 25.

funkcja y=xsz'n% dla x40, y=0 dla x=0.

Dla x = 0 otrzymujemy:

dg . 1
2’; — Ssin 7
Lecz wyrazenie sin P nie posiada granicy prawo-
stronnej ani lewostronnej, kladac bowiem A x, = Lﬂ ,
n
otrzymujemy:
lim sin = [im sin nm = 0.

C n—do A x, n—3po
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Kladac: 4 x, = ——1——;, otrzymujemy :
4n+1)+
2
lim si. = lim sin (dn+1) = =1
) -z_r;zmszn yraial 11 sin (4n 5 .
Kladac za§ 4x, = %rl— wzglednie 4 x, =;L?’
otrzymujemy :
.. 1
nll-;nooszn dx,. - 0’
wzglednie

lim sin = —1,
n—3w A x,

Twierdzenia o pochodnej.
7. Pochodna funkeji stalej jest zerem. Twier-
dzenie to jest oczywiste, gdyz przy kazdem 4 x mamy
A
Ay = 0. i __!J_. = 1:
y=0. A wiec P 0, czyli
Ax—>0 Hx
8. Pochodna funkcji y = x* (n calkowite do-
datnie) wyraza sie wzorem
Yx=nx"—1,

Wzér ten jest wazny przy n > 1 dla wszystkich x,
za$ przy n=1dla x 0. Dla n =1, x = 0 wzér ten
traci sens (bo 0° nie ma znaczenia); w tym wypadku,
jak wiemy (str. 104), pochodna jest réwna jednosci.
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Dowdd: jezeli przez /x oznaczymy przyrost
zmiennej x, za$ przez 4y odpowiedni przyrost zmiennej
y, to

ytdy=+dx),
wiec

dy = (x + Ax)" — x".
Stosujagc dwumian Newtona, otrzymujemy:

n n

4y = (1) x"—1dx + (Q)Jc"—z(dx)2 +...+ (dx),

wiec, przy zalozeniu, ze n > 1 (por. wyzej):

Fa= et ()
—J = n— + n—xd . n—1
T X L x + ..+ (4 x)
Poniewaz lim 4 x=0, lim (4 x)*=0, ... im (4 x)"=0,
Ax—30 Jx—>0 Ax—>0
wiec:
4y
e=lIlim =% = n=—1
Vo oax MY

9. Twierdzenie. Jezeli:

y=a f(x),
przyczem a jest liczba stala, za$ f(x) ma pochodng
w punkcie x, to funkcja y posiada rowniez w punkcie x

pochodna
y =a f(x).
Przyktad. y=5x
Mozemy polozyé: a = 5, f(x) = x*. Poniewaz:

f(x)=2x,
yx=10x.

wiec:
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Dowod:
yt+dy=af(x+ 4x),
stad
Ay _ a fx + 4x) = f(x)
Ax A x !
wigc:
y'x=a f'(x).

10. Pochodna sumy, iloczynu, ilorazu.

Twierdzenie. Jezeli funkcie f(x), ¢ (x) posia-
dajg pochodng w pewnym punkcie x, to ich suma
oraz ich iloczyn réwniez posiadaja pochodng w tym
punkcie, a mianowicie:

1. Pochodna sumy: y = f(x) + ¢ (x) jest

y =f)+ 9'().
2. Pochodng iloczynu: y = f(x). ¢ (x) jest
Y =f(x) ¢ (x) + f(x) p(x).

Przy dodatkowem zalozeniu ¢ (x) & 0 istnieje réwniez

3. pochodna ilorazu y = ;gg, a mianowicie:
= PO 0= /() ')
9* (x) '

Dowéd.
1. Jezeli przez 4 x i 4y oznaczymy odpowiednio
przyrosty zmiennych x i y, to otrzymamy ze zwiazku

- y=fx)+ ol
zwigze
gyt dy=flx+ dx)+ o(x + 4x),

odejmujac gérne réwnanie od dolnego, mamy:
Ay =flx+ dx) = flx) + 9lx+ 4x) — p(x).
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Stad
dy _ A A0 @), gt D) ()

. Ax A x 4 x
Wiec

lim AY = lim f&r A0~ )

x>0 fx  Ax—30 Jx

v lim Pt IO~ 9
dx—p0 A x

czyli:

u's=f'(x) + ¢'(x).
Przyklad. y=x*-+ x%
Tutaj mozemy polozyé:
fx) = 22, P (x) = x5,
Poniewaz
fi(x)=2x, ¢ (x) = 3 x2,
wiec
y=2x+3x
2. y+rdy=flx+ dx). 9+ Ax)
stad
Ay=fx+ Ax).9(x+ dx) — f(x).9(x).

Odejmujac i dodajac do prawej strony réwnania po-
wyzszego f(x) . (x + 4 x), otrzymamy:

dy=[fx+ 4x)~ fO] lyx + 4]+
T @) [+ x)— ()],

Rachunzk réiniczkowy L 8
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wiec na mocy twierdzen o granicach sumy i iloczynu
mamy :
4 + dx) —
o Ay flet 40— f()
Ax—>0 dX fx—p0 A x

- lim @9(x + 4 x) +f(x) lim Pt Ax) = tp(x);
Ax—30 Ax—30

A x

poniewaz funkcje f(x), ¢(x) w miejscu x sa ciagle
wiec:

y =fx) 9(x) + fx) 9'(x)
Przykiad: g = (x*+ x% 5
Jezeli polozymy:
() = x* + x, 9 (x) = 5x*,

f(x)y=2x+ 3, o' (x) = 10 x,

to

wiec
=2x+3x%)5x%+ (x* + x3) 10 x = 20 x3+ 25 x*.
3. Dla dostatecznie malych 4 x jest jak wiemy

(por. str. 79) .
@(x + Ax)+ 0.

Mozemy zatem napisac:

=Tt A4x0)  f)
_ glx+ dx) 9 ()
wige

Sy = T A0 90—t ) f0)
¢lx + 4x) g(x)
Odejmujac i dodajac do licznika ¢ (x) f(x), otrzymamy

Ay P [f (x+40) — f)] -9 (x + 4x) — ¢ ()]f(x)
¢ (x+ dx).9(x)
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Ay
Stqd Axliri;o H.._
(x) lim fG+A)—f) _ lim  plc+40)—9(x)
Ax—>0 Ax Ax—>0 Ax f(x)
@ (x) lim ¢ (x + A x) g
Ax—>0
wiec: :
g =2 ) f ()~ f(x) 9'(x)
9* (x)
Przyklady:
1
1. =—"
Y7900
w wypadku tym f(x) =1, f'(x) = 0, wige
e AN
. P2 (x)
2. y=x"° dla x 0
: 1
czyli y=1
— 4
stad y = x5wx_= —5x—¢
_xt+5
S A

kladac: f(x) = x* +5, ¢(x) =1+ x}, w kaidym
punkcie x + — 1 otrzymujemy
; 1+ x)2x—3x*(x*+5) _ 2x —15x* — x*
Y 1+ o 1+ x%?
Zadania. Obliczyé pochodne nastgpujacych
funkeyi:

1. y=7 y=0

8*
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2. y= xSt gy =6x°
3. y=2x% y = 6x?
4, y=x*+1 y = 4x8
5 y=3x*+2x—6 y=6x+2
x5+5x% 1 1
= ___ T = ___ 5+ 3 = 4 4 2
6. y 3 3 (x*F5x%) g 3 5 x 15 x3%)
7.y=(5+6x)(4 —3x y =901 —4%)
8. y=2x*8x+11) y = 64 x3 + 66 x?
3 F_ 9
9.y—-ﬁ y = 4 xt
10 _x*—2x+3 f_ —16+4x+4x
YT Y F o +5 ¥ = ¥ 2x+5)e
1 _3+2x o 12
SAEEETY" M ERERE
5 ,_ 15
3 2 , 12, 22
13.1/=9x6+;z—;1—1 y—54X5—,r7+x—“

11. Pochodna funkcji zlozonej. Jezeli funkcja
y = f(g(x)) iest funkcja zlozong z funkeyj y = f(u),
u = ¢(x) cigglych i majacych pochodne ciagle, to po-
chodna funkcji zlozonej istnieje i oznaczajac ja sym-
bolem y'., mamy wzér:

ge=f@. vy
=19 ®) 9.
Przykltad: y=(5+2x— 3 x5

czyli
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Kladac u=5+2x-—3x,
mamy y = ub,
zatem gy =5ut.d

i ostatecznie y’ = 5(5 +2x — 3x%)% (2 — 6 x).
Udowodnimy na razie powyzsze twierdzenie przy
zalozeniu, ze, gdy 4x & 0, to
du=¢@x+ dx)— ¢(x) £0.
Kladac 4y = f (u + Ju) — f(u), mamy

Ay _ Ay Au
Ax  du dx
Poniewaz [lim Au = 0, wiec
Ax—>0
Ay Ay . du

I = 7. m —
4.:5{,; 0o Ix  _ju—>o0 Jdu z]x-l—~> o dx
Zatem: Y=y a.t.
Dowéd w wypadku ogdlnym podany jest nastr. 162.

12. Pochodna funkcji odwrotnej. Jezeli funkcja
y = f(x) scisle monotoniczna posiada dla pewnej war-
tosci na x pochodng réina od 0, to funkcja odwrotna
x = ¢ (y) posiada w odpowiednim punkcie y pochodna

¢/ (y) = ]%x)

Dowéd. Oznaczajac przez 4y przyrost zmien-

nej y, za$ orzez 4 x odpowiedni przyrost zmiennej x,
mamy :

1

Adx _ Ty

Ay Ax

b
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wiec :
Ax 1
o (y)=lim —- = ——————
9) Ay—>04y lim 4y
Ag—»90 Ax

Poniewaz lim 4 x = 0, wiec:
Ay—>0

Neoyo Ty T gm0 g 0

a wiec:
, _ 1
Przyklady:
1. y=f) =Vx

Podnoszagc do kwadratu, otrzymujemy
yr = x

Funkecja odwrotng jest wigc:

x = @(y) = y*
Poniewaz:
. TP/ (y) = Qy)
wige
y, == _.L = —_L_. == 1
Toely) 29 2Vx
—1x+1
2 g \/x+2
Mamy tu
g = x+ 1’



119

stad
1 — 2y

x=ww=yhﬂ

Stosujac do ¢ (y) twierdzenie o pochodnej ilorazu»
mamy :

2 — — — — 2
g =W AN (2020 R
a2 wiec:
B B L VL | 1 l/}7¥_§
Y= 5@ 2y 2 (x+2rlx+1

Moglibyémy réwniez obliczy¢ te pochodna, opie-
rajac si¢ na przykladzie poprzednim i twierdzeniu
o pochodnej funkcji ztozonej. Kladac:

_x +1
“ <+ 2
otrzymujemy :
y=vu
,_ 1 mu=lv‘+2“+2””*£+”'1
YT 0 2 ¥ x+1 (x + 2)°

a wiec zZnowu:
D R SN .S
Yy =9 G+2r [x+1

Rézniczka funkcji.

13. Definicja réiniczki. Zalozmy, ze funkcja
y = f(x) posiada ciagly pochodna. Oznaczmy przez 4 x
pewien dowolny “przyrost zmienne] niezaleznej x, za$
przez 4y odpowiedni przyrost zmiennej zaleznej y.
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Wyrazenie
f(x) Ax

oznaczaé bedziemy symbolami d.y, a. f(x) i nazy-
waé rézniczka zmiennej y ze wzgledu na zmienna x
w punkcie x. Piszac la symetrji dix zamiast A x,
otrzymujemy nastepujac formule:

dey = ['(x) di x, - (1)
stad

dvy _ .
dox f(x), (2)

Zauwazymy jeszcze, 2 rozniczki dx y i dx x sa funkcjami
zmiennej x, przyczem dyxx jest funkcia przybierajaca
wartosé stala 4 x.

14. Rézniczka funkcji zloZomej. Przypusémy
teraz, ze x jest funkeja innej zmiennej ¢ t. zn. Ze
x = ().

Zalézmy nadto, ze funkeja @ () jest ciagla i ma ciagla
pochodna. Niechaj dlat = # bedzie x = xi. Podobnie
jak poprzednio otrzymamy formule:

dt X = ¢/ (tl) dt L. (3)

Zmienng y mozemy uwazaé za zaleing od ¢, a mia-

nowicie
y=fx=fle® =y
[ teraz otrzymamy zwigzek:
dey = Y () dit. (4)

Lecz na mocy twierdzenia o pochodnych funkeji zlo-
zone] wiemy, Ze :

Y@t =f'(x) 9@
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Wstawiajac to wyrazenie w formule (4), otrzymujemy

d[y = f/(xl) qjl(tl) dt l(,
stad za$ na mocy formuly (3)

diy = f'(x1) dix. ®)

Poréwnujac formule (1) z formula (5), widzimy,
7e mozemy je symbolicznie napisa¢ w postaci:

dy = f'(x) dx. (6)
Formule (1) wzglednie (5) otrzymujemy z formuly (6),
piszac d. wzglednie d; zamiast d.
ymbole dy i dx s3 symbolami niezupeinemi.
W wielu wypadkach jednak, gdy pomylka bedzie wy-
kluczona, bedziemy ich uzywaé zamiast symboli d.y,
d, x wzglednie diy, d; x.

Znaczenie formuly (6) uwydatni sig, gdy zwro-
cimy uwage na to, ze przy szukaniu pochodnej mie-
lismy dwie formuly stuzace do wyznaczenia pochodnej y
ze wzgledu na x. Mianowicie, gdy zmienna y byla
dana jako bezposrednio zaleina od x, wéwezas

¥ =f"(0),
gdy za$ zmienna y byla dana, jako zalezna od x za
posrednictwem pewnej funkcji u, wéwczas

g=f (... |
Szukajac jednak rézniczki, otrzymamy w obu wy-
padkach podobna formufe:

dey = f(x) dex
dxy = f/(ll) dx u,
dy =f'(x) dx
dy = f'(u) du

czyli
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15. Réiniczka sumy, iloczynu i ilorazu. Na mocy
twierdzef o pochodnych sumy i iloczynu otrzymujemy
podobne wzory na rézniczke sumy, iloczynu/i ilorazu.
Zaléimy, ze u i v sg funkcjami zmiennej x:

u = f(x), v = ¥ (%),

majacemi ciggle pochodne. Jezeli teraz przyjmiemy, ze

y=utuo,
wowczas
yx=1uxt+ s,
stad '
v dx=u dx + o, dx,
wiec
dy = du + dv,
czyli
d(u + v) = du + do.
Podobnie:

d{c.u) = c.du,
gdzie ¢ jest liczba stala,
d(@uv) = ude + vdu
u) _ vdu — udv
i) -t

Uwaga. W praktyce dogodniej jest czgsto racho-
waé rozniczkami, a nastepnie dzielac przez rézniczke
zmiennej niezaleinej, zamieniaé je na pochodne.

16. Interpretacja geometryczna rézniczki. Geo-
metrycznie mozemy rézniczke przedstawié¢ w nastgpu-
jacy sposéb:
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Jak latwo widaé z rysunku, mamy:
dy = f(x) dx = tgadx = CD.

Rézniczka dy ya
rézni sie¢ w ogol- y

noSci od Ay, ale
réznica ta: BD jest - }/dr
bardzo malg w po- A Lo
réwnaniu z dx, dla
bardzo malych dx,
gdyz
lim Ay —dy _ ;
dx—50 de J 7 ax
— lim 2¥ gl _ ) -
_dx7->0LJ_;—E;}_ - 0 X
=f'() —f(x)=0.

W praktyce wiec, gdy nam chodzi tylko o przy-
blizone wartoici, mozemy dla malych przyrostéw dx

polozyé :
dy =dy = f'(x) dx.

DD

ax c

Pochodne funkcyj zasadniczych.

17. y=x» y.=nxn"1 (x £ 0).
Poprzednio wykazali§my te formule w przypadku, gdy n
jest liczbg calkowitg nieujemna. Przejdziemy teraz po-
zostale wypadki, a mianowicie gdy

n jest liczba calkowita ujemng

n jest liczbg wymierng

n jest dowolng liczbg rzeczywista

n jest liczba catlkowita ujemna. Kladac
n= —r, (r > 0), otrzymamy funkcje w postaci

y== (x £ 0).
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Na mocy twierdzenia o ilorazie

, X .0—rx—!
yx'— ——x2r ’
czyli 1
, . T rx'—
Y= T

— —r—1
rx— "4,

czyli
y'x= nxr—1
n jest odwrotnoscia liczby caltkowitej.
. 1. ’
Kiadziemy n = — | mamy:
1
y=xr.
Funkejg odwrotna jest funkcja
x =y,
wiec ,
X'y =ry L

Stad na mocy twierdzen o funkcjach odwrotnych

, 1 1
Yo = g = (dla y =0, t. zn. x == 0).
Poniewaz
i r—1 —l — _]_71
yr——l:<xr) :xl r= x (r )!
wiec
g = 1 1
= s
S
czyli
7 1 i_l
yx:“‘kr s
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a wiec
yx=nx""1 (dla x = 0).
Dla x = 0 pochodna nie istnieje.
n liczba wymierna. Kladagc n = %,moiemy
_funkeje
P
g = x9 (x> 0)

uwazaé za funkcje zlozong z funkeyj:
L
y=ua” 1 u=xe

Wiec na mocy twierdzenia o pochodnych funkcyj zlo-
zonych dla x & 0 jest:

[ 4 7
YT Yu.-Ux

= uP‘l.——x‘q—
y P q

czyli:

n liczbg niewymierna. Funkcje mozemy
w takim wypadku uwazaé za funkcjg zlozong z funkcyj

y = e, u =n log x.
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Wéwczas, opierajage si¢ na ust. 19 (str. 129), mamy
dla x3=0

n
Yr=ygu-u= e"'?-
Stad, poniewaz
et = y = xn
ro_ — n—1
wiec Ye=Xn:—=nx

Gdy n > 1, to mozna udowodnié, ze dla x = 0,

=Y
Gdy n < 1, to pochodna dla x = 0 nie istnieje.
Przyktlady:
L 5 mo s
y __Vx3___x5,
a wiec
3
’_—.._B_xs :i.x—'%:_.?)__l_
vy = 5 53
2.y =xI?
y/ =\J'7'XVE‘”1‘
- V,
3. y =yxta=(x+a>
zatem
L1 -3 1
= —xta = —.
y 2( ) 2Jx+a

KorzystaliSmy przytem z twierdzenia pochodnej o funkcji
zlozonej (u = x + a).
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Zadania.
L oy=Vsx—2r  ¢¥=3 3G—2mp
, _7(1+3x
2. y=T7xy1+2x y —_#\j’1+2x
3. =g“+—\/,:—x— ylz—__t—Q‘—_.—'
2y« v (2—yx)
18. y = log. x y'x=%logae (dlaa >0,a51)
y+ dy = log. (x + 4Xx) ’
stad
' Ay = log, (x + 4 x) — loga x,
wiec .
dyzloga_x_—}-___“:loga(l_{_ﬂxx),
zatem

Ay 1 ( dx)__ 1 x ( Jx)
4y _ > I R ,
~x Axlog” 1 P Axlog“ 1+ .

wiec

Kladac: =~ = ‘emy:
adac X r, otrzymujemy

lim |r|= o
Ax—30 )
wiec
lim AX)I‘: lim ( _L)r_—_
Ax-->0(1~+ 5 Byl 1+ . e.
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Na mocy (1) mamy:

r = Ilim ﬂ: lim 1 ( é’f}m
Y~ Ax=>0 fy Ax—>0 x loga |1+ X

Poniewaz logarytm jest funkcig ciagla, wiec

1 .
e = —log, lim
¥ x %8 feso

14422

( AX)TX .
X

% log, e.
W szczegélnosci, jezeli y = log. x, to y, = % .
Jezeli wigc zasada logarytmow jest liczba e, to
pochodna przyjmuje najprostsza postaé % Logarytmy

o zasadzie e nazywamy logarytmami naturalnemi. Ilekro¢
piszemy log x bez podania zasady, mamy na mysli loga-
rytm naturalny liczby x.

Przyklady:

1. y = logex y = % log,, e = %0'4342945...
2. y=logf(x) (f(x)>0).
Kladac

u = f(x),
mamy

S S €

y = logu y?—:u:]}((x)l

3. y=log\10x— x2 = —;—log(IOx —x?),

Mamy tu: f(x) = 10 x — x2, zatem wedle poprzedniego
przykladu:

,:l' ]0—2x: 5—x )

v 2 10x —x* 10x— x?
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Zadania:

1. y = log 8 x y'=;

s, 5+4x
¥~ 4.7, = lo x) — log X
2.y=logg— =log(5+4x)~log(3+7x)

,_ —23
¥ 76470 6 ¥4
, 1
3. y= lOg (lOg' x) y :m

19 9=a, y =a loga; y=e*, y = ¢

L
Odwrotna funkcja do y=a* jest funkcja x=/log, y.
Wiec
.1
X, = n log.e,
lecz na mocy twierdzenia o pochodnych funkeyj od-
wrotnych 1 z uwagi, ze x, £ 0, otrzymujemy :
co vy
g 0 loge e a*log a.
W szezegélnosci, gdy a =e, to log a = 1, wiec, gdy
y = €%, wowczas y', = €*.
Funkcja y = ¢* ma wiec tg ciekawa wlasnosé, ze
jest réwna swej pochodne;j.

Przyklady:
1. y =5 y =5 log 5
2. y = e*.
Kiadac u = x?, otrzymujemy
y=e gy =eud =2xe*
3. = o T

Rachunek rézniczkowy I. 9
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Kladacu = 1 +2x+3xt=(1+2x + 3x’)%, mamy
znowu , ,
y = e Yy = e*u

u’ obliczamy stosujac ponownie twierdzenie o pochod-
nej funkcji zlozonej, a wigc kladac v =1 + 2x + 3 x2,

dostajemy : .

[

u=uv u =10 %0
zatem:
L 2+ 6x
YT Er 1T 2x 322
a stad
yo . 1*3x yT+2x+3x°
Y = J1+2x+ 3¢
Zadania:
1. y= (72 + 3)» y =10(72*+ 3)¢ 7% [og 7
, 11 ex
2. y=log(11ex+ 2) y :ﬁe"eTQ
3.y =x%e* | g =e*(x®4 3x2.

20. Funkcje trygometryczne.
y=sinx ¥y = cos x
g+ Ay =sin (x + 4 %)
A4 x ( 4 x)

dy _ sin (x + 4x)—sinx _ 2 sin 2 cos\x+ 2
—2 = = ’
Ax Adx Ax
wiec A
Ay _ sin2 o (x+_2£)
A x Ax .
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Kladac 42_)(: h, otrzymujemy wobec ciaglosci funkcyj
sin 1 cos:
lim h =0
Ax—=> 04 x
. in 2 . in h
3,{12;0 —§;T2—~ = h{f’.ﬁosu;z =1 (por. str.72)
2
e+ 2
lim cos\x+ 2/ = lim cos (x + h) = cos x,
Ax—>0 h—30
a wiec
, N
Y= :j ll_”_;()'j%=cos x
y=cos x, y = —sin x

. . . 7T .
Zauwazmy, ze cos x = sin 5 T x);awige funk-

cie y = cos x uwazaé mozemy za funkcje zlozona

z funkeyj:
. . . 7
g=sinziz=—4—2X

2
Wobec tego, na mocy twierdzenia o pochodnej funkeji
zlozonej otrzymujemy:
Y=y Zx

lecz
s T .
Y. =cos z=cos |5 —x = sin x,
zas
Z/x:__ly
wiec
Y= —sinx
—'tr X, = !
I=8 %Y= o5t x

9*
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N sin x . .
Poniewaz y = ig x = cosy’ Wiec na mocy twier-
cos

dzenia o pochodnej ilorazu otrzymujemy:

, __cosxcosx — sinx(— sinx)__cos?x + sin® x

_ )
Y= cos? x cos? x
a wiec
yom L
¥ cos?x
g =clgxy _—1
*I T sintx
.o . cos x .
Podobnie jak poprzednio y =———, wiec
sin x

4

__sinx.(— sinx) — cosXx cos x _
Y= =

sin? x

_ —(sin? x + cos* x) _ 1
sin? x sin® x

gy = sec x, y =secx igx

1
Y™~ cos x°
wiec
, cosx.0—1(—sinx)_sin x
* cos® x T cos’x
wiec:
, _ Sin x 1 _ y
Y7 Cosx cosx Er &
y = cosec x, §J = — cosec x clg x

1

N ’
sin x

l/=
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wiee
_(sinx) . 0—1 (cos x) __ _cos x
* sin? x " sin?x
stad
=L GOSX = — cosec x clg x
= sinx sin x sec x clg x.
Przyklady:
L.y = sin 4 x. Kladqc u —4x, mamy y = sin u
y=cos u. u, a wiec y = 4 cos 4 x.
2. y = g x% Polérzmy: u = x*; mamy wdwczas y = tgu
y= costu zatem y' = cos? x*
3. g = cosl®x Kladqc u = cos x, mamy y = u!®
y=10u% u', a wiec y' = — 10 cos® x sin x.
Zadania:
l.y=2cosx+5S5sinx y= —2sinx+ 5cosx
2y=cos2x+1 y=—2sin2x
3. y=sin? x Y = 2 sin x cos x
—1
. = cf + X ! - T X
4. y = clg (x T+ &) y= sint (x %) (1 + e
21. Funkcje cyklometryczne.
1
y = arc sin x, y . =1 = x| £1
Funkcjg odwrotng jest x = sin g, wigc

Xy =cosy
stad, na mocy twierdzenia o pochodnych funkcyj od-
wrotnych, otrzymujemy:
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vy . 7 . y e
Oczywiscie y £ -, co odpowiada wartosciom
x F 1

Poniewaz

cos y=y1 — sint y
(znak pierwiastka jest dodatni, gdyi—% <y < %) )

wiec
cos y=\1 — x2,
stad
1

yx—v;__ xg'

Uwaga. Moina wykazaé, ze dla x = =1 po-
chodna nie istnieje.
1

y=arc cos x, y,= — FT——

v1 — x?
Dowéd podobny jak poprzednio.

R |
y—arctgx,yx—m

(Ix[=+=1)

Funkcja odwrotng jest x = #g y, wiec

x, = J_
Y costy
. T no
(poniewaz — 5 <y < 5 wige X'y zawsze istniejei jest
rozne od zera). Stad:
y/x S ]; = Cos2y,
Xy

lecz :
=1+1g2y=1+x2

cos?y
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wiec
o 1
Y"1+ x
, —1
y = arc clg x Ys=q52
Dowéd analogiczny do poprzedniego.
, 1

y = arc sec x yx_!x!\/;?:i

Funkcja odwrotne; jest: x = sec y, wigc
Xy=secylgy

(z wyjatkiem y = 0, y =, co odpowiada wartosciom

x= +1,x= —1), stad '
¥ x=sec y tg y'

7T

2

sec y = x = |x|,

Dla x >1 jest 0<y<

tg y= ysec? y —1=y x* — L.
Znak pierwiastka bierzemy dodatni, gdyz w tym wy-
padku #g y jest dodatni. A wigc dla x > 1 jest:
, 1

Ve =1
Dla x < —1 jest%<y<n, wiec g y < O,

wobec tego: |
lgy=—ysec? y—1=—y x* -1,
wiec
;o 1

X

—Xxy x* — 1
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poniewaz x < — 1, wigc |x| = — X, i znowu
PR S
BRI
y = arc cosec X, Y= ——»——I-l:_::,[xH: 1.
|xvar—1
- Dowéd przeprowadza si¢ podobnie, jak poprzednio.
Przyklady:
1. y = arc sin y X3,
Kladac
.
mamy
y = arc sin u
e 1 /u/
NS R
zatem
- 13 -
Yo T e 2V
_ 1—x
2. y =arc tg 1+
Polézmy :
_1—x
CTIE Y
wowczas
y=arc ig u
__u
Y7 T
Ale
o FD. (CD-(-n.1_ =2

1+ x)2 1+ x
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wiec
,_ 2 a+x 1
J A+ A+ + (01— 1+ x
3. y = arcclg VX
Niech bedzie B
u=yx.
Otrzymujemy:
y =arc clg u
-1 -t 1
y 1+ w2 1+x 27Vx
Zadania: ’
1 = arc ct, 1 =1
Y £ Vx Y T et Dyx
I 2
= /i — x2 = e
2. y=arcsin 2xy1l—x y I= e
3. y=x arcsinx +y1— x y = arc sin x

22. Pochodna logarytmiczna. Wezmy pod uwage
funkcje
y = {f(x)} ™,

gdzie funkcje f(x) i ¢ (x) sa ciagle, przyczem f(x) jest
funkcjg stale dodatnig. Biorac logarytmy naturalne obu
stron, otrzymujemy :

log y = ¢ (x) log f(x).

Uwazajmy /log y za funkcje zlozong zmiennej x
1 wyznaczmy jej pochodna. A wiec:

L=y () tog S0+ 7L v
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!

Wyrazenie % nazywamy pochodng logarytmiczna.

Réwnosé (1) z uwagi, ze y = {f(x)}?® daje nam:
v = oo [y () tog £ + 902

"W ten sposéb, zapomoca pochodnej logarytmicznej,
wyznaczyliémy pochodng funkcji y = {f(x)} 7.

P‘rzyklady:
1. Wyznaczyé pochodng funkcji y = x* (x > 0).
log y = x log x,
wiec
%= 1.log x+x%=10gx+1,
_ stad
g = x* (log x + 1).

2. Wyznaczyé pochodng funkeji y = (sin x) >

O <x < m)
log y = cos x log sin x

4

. . cos x
g—:—smxlogsmx‘i—cosx ;

y sin x

- wiec

’ . . . cos?x
= (sin x)cs~* (-sznx log sin x + .
y ( ) & sin X

Zadania:
y= xlagx y/—__-2 xlogx—l logx
y = (log x)* y' =(log x)*~' {1+log x. log (log x)}
)

1.

2.
x \x ,——:x._x .

3 (e) y—(e) log x
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23. Pochodne wyiszych rzedéw. Jezeli funkcja
y = f(x) posiada pierwszg pochodna, to pochodna tej
pochodnej, jezeli istnieje, nazywamy druga pochodna
funkcji f(x).

Podobnie pochodna drugiej pochodnej nazywamy
trzecia pochodng i t. d. — Symbolicznie pochodne
wyzszych rzedéw przedstawia¢ bedziemy w sposéb na-

stepujacy :

y,x y”x y///x y(4)x y(s)x . y(n)x albO
g y” g’ @ g® Ly albo
F) f7(x) f77 ) fO%) fONx). .. fO(x) albo tez
dy dy &y dy Ly dy

dx dx: dx?® d x* dxb dx"

Przyklady:
1. Wyznaczyé pochodne funkeji y = a*
y =a*loga
" = a* (log a)?

a* (log a)®

g™ = a* (lo7 a)".
Jezeli y = ex, to yW=ex
2. Wyznaczyé pochodne funkcji y = x*
y =kx*—
gy =k (k—1) xk-2
y'=k(k—1) (k—2) xt—3

yu =.1<.(1<:~ i) kk.—Q'). '. (}<~ (n—1) xk—n

Jezeli k jest liczba naturalna, to:
g =k (k—1) k—2). ... Gk—(k—2). 1=kl

&+ = Q.
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3. Wyznaczy¢ pochodne funkeji y = log x

g=L
X
y' = —-;1;=(—1)1 %
g =Bl 12
gy =— 1'3;-3— = (— 1) 1'3;3

g = (— 1)1 (l'__x_nl)!

4. Wyznaczy¢ pochodne funkeji y = sinx

y = cos x = sin (x+ i)

2
” . . . 7r
y” = — sin x = sin (x + ) = sin (x-i-Q?
gy’ = — cos x=sin(x+3%)

g =sin x = sin (x+4g)

g™ = sin (x + n%) .

Podobnie, jezeli y = cos x, to

g™ = cos (x—i— n%) .

)
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Zadania:
1.y = e3+d, y” = 16e3+4x, y” = el .., yW=
. = 4" e3+4x
2. y = sin 5 x, y® = 5" sin (5 x+n ‘7%)
w X
3 4= 1—cos x w_ 8 7
Y sin X 200324&
2
_ o) 1) — 2 (x)
4. y= Zog f(x) Y 72 (x)
i m _3_ l_
5. y= \/x y" = \/}_g.

24. Formula Leibnitza. Niechaj y = uv, gdzie
u i v sg funkcjami zmiennej x. Oto6z:

y =do+du
g = v+t Y T ="+ 20+
+ uo”’
l/luz amv + u// 7)( + 2 u// 7)/ + 2 u/ rv!/ _‘_ u/ v// +
tud”"=d""v+30 v +3d 0 +ud

gP9=u®y + 44" o + 64"V +F4d V" + uo®

Widzimy wiec, ze wspélezynniki wystepujace w po-
wyzszych formulach sa te same, co przy rozwinieciu
dwumianu (a + 6)" wedle wzoru Newtona. Zapomoca
indukcji zupelnej mozna latwo udowodnié prawdziwoié
wzoru analogicznego do formuly Newtona, a miano-
wicie :

g™ = gy + (?) uln— Yy + (g)u("_z)v”-i— e Tuo®

Wzér ten nosi nazwe formuly Leibnitza.
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Przyklady:

1. Wyznaczyé n-ta pochodng funkcji: y=xe* —
Kladac u=e” v=x, otrzymujemy ze wzoru Leibnitza:

gy =xe*t+ nex

2. Formula Leibnitza pozwala nam wyznaczy¢
nieraz latwo warto$¢é n-te] pochodnej dla pewnej
szczegdlnej wartosci na x. Wyjasnimy to na przykladach:

Wyznaczyé warto§é n-tej pochodnej funkeji,
f(x) =arc tgx dla x = 0. ’

£y =

stad
Fix). Q1 +x2)=1
Biorac teraz n-tsg pochodng wedlug formuly
Leignitza, otrzymujemy:

£ () (1+x2)+(’1‘) f(n—n(x).2x+(§) Fn-2 (x). 2=0.

Kladac x = 0, otrzymujemy:
fOO) + n (n—1) f*=2(0) =0,
a wiec:
fP0) = — n(n— 1) f*=2(0) [n = 1]
Otrzymaliémy dogodny wzdér redukcyjny na war-
tosé n-tej pochodnej dla x = 0.

Poniewaz f/(0) = 1, za§ f"(x) =— (—1:—::2—)2,wiqc

£7(0) = 0, — otrzymujemy z wzoru redukcyinego, kla-
dac n =3, 4, 5, ...

f7(0)y=—3.2=—6

f@®(0) =0 '

fO0) =— 5 4.—6 =120 i t. d.
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3. Wyznaczyé warto$é n-tej pochodnej funkcii:

_ 2x+1
fx) = x—3 x+1

dla x = 0.
Mamy : flx) (x2—3x+1)=2x+1

Biorac n-ta pochodng (n > 2), otrzymujemy :
FOx) (¢ — 3x + 1)+ (’1”‘) F-n () 2 x — 3)+

+ (;’) fe=2(x). 2 = 0.
Kladac x = 0, mamy:

f@(©0) —3n f@=0(0) — n (n- 1) f@=2(0) =0,
stad

F®0) =3 n fa-D0) — n (1 —1) fA=2(0) (>2)
Wyznaczajagc wprost pierwsza i druga pochodna,
otrzymujemy : ,
£(0) =5, f"(0) = 28,

nastepnie z formuly rekurencyjnej, ktadacn =3, 4,5,...
wyznaczamy wyzsze pochodne.

Zadania:
1. y = e*(3x*—4) y™ = e*[3x*+6n x+3n (n—1)—4]
— n _ !
2.y = x log x y(”)=( 1)x"(f1 2)!

3.y = xtsinx y" = x* sin (x+ng—) +

T

2 n x sin [x+(n—12] +n(n—1) sin)x+(n—2)a
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4. F(x) = (arc sin )2 (1—x2) f7 ()—x f (x) =2
Fenth(0)=0 fem(0)=2. 25 4% 6% ...(2 n—2)

5. f(x) = esin¥ f(x)=f(x) sin x

fesn©) = o0 — (3) f-20) + (3) fo-20)—..
stad:
[O =1, fO=1,fO=1,f0) =0, /4O =~

25. Funkcje dane przedstawieniem parametrycz-
nem. Przypusémy, ze mamy dane dwie funkcje

x=f&) y=9@®
jednej zmiennej ¢, obie okreslone i ciggle w tym zamym
przedziale zmiennosci £ Jezeli funkcja x = f(#) jest
funkcja $cisle monotoniczng, to istnieje jej funkcja od-
wrotna: £ = ¥ (x), ciagla i $cisle monotoniczna. Mozemy
wobec tego uwazaé zmienng y, jako zalezng od zmien-
nej x za posrednictwem zmiennej & Kladac

y=9 (p(x) = F),
widzimy, ze funkc]a y = F(x) jest funkcjag ciagla. Mo-
wimy o niej, ze dana jest parametrycznie za posred-
nictwem zmiennej £

Przyklady:
1. x=rcost
y=rsint O <t<n)

Poniewaz funkcja x = r cos ¢ jest $ci$le malejgca
dla 0 <{# < 7, wiec wyznaczajac z pierwszego réwna-
nia ¢ i wstawiajgc w drugie, otrzymamy zadana funkcije
zmiennej x.

Dojdziemy prosciej do celu, jezeli zauwazymy ze:

x2 4+ y? = (costt+ sin?t) =
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stad
U = \/ r2 _ x2
Obieramy znak pierwiastka dodatni, gdyz funkc;a g=

= r sin t jest dla 0 < ¢ < 7 nieujemna.
Przyimujgc, ze 7 < t < 2 7, otrzymujemy:

y= — yrt—xt
Widzimy wigc, ze gdy ¢ zmienia si¢ od 0 do 2,
to wzory
x=rcost y=rsint

definjujg nam dwie funkcje zmiennej x, ktérych obrazy
geometryczne tworza cale kolo.

2. Przedstawienie parametryczne ma szczegdlne
znaczenie przy badaniu ruchu punktu. Jezeli punkt
porusza sie po plaszezyznie, to jego wspolrzedne X, y
sa funkcjami czasu £ Podajac te funkcje:

x=f y=9@,
okre§lamy ruch punktu w zupelnosci. W kazdym okre-
sie czasu, w ktérym funkcja f(f) jest $cisle monoto-
niczna, mozemy, postepujac jak poprzednio, wyznaczyé
funkcje y = F (x), ktdére] obrazem geometrycznym be-
dzie krzywa, zakreslona w tym okresie czasu przez punkt
ruchomy. — W poprzednim przykladzie funkcje okre-
$laty ruch jednostajny po kole.
Przypus$émy teraz, ze funkcje
x=f@ig=9Q®
posiadaja pochodne ciggle w otoczeniu pewnej wartosei ¢
i ze nadtc dla tej wartosci: f (¢) F 0. Niechaj funkcija
t = (x) bedzie funkcja odwrotng (w otoczeniu punktu )
funkeji x = @(¥). Poniewaz funkcja ¥ (x) ma pochodna,
wyrazajaca sie wzorem.

lp (X) f’ (t)

Rachunek rézniczkowy I. 10
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wiec na mocy twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej

funkcja y = F (x) = ¢ (¥ (x)) ma pochodna
ye =9 (). ¥ (),
9O
T

WykazaliSmy wige, ze pochodna funkeji, przedsta-
wionej parametrycznie, wyraza sig wzorem:

0N
()

czyli:

oile f' (&) % 0.

Przyktad. Biorac pod uwage funkcje okreslona
w przykladzie 1), otrzymujemy:

, _ recost

Yx= =—ctgt (¢tF0,n).

—rsint

Latwo mozemy wyznaczyé pochodne wyzszych
rzedéw, o ile zalozymy, ze funkcje f(¥) i ¢ (f) maja
odpowiednie pochodne.

Pochodng druga otrzymamy w sposéb nastepu-
jacy: Zauwazmy, ze funkcja y’. jest przedstawiona pa-
rametrycznie funkcjami
9@ _

Y x f, (i) (Pl (t)
= [ ().
Stad: =/ " ®
o — Y1 s
. A0
a wiec

g =10 O 0 ¢
- [ O
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Podobnie, kladac y”’. = ¢, (#) otrzymujemy:

[ g),2 (t)
, Y"1
a wigc:

gu={rOr ¢ O —f O f" O ¢ ©»—

s 144 rr rr ’ 1
35O O OFISOFe @ }[*]7_(1‘)]5

Postepujac w ten sposéb dalej, mozemy wyznaczyé
pochodne dowolnego rzedu.

sin? ¢ ,

sin 2 ¢ y=+%1tg 2t

I

I

sin t — t cost ,
cos t+ ¢ sint y =gt

N
=W Rae xR«

2 ;o
y2 ¢ g —\’"2_

.
=«
ff

R0 pofke

26. Réiniczki wyiszych rz¢déw. Jak juz poprzed-
nio wspomnieliémy, rézniczka

dey =f'(x)dex
jest funkcjg zmiennej x. Wobec tego mozemy méwié
o rdzniczce rozniczki. Poléimy:
d. (dx y) = di®y
d. (d*y) = di*y
d. (dn=1y) = diy
10%
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Wyrazenie d,"y nazywaé bedziemy n - ta roz-
niczka lub rézniczka n-ego rzedu.

Na mocy twierdzen o réizniczce iloczynu otrzy-
mujemy:

dty = do [ f(x) dex] = di f (x) dex + f/(x) di* x.

Poniewaz

de f'(x) = f"(x) dx x,
d.2x =0

zas

(bo d.x jest funkejg stala), wigc
dig =" () (d)*.
Podobnie otrzymamy:
dy = f""(x) (dex)’
diny = f(x) (d)"
Stad:
iy Y ey o 9P Y o) = LY
f (x) (dxx)g ? f (x) (dxx)3 y+ f (x) (dxx)n

Piszac d zamiast d, i dx* zamiast (dx X)", otrzymujemy:

dy _ .

d x —f (X)
d*y _ ;.

d x* _f (X)
dy

ﬂs— e f/// (x)

L = fo ()
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, Trzeba jednak pamietaé, ze w formulach tych
rézniczki wystepuja ze wzgledu na zmienng x.

Przypuéémy teraz, ze y i x sa funkcjami zmienej %
Wobec tego otrzymamy:

diy = f(x) d x
dey = f7(x) (d: x)* + f(x) d? x
diy = f"(x) (dix)*+2 f(x) dix d? x+
+ 7 (x) dix d2 x + f(X) dE x
(Poniewaz d; x nie jest obecnie funkcja stala, wiec nie
mozemy opuscié dZ x), a wige
dfy=f""(x) (d:x)P+3 (%) dix df x+f (x) d x.
Uzywajac teraz symboli niekompletnych, mamy:
dy =f (x) dx
d2y=f"(x) dx*+ f(x) d*x
By =F"(x) dx* +3 f'(x) &?x dx + f(x) Lx
it d
Zauwazmy, ze formuly powyzsze pozostaja réwniez
wazne, gdy zamiast d bedziemy pisali d., gdyz:
d2x =0, d3x =0 it d
Podobnie jak poprzednio bedziemy i teraz uzy-
wali symboli niekompletnych w wypadkach, gdy po-
mytka bedzie wykluczona.
2. Jezeli mamy dang funkcje y = F(x) przedsta-
wiona parametrycznie zapomoca funkcyj
x=f@® y=9@,
to bioragc rézniczki wedlug zmiennej {, otrzymamy:
dy=F'(x) dx=y's dx
tad _dy_g' () di_¢'

YT dx @ dt £
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Bioragc znowu réiniczke wedlug zmiennej ¢, mamy

, d
dyx:: d‘)gc’
a wiec:
' dx &’y — dy d*x
y x dx_‘ ydxzy )
czyli
rr _____dx diy”‘dy d? x
* d x3
Ktadac
dx=f () dt¢
dx=f"({) de
dy=q() di

dostajemy formule, otrzymang na str. 146. Podobnie
dx d*y—dy d?x

dy’s =d d x3
y/// =dx?d3y—dxd3xdy—3dxa’2xd2y+3dx’dy.
: d x°

Stad otrzymujemy latwo formule ze str. 147.

3. Niechaj funkcja y = f(x) posiada funkeje od-
wrotng X = ¢ (y). Wyznaczymy pochodne funkcji ¢ ()
zapomoca pochodnych funkeji f(x).

auwazmy, ze biorac rézniczke wzgledem zmien-
nej y, mamy:

dy=dy=...=0,

dx=x,dy=¢ (y)dy
dx=x"ydy = ¢ (y) dy*

=, 45 = )
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Stad:

dy=f(@)dx=f{x).x', dy

diy="0=f"(x) () dy* + f (x) x""y dy?

dy=0=f"(x)(x",)dy* +3f"(x) x'y X'y dy*+
+ f () X"y dy?

it d. Zatem:
x, = ll'—
Y
o= f// (x) (x/y)z _ ___f” (x)__
Y /') [f (0]
= 307 OF —f(x) f7(x)
Y Lf ()]°

Mozemy réwniez otrzymaé ten sam wynik inng
metoda. Mianowicie, jak wiemy:

v o1
P =X P

Biorac pochodng wzgledem y i uwazajac f'(x)
za funkcje zlozona zmiennej y za posrednictwem zmien-
nej X, otrzymamy:

L WX
v Fr P
L@ ) S WIS 0¥,
d (7 Gol°
a wiec:

o L3P @
: L7 GT°
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

Y N

ZADANIA
g=11 y=0
.y=4x+7 y=4
y=9x* y =36x*
.y=a+2bx+cx? y'=2b+2cx
8
= - = —4 = __ =
1t -+ .3 1
Y= 5afxs” 57 Y= 720y
g=(atbdx)(a—bx) y=—2bx
_x*+2 x+1 f_ x4xd43x34-2x 42
xt—1 g (x3—1)2
_xé+axitax+l1 ,
g= e y=2x+a-1
g=02+3x)(8+7x) y =38+42x
y=(atx?)? gy =6x (at+x%)?
1 s 1 3
y= (6x2 — ?xE') g =4x" (12—x3) (6—§x3)
2 3 4 9
:_+—_ /:— — —_—
YT =% ¥ x3+(1—x)4
—_— ,= 5
g=y1+5x DX e
‘ e 3x(4—3x)
=4 2 — y3)3 /o O
g="v2x*—x%) Y= g
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16, y= === ‘= @
.y—"\’;a;__xgb y—(az_x‘z)\/a—gj_—;
17. y = (soz )¢3 - —
v = (o s =0 Bx e
4 2 402 1
18.y=(8x +4 x +;’>)Vx 1 QR
15 x5 x6 yxt—1
19. y = log (2+5x) ¥y=3 p

o n ,=£
20. y = log x ¥y=%

a , 1
21. y = log (m) ¥y= — 3%

_ X .1+ x?
22. y—log———l_x2 y ﬂx(l--xg)

1 ,_1—logx
23. y——~x-logx y=—""%

2. y=xa+x*+ 2xi+ o+ 1
+log(x+\a +x2)y va? -+ x?

B -Qa—}-bx , (b2 —4ac)x
2.y _log\fa+bx+cx_2 vy = 2(2a+bx)(atbx+cx?)
26'y=ex xn ylzex xnfl(x_l_n)
27' y= aZx3~—3x2

28.

y=6x (x—1)a?>* 3 loga
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_e"—1
29. y= peE)
30. y = log (em* + e—™)
31. y=sin 12x
32. y =sin (px + q)
33. y=xcos x
34. y = x3sinx+3x2cosx—

—6XS1nX‘—6COSXy

35. y =tgx—cotgx—2x
36. y = x—sinx cosx
37. y=3tgxt+igtx
_ sin x
38. Y74+ b cosx
39. y=log sinx
40. y = log cos x
41. y=log tg x
42. y =arcsinax

43.

44,

Yy = arc cos (a—x)

y=arcigax

= 2"
g (ex+1)2

, _m (emx —_ e—mx)
y e mx + e—mx

y=12 cos 12 x

y'=p cos (px+gq)
Yy =cos x — X sin x

X% cosx

Y =tg*x + cotg® x
y'=2sin*x
, 3

cos* x

s _acos Xt+b
J (a + b cos x)2

Yy =ctgx
y=—1tgx
i 2

sin 2 x
’ __—a
v = \ﬁ‘m—?

1

IS Ty
,_ a

V= iFaw
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1 1 1
= 3 Ty e /! — y2 < T
45. y = x* arc sin — y=x (3 arc sin V__xz—l)
_ 2x L2
46. y = arc tg——l P Y=1%x

47. y = arc sin 2x y1—x? y/:\/ﬁ
yil+xz—1 ,_ 1

X Y=o ad+xy
. 1
7o yx— x

48, y = arcty
49. y=arc cos \1 — x

50.y=%\/1—x2— L
1 y = x arctg y1—x*
—(1—7x2)arc tgyl—x®

51 y=a+8t—1 ,_2t+8

x=1t+2¢ Y5 H+ 2
52. y = arcitg 2t+ 1) - —ef

x=e— " Yy o2i@e+2t+1)
53. y=asint+ bcost (a cost—bsint) 00535

t y'———
= 3
Ty 4 sint-

2

54. y = arc sin (2 — 1) g = — 1__47"2
X = arc cos 2t 2—¢2




ROZDZIAL VI.

Twierdzenie Rolle’a. Twierdzenie o wartosci
Sredniej. Wzor Taylora.

1. Twierdzenie o wartoSci $redniej. Zalézmy,

ze funkcja y = f(x), okreSlona i ciggla w przedziale

zamknietym (a, b)

posiada pochodng

w kazdym punkcie

wewnetrznym  tego

przedziatu, Wykresl-

my cieciwe AB, la-

F%:  czaca punkty krzy-

@R wej, odpowiadajace

krafcom przedzialu

(a, b). Niechaj «

oznacza kat jaki

Rys. 27. cieciwa ta tworzy

z osig x-6w. Intui-

cyjnie jest rzecza jasna, ze na krzywej istnieje jeden

conajmnie] punkt C rézny od A i B, taki, ze w nim
styczna jest réwnolegla do cigeciwy AB.

Oznaczmy przez § odcietg punktu C, przez ¢ kat,

jaki styczna w punkcie C tworzy z osig x-6w, a przez
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h dlugo$é przedzialu (a b). Na mocy wiec tego, cosmy
poprzednio powiedzieli, mamy:

tga = f{go 1)
lecz z tréjkata ADB otrzymujemy:

_BD_ fla+h)—fa)

ge=p="p @)

Poniewaz a <§<a-+h =b, wigc § =a-+0h, gdzie ¢

jest jakas liczba spelniajaca nierdwnosé: 0 <6< 1, —
uwagi, Ze

go=f()=f(at+0h)
otrzymujemy na mocy (1) i (2)

f@jlll)l_“f@:f'(awh) 0<O<1,

Twierdzenie to znane jest pod nazwa twierdzenia
o warto$ci $redniej i moze byé wypowiedziane w sposéb
nastepujacy:

Jezeli funkcja y = f(x) ciagla w przedziale zam-
knigtym (a, 4) posiada pochodna w kazidym punkcie
wewnegtrznym tego przedzialu, to istnieje liczba 6,
spelniajgca nieréwnosé 0 < 6 < 1, taka, ze:

TO=D _ piat 06— ay)

2. Twierdzenie Rolle’a. Jezeli w szczegélnym
przypadku zalozymy, ze funkcja na koncach przedzialu
przybiera réwne wartosci, to cieciwa AB jest réwno-
legla do osi x-6w, a zatem i styczna w punkcie C,
jest réwnolegla do osi x-6w; pochodna w punkcie £
jest wigc réwna zeru. Mozemy zatem wypowiedzied
nastepujace
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Twierdzenie. Jezeli funkcja, ciagla w przedziale
zamknietym (a, ) i posiadajagca w kaidym punkcie

Y

c

wewnegtrznym
tego przedzialu po-
chodng, przyjmuje
na krancach réwne
wartosci, to co naj-
mniej w jednym
punkcie wewnetrz-

‘nym przedziatu (a,
b) pochodna sig ze-
ruje.

2

Rys. 28.

Uwaga. Za-
uwazimy, ze w twier-
dzeniu Rolle’a nie
zakladamy ani, ze

funkcja posiada pochodna na kraficach przedziatu (a, b)
ani, ze pochodna jest wszedzie wewnatrz (e, b) ciagla.

Zalozenie jednak istnienia poch

Y

Rys. 29,

odnej wewnatrz (a, b)
jestistotne. Jezeli tylko
w jednym punkcie we-
wnetrznym  przedzialu
(@, b) niema pochodne;j,
to pochodna moze sie
nigdy nie zerowad.
Przykladem tego jest
funkcja przedstawiona
na rys. 29, ktéra tylko
w jednym punkcie, po-
chodnej nie posiada.

Twierdzenie Rol-
le’a orzeka, e na pew-
no w jednym chociaz
punkéie wewnegtrz-

nym pochodna jest réwna zeru; a zatem, gdyby
pochodna byla na koficu przedzialu réwna zeru, to
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mimo to mozemy byé pewni, Ze jeszcze w jakim$
punkcie wewnetrznym bedzie takie réwna zeru.

Twierdzenie Rolle’a jest jednem z najwazniejszych
twierdzen w rachunku rézniczkowym.

3. Dowéd twierdzenia Rolle’a. Jezeli nasza
funkcja w calym przedziale (@, &) przyjmuje staty war-
tosé, to jej pochodna w kazdym punkcie wewngtrznym
przedzialu jest réwna zeru. Twierdzenie jest wigc w tym
wypadku prawdziwe. Jesli zalozymy teraz, Ze funkcja
nasza nie jest stala, to z uwagi na to, ze funkcia ciagla
przyjmuje swojg warto$¢ najwigksza i najmniejsza (por.
str. 84) twierdzié mozemy, ze jedna przynajmniej z tych
wartosci przyjmuje w jakim$ punkcie wewnetrznym prze-
dzialu (@, b). Przypusémy np. ze w punkcie § (a<<5<b)
funkcja przyjmuje warto$é najwigksza. A wigc dla kazdej
wartosci na A jest

S +h) < AS).
Udowodnimy teraz, ze:
fE =0

Zauwazimy, ze jezeli:

1) h>0, tof_-—~<§+h;l—f(§)<0,

2) h<O, to@i’%—_i@>o.

Jezeli wiec h dazy do zera przez wartosci do-
datnie to otrzymujemy

f &) = lim &M <0.
h—3 5 0
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Jezeli za§ h dazy do zera przez wartosci ujemne
to otrzymujemy

7@ < im NSO -,

a wiec:

0 (<0
f©=0.

A wiec udowodnilismy twierdzenie Rolle’a.

czyli

4. Dowéd twierdzenia o wartosci Sredniej. Po-
16zmy
ﬂa+2—J@L:w (1)
a wiec
fa+h)— fla) — ho = 0.
Okreslmy funkcje ¢(¢) (0 < ¢<h) kladac:
¢(t) = fla+ 8 — fla) — to,
1) ¢0) =q(h) =0,
2) 9()=fla+))—o. 0

Wobec tego na mocy twierdzenia Rolle’a istnieje taki
punkt § (0 <§<h), ze ¢'(§) = 0. A wiec na mocy (2)

otrzymujemy:
Y€ =fla+s)—o0=0;

w=f"(a+5).
Kladac & = 6h, (0 <6 < 1) otrzymamy na mocy (1)
fat D=0 _ oo,

widzimy, Ze

zatem

A wige udowodmllsmy twierdzenie o wartosci $redniej.
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5 Wnioski z twierdzenia o wartosci $redniej.
Jezeli funkcja ciggla w zamknigtym przedziale (a, b)
ma wewnatrz tego przedzialu wszedzie pochodna réwna
zeru, to ma w tym przedziale stala wartosé.

Dowéd. Niech x i x,+ A beda dwoma dowol-
nemi punktami przedzialu (a, 4). Na mocy twierdzenia
o wartosci Srednie] mamy:

[0+ h) — f(x0)
h

— F'(x0 + OR).

Lecz na mocy zalozenia f(x+6A) =0, a wiec:

S+ h) — f(x0)
D S

czyli fxo + h) = flxo).

A zatem funkcja posiada w (a, b) stala wartosé.

Twierdzenie. Jezeli funkcia ciagla, posiada
w przedziale wszedzie pochodna dodatnig (wzglednie
ujemna), to jest w tym przedziale $cisle rosnaca (wzgl.
Scisle malejacy).

Dowéd. Jezeli x, i xo+4 (h>0) sa dowolnemi
punktami przedzialu (@, 5), to na mocy twierdzenia
o wartosci $redniej mamy:

flxo + h) — f(xo)
h

=[x + 0h),

feo + B) — flxo) = hf'(xy + 0 h);
poniewaz A >0, f'(xo+ 6h) > 0, wiec
. flxo + h) — flxo) >0,
czyli Flxo + R) > fxo).

Funkcja jest wigc $cisle rosnaca. — Podobnie
oostgpujemy, gdy pochodna jest stale ujemna.

Rachunek rézniczkowy I. 11
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6. Pochodna funkeji zlozonej. Opierajac si¢ na
twierdzeniu o $redniej wartosci, udowodnimy twier-
dzenie o pochodnej funkcji zlozonej, wypowiedziane
poprzednio (str. 116) bez dowodu.

Niech y = f[¢(x)] bedzie funkcja ztozona z funkeyj
y = f(u), u = ¢(x), ciaglych i majacych pochodne ciagte.
Oznaczmy przez Ax dowolny przyrost zmiennej x, za$
za$ przez du, 4y odpowiednie przyrosty zmiennych u, y.

Mamy wtedy:

y+dy = flut+ 4u),
y = flu);

Ay = flu+ 4u) — f(u).
Ostatnia rowno$é mozemy na podstawie twier-
dzenia o $redniej wartoici napisa¢ w nastepujacy
sposob:

zatem

dy:f’(u—{—(?du).du. 0<i<1
Stad mamy

Ay

Adx

Jezeli teraz Ax dazy do zera, to wobec ciaglosci
funkcji u = @(x), przyrost Ju, a wiec i 0. Ju zdaza
Adu
Adx
do granicy, otrzymujemy wigc:

| Vo= f @) s

7. Wzér Taylora. Zalézmy, ze funkcja y = f(x),
ciagla w przedziale zamknictym (a, ), posiada po-
chodne az do rzedu (n—1) wlacznie: réwniez ciagle
w tym przedziale zamknigtym ; o pochodnej rzedu n-tego
zaldzmy, ze istnieje w kazdym punkcie wewngtrznym
przedziatu (a, b). Jezeli teraz punkty x i x+ h naleza

4 Z/u
:f(u‘f‘gﬂll)g;.

do zera, zas dazy do pochodnej u'x. Przechodzac
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do przedzialu (a, ), to zachodzi wzér, zwany wzorem
Taylora:

far ) =f+ 1 F@ Bl @t

hn—l
(D
+(n—1)!f (x) + Ru(x, h).
R.(x, h) nosi nazwg reszty wzoru Taylora. — Na te
reszt¢ mamy dwa wyrazenia. Jedno podane przez La-
grange’a: '

R.(x, h) = ,,%f" (x+ 6h)

przyczem o 0 wiemy tylko to, ze 0<< 6 <1 i drugie
- podane przez Cauchy’ego
hn
" — I 0/ n—1 fu 0’

Rolos h) = 2t (L= 0= - 0)
gdzie znowu 0 < 6" <1,

Jezeli w szczegélnosci przedzial (a, b) zawiera
liczbe 0, to piszac we wzorze Taylora 0 zamiast x,
za$ x zamiast h, otrzymujemy t.zw. wzér Mac-Laurina.

) = O + 55 F O+ 5 f @+ +

xn-»l
H {(n—1) .
+(n———1)!f (0) + Ru(x);
R.(x) ma postaé:
Reszta Lagrange’a
Ra(x) = g, @ (6 x). 0<o<1)
Reszta Cauchy’ego

Rux) =g (A=) 0. (0 <0' <)

Uwaga. Obie reszty (Lagrange’a i Cauchy’ego)
sa oczywiscie réwne, a roznig sie tylko ksztaltem. Przy
11*
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badaniu wzoru Taylora danej funkeji uzywamy jednej
lub drugiej formy reszty, zaleznie od tego, ktéra w roz-
wazanym wypadku jest dogodniejsza.

8. Dowéd wzoru Taylora. Niechaj ¢ i g (ﬁ:i: @)
oznaczaja dwa dowolne punkty przedzialu (a, b) zas p
niech bedzie dowolnq liczbg naturalng >> 1. Polézmy:

1) — @) —° S ce
(F—a)y
e
@ — oy - @
Okreélmy funkcje @(f) w nastepujagcy sposéb:
90 = 10) — 10 — 27 1o — O o —
(B—"

— 0 — ot — v
Zauwazmy, ze kladac ¢ = 3, otrzymamy ¢(g) = 0,

kladgc za§ { = ¢ mamy na mocy (1) ¢(e) =
Wyznaczmy ¢'(J):

70— —FO =" 0 SRACK
STIASES e O
+EZBE fon() 4 0p (6 — b,

a wiec:

(F—

#(8) = op (=t = yfwo @
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Poniewaz, jak wyzej wspomnieliSmy:
9e) = 9(3) = O,
wiec na mocy twierdzenia Rolle’a istnieje punkt §, za-

warty miedzy « i 3, w ktérym pochodna funkcji ¢(?)
si¢ zeruje. A wiec na mocy (2)

_ &yn—1
¥ = op (3 — = — Yo gy < 0.

Stad:

@ &yn—,
e B S

T opl—11

Wstawiajgc w (1) warto$é na @ otrzymujemy po
przeksztalceniu:

) =+ T @+ E P p@

fAE). (¢ <E<p)

+ OO @+ R, ®
e i
Ra =" LS s
§ jest liczbg zawarta miedzy « i §, a wigc
S=a+0(@—0) (0<6<1)
kladac teraz ¢ = x + h, za§ ¢ = x, mamy:
‘ . g—a=~nh
S=x+0h

g—5=h(1—0).
Podstawiajac te wyrazenia we wzorze (3), mamy:

St B = 0+ £+ oo o )+ R
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gdzie (
kAP0
R, — i — D)1 f(x + 0 h),
czyli
}l"
= (1 — G)r—P fln
Ry 5= 1) (1 —6)—>fv(x + 6 h).

Poniewaz p jest dowolna liczba naturalng > 1,
wiec kladac raz p = n, drugi raz p =1, otrzymujemy
reszt¢ Lagrange’a wzglednie reszte Cauchy’ego. Po-
niewaz we wzorze powyzszym -liczba 6 zalezy od p,
wiec dla p=n i p =1, otrzymujemy w ogdlnosci
rézne wartosci na 8; dlatego druga z nich, wystepu-
jaca w reszcie Cauchy’ego, oznaczyliémy przez #'.

Przyklady:
1. flx) =e
Mamy :
@ =) =...=f"0x) = ¢,
sta
fO) = F(O) =) = ... = f(0) = 1.

Stosujagc wzér Mac Laurina, mamy:

. x x* xn1 X" 4
c=ltqtat ot ae

Dla a >0, otrzymujemy z tego wzoru, zaste-
pujac x przez xloga:

x2log*a
21

x*logha

-+ a”*.
n!

xrz—-l Zogn——l a

xloga ~la
(n— 1!

11 +... 4

a":1+

_I_

2. Ax) = sinx. Mamy: f(0) =0,
f)(x) = sin (x +n g) (por. str. 140).
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fm(0) = sinn g

Jezeli n =2k to f®(0) = f2H(O0) = sinkm = 0
Jeieli n=2k— 1,

to fM(0) = f(Zkfl)(Q) =sin(2k—1) g = (— 1)kt

Otrzymujemy wiqc, dla n =2k:

2k—1
n x — )
sinx = 31— 3!*5! LSOy e sy e
x*k
(Qk),szn(Ox-{—k"r)
zas dla n =2k —1:
oL x Xt X g X0
sinx =qp =gt st TV gyt
X2+ 2k —1
(2k szn(0x+ 5 7).

3. Ax) = cos x. Mamy: 0) =1,

fH(x) = cos (x+ n%) , (por. str. 140).

f0) =cosn %
Jezeli n =2k, to f£7(0) = fC9(0) = (— 1)1
Jezeli n =2k —1, to f®(0) = fC*+10) =

a wiec, dla n = 2k mamy
PR k=2

_ XX 1)1
cosx =1— 2'+ 6‘+ . (=1 @k 2)‘

2k' cos(Ox—i—kn),
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zas dla n = 2k — 1, mamy:

k—2
—_ J— k—1
cosx = 1= Jb i — o+ (= 1) er=ot
Zkl
(2/< 1)'cos(ﬁx+(2k——1) )

4. f(x) = log (1 + x). Mamy tu £(0) = 0.

— n+1 n—
f(”)(X)_(> 1()1 (x)" ! -, (por. str. 140)

zatem

F(0) = (— 1)+ (n — 1)!
f™(0) _ (=1

n! n

Otrzymujemy wiec:

X x2  x3 1
bg(l+x)=F -5 +3— ... (=1 — R,
— {— n+1¢_._ _ rz-H;(]'—H,)nm1 n
R = (—1p4 =y 0

5 (x) =Q+x) (p dowolne). Uwzgledniajac, ze
[P =p(p—1) . (p—n+1) (1 + x)p—n—
={?| n! —n

(n) nt(L+x),
otrzymujemy:

0 =1, f90) = (°) n!
f00) (p) ,

n! n
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a wiec:

(1—|—x)”=1+(’1))x+(§)x2+(§) B+

P n—1
+ (n——-l) x4 Ro(x),

Ru() = () (1 4 000 nxn
P yn—1 e —n y.r
:(n)n(l‘(/) (14 0’ x)p—nxn,
W przykiadach powyzszych liczby 6, ¢ spelniaja
nieréwnosci:
0<Co<1, 0O <1,

Zadania.
1. Dla wielomianu f(x) stopnia n-ego mamy:

St ) = ) +15£0O 4 10+t o ),

2. Jak wiemy (str. 84, przyklad 2), réwnanie
X = cos x ma w przedziale O,g przynajmniej jeden

pierwiastek. Wykazaé, ze w tym przedziale nie istnieje
wigcej niz jeden pierwiastek, opierajac sie na tem, ze
funkcja f(x) = x — cos x ma pochodna dodatnia w prze-

dziale(O,%.
3 Tixel4te— L ? 4
oV TAE T YTy
LS e R,

2.4.6
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Ru(x) = (— 1) ! L%rilt?g

4.....2n
xn
T (0<o<)
. 1.3.5....(2n—-3 (1—6)y!
:(_1)n 1
2.2.4.6...2(n—1) A+ %

4. Wykazaé, opierajac sig na zadaniu poprzedniem,
7e dla 0 < x <001 mamy:

X (0< ' <1)

T = 1+}ix,

z bledem mniejszym niz —18— . 1164’ a wiec z dokladnoscia
na cztery miejsca dziesigtne. Np. y1:0046 = 1-0023.

9. Wypuklosé. Powiadamy, ze krzywa, ktéra jest
obrazem funkcji y = f(x), jest dla x = x, wypukla ku
gérze, jezeli istnieje takie otoczenie punktu x,, ze dla
kazdego punktu xo + A
tego otoczenia, zacho-
dzi nier6wnosc:
flxo+h) < flxo)+hf ' (xo)-

Geometrycznie waru-
nek ten powiada, Ze
cze$é krzywej odpo-
wiadajacej temu oto-
X czeniu lezy ponizej

0 L XAh stycznej wykreslonej
w punkcie x = xo.
Rys. 30. Podobnie definju-

jemy wypuklosé wdol.
Opierajac si¢ na wzorze Taylora moina latwo
udowodnié nastepujace twierdzenie:
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Jezeli funkcja ciagla y = f(x) ma wewnatrz prze-
dzialu (a, b) pochodna stale ujemna (wzgl. dodatnia),
to w kazdym punkcie wewnetrznym tego przedziatu
obraz tej funkeji jest zwrécony wypukloscia ku gérze,
(wzglednie wdét).

Dowéd. Jezeli xo 1 x,+ A (2 3 0) lezg wewnatrz
przedzialu (a, b), to na mocy wzoru Taylora mamy:

. h2 (4 « I’
f(xo + My = flxo) + R f'(x0) + 57 f (xo 9 ), (0<<9<1)
a poniewaz h? > 0, wiec

flxo +h) — flxo) — hf'(x) >0 przy f"(x) >0,

flxo+h) — flxo) — Af (x0) <O, f"(x)<O.
Przyklad. .
1. y=x*—ax®*+bx+c; (a>0)y =6x—2a.

Krzywa jest wiec dla x>% zwrécona wypu-

klosciag nadél, gdyz woéwczas druga pochodna jest do-
datnia.

2. y=sinx, y' = —sinx.

Jezeli y>0 to y’’ <O zatem sinusoida jest nad
osig x- 6w zwrdcona wypukloscia do géry. '
3. yg=xt—6x3+12x2
gy =12x2 —36x+24 =12 (x — 1) (x — 2).
Krzywa jest wiec zwrdécona wypuklosciag nadél
dla x <<1, do géry dla 1 <x <2, nadol dla x > 2.



ROZDZIAL VIL
Maxima i minima; punkty przegiecia.

1. Definicja extremum. Powiadamy, ze funkcja
przyjmuje w pewnym punkcie maximum (rys. 31), je-
Y zeli w otoczeniu te-

go punktu wartosci

—‘\ funkcji sa nie wiek-
/ sze od wartosci funk-
cji w tym punkcie.
: : Podobnie okre-

$lamy minimum. (rys.
32).

X

Jezeli  funkcja

w pewnym punk-

Rys. 31 cie przyjmuje maxi-

T mum albo minimum,

to powiadamy, ze w punkcie tym wystepuje extremum.

Mozemy wiec powiedzieé, ze jezeli dla funkcji

y = f(x), w punkcie x = x; wystepuje extremum, to

dla kazdego A mniejszego co do modulu od pewnej
liczby &> 0 jest:

o 5(0 Xo+

fxo+h) — fixg) <0  jezeli wystepuje maximum (1)
JGxo+ h) — fixo) >0 » » minimum  (2)
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W obu wiec wypadkach réznica fxo + x) — f(xo)
nie zmienia znaku dla dostatecznie malych wartosci
na h.
Uwaga. Jezeli Y
w pewnym punkcie x,
mamy dla kazdego
h == 0, spelniajacego
warunek 2] <g,

flxo + h) — flxo) <0,

\ T

i

to powiadamy, Zze 0 XA %,

w punkcie tym wy- '
stepuje maximum wia- Rys. 32.
Sciwe.

Podobnie definjujemy minimum wlasciwe.

Nalezy pamietaé o tem, Ze maximum nie jest
koniecznie najwieksza wartoscia, jaka funkcja przyjmuje.
Poza badanem oto-

czeniem moze funk- Y

cja przyjmowaé war-

tosci wieksze. (Por. \

rys 33.) \
Réwniez jasna ' oo

rzecza jest, ze funk-
cja moze przyjmo-
waé kilka razy mini- X
mum albo maximum. ol

Np. funkcja

y = sin — przyjmuje Rys. 33.
X
nieskoniczenie wiele razy maximum réwne jednosci,

dla x == 2 2 2
@, 57, 7 (An+1)n’
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2. Warunek konieczny dla istnienia extremum.
Jezeli funkcja y = f(x) dla x = xo przyjmuje extremum,
to pochodna w tym punkcie, o ile istnieje, jest réwna
zeru. Innemi slowy: styczna, jezeli istnieje, jest réwno-
legla do osi x-o6w.

Przypusémy, ze dla x = x, wystepuje maximum.
Przypuszczajac, ze f'(xo) istnieje, mamy:

:  fleo+ R) — flo) . flxa+ h) — flxo)
Fe9 :h—h-fw h T—Iin—o h ’

Lecz na mocy (1), dla dostatecznie matych, do-
datnich 2 mamy:

flort B —=fx0)

b

a wiec

lIim f(X() -+ h) —f(X())' < O,
hA—3+0 :
czyli
f(x0) <0, (3)
Podobnie otrzymujemy
i o TR = 1)
h—3—0

a wiec
f'(x0) >0. €]
Z nieréwnodci (3) i (4) wynika
f{x) =0.

Uwaga. Nie nalezy sadzié, ze jezeli w pewnym
punkcie pochodna sie zeruje, to wystepuje w nim ex-
tremum. Np. funkcja y = x3, ktérej pochodna y’ = 3x*
zeruje si¢ dla x =0, nie posiada extremum w punkcie
x =0, gdyz:
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dla 2>0 jest y >0,
dla x<0 jest y <O,
za$ dlaa =0 jest y = 0.

Jezeli funkcja y = f(x) posiada w pewnym prze-
dziale (@, b) pochodng, to mozemy na mocy powyz-
szego twierdzenia byé pewni, ze extrema, ktére wyste-
puja wewnatrz przedzialu (a, b) zachodzié moga tylko
w tych punktach, w ktérych pochodna si¢ zeruje. Wy-
starczy wigc wyznaczyé wszystkie wartosci na x prze-
dzialu (a, b), dla ktérych f'(x) = 0 i zbadaé, w ktérych
z nich wystepuje extremum. — Odpada za$ badanie
pozostalych wartosci na x.

Przykltad. Dla jakich wartosci na x funkcja

1
y = Zx“ — §x3 ) x2+4 2 moze przyjmowaé ex-
tremum ?

7

=xt—2x%—3x
Jak latwo widaé, réwnanie
. yl = 0:
czyli
x3—2x2—3x =0,
ma tylko 3 pierwiastki:
X1=0, X2:3, )3:—1

A wiec extremum moze wystepowaé tylko dla x =0,
3, —1.

3. Warunek wystarczajacy dla istnienia extre-
mum. Nastepujace twierdzenie pozwala nam w wielu
wypadkach rozstrzygnaé, czy w pewnym punkcie wy-
stepuje maximum czy minimum.

Twierdzenie. Jezeli funkcja y = f(x) w oto-
czeniu punktu x = x, posiada pierwsza i drugg po-
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chodng ciagly i jezeli f'(x)) =0, to dla x = x, wyste-
puje maximum wlasciwe, gdy f''(x)<0, minimum
wlasciwie, gdy f""(x,) > 0.

Jezeli zas f"/(x;) = 0, to nie mozemy bez dalszego
badania nic orzec.

Dowéd. Na mocy wzoru Taylora mamy

h 4 h2 7’
S (ey +h) = fxo) + 11 7 (xo) + ?f (x, + 9h).
| 0<9<1)
Poniewaz wedlug zalozenia

f(x) =0,

wiec
2
FC+ B —f () = o £ + 9.

Jezeli przypuscimy teraz, ze f'’(x,) <0, to poniewaz
na mocy zalozenia druga pochodna jest ciagla, wiec
istnieje takie otoczenie punktu.x=x,, w ktérem £/ (x) < 0.

Oczywiscie wige, ze jezeli x,+ & (A= 0) bedzie
do tego otoczenia nalezeé, to

7 (xa + $h) < 0,

a poniewaz h?> 0, wicc
h2 (/4 « 14
o1 /7o IR) = f"(xo + h) — f(x,) <O,

a wiec dla x = x, wystepuje maximum wlaiciwe.
Podobnie postepujac, przy zalozeniu, f7(x,)> 0,

udowodnimy, zedla x = x, wystepuje minimum wlasciwe.
Przykltad. Wyznaczyé maxima i minima funkecji.

1

Yy = zx4—§x3——%x2+2.
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Pierwsza pochodna zeruje sie dla

x=0,3 —1
l]” =3x?—4x—3
"0} =— 3 <0 wigcdlax =0, y =2 mamy maxim.

f"3)=12 >0 , , x=3y=—94 ,minim.
f”('“l) =4 >0 - »” » X :~1!y=115§”minim'

4. Ogélniejszy warunek wystarczajacy. W wy-
padku watpliwym, gdy f'(x)) =0 i f”(x) =0, postu-
gujemy si¢ nastepujgcem ogélniejszem twierdzeniem:

Jezeli funkcja y = f(x) posiada w otoczeniu punktu
X = x, pochodne ciagle, az do n-ego rzedu (n>1)
wlacznie, 1 jezeli

fla)=f"(w) ... .. ="V x) =0,
a natomiast ' ’
fP(x) = 0,
to, gdy n jest liczba nieparzysta, w punkcie x = x, nie
wystepuje extremum, gdy zas n jest liczba parzysta,
wystepuje maximum wlagciwe, gdy F™(x,)< 0
minimum wlasciwe, gdy f“(x,)> O.
Dowé6d. Na mocy wzoru Taylora otrzymujemy

St B) = ) =25+ o) 0<o<1.

Jezeli zalozymy, Ze n jest liczba parzysta, dowéd prze-
prowadza si¢ podobnie, jak przy twierdzeniu poprzed-
niem.
Przypusémy, ze n jest liczba nieparzysta i za-
16zmy, ie
() > 0.

Rachunek rézniczkowy 1. 12



178

Latwo widaé, ze istnieje takie otoczenie punkfu x = xo,

w ktérem
F™(x) > 0.

Biorac wigc na h wartosci dodatnie, dostatecznie male,
mamy

£ (xy + 6B) > 0 i hn >0,
czyli flxo + R) > fxo).

Biorac za§ na h warto$ci ujemne, dostatecznie male co
do modulu, mamy '

F (o + 0B) >0 i hn <0
wige flxo + h) —f(xs) <0
czyli flao + A) <fixo).

Wobec tego, ze w dowolnem otoczeniu istniejg
wartosci wieksze i mniejsze od f(xo), w punkcie x = x,
nie wystepuje extremum.

Podobnie postepujemy, gdy f@® (1) <O0.

Przyklady.
lLy = x*— 6x24+12x—3
y =3x*—12x +12
g’ =6x —12
yll’ — 6

Aby wyznaczyé extrema, rozwigzujemy réwnanie
g =0 czyli
' x?—4x+4 =0

Otrzymujemy jeden pierwiastek x = 2. Druga po-
chodna w punkcie x =2 jest zerem, a poniewaz trze-
cia pochodna {est dodatnia, wiec dla x =2 nie wyste-
puje extremum. :
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_ (x+3)s
T (x+2)
, x(x+3)2
T (x+2)3
s 6(x+3)
(x+ 2
v 6(8x+10)
V=
Jako pierwiastki réwnania y' =0 otrzymujemy
X; =0, X, = — 3. Dla pierwszej z tych wartosci druga

pochodna jest dodatnia, dla drugiej réwna zeru. Dla
X =0 mamy wigc minimum. Podstawiajac x; w trzeciej

pochodnej otrzymujemy y'”” = 6+ 0. Dla x; = — 3 nie
wystepuje extremum,
3.y xt(x—1)p+1

y — X (x—1) (7x—4).
Pochodna zeruje si¢ w punktach

x1:O, XQzl, X;-;:;‘

g = xt (x—1) (42x* — 48 x + 12)
f'(x)=0 f(x)=0 f(xs) >0

a wiec dla x = 4 wypada minimum

7
v =x[Bx—2) g +x(x—1) ¢ ],
gdzie P (x)=42x*— 48x + 12,

wige [fa) =0 fUx)=9(1)=6

A wigc dla x = x; nie wystepuje extremum.
' 12+
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Kladac:
[Bx —2) 90+ x(x — 1) ¢ W] = v(,

mamy:

g@ =y (x) + xp(x),
fO(x) = p(0) = — 2.9(0) = — 24 <0,

a wiec dla x = 0 wypada maximum.

3 x?—2x—21
YT T x4
C 6x*+27x+98
Y = T (6x+ 142

W tym przykladzie pierwsza pochodna nie znika
dla zadnej wartosci x, lecz jest stale dodatnia. Funkcja
nie ma wiec extremum w zadnym punkcie i stale
roénie. '

5. Punkt przegigcia. Powiadamy, ze punkt x = X,
jest dla funkeji y = f(x) punktem przegigcia, jezeli dla
dostatecznie malych h wyrazenie:

f(xo+ B) — fxo) — A f(x) (1

zmienia swbj znak wraz ze zmiang znaku A, innemi stowy,
jezeli istnieje taka liczba &> 0, iz wyrazenie (1) albo

dla > A >0 jest stale dodatnie, za$

dla — &< h <0 stale ujemne;

albo dla ¢ > A >0 jest stale ujemne, zas
dla —& < h <0 stale dodatnie.
Geometrycznie znaczy to, ze cze$é krzywej od-

powiadajaca dodatniemu A jest po przeciwnej stronie
stycznej (wykreslonej w punkcie odpowiadajacym war-
tosci x = X,), niz cze$¢ krzywej, odpowiadajaca h ujem-
nemu. Por. rys. 34 i 35.
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Stosujac twierdzenie o wartosci $redniej, otrzy-

mujemy :

Flxo+ h) — f(xo) — hf'(x0) = Af'(xo + 0h) — hf“(xo) =

= R[f'x+ 0h) — f'(x0)]

0< <)

Zalézmy ze pierwsza pochodna ma w punkcie X,
extremum wlasciwe; wyrazenie: f'(x, + 0h)— f*(x,) be-
dzie wiec dla dostatecznie malych wartosci na A (roz-
nych od 0) stale jednego znaku, a zatem wyrazenie:

fleo+ ) — £(x) —hf () = h [f (o + 08) — f/(x0)]

bedzie zmienialo znak
wraz ze zmiang znaku A.
Na mocy wiec okresle-
nia, punkt X, jest punk-
tem przegiecia. Wyka-
zalisSmy wiec.
Twierdzenie:
Jezeli pierwsza  po-
chodna funkcji y=/£(x)
przyjmuje dla x = X,
extremum wlasciwe, to
punkt x = x, jest dla
funkcii y = (x)f punk-

Y

Y

\
N

\

Rys. 35.

Rys. 34

tem przegiecia. — Wy-
znaczajac wiegc punkty,
w ktoérych pierwsza po-
chodna ma extremum
otrzymujemy (w prak-
tyce naogdl wszyst-
kie) punkty przegiecia
funkeji y = f(x).
Twierdzenie od-
wrotne nie jest jednak
prawdziwe. Moze : sie
np. zdarzy<, ze punkt
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xo jest punktem przegigcia, a dla punktéw x =+ x, po-
chodna nie istnieje, tak, ze nie moze byé mowy o ex-
tremum pochodnej w punkcie x,.
pierajac si¢ na odpowiednich twierdzeniach

z teorji extreméw, mozemy wyglosié nastepujace twier-
dzenia:

1. Jezeli funkcja y = f(x) posiada w otoczeniu
punktu x, pochodne ciagle az do n-tego rzedu (n > 2)
wlacznie i jezeli :

[ x0) = fx0) = ... fUmI(x) =0, f® (x,) F 0,

to dla n parzystego punkt x = x, nie jest punktem
przegigcia, za$ dla n nieparzystego punkt x = x, jest
punktem przegiecia.

szczegolnosci X = xp jest punktem przegie-

cia, gdy f“(x) = 0 a f“(x,) & 0.
Przyklady.

Ly = x*— 6x2+2x— 1,
y' =3x2—12x 42,
y" =06x —12,
y“=6.

Druga pochodna zeruje sie dla x = 2. Poniewaz
trzecia pochodna jest réina od zera, wiec dla x = 2
wystepuje punkt przegiecia.
| 2.y = x%(x?—5x +2D),

y' = 5x* (x?—4dx + 4),
g" =20x (x2—3x +2),
g =20 (3x2— 6x +2).
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Druga pochodna ma pierwiastki x; =0, x; =1,
x; = 2. Poniewaz dla tych wartosci trzecia pochodna
jest rézna od zera, wigc powyisze punkty sa punk-
tami przegiecia.

6. Extrema funkcyj przedstawionych parame-
trycznie.
Niechaj dane bedg dwie funkcje

x=f® y=90

ciagle w pewnym przedziale (¢, ¢} i posiadajace w nim
pierwsze i drugie pochodne, rowniez ciagle. Zal6zmy
ponadto, ze funkcja x = f(#) jest w tym przedziale
cisle monotoniczna. Réwnania powyisze okreslaja nam
wéwezas (por. str. 144) y jako funkcje zmiennej x. Po-
chodne tej funkeji sa dane wzorami:

;o'
(R |

W F@O (=1 90
v = [P

(przy zalozeniu, ze w badanym punkcie f() & 0).
Celem wyznaczenia extreméw tej funkcji postgpu-

jemy w ten sam sposéb, jak poprzednio. A wigc wy-

znaczamy najpierw punkty, w ktérych y.' =0, t.j.

w ktérych
() =0 zad f () +0.

Jezeli £, jest takim punktem, to z uwagi nato, ze
¢'(t) = 0, druga pochodna y,” wyraza sig¢ nastgpuja-
cym wzorem:

y “o q)u(to) .
i [f' () ]?
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Wystepuje wiec minimum, gdy ¢“(£)> 0, maximum
gdy ¢“(t) < 0. Jezeli () = 0 to trzeba badaé po-
chodne rzedu wyiszego. Punkty, w ktérych f4(#) = 0,
wymagaja specjalnego badania. ‘

Przyktady.
1. =rcosty=4irsin 2t 0t r>0

dx . a'y 1

dF = T rsing; di = breos 214,

dx 2y .

ap = — 7 cost; de == rsin 2t
Dla #= 0 mamy:
d_y_ L cos2t @_ 2sintsin2t + cos tcos 2 f
dx = % sint’ dxt” r (sint)s,
Licznik pierwsze] pochodnej ma pierwiastek ¢ — z, dla

P ip j ma p i
ktérej to warto$ci mianownik nie znika. Druga pochodna
dla t=%przyjmuje wartos§é — ( : n)2 < 0.
r\siny

A wig dlat :% wystepuje maximum wlasciwe.

2. XxX=#4+1, y=88—2¢t—1
dx 3 G g,
dt 48, dt =31 2
d2x d*y
ar 2 -
e~ 124, dez 6

Dla ¢+ 0 jest wiec
dy 3—2 d% 4[3.6tf(312—2\.12t2.

dx = 4#  de T 64 ¢°
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Licznik pierwszej pochodnej ma pierwiastki

t =V2%, & = — V%, dlaktérych mianownik nie znika.
Wstawiajac je w wyrazenie na druga pochodna, otrzy-
mujemy dla ¢ = # warto3é dodatnia, dla # = ¢, warto$¢

1.
2.

ujemna. Dla 7 = V% zachodzi wigc minimum, dla

— V % maximum.
Zadania.
g=x(a—x) (@>0);x = % max. X = g minim.
y = x* — 8x34 22x?—24x + 12; x=2 maximum,
X =1, 3 minimum.

3 .__.2_x- X = _1__. ini

cy = = Jog? minimum.
1 ..

4, y = x* X = - minimum.

10.

.y=¢€sinx X= (n + %) 7 max. dla n parzystych

min. ., , nieparzyst.

. Wpisaé w kule o danym promieniu r stozek o moz-

liwie najwigkszej objetosci.

(Odleglos’é podstawy od érodka kuli :gr).
Wykazaé, ze z posréd wszystkich tréjkatow o danej
podstawie i obwodzie, najwicksze pole ma trojkat
rOwnoramienny.

Znalezé punkt majacy te wlasnosé, ze suma kwa-
dratéw jego oc eglosci od wierzchotkéw tréjkata
jest mozliwie najmniejsza. (Srodek cigzkosci tréjkata.)

. Wykazaé, ze najkrétsza cieciwa paraboli y* = 2 px

przecinajaca ja pod katem prostym ma dlugosé 3 py
Wpisaé w kule a) walec,b) stozek o mozliwie naj-
wiekszej powierzchni.
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/
Wysoko$é walca wynosi r ]/ 2 (1 — é),

stozka —— (23 —-\f 17 )

16
7 — §2 - |
11;;;13? 1 t = — 4 minimum.
12. y = arcég(? t+1) Niema extremum
X =e” ' '

Symbole nieoznaczone.

' 0
Symbole nieoznaczone : o’ & . W ustepie tym

(x)

zajmiemy si¢ badaniem granicy stosunku ?(x) ’ w wy-

padku, gdy licznik i mianownik daza do zera lub nie-
skonczonosci. Wypadki te oznaczaé bedziemy symbo-
lami 9 wzgl. 2.

Twierdzenie. Jezeli dla funkcyj f(x) i g(x),
posiadajacych pierwsza pochodng w otoczeniu punktu
x = a (z wyjatkiem samego byé moze punktu a), za-
chodzi zwigzek: lim f(x) = lim g(x) = 0, to, jezeli
e g fix) xoFa o xeda
istnieje /im “=7—-, to istnieje réwniez Iim = i

x—>ag (x) > g)

lim AC) = lim PACY .
—>ag(X) T ira glx)

Uwaga: Rzecz jasna, ze milczaco przyjeliémy,
ze funkcje g(x) i g'(x) nigdzie w otoczeniu punktu a,
poza samym byé moze punktem a, nie zerujg sie.

Dowé6d: Niechaj x bedzie pewna wartoscia
zmiennej x rézng od a. Poléimy:

fx
glx) )
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i okre§lmy funkcje ¢(#) zmiennej ¢, kladae:

o) = f() — wg(d.
Latwo widaé, ze ¢(a) = ¢(x) = 0.

Wobec tego na mocy twierdzenia Rolle’a istnieje
taki punkt & zawarty miedzy a i x (rézny od a), iz
¢'(§) = 0. Poniewaz: ¢'(t) = f() — wg'(t), zatem
9@ = f16) — ag®), wiee:

£ £ o

S = W = .

g0 2'(%)
Zauwazymy, ze gdy x zmierza do a,"to i & zmie-
[0
a g(x)

to ze zwiazku (2) otrzymujemy istnienie granicy

[0

rza do a. Jezeli wiec zalozymy, ze lim istnieje,
=

lim i réwnosé
x->a8(x)
lim fx) = lim l,(i)
x—3a g(x) x—pa g(x)
Przyklady: ,
] x? —5x+6 . 2x--5
L. ,ICIT_>2 x3— 3x+2 = ,{I.rn_>22x—3 =-L
9. lim X _pm 22X 1,
x—30 X x-»0 1
s im 7Y gim - - 1
x -0 X x—30
. x5 -1 ; 5x¢+ 5
4lm iy =lmoee =3
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; .. ‘()
Uwaga: Jezeli okaze sie, ze Iim f =+
g J Q’ —a g(x) b4
to jak tatwo widaé z dowodu, réwniez lim PACI = L oo,
x—3a g(%)
Przyklady:
; e* —1 . e*
1. ){I-T_Tl.->0 75—- = £IT+0‘37XT = + oo,
1
X»A.)“o gx sin x x—>0 — cos x

cos*x

Twierdzenie. Jezeli dla funkcyj f(x) i g(x)
posiadajacych pierwsza pochodna wszedzie w otoczeniu
punktu X = a (z wyjatkiem samego punktu a) zachodzi
zwigzek

lim f(x) =lim g(x) = *+ o,
x—pa

x—Ya
to. ieseli istniete I f(x) .
o, jezeli istnieje im ~ 75 (wzgl. jest £ ), to istnieje
x—3a g(X)

réowniez [lim | &

wzgl. jest = o0) i zachodzi zwiazek :
im0 (wzgl. | 3

lim & = lim il(i)
X—>a g(x) x—~>a g(x)

Dowéd tego twierdzenia jako trudniejszy pomijamy.

Przyktlady:

' 1
1. lim log x = lim Y = lim (—x) =0.
330 1 x> 0o 1 50

X X2
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3
PURTY: 2 &
2. lim tg 3x = lim Cl)s—jlx_: lim 3—————003. X
e T tg5x a5 x__>15 cos* 3x
2 iy 2cost5x 2
3 g OSSXP 3 gy 2SIR3XYPS
5 _lm,lcos?)x 50 Y™, 3sin3x 3
2 Ty

Uwagi: Gdyby okazalo sie, ze lim f'x =
x—ya
= lim g'(x) = 0 (wzgl. = o) to badanie granicy sto-

x—Pa

sunku f ,(;? sprowadzamy na podstawie tych samych

twierdzen do badania granicy stosunku Ji—— Jak

latwo widaé, postqéowame to mozna uogolmc

Przyktlady:

1. lim ax? —-an—i—a__l. 2ax —2a
dm o —2bx+ b .om12bx—2b

1—cos x . sin X
3. lim —————— = Ilim ———— =
x>0 X—SinX x—301l—cosXx

. cos X
= llmv —_— = .
x—>0 sinXxX
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Twierdzenia nasze zachodza réwniez wtedy, gdy
x zmierza do o, za$ lim f(x) =lim g(x) =0
—> x — @

(lub = ). W wypadku tym nalezy zalozyé, ze dla
wszystkich x wigkszych od pewnej liczby A funkcje f
i g posiadaja pochodna.

Przyklady:
1
1. lim log x = lim 2 _ 0.
x—p o X x—> o 1
2. lim ¢ - lIim - =
x—> +w X x>t 2X
= 1Ii ix“:-{-m
e 2
i ; 1
Cogarlgx = g
3. llm — = llm =
x— o l 10 x‘*l X —p © 1
2 % x+1 1
] 1 — x2
:fl:n*oo 1+x2 1

Symbole nieoznaczone 0. 0,0 — oo, 12, »°, 0°,
1. Jezeli lim f(x) = 0, zas lim g(x) = + o, to
X —>a X—a

badanie granicy iloczynu lim f(x).g(x) sprowadzamy
X ——=a
do badania granicy lim iGN lub Iim _{(ﬂ)
x—>a 1 X —Pa 1

g(x) f(x)

S . 0
ktére przedstawiaja sie w postaci symbolu —-wzgl-&.

0
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Przyktlady:
o log x

1. lim xlogx = lim =
x—>0 x—3»0 1
x

i
. x
= lim —/—
x —>»0

= lim (— x) = O.
_1 e

x‘l

. . x 1
2. lim xe~* =lim — = Iim —
>t it €& xepio €

2. Jezeli lim f(x) = lim g(x) = + o, to bada-
x—pa x—Pa

= 0.

nie granicy réznicy lim (f(x) — g(x)) sprowadzamy
x —¥a .
1 1

do badania granicy lim g(x) i f(
X —a

™ f(0).gx)

stawia si¢ w postaci symbolu 0"

, ktéra przed-

Przyklady:

1. lim ( LI —1—) =
=—>1 \logx x—1
— Iim x—1-—logx _ 1

x-—>1 (x--1) log x 2

. 2 1 )
2 tim (& ) =
_ lim 2x — x*—1 __l
S ey T2
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3. tim (Lo L)y X

x—30\SIN X X x—30 XSinx

3. Symbole 1%, ©?9 0° sprowadzamy do symbolu
0. o opierajgc sie na identycznosci:

Vo () . p#(x) log £
fx) g e

Zakladamy, rzecz jasna, ze f(x) > 0.

Przyklady:
1. Iim x*=Im e lgx;
x —3+0 x—3+0
. . lozx
lim xlogx = lim — =0,
x—>+0 x—»0 1
x
wiee lim x* = e’ = 1.
x—»=+0
1 —l—lo x
2. lim  xx =1Im 5 ™",
Xyt o Xt
. 1 . logx
lim —logx = lim g =0,
x—3% 4o X x—P»+o X
1
wige lim xx =& =1,
PR
1 iIorx(l‘%‘m:’c‘)
3.lim (I+mx)> =1Ilim ex™ ;
x—>0 x —30

lim %log(l—!—mx)_—_lim log(1+mx) _

m’
x— 0 x—>0 X

1
wiec Iim (1 4+ mx)« = e™
x—>»0
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Zadania:

bx a
1. xllr;lo————x — logz

2. lim ya+x —y2a l/g
x—»aya4-2x — y3a 8"

H

—sinx 1
3 lir:() x3 Vg
1 1 )_1
4 x’"’;g(z;z—ﬁg; =
X 1 1
> l’_’;’l(;?i @x)*f-
—1
6. lim =
x—>0 cot x
2
7. ltm (l—x) 1g—x —-

8. lim x"logx =0 (n>0).

x—>+0
1

9. lim xt—* =e~\,

x—>»1

1 tg x
10. lim (—) =1.
x—)-[—-O

11t N D ORI @ gy

h—30

12. lim f(a+h)+f(a—h)——2f(a) f"(a).

A0

13

Rachunek rézniczkowy L



ROZDZIAL VIIL

Szeregi.
Szeregi o wyrazach stalych.

1. Definicja szeregu. Szeregi zbieine. Przy-
pusémy, ze dany jest ciag liczb {a.}. Polézmy:
§ = q
se = a; + a
ss = +ay+as

Ss=ay+a+...+a,.
Jezeli ciag {s.} ma granice S, wéwczas piszemy
to symbolicznie:

S=a+a+ ... +a.+ ...
albo

Liczbe S nazywamy sumga szeregu:

a,+02+03+ ey
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Powiadamy wtedy réwniez, ze szereg:
a;+a+as ..
jest zbiezny do .S. Liczby
ai, as, as .

nazywamy wyrazami szeregu. — Szereg, ktéry nie jest
zbieinym, nazywamy rozbieznym.

Przyklady:

1) a.=aq"! |q|<1 (Szereg geometryczny).
Mamy jak wiadomo (por. wstep 4).

1—q¢" a q"
n:al—-q‘l—q al__q.

S

Poniewaz |q| <1, wigc (str. 39) lim|q"]| =0,
n—» o

zatem
a
lim s,= .
ni,;lms 1_-(]
czyli
a . R
l_qAa%—aq—i-aq + ... +agq ﬁ
lub
L — 3 gg gl <1
1l—q .= ’ )
=5+l ) 3
Np 1—§+(2) + 5 .o+ 5 +
czyli

13*
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1
Sn=1— n+ 1’
stad
S =Ilms, =1,
n—>
zatem:
il 1
1= 2 =
n—1n(n+1)
3) Niechaj /lim b. = g, woéwczas kladac
n—»
a = bl
anp = bn - bn—], n — 2, 3, .
mamy
Sh=a+a+ ... +a, = b1+(b9"—bl)+
+ (63 - bz) + “ e + (bn - bn—l)’
a wiec
Sp = bn,
a zatem
lims, =g,
n— o
czyli

o«

#= 5 o= £ o,

Np. jezeli
b _2n+41
" 3n—1’
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N

to limb,= —;
n-—p 3
a zatem

2

< 3 -5
§ :bl +n§1 (bn+l_bn):§+

n=19n2+-3n—2"°

L4g

2. Konieczny warunek zbieznosci. Jezeli szereg

o

2 g, jest zbiezny, to
n=1

lima, = 0.
n—» w

Widaé to latwo, gdy zauwazymy, ze

dn = Sp — Sn—1,
wiec

lim a, = lim (sy ~ sp—1) = lim sy ~lim sp_1 = S—.S = 0.
n—y o n—y n—p-0 n—Ppxn

Warunek ten pozwala czesto przekonadé sig w prosty
sposéb o rozbieznoéci danego szeregu. Np. znany nam
=) .

juz szereg geometryczny 2 ag"~! jest rozbieiny przy _
a4 0 lg1>1, bo lal =lal.[g" > al.

Nie nalezy jednakoc sadzié, ze naodwrét gdy
lima, = 0, to szereg 2 a, jest zbiezny. Przykladem

n—» o n=1
tego jest szereg

°° 1
> gt ).
n:1log 1+ -

W rzeczy samej

limlog(l—l—%) =logl =0.

n—>x
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Z drugiej jednak strony:
n+1
n

log(l —I—%):log = log(n+1) — logn,

a wiec
sn= (log2 — log 1)+ (log3 —log2)+ ... +
+ (log (n + 1) — log n),
czyli
$n = log (n+ 1).
. Zatem cigg s, jest rozbiezny do + o ; szereg
2 log (1 +%) jest wiec rozbieiny.
n=1
Innym przykladem szeregu rozbieznego o wyra-
zaogh dazacych do zera jest t. zw. szereg harmoniczny

1 . . .
2 e Istotnie, gdyby ten szereg byl zbiezny, to, ozna-

n=1
czajac jego sume przez S, mielibySmy /lim (ssn — sp) =
. n—=p o
1

:nii_r;zszn—nii_r;z;nzS———SZO. Ale sgn—sn:;—ﬁ

1 1 . . .
-+ ;ITQ +..+ T Prawg strone zmniejszymy, zastepujac
1 1

. 1 B
kazdy wyraz przez o Zatem Ssp— sp > n PR
Nie moze wiec byé lim (ssn — sn) = O.

>

n—

3. Szeregi ograniczone. Powiadamy, Ze szereg
o]

2 a, jest ograniczony, jezeli ciag {s.} jest ograniczony.
n=1 ’

Jezeli szereg jest zbieiny, czyli, jezeli cigg {s)
jest zbiezny, to na mocy, odpowiedniego twierdzenia
o ciggach (por. str. 34) mozemy twierdzié, ze cigg {sa}
jest ograniczony, czyli ze szereg Za. jest ograniczony.
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-Nie mozemy jednak twierdzenia tego odwrdcié. Przy-
kladem tego jest szereg

(=1 ==141—1+1...

n=1

Tutaj mamy:
Sl=——-1, 82=O, S3 :—1, S; :0, ce e Sp =

Widzimy wiec, ze:
I Sn 1 < 1 3

jednak ciag {s.| nie ma granicy, wiec szereg = (—1)~
n=1

jest rozbieiny.

O szeregu ograniczonym, ktérego wyrazy sa nie-
ujemne, mozna wypowiedzieé nastepujace twierdzenie:

Szereg ograniczony o wyrazach nieujemnych jest
zbiezny.

Dowéd jest natychmiastowy jezeli zauwazymy, ze
przy powyzszych zalozeniach, ciag {s.} jest ciagiem
niemalejacym, ograniczonym, a wigc zbieznym (por.
str. 32).

Przyklad:

Szereg 2 1 s >1) jest szeregiem zbieznym.
g == j g y

Opierajac sie bowiem na twierdzeniu o wartosci $red-
niej, mamy:

(x+ R —x=H = (— s+ 1) A(x +IR)—,
kladac x =n, A = —1 otrzymamy dla n > 1
1 1 1

iy T

9y
Poniewaz 0 <9<,




Poniewaz s > 1 wiec nsi_l <1, wiec

1 s

£ —
st =

Widzimy wiec, ze szereg o wyrazach dodatnich

X e (s > 1) jest szeregiem ograniczonym, zatem

n=1

zbieznym.

5. Szeregi bezwzglednie zbieine. Powiadamy, ze
szereg jest absolutnie (bezwzglednie) zbiezny, jezeli
szereg utworzony z bezwzglednych wartosci jego wy-
razéw jest zbiezny. .

Przyktad:
Szereg 2 (— é—) jest absolutnie zbiezny, gdyz

n—=—11%
szereg
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S-S0
’n:li 2 n=1 2
jest zbiezny.

Twierdzenie. Szereg bezwzglednie zbieiny jest
zbiezny zwyczajnie i sumg jego otrzymamy, doda;qc
do sumy jego wyrazéw dodatnich sume¢ jego wyrazéw
ujemnych.

Uwaga. Sumg wyrazéw dodatnich szeregu 2 an

n—=1
nazywamy sume (jezeli istnieje) szeregu powstalego

z szeregu = a, przez zastapienie wyrazéw ujemnych
n=1
zerami. Podobnie definjujemy sume wyrazéw ujemnych.

Twierdzenie nasze powiada, ze jezeli szereg
e

2 a, jest bezwzglednie zbiezny, to oznaczajac przez T
n=1

sume wyrazéow dodatnich, za§ przez W sume wyrazéow
ujemnych mamy:

S=T7T+W.

Dowéd. Oznaczmy przez #, (wzgl. w,) n-ta
sume czeSciowy szeregu wyrazéw dodatnich (wzglednie
ujemnych). Jasna jest rzecza, Ze ciagi {ta} 1 {wn} sa
ciagami monotonicznemi i ograniczonemi, gdyz:

.
n—1

| = Z!an?

H g

wn!< ani-

A zatem {¢,} i {wn} sa ciqgami zbieznemi. Po-
t6zmy :

T = llm 1‘11
n—>x
W = lzm Wn

n-—>x
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T jest wigc suma wyrazéw dodatnich, W sumg wyra-
z6w ujemnych. Zauwazmy teraz, ze

Sn = th+ wy

lims, = limt,+ lim w,.
n—> o n—> @ n—» o

Zatem S=T+W,

®
a wigc szereg 2 a, jest zbieiny i suma jego réwna
n=1

si¢ sumie wyrazé;f dodatnich powigkszonej o sume wy-
razéw ujemnych.

6. Twierdzenie. Suma szeregu bezwzglednie zbiez-
nego nie zalezy od porzadku wyrazéw.

Uwaga. Podobnie jak przy ciagach méwimy,
ze dwa szeregi réznig sig¢ tylko porzadkiem wyrazow,
jezeli kazdy wyraz wystepuje w obu szeregach fe sama
(skoficzong lub nieskonczona) ilo§é razy.

Dowéd. Ozn::czmy przez s’, sume n pierwsgych

wyrazéw szeregu 2 bn pawstalego Z Sszeregu ) a,
n=1 n=1

przez zmiang porzadku wyrazéw.
o]

Przyjmijmy na razie, 7e szereg X a, sklada sie
n=1
'z samych wyrazéw nieujemnych. Zauwaimy, ze jezeli
obierzemy sobie dowolng liczbe m, to poniewaz wszystkie
e}
wyrazy sumy s’» wystepuja w szeregu = a,, wiec
n=1
istnieje taka liczba NV, ze sy zawiera w sobie wszystkie
wyrazy s’ (i moze ponadto jeszcze inne). Zatem
s'm < osw,

ale sy <.S,
a wiec s'm S 1)
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Ciag {s'n} jest zatem ciggiem niemalejacym, ogra-
niczonym, a wigc zbieznym. Kladac

S/ = lim S‘n

n—> o
mamy na mocy (1)
' S < S. ' (2)
Podobnie postepujac, mozemy wykazaé, ze:
S > S. )

o]
Mozemy bowiem = a, uwazaé za szereg po-
n=1

wstaly z szeregu 2 b, przez zmiane¢ porzadku wy-
n=1

razow.
Z nieréownosci (2) i (3) otrzymujemy:

S=.5.
Podobnie po:tqpowalibys’my w wypadku, gdyby

wyrazy szeregu <= a, byly niedodatnie.

n=
Przechodzac teraz do wypadku ogélnego (t. zn.

nie zakladajac, Ze wyrazy szeregu 2 a, sa tego sa-
n=1

mego znaku), zauwazmy, Ze szeregi, ktére otrzymamy
@ o
z szeregéw = a, i = b, przez zastgpienie w nich wy-

n=1 n=

razéw ujemnych (wzgl. dodatnich) zerami, roinig sig
tylko porzadkiem wyrazéw, a wigc na mocy tego, cosSmy
poprzednio wykazali, majg réwne sumy. A wigc w obu
szeregach sumy wyrazéow dodatnich i sumy wyrazéw
ujemnych sa odpowiednio réwne, a zatem (na mocy
poprzedniego twierdzenia) oba szeregi majg réwne
sumy.
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7. Szeregi warunkowo zbieine. Szereg zbiezny,
ktéry nie jest bezwzglednie zbieznym nazywa sie wa-
runkowo zbieznym.

Przyktad.
Szereg:
1 1 1 1 1 1
1—1-}-*2*—‘—2‘"1-? g +;—;+ .
jest szeregiem zbieznym, mamy bowiem
1 1
S5 = 1, Sy = 0. Sg = '2”, S4 = 0 e Sop = 0, Son+1 =™/ ;l*ﬁ
Zatem lims, = 0.
n—»>0

Szereg ten nie jest jednak bezwzglednie zbieznym,
gdyz szereg

1
-+ ..
n

1 1 1
1+1+§+§-r e
jest rozbiezny. Mamy bowiem

1 1
52n=2{1+§+ “ e +;}.

Poniewaz wyrazenie w nawiasie zawarte jest
n-sumg szeregu harmonicznego, (por. str. 198) zatem

Iim sy = 0.
n—>>

Uwaga. O szeregach warunkowo zbieznych
mozna udowodnié, e mozemy z kazdego z nich przez
zmiang porzadku wyrazéw otrzymaé szereg zbiezny do
dowolnej liczby, zgéry obranej. A wiec, jezeli suma
jakiego$ szeregu zbieinego nie zalesy od porzadku
jego skladnikéw, wéwczas szereg ten jest bezwarun-
kowo zbiezny.



205

8. Warunek konieczny i dostateczny dla zhiei-
noéci szeregu. Podobnie jak w teorji ciagéw, (str. 34),
mozemy podaé warunek konieczny i wystarczajacy na to,

by szereg 2 a, byl szeregiem zbieznym.
=1

Zauwazmy, ze jezeli p > 0, to:
Snt+p — Sn = Qn+1 -+ ani2 + ool Qnyp .

A wiec (twierdzenie Cauchy’ego):

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to,
by szereg 3 a, byl szeregiem zbieznym jest to, by do
kazdej liczby & > 0 mozna bylo znalezé takie NN, zeby
dla kazdego p >0 i n > N bylo:
|Sn p—sn| <& czyli |anni+an2+ ... +ang, | <e.

Przyklad.

Niechaj ciag {a.} bedzie dowolnym ciagiem o wy-
razach dodatnich, malejacym, zdazajacym do zera. Wy-
kazemy, ze szereg:

a—a+ta—a ... (—D)"la,+ ...

jest szeregiem zbieznym.
Mamy:

Sn4p — Sn = Qn}1 — an+2+ e ian-l—p- (P > O)
Zalézmy ze n jest nieparzyste. Latwo widaé, ze

Snip — Sn < ant1,
mamy bowiem

Snt4p — Sn = dn+1 + (— an+2 + an+") + (_ ania + an+5) + ..

a wyraZenia w nawiasach sa oczywiscie niedodatnie.
Zauwazmy jeszcze, Ze

0 < sn+p— Sn.
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Mamy bowiem
Sntp.— Sn = (@ni1 — An+t2) + (an+3 - an+4) + ...,

a wyrazenia w nawiasach sa nieujemne.
Podobnie mozna wykazaé, ze jezeli n parzyste,
wéwczas

Gy Sptp — 52 <L 0,
Widzimy zatem, ze dla kazdego n i p> 0 mamy:
!3n+p - 3n|<an-

Poniewaz lim a, = 0, wiec do kazdej liczby ¢ >0
n-—>» oo

mozna dobraé takie N, ze dla kazdego n > N jest
a, < &;
zatem dla kazdego n>/N i p>0 zachodzi nieréwnoéé
| Sutp — 8n | < &.

Szereg nasz spelnia wiec warunek Cauchy’ego
jest zatem zbiezny.
Przykladem takiego szeregu sa np. szeregi:
1 1 1 1 1
1”“_}_,——7.-‘, I—T_'_iano
273 1 EPRRE

Kryterja zbieznos§ci.

9. Poréwnywanie szeregéw. Niezawsze latwo
jest zbadaé, czy dany szereg jest zbiezny, czy nie.
W wielu wypadkach poslugujemy sie twierdzeniem na-
stgpujacem:

Jezeli w szeregu 2 a,, poczawszy od pewnego

=1

: n—
wyrazu, wszystkie nastepne s nie wieksze, co do mo-
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duléw, od wyrazéw o tym samym wskaz’niku szeregu

> b, (b, > 0), to ze zbieznosci szeregu > b, wynika

n=1 n=1
3

zbiezno§é szeregu = a,, za$ z rozbieinosci ‘szeregu
e
@ oo

2 a, wynika rozbiezno$é szeregu 2 b,.

n=1 n=1

Dow6d. Niechaj an bedzie tym wyrazem, od
ktérego poczawszy, kazdy wyraz nastepny a. (n > N)
spelnia nieréwnosé:

la, | < bn.
Latwo wida¢, ze kladac
—la |+ @+ oo v lan]
Sp=0b+ b+ ... +b,
mamy: ,
Sn < SN+ s,n . (1)
Jezeli teraz przypuscimy, ze szereg =b, jest zbiezny,
to kladac

S = & b,
n=1
mamy
s S,
a stad na mocy (1):
sn << sy S

Szereg 2 |an| jest wiec ograniczony, a wiec
n=1
zbiezny. Szereg 2 a, jest zatem bezwzglednie zbiezny.
=1

Gdybysmy zalozyli, Ze szereg 2 an jest roz-

n=1
)

biezny, to szereg 2 b, musialby oczywiscie byé sze-
ne1
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regiem rowniez rozbieznym, gdyz w przeciwnym wy-
padku, na mocy tego, co$émy przed chwilg wykazali,

zbieznosé szeregu = b, pociggalaby zbiezno$é sze-
n—1

@®

regu = an.
n—1
Przyktady:
1. Szereg 1+213+Tlg+ . jest szeregiem

zbieznym, gdyz wyrazy jego sa mniejsze od wyrazéw

szeregu zbleznego > 1 (str 199).

n=1

2. Szereg —I- = —l— ... jest szeregiem bez-

x
1 2 3
wzglednie zbieznym dla kazdego —1 < x < 1; bez-
wzgledne bowiem wartosci wyrazéw tego szeregu s3

mniejsze od wyrazéw szeregu geometrycznego = |x|".
. n=1

3. Szereg Z — (s<<{1) jest szeregiem roz-
bieznym, gdyz wyrazy tego szeregu sa niemniejsze od
wyrazéw szeregu harmonicznego > -

n—=1

10. Kryterjum Cauchy’ego. Jezeli wyrazy szeregu
2an sg nieujemne, to mozemy wypowiedzie¢ naste-
pujgce twierdzenia:

1) Jeieli istnieje liczba nieujemna ¢ <1, taka, ze
poczawszy od pewnego wyrazu ay wszystkie nastgpne
spelmalq nieréwnos¢:

Van<qg  (n>N),

to szereg > a, jest zbieny.
n=—1
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2) Jezeli istnieje liczba ¢>>1 taka, ze poczawszy
od pewnego wyrazu a, wszystkie nastepne spelniaja
nierdwno§¢

Va.>q (2> N),
to szereg <~ a, jest rozbieiny.
n=1
Dowo6d. W wypadku pierwszym mamy:
an < g* (n> N).

Poniewaz szereg 2 ¢" jest szeregiem geometrycznym

zbieznym (0 <{ g <'1), wiec na mocy twierdzenia po-

przedniego, szereg 2a, jest szeregiem zbieznym.
W wypadku drugim mamy:

an > g" {(n > N).
Pon;ewai szereg = ¢" jest rozbiezny (¢ >1), wige
szereg = a, jest szeregiem rozbieznym.
\X/"j;stosowaniach' jest przydatne czesto twier-

dzenie nastepujace, ktére latwo wynika z poprzednich.
Jezeli wyrazy szeregu Za, sanieujemne i jezeli

L . - a ny—
istnieje lim Van, to

n-—>
gdy lim \an < 1, szereg jest zbieiny,
n—>®
gdy lim I{a—n > 1, szereg jest rozbieZny,
n—>»
gdy lim Van = 1, nie moZemy nic po-
n—» @

wiedzieé o zbieznoSci szeregu.
Dowéd. Polézmy:

n—
limvay, = [;
n—»

Rachunek rézniezkowy I. 14



210

obierajac dowolna liczbg &> 0, mozemy znalezé taki
wskaznik &V, ze dla n > N, jest

IQE—J(<&
czyli
I—e< Van < l+e.
Jezeli zalozymy, ze [ <1, to kladac: &= 1%1’
g =!+ ¢, mamy:

g<1, Van<gq, dla n> N.

Na mocy twierdzenia poprzedniego szereg < a,
n=1 .
jest wiec zbiezny.
Gdy /> 1, wéwczas kladac:
[—1

e=——, g=1—g%,

2

mamy: :
g>1, Va,>gq, dla n>N.
A wiec szereg 2 a, jest rozbiezny.

n=1
Przyklady:

1. Szereg & — jest szeregiem zbieznym, mamy
n—1M :

: N .1
bowiem lim \/— = lim —=0.
n—>w YN n-—»o0nl

2. Szereg = X jest dla 0 < x <1 zbieiny,

n—=1 2 log n
n .
. . x" . X X
mamy bowiem lim / o = lim —— = =x.
n—>» oo 2 £ n—>»>w g 2

2 n
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3. Kryterjum Cauchy’ego nie rozstrzyga zbiez~

nosci szeregu Z — 3 mamy bowiem
n=10°

lim ———llm (n ) =1.
n—> o n—> o \/n
Wiemy jednak (str. 208), ze dla s <1 szereg jest
rozbiezny, dla s>1 (str. 199) zbieiny.

11, Kryterjum d’Alemberta. Zalézmy, e wyrazy
szeregu 2 an sa wszystkie dodatnie (a wiec réine od
zera).

Mozna wypow1ed21ec nastepujace twierdzenia,znane
pod nazwg kryterjum d’Alemberta:

1) Jezeli istnieje liczba nieujemna g <1, taka, ze
poczawszy od pewnego wyrazu a,, wszystkie nastgpne
spelniajg nieré6wnosé:

T Lq (n>N),

to szereg = an jest zbieiny.

2) _]ezelx istnieje liczba ¢ > 1 taka, Ze poczawszy
od pewnego wyrazu ay, wszystkle nastepne spelniaja
nieréwnosé

an+1
an

>q (n > N),

-]

to szereg = a, jest szeregiem rozbieznym.
Dowg(ilZauwaimy, e w wypadku pierwszym
Qn+1 < anq (n>N),
a wigc, kladac:

n=N+1, N+2, N+3,...N+p (p>0),
14*
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otrzymujemy :
any2 << an+1 q
an+s << ant2 g << ani1 g°
an+p < an+1 gP!
<o
PoniewaZ szereg 21 ani1 gP71  jest szeregiem
p—
oo

zbieznym (¢ < 1), wigc szereg = a, jest réwniez
n=1

zbiezny.
Podobnie postapimy w wypadku drugim.
Z twierdzen powyiszych wynikaja twierdzenia

nastepujace:

Jeieli wyrazy szeregu 2 a, sa dodatnie i jezeli

n=1
istnieje im 2 to
n—»ow 0n
gdy lim 2 <1, szereg jest zbieiny,
n—»w d4p
. anil . o .
gdy lim === >1, szereg jest rozbiezny.
n-»o0w n

. Ant1 . . .
W wypadku, gdy /im =~ =1, nie mozemy ni-
n—»>w dn
czego powiedzieé o zbieznosci szeregu.

Dowéd przeprowadza si¢ podobnie, jak na str. 209

iZ210.
Przyklady.
1) Szereg < %' jest dla kazdego x zbiezny.
n=—1 .
A . xn+1 .xn)h_ . x .
Mamy '°°W“”“n’i’;’m(mﬁ-nz Sl

2) Szereg X J-:l— jest dla 0 < x <1 zbiezny.
=1

n-—
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n+1 n
Mamy bowiem lim (%}_—1 : %) = [im ’T:jx = x.
n—> w n—>> «
S -f]es’li wiec Ob\.<.x < 1, szereg jest zbieiny, jezeli
x , szereg rozbieiny.

© op |
3) Szereg 2 2" nl
n=1

- Jest zbiezny, natomiast szereg
n

© Qp 1
2 Sn:f’ jest rozbiezny. Mamy bowiem w pierwszym
n-—-1
n . . n 2
wypadku a2 a wiec lim il 2« 1,
Qn 1\» n—~w Qan e
o
n
z - Qn+1
zas§ w drugim wypadku = T\ zafem
a 3 o (1 + ;) ,
lim 2 —= 51,
n—>»ow dp e
Zadania. Wykazaé zbieino$é szeregéw:
cn £ 1 £1 & 1 Il
n=1 3", n=11 +2"’ n—1 n% ! n:g(logn)"’ n=1 nn’

s L o= 1
a=12n+5" n=>logn’

za$ rozbieznosé szeregéw :
o« oo '
bS: ;1 3 ni
n—1 \/n(n-i-]_) n—1 lOOn

Granice i szeregi funkcyj.

12. Definicja zbieinosci. Przypusémy, ze mamy
dany ciag funkeyj {fu(x)}, okreslonych w przedziale
(a, b). Powiadamy, ze funkcja f(x), okreslona w prze-
dziale (a, b), jest w tym przedziale granica ciagu
funkeyj {fu(x)}, jezeli dla kazdego punktu x, prze-
dzialu (a, b)

lim fa(x0) = f(xo).
n—> o
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Jezeli f(x) jest granica ciagu {fu(x)} w przedziale
a; b), to piszemy:

lim 1,09 = £

Podobnie okreélamymco to znaczy, ze -funkcja
S(x) jest suma szeregu = fu(x).

Proyklady:

sinnx

D) file) =515, lim fulx) = 0, bo |ful)| < %
2) fi) = (1+ ) lim fi2) = e

z 1) m
Mamy bowiem lim (1 + ;) = [im e* ¢ (1 . ;).

Z —p— 00

Lecz lim z log (1+ ) ) lim — 2l —m
z—pw z—Ppx l_

m\* < s x\"
Wiec Ilim (1 + -). = e", czyli lim (1 + ~) =e*.
. z—> o z n—»
3) fulx) = nsin % lim fn(x) = X.
ner . m
m? sin ;
Mamy bowiem lim zsin— = lim —— =m,
z—» 0 ¥4 z—Pp 4
. . . x z
wxqc lim n sin — = x.
n—> n
4) Poniewaz fim e-1_ log a, wiec jezeli
z—>» 0 z

Ja(x) = n ( n 1) to lim fo(x) = log x (x > 0).

n—»

N 1% 2 0.0 3 w.0.
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13. Zbieinosé jednostajna. Moéwimy, ze dwie
funkeje’ f(x) 1 @(x) rdznia sie od siebie w przedziale
(a, b) o mniej niz ¢ (¢ > 0), jezeli dla kazdego x prze-
dzialu (a, b) zachodzi:

flx) — () | <e.

Powiadamy, ze ciag funkcyj {/u(x)} zbiega jedno-
stajnie w przedziale (a, ) do funkecji fx), jeieli do
kazdej liczby ¢ > 0, znajdziemy w nas:ym ciggu taka
funkc]q fN(x) ze poczawszy od niej, wszystkie nastepne
roinig si¢ od f(x) o mniej niz ¢ t. zn.

[ fd) —f(x) | <& dla a<x<b n>N.
sin

Przyklady. 1) Ciag {—n,ﬁ} zdaza jednostajnie

sinn x

do zera. Mamy bowiem 10 - <%; zatem

0— sinnx <
Uwaga. Oczywistg jest rzecza, Ze ciag funkcyi
jednostajnie zbiezny do pewnej funkeji f(x) jest réwniez
zbiezny w poprzednio przyjetem znaczeniu. Nie mo-
zemy jednak twierdzi¢ odwrotnie.
Weimy bowiem pod uwage ciag:

fa(x) = xm O <x <.
Ciag ten jest zbiezny w przedziale (0, 1) do funkcji f(x),
okreslonej nastepujaco:
fix) =0 dla 0 <x <1
flx) =1 dla x = 1.
Zauwazmy jednak, ze obierajac sobie dowolng

dodatnia liczbe ¢ <1 i dowolng funkeje naszego ciagu
fo(x) = x", mamy réwnosé:

f"(r\l/—g) = &,

dla n >l8 mamy
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a wige falx) = fl)] = e,

dla x = Ve. A zatem zadna funkcja ciagu nie rézni
si¢ od f(x) o mniej niz ¢, ciag wiec nie jest jedno-
stajnie zbiezny do f(x).

14. Dzialania na jednostajnie zbieinych ciagach
funkcyj. Warunek konieczny i wystarczajacy jedno-
stajnej zbieinosci. Poréwnujac definicje zbieznosci
ciggdw z definicja jednostajnej zbieznosci ciagéw funkceyj,
widzimy, Ze ta ostatnia jest naturalnem uogélnieniem
pierwszej. -

Bardzo tez wiele twierdzen z teorji ciagéw liczb
da sig z latwoscia uogélnié na jednostajnie zbieine
ciagi funkeyj. :

1) Jezeli ciagi funkeyj: {fu(x)} i {@a(x)) zbiegajg
jednostajnie w (a, b) odpowiednio do f(x) i ¢(x), wowczas:

1. ciag {fu(x) + ¢n(x)} zbiega jednostajnie do
L) 4 9(x)5

2. ciag {fa(x) . ¢a(x)} zbiega jednostajnie do
f(x) . p(x);

3. Jezeli istnieje liczba « > 0 taka, ze dla kaz-
dego x przedzialu (a, b)

, | @al0) | > @,
to ciag

{fi(x—)} zbiega jednostajnie do £

Pa(x) #(x)

2) Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na
to, aby ciag funkcyj {fu(x)} byl zbieiny jednostajnie
do jakiej$ funkcji jest, by do kazdej liczby ¢ > 0 wy-
znaczy¢ mozna bylo w ciagu taka funkcje fw(x), zeby
jakiekolwiek dwie nastepne réznily si¢ od siebie w prze-
dziale (a, b) o mniej niz &, t. zn.:

) —fiD 1 <e  dla a<x<b pg>N.
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Warunek ten jest koniecznym, bo zakladajac, ze
 ciag {fa(x)} zbiega jednostajnie do f(x) w (a, b) mo-
zemy (na mocy definicji jednostajnej zbieznosci), obie-
rajac sobie dowolng liczbg &> 0, wyznaczy¢é takg funkcje
w ciggu fn(x), ze:

f)—falx) | <& dla a<x<bn>N (1)

Bioragc wige dwie dowolne funkcje f(x) i f,(x)

- wystepujace w ciggu po fn(x) mamy:

| fox) — falx) | = | {(£olx) — fl) + i) — fo(0) | <
< folx) = fx) |+ 1 fix) — fox) |

Stad na mocy (1) mamy:
o) = fi()[<2¢ dla a<x<b pg>N (2)

Kladac teraz & = 5 widzimy, ze warunek nasz

jest warunkiem koniecznym.

Jest on tez dostateczny. Zalézmy, Ze ciag nasz
spetnia ten warunek. Woéweczas, jak latwo widaé, cigg
ten jest zbiezny dla kazdego a <(x<(b; wynika to bez-
posrednio z twierdzenia Cauchy’ego o ciggach.

Poléimy:
lim fi3) = ).
Niechaj ¢ bedzie dowolng liczba dodatnia. Na
mocy hipotezy istnieje w ciagu taka funkcja fa(x), ze:

fo) —fulx) [ <e dla a<x<b p>N, n>N (3)
lecz

plif:olfp(x) — ) | = 1f(0) — falx) T (@< x < B),
wiec na mocy (3)

1f0) — ful) | <2 dla a<x<b, n>N.
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Widzimy wigc, ze ciag {fa(x)] jest jednostajnie
zbiezny.

15. Twierdzenie. Jednostajnie zbiezny ciag funkcyj
ciaglych zbiega do funkcji ciaglej.

Dowéd. Przypuiémy, ze ciag {fa(x)} funkeyj
ciaglych w przedziale (a, b) zbiega w tym przedziale
jednostajnie do funkcji f(x). Obierzmy sobie dowolna
liczbe ¢’ > 0. Na mocy zalozenia istnieje w ciagu funkcja
fn(x) réiniaca sie od f(x) o mniej niz ¢, t. zn.:

LX) —fal) | < & (e<x<d) ()

Niechaj x, bedzie dowolnym punktem wewnetrz=
nym przedzialu (a, b). Poniewaz f,(x) jest wedle za-
lozenia funkcia ciagla, wigc istnieje takie otoczenie
punktu x,, ze dla kazdego punktu X’ tego otoczenia
zachodzi nieré6wnosé:

| falX) — falxo) | <. @

/) — fix) | = |
= [ X)) — fulX) + fulx") — fu(x0) + fu(X0) — flx0) |
stad

Lecz:

| Ax) — flxo) | <
KNAX) — Ful0) |+ ] fux) — falxo) | + | falx0) — f(x0) |-

Na mocy (1) i (2) jest wige
[Fx) — fleo) | < &+ &+ & = 3¢,
Kladgc: ¢ = % widzimy, ze dla kazdego punktu X’
pewnego ofoczenia punktu X,;, mamy:

| f(x) — fxo) | < e,
a wigc funkcja f(x) jest ciggla dla x = x,. Podobnie
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udowadniamy ciaglosé dla x = a i x = b. Funkcja f(x)
jest wiec w przedziale (a, ) ciagla.

Uwaga. Latwo moina okazaé, Ze ciag funkeyj
ciaglych, zbiezny (nie jednostajnie) nie musi zblegac
do funkecji ciaglej: Kladac fa(x) = x?, widzimy, ze:

Iim x" =0 dla 0 <{x <1,

n—»w

Iim x* =1 dla x = 1.
n—)w

Funkcja graniczna nie jest wiec ciggla dla x = 1.

16. Jednostajna zbieino$é szeregéw. Pojecie
jednostajnej zbieznosci ciggu funkecyj latwo mozna
uogdlnié na szeregi funkcyj. — Powiadamy, ze szereg

funkeyj b f,,(x) jest jednostajnie zbieiny w przedziale

(a, b), lezell odpowiedni ciag {sa(x)} sum czesciowych
jest w tym przedziale jednostajnie zbieiny.

Aby zbadaé czy dany szereg funkcyj jest jedno-
stajnie zbiezny, co jest czesto rzecza bardzo waina,
_wystarcza w wielu wypadkach nastgpujgce twier-
dzenie:

Jezeli mamy dany szereg funkcyj Z f,,(x) 1 szereg
zbiezny 2 a, o wyrazach meu]emnych, 1 jezeli po-
n=1
czawszy od pewnej funkeji fv(x) mamy zawsze:

£ <an dla n>N, a<x<b,

to szereg = f,(x) jest w przedziale (a, b) jednostajnie
n=1

zbiezny.
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Dowo6d. Zauwazmy, ze jezeli p > ¢ >N, to
kladac:

NAL

Sm(X) = Z
.2 q

1

n

mamy:
| sp(x) — sq(x) | = [ f41(0) + for2(x) + .. + 1) |
a wigc:
Lsp(x) — 5400 | <{foa () [+ foraX) [+ oo+ (0.
Zatem na mocy zalozenia:

l Sp(x) - sq(x) | Lagyt+agre+ ... +ap,
czyli:

| sp(x) — s4(x) | <sp— 54 dla a < x <b,p>q>N(1)

Poniewaz zalozyhsmy, ze szereg 2 a,, czyli

ciag {s.} jest zbieiny, wigc mozemy na gocy twier-
dzenia Cauchy’ego wyznaczyé taki wskaznik NV, ze jezeli

p>N i g>N, to
Sp— Sq < & @

Oblerala‘c teraz dowolng liczbg N wxe;kszq réwno-
cze$nie od V i N, mamy na mocy (1) i (2)

[sp(x) — sgx) | <& dla a<<{x<<b p>g>N,

Zatem ciag {s.(X)}, a wiec i szereg = f,(x) jest
n=1

jednostajnie zbiezny.
Przyklad. Szereg 2 % jest w przedziale
r=1

(— h, h) jednostajnie zbiezny, pod warunkiem, ze | 2| < 1.
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| Al

n

Mamy bowiem ]%‘< < |h|*; szereg za$ geome-

tryczny 2 |h|" jest zbiezny.
n—1

17. Zbieino$é bezwzglednie jednostajnawszere-
g6éw funkcyj. Powiadamy, Ze szereg funkcyj 2 fx)
jest jednostajnie bezwzglednie (gbsolutnie) n?l:iieiny
w przedziale (a, b), jezeli szereg = | fu(x)| jest jedno-
stajnie zbiezny w tym przedziale.n :ji.latwo widaé, ze je-
zeli szereg jest jednostajnie absolutnie zbiezny to jest

i jednostajnie zbiezny. Twierdzenie odwrotne nie jest
jednak prawdziwe.

18. Réiniczkowanie ciagéw i szeregéw. Jezeli
funkcje ciagu {f.(x)} sa ciggle i maja pierwsze po-
chodne ciagle w przedziale (a, b) i jezeli ciagi {f.(x)}
i {fu(x)} sa w tym przedziale jednostajnie zbiezne,
wbwczas, kladac

lim £:09 = 19,
mozemy twierdzié, ze funkcja f(x) posiada pochodna i ze
lim f5) = £9).
Dowéd. Polézmy

lim f'a(x) = ¢(x)-
n—y» o

Niechaj x, bedzie dowolnym punktem wewngtrznym
przedziatu (a, b).
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Opierajac si¢ na twierdzeniu o wartosci $redniej,
mozemy napisaé:
n X }l = Jn X
Tt 1) = F0) )| = | £y - 9) — ) | =

= | f'a(Xo -+ 3h) — p(Xo + Fh) + 9(xo + Fh)— P(x0) | <

<L fralxo +9h) — @(x, +FhY |+ lp(xo +Ih) — p(xo) | (1)
Niechaj ¢ bedzie dowolng liczbg dodatnia.
Poniewaz ciag {f'x(x)} beeg'a jednostajnie do ¢(x),

zatem istnieje taki wskaznik N, ze dla kaidego n > N

i kazdego x zachodzi nier6wnos$é

) — 900 | < 5
Wynika stad, ze dla n > N i kazdego A, mamy

faxo+ I =g+ )| <5 . . ()

Poniewaz funkcja ¢(x) jest funkcja quglq, gdyz
jest granicg ciggu jednostajnie zbleznego funkcyj mq-
glych, zatem istnieje taka liczba 7 >0, ze dla kazdego x’,
spelniajacego nieré6wnosé 'x — X, | << 7 mamy

e
lp(x) — 9(x0) | < 5

Jezeli wiee | 2| <7, to z'uwagi na to, ze 0 <6< 1,

mozemy napisac

g0+ R —gx)| <5 - . . O

Ze zwigzkow (1), (2), (3) wynika nieréwnosé:
Ja(xo + A) — fu(xo)
h

— o) | <&, . . (@)
dla kazdego n> N i [A| <.
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Jezeli zalozymy, Ze n dazy do nieskonczonoéci,
to z nieréwnosci (4) otrzymujemy nieréwnosé

f(Xo+h;z—f(xo)_§0(x0) Le . . . (5

Udowodnilismy wiec, ze do kazdej liczby ¢ > 0
dobierzemy takie 7 > 0, ze dla kaidego 0 < [h| <7

spelniona bedzie nieréwno$¢ (5). Mozemy wigc napisaé

Slxo + hzl— f(x0) — g(x,) cuyli

lim
h—» 0

f'(x0) = p(xo)-

Podobnie przedstawia si¢ dowéd dla xo = a
lub Xo = b.

Uwaga 1. Jedli ciag pochodnych nie jest zbiezny
jednostajnie, wowczas twierdzenie nie musi byé praw-
sinnXx

dziwe. Np. ciag { } zdaza jednostajnie do zera,-

ciag za$ pochodnych {cosnx} nie zdaza do zera, bo
np. dla x = 0 otrzymujemy jako granicg 1.

Uwaga 2. Analogiczne twierdzenie mozna wy-
glosi¢ dla szeregéw. Jezeli funkcje {ua(x)} sqmcia‘gle

i maja pochodne ciagle w (a, b), jezeli szeregi 2 u,(x)
n=1

i ¥ u'(x) sa jednostajnie zbieine, wéwczas kladac:
n=1

oo

S(x) = X unl(x),

n=1

mamy

S'(x) = 21 u'n(x) .
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19. Szeregi potegowe. Szeregiem potegowym

nazywamy szereg ksztaltu: 2 a,x™ Jest to wiec szereg
n==0
funkcyj o wyrazach:

fo(X) = a,xn.
Przyktady., 1) 14+x +x2+ ... x4 ...

x o x? xn & Xt
Rl Bpadl il ’ D
2)1+1+2!+...n!+... 3)n:1n'

@®

Twierdzenie. Jezeli szereg potegowy = a,x"
n=>0

jest zbiezny dla x = R 40, to w kazdym przedziale
zamknigtym, polozonym wewngtrz przedziatu (— R, R),
jest bezwzglednie jednostajnie zbiezny.

Dowdéd. Weimy pod uwage przedzial zamknigty
(— A, h) (h > 0) polozony wewnatrz przedzialu (— R, R).
Niechaj x bedzie dowolnym punktem przedziatu (— A, &),

a zatem |x|<h. Zauwaimy, ze X a,R" jest szeregiem

n—=
zbieznym, wigc lim a,R" = 0, a zatem ciag {a,R"} jako
n—¥p o
ciag zbieiny jest ograniczony. Istnieje wiec liczba M > 0
taka, ze dla kazdego n mamy:

lanR"| < M.
Poniewaz a,x* = @, R" (%)n, wiec
al _ | o | X ‘i " )
fanx‘_,a,lk;!kl <m\x (1)
Poniewaz 0 << h <|R|, wiec szereg geometryczny

el n
2 M)% jest szeregiem zbieiznym, a zatem szereg

n=10
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2 |a,x"| jest jednostajnie zbiezny dla |x|<h, gdyz
:;;:azy jego na mocy (1) sg mniejsze co dommodulu od
odpowiednich wyrazéw szeregu zbieznego = M —%m
a to na mocy twierdzenia str. 219 wystarczna:&o stwier-
dzenia jednostajne] zbieinosei.

’

20. Promien zbieinoéci szeregu potegowego.
Z twierdzenia poprzednio udowodnionego wynika, ze,

jezeli dla pewnego Xx = L szereg = apX" jest roz-

n—

biezny, to dla kazdego x takiego, ze |x|>|L/|, szereg
2 g,x" jest rozbieiny. Stad na podstawie teorji liczb
n=20 .
niewymiernych wynika, ze jezeli szereg nie est zbiezny
dla wszystkich x, to zbiér wartosci x, dla ktérych
szereg jest zbiezny, jest przedzialem o srodku w punk-
cie X = 0.

Oznaczajac przez R prawy koniec tego przedzialu

widzimy, ze jezeli | x|<< R, szereg = a,X" jest zbieiny,
n==0
@

a jezeli | x > R, szereg & a,x" jest rozbieiny.
Mozna wiqg wypowie?i?igc' nastepujace twierdzenia:
Jezeli szereg ' a,Xx" nie jest zbiezny dla wszystkich
wirtoéci na leit:c()) istnieje liczba R > 0 taka, ze szereg
2 a,x* jest zbiezny wzglednie rozbiezny, zaleznie od

tego, czy | x| <R, czy | x| > R.

Dla x = + R szereg moze byé zbiezny lub roz-
biezny.

Liczbe R nazywamy promieniem zbieznoici sze-

Rachunek rézniczkowy I 15
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oo »n

regu 2 a,x". Jezeli szereg = a,Xx"jest zawsze zbieiny,
n=0 n _—1

to powiadamy, ze jego promien zbieinosci jest + .

19. Ciaglo$é sumy szeregu potegowego. Po-
niewaz szereg potegowy jest jednostajnie zbieznym,
w_ kazdym przedziale zamknigtym, polozonym calko-
wicie wewnatrz przedzialu (—R, R), wiec:

Suma szeregu potegowego jest funkcjg ciagla dla
wszystkich wartosci na x mniejszych co do modulu od
promienia zbieznosci.

Uwaga. Jezeli szereg potegowy jest wszedzie
zbiezny, to suma jego jest funkcjg wszedzie ciagla.

20. Wyznaczanie promienia zbieznoéci. Do wy-
znaczania promieni zbiezno$ci wystarczaja czesto nastg-
pujgce dwa twierdzenia:

n

1. Jezeli istnieje lim y!a,| = g, to promieniem
n—=3x

zbieznosci szeregu & a,x" jest R = — dla g=+0.Dla
n=:0

2. Jezeh istnieje llm J "t/ — g, to promieniem
ll““

. 1

zbieznosci szeregu 2 an x" jest R:E dla g =# 0.

n=0

Dlag=0 R= 4 os.
Dowéd twierdzenia pierwsZego wynika odrazu
z kryterjum Cauchy’ego (str. 209). W rzeczy samej

lim "graxif;f_ lim "°Ta Doyl = lx‘-
VidnX"| = Vitnj - | X =8[X 5
n—y n—» »

*,
\

szereg: 2 |anx?| jest wiec zbieiny, gdy g! x| <1
n=20
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(a wige dla | x| < %) rozbiezny, gdy g|x|>1 (a wiec

- 1. .
dla jx| > 1 . Widzimy zatem, ze —- jest promieniem
i }

zbieznoéci. Gdy g =0, to glx|=0<1, a wigc szereg
jest zawsze zbiezny.

Podobnie, opierajac sig na kryterjum d’Alemberta
(str. 212) mozna udowodnié twierdzenie 2.

21. Réiniczkowanie szeregu pot¢gowego. Roéz-

. . . <7
niczkujac wyraz po wyrazie szereg < an X", otrzymu-
n=0
fe )

jemy nowy szereg potegowy = nanx"~'. Otéz mozna
n=1
udowodnié, ze promienie zbieinosci obu szeregbéw s3
@

» . . N7 .
réwne 1 nadto, Ze suma szeregu < nNanX" 1 jest po-
n=1

w0
chodna sumy szeregu 2 a,x" dla wszystkich wartoSci
n-—1
na x mniejszych co do modulu od promienia zbiez-
nosci. ‘
To samo odnosi si¢ oczywiscie do szeregow otrzy-
manych przez dalsze rézniczkowanie.
Dowéd. 0%aléimy, ze R jest promieniem zbiez-

nodci szeregu = apx".
n—=20

Niechaj 0<lx| <R
Obierzmy dowolna liczbe ¢, spelniajaca nieréwnosé
lx| <a<R.
Poniewaz lim Y n =1, zatem istnieje takie /V, ze
n—y-o
dla kazdegoe n > N
n— a
N

15*
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zatem -
@ | Vn x|t < |a.|o.

1

[+ ]

., . = n— .
Poniewaz wyrazy szeregu < |a.||yn x|” sg nie-
n=
o]

wigksze od wyrazéw szeregu zbieinego = [a | an 1),

n=
=)

wigc szereg = na,Xx" jest bezwzglednie zbieinym.

Dzielac ten szereg przez x, widzimy, ze szereg
o«

2 na,x"! jest réwniez bezwzglednie zbieinym dla

n=1
kazdego | x| < R.
Zalézmy teraz, ze |x|> R. Poniewaz szereg
2 g, x| jest szeregiem rozbieznym, a wyrazy jego
n=1 o
sa mniejsze od wyrazéw szeregu = nla.||x"], wiec
=1

ten ostatni szereg jest takze rozblezny Wynika stad,

ze szereg 2 nla,||x"71| jest szeregiem rozbieznym

dla x| > R. A wiec R iest réwniez promieniem zbiez-
o]

.. b _—
nosci szeregu < na,x" .
n=1
@

Jezeli 0 <r< R, to szereg = na,x" ! jest
=1

w przedziale (— r, r) szeregiem ]ednosta]me zbieznym,
zatem na mocy twierdzenia o rozniczkowaniu sze-
regow (str. 221) przedstawia pochodna sumy szeregu

2 a,x". Poniewaz r moze byé dowolna liczba do-
n==>0 ®
datnia byleby mniejsza od R, wigc suma szeregu & a,x"

n==0

AN

} Szereg jest zbieiny bo 0 < o < R.
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ma wewnatrz przedzialu (—R, R) wszedzie pochodna,
ktéra jest sumg szeregu =~ na,X" L.
n=—=1
Przyktad:
1

Tratad+o a4 =g, e < 1.

zatem

14+2x4+3x" 4+ ..+ nx"t4 .. x| <1,

.
C(1--x)2
24+3.2x+4.3x2+ ..+ rn-Dx=?+ . =

2
(1_ )s,t.x‘ < 1.

. 22, Szereg Taylora. Niech f(x) bedzie funkcjg
ciagla w przedziale zamknietym (a, b) i posiadajgca po-
chodne wszystkich rzeddw, réwniez ciagle w tym prze-
dziale. Oznaczajgc przez x;, x; + 2 dwa dowolne punkty
przedzialu (a, b), a przez n dowolng liczbe naturalna,
mamy wedle wzoru Taylora (str. 162):

Aot B) = o)+ 4 ) b T f ) +
i1 (n 1ﬁ

+ Rn (X(), /7

przyczem:
| Rao, B =1 oo x, 1 0 4)
n
==
00«1, 0<y <1,
Moze si¢ zdarzyé, ze gdy n rosnie nieograniczenie,
wyrazenie R, (x;, h) zmierza do zera, t. j. ze:

lim Rn (xo, Il) = 0.

n—> o

1 — @yn—1 fm (x, 4 0'h).
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W tym wypadku szereg nieskonczony:
h o, h*
f(xo)'f'i“!f(xo)'i“i!f (xo) + ...
jest zbiezny do granicy f(xo + k). Mamy wiec:

fla ) = ) o F ) o )

Szereg po prawej stronie nazywamy szeregiem
Taylora. Udowodnilismy wiec:

Twierdzenie: Jezeli funkcja f(x) i jej pochodne
wszystkich rzedéw sa ciagle w przedziale zamknigtym
(a, b), to, oznaczajgc przez X,, Xo+ h dwa dowolne
punkty tego przedzialu, mamy:

S+ B = fGe) 445 S ) 0y + =
= feo)+ E g,

przy zaloieniu, ze reszta wzoru Taylora R, (x,, A)
zmierza do zera, gdy n rosnie nieograniczenie.

Uwaga. Jezeli przedzial (a, b) zawiera punkt
X =0, to zastgpujagc w szeregu Taylor'a x, przez 0,
a h przez x, otrzymujemy: :

) = O + 3£/ ©) + 5, /1O 0 (0) 4.

= O+ X " ™ (),
n=1171
przy zalozeniu, ze: lim R,(0, x) = 0.
n—>» w

Jest to t. zw. szereg Maclaurina.
Twierdzenie powyisze ma znaczenie podstawowe.
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Pozwala ono rozwinaé funkeje f(x) w szereg potggowy,
jesli reszta R, (%, #) zmierza do zera.

W szczegdlnosci reszta zmierza do zera, gdy po-
chodne funkcji f(x) s3 wspdlnie ograniczone w prze-
dziale (a, b), t. §. gdy |f™(x)| <M, przy kazdem
naturalnem n i kazdem x nalezacem do tego przedzialu.
Istotnie mamy woéwczas

A" hin
Rale 1) =| 5 pe oo < 27,

a poniewaz:

lim l—h¥ =0 {por. str. 40),
n—»on N1
wiec lim R,(x,, k) = 0.
n—=p o
Przyklady:
x o x? x"
1. e :1+ﬁ+§!+ +rT!+...
dla kazdego x.
) x x¥ x® oy Xt
2. stnx=ﬁ—§+§—...+F 1) (‘—*‘2n+1)l+.-

dla kazdego x. ,

2 4 6 n
3. cosx =1— %—}-%—%—}-...—‘r(—l)"(;—n)—!—l—
dla kaidego x.

x2 8

x x
4. log(1+x) = T 95 t3~
dla —1 <x <+ 1.

5. (1+x)7 = 1+(’1’)x+(’;)x2+ +(’:’1)xn+ .
dla |x| <1 i dowolnego p.

Dowéd. 1. Funkcja e* jest ciagla w przedziale
zamknietym (— A4, + A4), (A dowolna liczba dodatnia),
jak réwniez jej pochodne wszystkich rzeddw, ktére sa

x_4 —_ n+1f_l_
S (D
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z nig identyczne. A wiec wszystkie pochodne sa wspélnie
ograniczone, mianowicie | /" (x) | < e* przy kazdem na-
turalnem n ikazdem x z przedzialu (—A4, +A). Zatem
wedle poprzedniej uwagi szereg Taylora jest zbieiny
dla — A < x <+ A4, czyli przy kazdem x, gdyz A jest
liczbg dowolna.

2., 3. To samo odnosi si¢ do funkeyj sin x, cos x,
poniewaz ich pochodne wszystkich rzedéw sa ciagle
i nie wieksze, co do modulu, od jednosci.

4. Funkcja log (1 + x) jest ciagla w kazdym prze-
dziale zamknietym, nie zawierajacym punktu x = — 1,
jak réwniez jej pochodne wszystkich rzedéw. Na reszte
wzoru Maclaurina otrzymalismy (str. 168) wzor:

— (— n+1 ___.x_n_._ — (— 1)1 g_-:.e_/)_"j n

Rn(x) - ( 1) R(l + UX)" - ( 1) (1+ 0/.’(’)" X7,
przyczem 0<Oo<Cl, 0 <1,
Zakladajac, ze 0 < x <1, mamy:
1

R
‘Rn(x)\ —n(1+0x)"\\n’
a wiec

fim R, {x) = 0.

n—»o
Jezeli za§ —e<Cx <0 (0 <e<1), to kladge
~— X = u, mamy:
(1_8’)11——1 | on (1 "‘0’)"—_1 .
= X = T T N u" ==
1+ &x)n (1—6u)"

(1_0’)n—1 un
-6 1-0u

Poniewaz O0<{6Gu<8 <1,
1—6
wiece 0<1—6 L1 — 0y, zatem 0< T=0a ™ 1.

| Ru(x) |

0 u
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Z tych nieréwnosci otrzymujemy:

un &n

| Ru) | < T—a“1—¢

un
l-@'u<

Poniewaz 0 < & < 1, wiec lim e"=0 a zatem
n—=y-
n—-—pw
Poniewaz # jest dowolng liczbe dodatnia mniejsza
od jednosci, wiec udowodnili§my prawdziwo$¢ wzoru

Maclaurina dla — 1 < x < 1.
Dla x = — 1 otrzymalibysmy szereg:
1 1
I=9=35 7

jak wiadomo rozbiezny (por. str. 198).

5. Funkcja (1 +x)* jest ciggla w kazdym prze-
dziale zamknietym, nie zawierajacym puaktu x = —1,
jak rowniez jej pochodne wszystkich rzedéw.

Na reszte wzoru Maclaurina otrzymalismy (str.168):

Ru(x) = (fl ) (1+6x)pp—n. x" =
= (’Z\) n(1—6)y"1 1+ &x)p—".x",

0<<co<<l, 0O <1,

Jezeli: 0 < x <& <1, to korzystajac z pierwszej
formy reszty, otrzymujemy: :

pp—1 ... fp-n+1) X"
Rn(x) = 1.2. ... n (1A ey

a wiec, dla n > p

Ruw i< [BE] | 2SDE] L le—nt Dx)

it
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Poniewaz:

. (p—Hk)x
J'm PR A
k-—-’;loo k

(p—hk)x
T -
Istnieje wiec takie K, ze dla k& > K mamy:

(p— k)x
k

Zakladajac, ze n > p i n > K, otrzymujemy:

px (p—1x| =K,
x| [ Dx) e

= — ,X‘,
wiec

Iim
ke —3 o

x < &

< &.

~E—1

[Ra(x) | <

a poniewaz
lim en~K-1 = 0,
n—p-w

lim R,(x) = 0.
n—y-w
Jezeli —e<x<{0 (0<e<1), tokladac x = —u

i korzystajac, z drugiej formy reszty, otrzymamy:

wiec

Ra(x) =25 (p 1) (p(;_ngl)(l—el)"'—l(l-i-B'x)"‘_"'x"

czyli: Ra(x) =

( —1)...( —n+1){1—4\r1 ot .

BT Ty Ry (1—%) (1—=8up= ()",

l)un g(p—-Q)u’
e

’ Np i“f',)""
(1= 0y (1_70,11 .

a stad | R (%) —!Pul
(p-——n tl)u

n—1
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Poniewaz (1 — 8 u)?~! jest zawarte migdzy 1
/ \n—1
a (1—e)rt, zas 1—__—0,—&) jest, jak wiemy, nie wigksze
od jednoséci (por. str. 232), wige wystarczy okazaé, ze:
] (p—Du ((p—?)u (r—n+Du
nliTm\pu\ 1 . 3 R — = 0.

Dowodzi sie tego podobnie jak poprzednio.
Poniewaz ¢ jest dowolna liczba dodatnia mniejsza
od jednosci, wigc udowodniliSmy prawdziwo$¢ wzoru
Maclaurina dla — 1 < x < 1.
Uwaga. Jako zastosowanie ostatniego rozwinigcia
otrzymujemy szeregi:

Ti—;:l—x—l—x"’—x'*—i—...
T%—x=1+x+x2+x3+ .o
. x 1 x2 1.3 x3
Vitr=l+5—5-345 46
— 1 1 1.3
R T SO ST e e .
Vi—x=1 5 x 5 2% 2.4.6x+"'

zbiezne dla —1 < x < 1.
Zadania:
1. Wyprowadzié nastepujace rozwinigcia:

) 2x): (2x)* (2 x)2"
2 B Sl A S A __1\pt+i1 X277
sintx =gy g 47T (DT e
ex..__e'—x X x3 x2n+1
- 2-——:ﬁ+§+ e +(.2—n‘m+..

(1+e")2=4+(2+2)1ﬁ1+...+(2+2n)i—';+_,,
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(I+x)" =1—x2+4x .. . (—1)"x7"+.. x| <1
x3
— —_ —_ n 1
arctgx_).c 3T 5 w(—1) 2 L) lx]<
gL 1-3&
Vi+ x _1+2 > ato 46 x| <1
1.3 1.3.5
— ) g 1 6
1—x) 1+2x Ty X +2-4.6x+..|x{<1
arc sin X =
1 1.3x5 1. 3 5 x7
g 22X DT A
—I-2 3 X T53 + 5" + L) x <1
2. Funkcja fgx ma rozwinigcie zbiezne dla
Tyl <2
g <iX¥l<gr
fg X = 21 X + 4l e
2211(2211_1) ne
+ Bon— 1——(2—)|_ a4

Wyznaczyé stale By, B;, By zwane liczbami Ber-
noulliego.

3. Wyprowadzié¢ nastepujace rozwinigcia:

cos X sinx
h

sin(x+h) = sinx +—+- Y

h®t+ ...

cos(x+ h) = cosx—%gh—(:o;!x

_ ﬁ_l(ﬁ)z l(ﬁ}g h<ixl
log(x+h)_logx+x 513 T3\ + o (AI<jx|

ht -+

) Sprawdz przez réiniczkowanie szeregu.
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4, Jezeli mamy rozwiazaé réwnanie f(x) = 0, to
oznaczajac przez X, przyblizong warto$é pierwiastka

(otrzymang np. przez probe), a przez x, +h szukany
pierwiastek, mamy:

0 = flxo + ) = fx)) + A f'(x0) + ...

Jezeli 2 jest do§é¢ male, to opuszezajac wyrazy
zawierajace A%, A% it.d., otrzymujemy

0 = flxo + ) = flxo) + A f(x0),
fxo)
stad T fix)’

Nowa wiec wartoScig przyblizong szukanego pier-
wiastka jest

Przy pomocy otrzymanej wartosci przyblizonej,
mozemy, postepujac jak poprzednio, obliczyé nowa
warto$¢ przyblizong i t. d. Powyzsza metoda zostala
podana przez Newtona.

Rozwigzaé w ten sposdb réwnania:

x34+2x24+3x+4+4=0
sinx = X

log x = x.



ROZDZIAL VIIL.

Funkcje dwu zmiennych.

1. Zbiory plaskie. Obszary. Zbiér punktéw na-
zywa sig¢ zbiorem plaskim, jezeli punkty tego zbioru
lezg na jednej plaszczyznie.

Zbiér plaski nazywamy ograniczonym, jezeli istnieje
kolo, zawierajace go w swem wngtrzu. Odcinek, tréj-
kat 1t. p. sa zblorami ograniczonemi. Linja prosta nie
jest zbiorem ograniczonym.

Otoczeniem punktu P nazywamy wnetrze kazdego
kota o srodku P. Jeizeli jakis punkt danego zbioru
ma te wlasno$é, ze istnieje pewne jego otoczenie cal-
kowicie nalezgce do zbioru, to punkt ten nazywamy
punktem wewnetrznym danego zbioru. — Zbiér ziozony
z samych punktéw wewnetrznych nazywa sie obszarem
otwartym, lub krétko obszarem. Najprostszemi obsza-
rami sa: wnetrze tréjkata, wieloboku, kola, elipsy i t. p.

Obszar nazywa si¢ obszarem spojnym, jezeli dwa
dowolne jego punkty dadza sie polaczyé linjg lamang?),
calkowicie lezacag w danym obszarze. — Obszarami spoj-

'} Jeieli na ptaszezyznie mamy dang skonczonq hczbq punktéw
Ay, Az, Ay, .. An, to zbiér odeinkow: A, Ay, Ay Az .. An—1An,
nazywamy linja lamana, laczgca punkty A1 i An.
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nemi s3 obszary wyzej wymienione; natomiast obszar,
zlozony z wnetrz 2 kot nie majacych punktéw wsoél-
nych, jest niesp6éjny. Obszarem niespdjnym jest réwniez
zbiér, ktéry otrzymamy, wyrzucajac z kola obwéd i jedna
$rednice.

2. Punkty brzegowe. Obszary domkniete. Punkt,
nie nalezacy do obszaru. razywa sie punktem brzegowym,
jezeli w kaidem jego otoczeniu istnieja punkty, nale-
zace do obszaru. Zbiér wszystkich punktéw brzegowych
obszaru nazywa si¢ brzegiem obszaru. Brzegami wnetrz
wielobokdw, kola, elipsy i t. d. sa ich obwody.

Zbiér, utworzony przez obszar wraz z brzegiem,
nazywamy obszarem domknigtym.

3. Obszary okreslone przez nieréwnosci. Czesto
spotykamy obszary okreslone w nastepujacy sposéb:

Przypu$émy, ze mamy dane dwie furkcje, okre-
Slone i ciagle, w przedziale zamknictym (a, b)

y=10) =g
Zalézmy nadto, Ze:
p(x)<flx) dla a<<x<b},

t. zn., ze obraz funkcji f(x)
znajduje si¢ stale nad obra-
zem funkcji ¢(x) (z wyjat-
kiem by¢ moze koncéw prze- ‘
dzialuy, w ktérych ewentu- : '
alnie f(x) = ¢(x)). B LI
Zbiér punktéw (x, y) |
spelniajagcych nieréwnosé Rys. 35.

a < x<{b,
Px) < y < f(x)
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tworzy obszar spbiny, ktérego brzeg tworza obrazy
funkcyj f(x) i ¢(x) i odcinki prostolinijne, aczace od-
powiednie konce tych krzywych. Oczywicie w niekto-
rych wypadkach odcinki te moga redukowacd sig do
punktéw.

Zadanie: Wyznaczyé obszary okreslone nie-
réwnosciami:
1) —1<x<1 —yl—x2<y<yl—u
2 0<x<1 B <y <xttl
3) 1<x<3 3-y4x—xi—3<Cy<3+ydx —x*—3
4H —1<x<l - 0<y<1l—|x|
5 0<x<1, 0<y<l, lx—y >14.

Uwaga. Bardzo czesto bedziemy sig spotykaé
z obszarem domknigtym okre§lonym nieréwnosciami:

a<Lx<b o LyLb.

Jest to oczywiscie prostokat o wierzchotkach

(a @), (a &), (b,a’), (b,]).

4, Funkcje dwu zmiennych. Niech E bedzie do-
wolnym zbiorem punktéw, lezacych w plaszczyZnie osi
wspolrzednych (XY). — Powiadamy, ze w zbiorze £
jest okreslona funkcja, jezeli kazdemu punktowi (x, y)
zbioru E przyporzadkowana jest liczba rzeczywista z.

Zwiazek funkcyjny oznaczamy jak poprzednio

z zf(x’y)s z = ’P(x,y) it p.

Liczby x, y nazywamy zmiennemi niezaleznemi,
liczbe z, zmienna zalezng; o funkcji f(x, y) mowié be-
dziemy, ze jest funkcjas dwu zmiennych niezaleinych x, y,
okreslona w zbiorze £. Zbiorem E jest zwykle obszar
otwarty, lub obszar domkniety.
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Przyklady funkcyj dwu zmiennych:
1. z =x2+y° dla wszystkich x, y.
2.z =y1l—xt—y? dla x*4+y2<1.

1
ey dla 0<x <1, 1<y <2
=D -2 v

Jezeli funkcja f(x, y) okreélona jest tylko wzorem,
to milczaco przyjmujemy, ze zbiér £ obejmuje te i tylko
te punkty (x, y), dla ktérych wzér okresla wartosé
funkcji.

3.2:

5. Geometryczne przedstawienie funkcyj dwu
zmiennych. Obierzmy w przestrzeni uktad wspélrzed-
nych XYZ. Obrazem funkcji z = f(x,y), okreslonej
w zbiorze E, nazywamy zbiér wszystkich punktéw
o wspélrzednych (x, y, z), gdzie x i y sa wspéblrzed-
nemi punktéw zbioru £, a z = f(x, y).

Przyklady: 1. z=1—x—y (rys. 36).

‘2

zeif-x7-y"

LA Bl Bl AN

” Rys. 36. Rys. 37.
Obrazem geometrycznym jest plaszczyzna prze-
chodzaca przez punkty (0,0, 1), (1,0,0), (0,1, 0).
2. z=y1—xt—y? dla x4 52 <1 (pélkula) (rys.37).

Rachunek rézniczkowy I. . 16
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3. z = xt+y® (paraboloida obrotowa) (rys. 38).
Jezeli funkcja f(x, y) jest okreslona w prostokacie
a<x<b, a <y<¥, tokladac x =x, (a<x, <b),

mozemy wyraZenie z = f(xo, y) uwazaé za funkcje jednej
zmiennej y, okreslona w przedziale (o, &').

‘z

St d

Rys. 38. Rys. 39.

Obierzmy na plaszczyznie x = X, jako ukiad
osi (Y', Z'), krawedzie przeciecia si¢ tej plaszezyzny
z plaszczyznami XY i XZ. Osiom Y’ i Z' nadajmy
kierunek zgodny z osiami Y i Z. Wyznaczmy na pla-
szczyinie Y7 Z' obraz geometryczny funkeii 2’ = flx0y);
oczywisty jest rzecza, ze obraz ten jest przekrojem po-
wierzchni z = f(x, y) plaszczyzng x = X;.

Jezeli funkcja f(x, y) zmienia si¢ w sposob regu-
larny, to tworzac te przekroje dos¢ gesto, bedziemy
mogli do§é dokladnie przedstawié sobie obraz geome-
tryczny funkcji z = f(x, y).

Mozemy takie badaé przekroje plaszczyznami
réwnoleglemi do plaszczyzny XZ. Oczywiscie, nie jest
konieczne zalozenie, ze funkcja okreslona jest w prosto-
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kacie; podobnie mozna badaé funkcje, okreslone w do-
wolnych zbiorach plaskich.

Przyklady: Zbadaé przekroje nastepujacych po-
wierzchni plaszezyznami réwnoleglemi do plaszczyzny
XZi1YZ:

1. z=xy (przekroje sa linjami prostemi).

2. z=x*—y* (przekroje sa parabolami).

3. z=uxy® (przekroje plaszczyznami réwno-
leglemi do plaszczyzny X Z sa prostemi, przekroje za$
plaszczyznami réwnoleglemi do plaszezyzny Y Z sa pa-
rabolami).

6. Warstwice. Warstwica powierzchni z = f(x, y)
nazywamy rzut na plaszezyzng (X, Y) przekroju tej
powierzchni plaszezyzna réwnolegla do plaszczyzny
poziomej. Innemi slowy: warstwica nazywamy zbiér
wszystkich punktéw (x, y), w ktérych funkeja przyj-
muje t¢ sama warto$é. — Kredlagc szereg warstwic i za-
znaczajgc, jakie wartosci funkeja na nich przyjmuje,
otrzymujemy pewien mniej lub wigcej dokladny poglad
na przebieg funkeji. (Rys 40.)

Rys. 40. ) Rys. 41.

Zadania: Wyznaczyé warstwice powierzchni:
1. Z:\‘fl"—xg'——__l;.
16%



244

Warstwice sa kolami z wyjatkiem warstwicy z =1,
ktéra redukuje si¢ do punktu. (Rys. 41.)

2. z=23x2+2y* (elipsy wspologniskowe).

3. z=1xy (hiperbole).

Granica i ciaglosé funkcji.

7. Definicja granicy. Powiadamy, Ze cigg punktow
o wspélrzednych [x,, ya.} zdaza do punktu (xo, yo),
jezeli lim xn, = X, 1 lim yn = ya.

n-— o n—=pw

Jezeli przez dn oznaczymy odleglos¢ punktu
(X, yn) od punktu (x,, yo), to poniewaz

dn = V(a — %)+ (yn — Yo)*,

wiec lim d, = 0.
n —=p-o

Naodwrét, jesli lim d, = 0, wéwczas ciag punk-
n—pw

téw {Xn, yn) zdaza do punktu x;, y,. o

Niechaj funkcja z = f(x, y) bedzie okreslona
w pewnem otoczeniu k punktu (xo, ¥o); W punkcie
(xo, yo) funkcia moze nie byé okreslona. Powiadamy,
ze g jest granicg funkcji, gdy x, y zmierza do x,, Yo,
jesli,-dla kazdego ciggu punktéw {Xn, yn) réznych od
(xo, yo), nalezacych do otoczenia k i zmierzajgcych
do Xy, Yo, mamy:

lim f(xn, yn) = g
n—yp o

Granice oznaczamy:
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Uwaga. Czytelnik latwo domysli sie znaczenia
symboli:

lim f(xy)=+o, lim fixy)=g; Iim fixy)=+o it.p.
X=Xy X X —=3 0o

g=>u gy y—prw
Przyklady:
. ; . 1—xy
1. [ x*—yt)=—3. 2. [im —7L =
.ngl( 9% x—lToxL%-yz
y—>2 y—>1 1
3.X_Z_I$OXT__F? — + oo, 4.x—{lglm ;r‘l—-;i — 0

y—>»0 y—> o

8. Twierdzenia o granicach. Dla funkcyj dwéch
zmiennych mozna udowodnié wiele twierdzeh analo-
gicznych do twierdzen, otrzymanych dla funkcyj jednej
zmiennej. Dowody sa podobne. '

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i wystarcza-
jacym nato, by liczba g byla granica funkcji z = fx, ),
gdy (x, y) zmierza do (xo, y,), jest to, by wartosci funkcji
w punktach dostatecznie bliskich punktowi (x,, y,) do-
wolnie malo si¢ réznily od g; innemi stowy: by do
kazdej liczby ¢ >0 mozna bylo znalezé takie oto-
czenie punktu (Xo, yo), Zeby warto$é funkcji w dowolnym
punkcie tego otoczenia (réznym jednak od (x,, yo))
roznila sie od g o mniej niz &

Dla funkcyj dwéch zmiennych moina udowodnié
twierdzenia o granicy sumy, iloczynu i ilorazu, analo-
giczne do odpowiednich twierdzen dla funkcyj jednej
zmienne;.

Twierdzenie: Jezeli lim fix,y) = g i jezeli

30
g >0, to istnieje takie otoczenie punktu (x,, o), ie
w kazdym jego punkcie (z wyjatkiem byé moze samego
punktu (xo, y¢)) zachodzi nieréwnosé:

flx,y) > a>0.
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9. Ciagloéé. Ciaglo$é jednostajna. Powiadamy,
ze funkcja z = f(x, y) jest ciggla w punkcie (x,, yo),
jezeli jest okreslong w tym punkcie i w jego otoczeniu
1 jezeli

lim fGe, y) = Axo, go)-
>

Przyklady: Funkcie z=x+y; z =x*—y?
sg funkcjami wszedzie ciaglemi.

Uwaga. Jezeli funkcja z = f(x, y) jest okreslong
w zbiorze £, to powiadamy, ze jest w punkcie (Xo, yo)
zbioru E ciagla ze wzgledu na zbiér E, jezeli dla kaz-
dego ciagu punktéw {xn, y.} nalezacych do E, zbiez-
nego do (X,, yo), mamy

lim f(Xn, yn) = f(xo, Yo)-
n—=pw

~ Jezeli funkcja jest ciagla w kaidym punkcie
zbioru E, ze wzgledu na zbiér E, to powiadamy krétko,
7e jest ciagla w E.

Jezeli wiec np. funkecja jest ciagla w obszarze
domknietym £, to w punktach wewnetrznych jest ciagla
w zwyczajnem znaczeniu, w punktach za$ brzegowych
jest ciagla ze wzgledu na £2.

ozemy wypowiedzieé definicje i twierdzenia, po-
dobne do tych, jakie wyglosilismy dla funkcyj ciagtych
jednej zmiennej, np. twierdzenia odnoszace si¢ do cia-
glosci sumy, iloczynu i ilorazu dwéch funkeyj ciaglych.

a) Jezeli zalozymy, ze funkcja f(x,y) jest okre-
Slona w obszarze £ i ze punkt (x, y,) nalezy do £,
to warunkiem koniecznym i wystarczajacym nato, by
funkcja byla w punkcie (X, yo) ciagla ze wzgledu na 22
jest to, by wartosci funkcji dla punktéw dostatecznie
bliskich punktowi (x,; y,) (nalezacych do £2) dowolnie
malo réznily sie od wartosci funkeji w punkcie (xo, ¥o);
innemi slowy, by do kazdej liczby &> 0 moina bylo
dobraé takie otoczenie punktu (%o, yo), by wartosc
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funkcji w kazdym punkcie tego otoczenia (nalezzcym
do £2) réznily si¢ od f(xo,ye) o mniej niz e.

b) Funkcja okreslona w dowolnym zbiorze Z jest
w nim jednostajnie ciaggla, jezeli wartosci funkcji w do-
statecznie bliskich punktach tego zbioru dowolnie malo
si¢ r6znig od siebie, czyli, jezeli do kazdej liczby ¢ >0
znalezé mozemy taka liczbe # > 0, ze wartosci funkeii
w dwu dowolnych punktach zbioru Z odleglych od
siecbie o mniej niz 7, rdiniag si¢ o mniej niz e.

¢) Jezeli funkcja jest okreSlona i ciagla w ob-
szarze £ ograniczonym i domknietym, to:

1) jest w tym obszarze ograniczona i jednostajnie
ciaggla;

2) przyjmuje co najmnie] w jednym punkcie ob-
szaru £ wartos¢ najwigksza i przynajmniej w jednym
punkcie warto$¢ najmniejsza.

3) Jezeli zalozymy, ze zbiér punktéw wewnetrz-
nych obszaru £ jest obszarem spéjnym, to funkcja
przybiera kazda wartos¢ zawartag miedzy jej wartodcia
najwicksza i najmniejsza.

d) Jezeli funkcja ciggla w obszarze domknietym £
jest w pewnym punkcie tego obszaru dodatnia, to
istnieje takie otoczenie tego punktu i taka liczba o >0,
ze w kazdym punkcie tego otoczenia (nalezacym do £2)
zachodzi nieréwno$é:

fx, y) > «.

Pochodne czastkowe.

10. Definicja pochodnych czastkowych. Niech
funkcja z = f(x, y) bedzie ciagla w otoczeniu pewnego
punktu (X, y). Oznaczmy przez 4 x przyrost zmiennej x.

Polézmy:

Az = flx+ Jx,y) — f(x, y).

. s A
Granice (o ile istnieje) stosunku -J—f, gdy Ax
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zmierza do zera, nazywamy pierwszag pochodna czast-
kowa wzgledem x. Oznaczaé ja bedziemy symbolami:

2% albo f.(x,y).

dx
A wiec:
, _0z__ . fletdxy) — flxy)
faley =g = im; Ax '

Podobnie okreslamy:

fly(x;y) — 0z — Iim f(X,y +Jy) —-f(x’y).

0y a5-»0 A4y
Przyklady:
1) z=5x+8xy®+ 5, §§=10x+8y2,
oz
— =1 2,
oy 16 xy + 3y
9 2= XY 0z2_ Yy 0z X
x4y oox (x+y)? oy (x-+y)
3)Z=_Ll—_‘ o—zz—h—h_ ’_} —
VX—yy ox 2Vx (Vx — yy)?
0z 1
oy vy (Vx — V)2
Xty 0z _ 2x
4) z_logx_y, ox X g
oz 2x
oy_x'l__y‘z'

5) z=ysinx+ cos(x — y),
oz

a—;{:ycosx—sin(x——y), g—;=sinx+sin(x—y).
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x 0z y 0z X
—arctg =, °Z = —
6) 2z = arc gy ’ 9x x2+y2’ dy ~ xt4p?

7) z=xyet, g—;:e"”yy(l-l—x),

35 = etx (1+2y).

11. Pochodne czastkowe drugiego rzedu. Jezeli
zalozymy, e funkcje f. i f', istnieja w otoczeniu
punktu (x, y), to moze si¢ zdarzyé, ze kazda z nich
posiada pochodne czastkowe wzgledem x i y. Te po-
chodne czastkowe bedziemy oznaczaé symbolami:

ofx ., oz afy " 0%z
Uz a2, = e = 32
x T ox Oyox
of's 0*z of’ " *z
aafry= 02, ==
ay 0xdy oy?
Przyklady:
1) z=x*+4x2y>*+7xy+ 1. Mamy:
02 _ 4. 3 02 _ 1942
ox 4x*4+8xy34-7y, oy = 12x2y*+7x,
a wiec
2 2
dz 0’z _ 0’z — 2Uxyr47,
ox® 0x9y o0yox :
0%z
5 = 24x%y
oy*
2) z = sinx cosy.
92 . cosx 02 _ i /
ox = cosy, Y sinx siny,
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0%z . : o'z 0z .
o = —sinXxcosy, = ——— = —cosxsiny’
ox 0X0y oyox
0’z .
bﬁ = — Sin X cos y.
W obu przykladach otrzymujemy 0(1 ;y = éc;;—x

Jak zaraz udowodnimy, wlasno$é te posiada kazda
funkcja z(x, y) spelniajaca pewne ogélne warunki.

12. Twierdzenie. Jezeli w otoczeniu punktu (x, y)
pochodne 7. ,, f”, « istniejg i sa ciagle, to sa sobie
réwne w tym punkcie.

Dowo6d. WeZmy pod uwage wyrazenie:

u=f(x +dx,y +4y)—f(x, y+Ay) - flx + 4%, y)+ fx, 9),
gdzie dx, 4y maja pewne wartosci stale. Wyrazenie

f(x,y—'_dy) —‘f(X,y)
mozemy uwazaé za funkcje zmiennych x i y. Polézmy

wiec:
P(x,y) = flx, y + 4y) — f(x, 9),
stad
¢ (x + dx, y) = flx + 42,y + Ay) — fx + dx, y)
A zatem: u=9(x+Ixy)— ¢(x, )

Uwazajac y za stale, otrzymamy na mocy twier-
dzenia o wartosci Sredniej:

u=dx@(x+04xy),

lecz P69 =y + dy) — f(x,9).

Wstawiajac wiec zamiast x wyrazenie x + 04 x,
‘mamy :

u=dx[fr(x+0dx,y+dy) — f,(x+ 64 x y)].
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Stosujgc teraz do wyrazenia w nawiasie znowu
twierdzenie o wartosci éredniej, mamy:

u:dxdyf”xy(x—l— de,y-i—eldy). 1)
Kladac na poczatku

9 (x,y) = flx+4x, y) — fix, y)
i podobnie postepujge, otrzymamy:

u=dxdyf'p(x+0,dx,y+ 6, 4y). (2)

Ze zwigzkéw (1) i (2) otrzymujemy, przez poréw-
nanie obu wartosci u, po podzieleniu przez wspdlny
czynnik 4 x 4y, zwigzek:

Jla(x+ 04,y +0dg) = f'o(x + 0, dx, y + 64 Ay),

gdzie 6, 6, 6,, 6'; sa liczbami dodatniemi mniejszemi
od 1. Jezeli teraz #x i 4y daza do zera, to na mocy
cigglosci funkeyj /7.y, /'y otrzymamy:

[ ey (6, 9) = flux (x5 y).
Zadania. Wykazaé przez wyliczenie, ze zwigzek
02 z - d‘_’ z
oxoy oyox

zachodzi dla funkeyj:
1) z=ax*+2bxy+ cy?,

.
2) z = Xty
2) z=ey+yxt
4) dla funkcyj podanych w zadaniach ust. 10.
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13. Pochodne czastkowe wyiszych rzedéw.
W podobny sposéb, jak pochodne czastkowe drugiego
rzedu, okreslamy pochodne czastkowe wyzszych rzedow.
Pochodna czastkowa rzedu n-ego jest wiec wynikiem n
po sobie nastepujacych réiniczkowan ze wzgledu na
zmienne x i y. Pochodng czastkows rzedu n-ego, ktéra
otrzymamy, biorac p razy pochodna czastkowa wzgle-
dem x, a z otrzymanej w ten sposéb funkcji g razy
pochodng wzgledem y, oznaczaé bedziemy symbolem:

" x A
swogs Trv @y (pa=n)
Przyklad. z=ux*— 4x2y*+ y*;
wyznaczymy : oz 7
y ymy: 2x07°
0Z _ 4.5 8yt
Iy 4x*— 8uxy
0%z
= —16

0x0y ty
0%z
0x 05 = —16x.

Wynik ostateczny nie bedzie zalezal od porzadku,
w jakim wyliczamy pochodne czastkowe, o ile wszystkie
pochodne czastkowe az do rzedu n-ego wlacznie sa
ciagle. Na mocy bowiem ostatnio udowodnionego
twierdzenia mozemy zamieni¢ porzadek dwu po sobie
nastepujacych rézniczkowan. Poniewaz w ten sposob
postepujac, mozemy z kaidego porzadku wyliczania
pochodnych dojsé do kazdego innego, wiec wynik kon-
cowy bedzie dokladnie wyznaczony, jezeli tylko po-
damy liczbe rézniczkowan wzgledem x i y. A zatem
0"z _ + g = n) sa wystarczajace do ozna-
dx,,qu(p q = n) s3 wy ia

symbole
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czenia wszystkich pochodnych czastkowych rzedu n-ego,
pod warunkiem, ze sa one ciggle w otoczeniu punktu

(x, y).

Przyktad: z = arctgh_g—x:—:.,
Tre iy
0’z 1 o'z 15xy
oroy (+ar+yy)t’ ox209%  (14x2+y0)
o'z 15 1 —5(x24y?) +51x2y* — 6(x*+ y*)
o0x?oy® (1+x24y2% |

14. Funkcje zloZone. Przypusémy, ze mamy dang
funkcje zmiennych u, v:

z = f(ll, 'U)
ciagla wraz z pierwszemi pochodnemi czastkowemi
w prostokacie @ <{u <@, ¢’ <v <. Niechaj zmienne
u, v beda funkcjami zmiennych i, y, t. zn.:

u=q(y), v=~yxy).

Zalézmy, ze funkcje @ (x, y), ¥ (x, y) sa ciagte
wraz z pierwszemi pochodnemi czgstkowemi w prosto-
kacie a {x b, o’ <y < b i ze nadto

ey <B o <Yy <4

Przy tych zalozeniach mozemy zmienng z uwazaé
za funkcje zmiennych (x, y), a mianowicie:

z = fleplq,y), Y y) = Fx, y).

Funkcje z = F'(x,y) nazywaé bedziemy funkcig
zlozona za posrednictwem zmiennych u, v. Przy zalo-
7eniach powyzszych mozna tatwo wykazaé, ze funkcja
F(x, y) jest ciagla w prostokacie (a << x < b, o' <y < b').
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15. Pochodne czastkewe funkcyj zlozonych. Aby
wyznaczy¢é pochodng czastkowa wzgledem x, oznaczmy
przez 4Xx przyrost zmiennej x, za$ przez Ju, Jv, dz
odpowiednie przyrosty zmiennych u, v, z. A zatem:

4u=¢(x+4x,y)—¢(x,y)
dv = yY(x+ dx,y) — ¢ (x, y)
Az = flu+ Au, v + dv) — f(u,v).
Wyrazenie na A4z przeksztalcimy w sposéb naste-
pujacy
dz = [f(u+ du,v+ dv) — f(u,v + dv)] +
+ (@, v+ Av) — f(u, v)].

Stosujac teraz do kazdego z nawiaséw twier-
dzenie o wartosdci $redniej, uwazajac przytem za stale
w nawiasie pierwszym v+ 4v, w drugim u, otrzy-
mujemy.

Az = flo(u+0du, 0+ dv) du+ f,(u, v+ 6 dv) dv,

stad
Az du dv
— = f A Av)—— ’ ' Av) —.
o folau+0du,0+ v)dx—f—fv(u,v—i-ﬁ U)dx
Jezeli 4 x zmierza do zera, to otrzymujemy w gra-
nicy: '
dz '’ I 2 4
dfxzfu(px_i'fvwxy
czyli
9z _dz ou, 0z 0v 1)
0x ou o0x '90v -9dx
Podobnie
0z 0z odu, 0z 0v
Z_0Z 08,0z 0v 2)
Oy_ ou ay+ov oy @)
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Przyklady.
Z = (3x2+y2)4x+2y = u°,
dz v

ou 2
u—1 v —
oz = YT +u loguo =

= (4x +2y) Bx2+ y?)t*+2u—-1 6x+
+ (3x% 4 y2)*+29. 4 log (3 x + y?).
2) Jezeli przypuscimy, ze u i v s funkcjami tylko
zmiennej x, a wiec
u=g(x), v= ¥ (x),
to z=f(u,v) = f(9 ), Y (x)) = F(x).

A zatem z jest funkcia zlozong zmiennej x za
posrednictwem zmiennych u i v. Na mocy (1) i z uwagi,

. 9z dz )
ze w tym wypadku o= dx’ ofrzymamy:
dz oz du 9z dv (3)
dx  ou dx 9v dx =~
Np. x = {p)|*® = u,

wiec
dz

de = vurla +utlogu.v =

=Y )P (¥ O @ (x) + {9 (x)}¥ @ log ¢ (x). ' (x).
3) Jezeli z = f(x, y), zas y = Y(x), otrzymujemy:

z = f(x, Y(x)) = F(x).

Stosujac formule (1) przy zalozeniu, ze u = x,
v = y, mamy:

d / 7 7
=l g @
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np. z=x*+3y*x+4y, y=2x*+1,

%=2x+3y2+(6yx+4)4x.
Zadania:
2 __ 2 -
1) z = logx—_l_y—x—i= logu_i_v,,
x—\yx?—y* u—av
z_ 2 oz_  2x
Ox_\/xzh_y2 oy yyxt—yt
_xi—y i dz 4x(x—3)
2) = iy =273 T etax—3)
3) 2 — log| /358 _; ]/
o ax—by v
oz aby o0z  abx
ox a2x2_b2y2’ dl]——a2x2_b2y2

4) Wykazaé, ze nie istnieje funkcja z=f(x y), ktérej
pochodne czastkowe wyrazalyby sie wzorami:

0z 0z
—_— =y, = 2 X .
0x oy
Oprzeé si¢ na tem, ze taka funkcja mialaby po-
. 0’z 0z . .
chodne d d JR le, a wiec
e drugiego rzedu Gxoy’ dyox ciagle e

rowne.

Funkcje uwiklane.

16. Definicja funkcji uwiklanej. Zaloimy, ze
funkcja z = F(x, y) jest okreslona i ciggla w pewnym
obszarze. Zdarzyé sie moze, ze istnieje funkcja ciagla
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y = f(x), taka, ze odpowiednie pary (x, y) spelniajg
zwigze

Fx,y) = 0. 1)

W wypadku tym zwiazek (1) nazywamy uwiklana
postacia funkcji f(x); o samej za$ funkeji f(x) méwimy,
ze jest funkcjg uwiklang spelniajaca zwigzek (1).

Przyktady.

Uwiklang postacia funkcji

x .
1. Y =17z jest xy+x+y—=1=0.

2. y=vyrr—x? jest x¥+y?— = 0.

3. y=x+yl—2x®jest 3x2—2xy +y2—1=0.

Nie nalezy sadzié, ze jezeli dany jest zwigzek (1),
to juz przez to jest okreslona funkcja uwiklana. Moze

bowiem nie istnieé Zadna funkcja ciagla, ktéra spelnia
zwiazek (1), lub moze istnie¢ kilka takich funkcyj.

Przyklady.
1. Nie istnieje funkcja spelniajgca zwigzek:
x® 4+ y2 +1=0.
2. Funkcje y = y1 —x*, y = —y1 —x3 spel-

niaja ten sam zwiazek, a mianowicie: x*+4y? — 1 = 0.

17. Twierdzenie o istnienin funkcji uwiklanej.
Jezeli funkcja z = F(x,y) ciagla wraz z pierwszemi
pochodnemi czastkowemi w otoczeniu punktu (a, b)
spelnia warunki:

1) F(a,b) =0,

2) F'y(a,b) =0,

Rachunek rézniczkowy I, 17
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to istnieje jedna i tylko jedna funkcja y = f(x) okre-
slona i ciagla w otoczeniu punktu x = a taka, ze

1) fla) =b.
2) Flx, flx)] = 0.

Dowéd tego twierdzenia, jako trudniejszy, po-
mijamy. ’

Przyktlad.
Fx,y) =xy+x+y—1
Mamy : Fy=x+1.

Obierajac a=2, b=~ %, otrzymujemy F(Q,-%) =0,

F.'y (2, — %) =3 = 0. Na podstawie naszego twier-
dzenia istnieje wiec jedna i tylko jedna funkcja y = f(x)
ciggla w otoczeniu punktu x = 2, przybierajagca w tym

punkcie wartosé¢ — »;— i spelniajaca zwiazek F(x,y) = 0.

To samo stosuje si¢ do kazdego innego punktu
(a, b) spelniajacego warunki ab+a+6-1=0, a-+10.
W naszym przykladzie mozemy szukana funkcije wy-
znaczy¢, obliczajac y z réwnania F'(x,y) = 0.

18. Pochodne funkcji uwiklanej. Przypusémy, ze
funkcja y = f(x) ciagla w otoczeniu pewnego punktu
x = a, dana jest w postaci uwiklanej F(x,y) = 0. Za-
}6zmy nadto, ze funkcja z = F(x,y) jest ciagla wraz
z pierwszemi pochodnemi czastkowemi w otoczeniu
punktu [x = a, y = fla) = 8] i ze F'y(a,b) + 0.

Oznaczmy przez 4 x dowolny przyrost zmiennej x.
Polézmy:

Ay = fla+ 4x) — f(a);
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mamy wiec:

Fla+4x, b+ 4y) — F(a,b) = 0.
Postepujac podobnie jak na str. 254, mozemy
napisaé: :

Fla+dx, b+4y)— F(a,b) = F'.(a+64x, b +dy) dx+
+Fyla,b+ 6, dy) 4y =0. . . . (1)
Poniewaz F’,(x, y) jest funkcjg ciagla i poniewaz

F'y(a,b) + 0, wigc dla do$¢ malego przyrostu Ay,
mamy réwniez

Fiyla,b+ 6, 4y) £ 0.
Dla dos¢ malych przyrostéw 4x i 4y mamy
wiec na mocy (1)

ﬂ:_F'x(a+04x,b+Zy) @)
Ax F'y(a, b+ 6, d4y) t

Gdy 4x dazy do zera, to, na mocy ciaglosci
funkcji y = f(x), przyrost 4y réwniez dazy do zera.
Prawa strona réwnosci (2) ma wiec granice

_ Fi(a,b)
F,(ab)
Zatem
/ s ﬂ___F'x(a,b)
f@ = tim == ah

Otrzymaliémy wigc nastepujace »

Twierdzenie: Jezeli funkcja ciagla y = f(x),
dana jest w postaci uwiklanej F(x,y) = 0 i jezeli
F'x i F'; sa funkcjami ciaglemi, to funkcja y = f(x)
ma pochodng dla kazdej wartoici ma x, dla ktérej
F'y(x,f(x)) + 0 i pochodna ta wyraza sie wzorem:

17+
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oF
/__F'x(x,y)__gz
—— S = e
2y

Zajmiemy si¢ teraz wyznaczeniem drugiej po-
chodnej funkcji uwiklanej.
Pochodna y' mozemy uwazaé, jako funkcje zlozong

z funkcji ciagle] — f,,x Ei’ z; i funkcji ciaglej y = f(x).
y\ Xy

Jezeli do poprzednich zalozen dodamy jeszeze
zalozenie, ze funkcja F'(xy) posiada drugie czastkowe
pochodne ciagle, wowczas, z twierdzenia o pochodnej
funkcji zlozonej i na mocy (3), wynika ze y”’ istnieje.

Stosujac formule (4) str. 255, mamy:

. dy o F'y 0 Fa,
R R e e

dx “ox\ Fyl "oyl F'
Wiec
v F/y 1;'//)‘:2 . F/x F//‘y _
v = (7,
_F/yF”xy_F,x-F”y'z. {—F"/_x}.
(F7y)* Fy
Stad
v F' ) F o—2F W F  Fy+(F). Fy
B (F'p)® '
lub
[pF) 9°F _poF o 0'F | (oF): o'
" oy/ ox? 0x dy oxoy ‘ox/ oyt
y =— (I)s ’
oy

W podobny sposéb otrzymujemy wzory na po- .
chodne wyzszych rzedéw, doéé jednak skomplikowane.
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Uwaga. Nalezy pamigtaé o tem, ze w otrzyma-
nych wzorach na pochodne symbol y oznacza funkcie
zmiennej x okreslong przez zwigzek F(x,y) = 0; prawe
wiec strony tych wzoréw sa funkcjami jednej zmiennej,

t. j. zmiennej x, a nie dwu zmiennych x, y, jakby sig
na pierwszy rzut oka zdawalo.

Przykiady:
1) Flx,y) =x*+y*—1=0.
Mamy
2 2 3
0 X o x? a9y 0 y? 0xdy
1
Zatem /='—‘£; "= =
y y y e

Rézniczkujac druga pochodng i uwazajac ja jako
funkcje zlozona, otrzymujemy

" 3 iy’ 3)(
g :A‘?ysy :—?‘
2. F(x,y) =y — xe" +x =0.
Mamy F'. = —e+1, F'y=1—xe,
wiec ro g1
¥ =1 %

3. sin(x+y)—y=0.

g = cos(x+y) = sin (x +y)

T cos(x+y)—1° vy = [cos (x+y) —1]%°

~ 19. Maxima i minima funkcyj uwiklanych. Nie-
chaj funkcja z = F(x, y) bedzie ciagla wraz z po-
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chodnemi czastkowemi az do rzedu drugiego wlacznie
w obszarze . Postawmy sobie zadanie wyznaczy¢é
extrema funkcyj, ktére dadza sig przedstawié¢ w postaci
uwiklanej

F(x,y) = 0. (1)

Podamy najprostsze warunki wystarczajace.
Wyznaczmy w tym celu punkty (x y), ktére spel-
niajg warunki

F(x,y) = 0.
F’, (X7 y) = 0.
F/y (x,y) + 0.

Jezeli istnieje punkt (xo, y,), ktéry te warunki
spelnia, to, na mocy poprzednich twierdzen (str. 257
i dalsze), istnieje funkcja y = A(x), ciagla wraz z po-
chodnemi pierwszego i drugiego rzedu, spelniajaca
zwigzek (1) w otoczeniu punktu x = x, i przyjmujaca

la x = x, warto$é y=uy,.

Zauwazimy dalej, ze

4 F/x(xmyo)
o) = FHrop o Ty = O,
S == 7, (0,90

Poniewaz F”,(xo, yo) = 0, wiec stosujac wzér na
druga pochodna funkeji uwiklanej (str. 260), otrzy-
mujemy
2 F”Xz (Xo yO)
f7 ) = F'y(xo0yo)

Jezeli wiec F'' .2 (xo yo) F 0, to dla funkeji y = f(x)
wystepuje w punkcie x = x, extremum i to maximum
lub minimum wlasciwe, zaleznie od tego, czy

F//x’ («’fo,yo) i F,y(x()’yo)
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sa tego samego znaku, czy przeciwnego. Jezeli
F"x(x0, yo) = 0, to trzeba badaé wyisze pochodne.

Przykltad: F(x,y) = y*—3yx+ x3 = 0.
Fl'o=—3y+3x% Fy=3y?—3x.

Rozwigzujac réwnania F(x, PY=0iF (xy)=0,.
otrzymujemy dwa rozwigzania

=0, yy =0 1 x =3V§, Us =3\/71.
Mamy F'y(x,, 51) =0, F',(xs,5:) = 3Y2.
Widzimy stqd, ze pierwsze rozwigzanie odpada.
e (Xay ) = 6xy = 632

Pomewaz F” 2 (xz, ys) i F'y(xs, ys) sa tego samego
znaku, wigc wystepuje maximum wlasciwe.

Zadania:
LF(xy) =Ax+2Bxy+Cy*+2Dx+2Ey+ F=0
t4 B D
B C E
dy Ax+By+D dy D E F|

dx Bx+Cy+ E’ de—_ (Bx+ Cy+ E)3°

2. Flx,y) = x* —3cxy+y*=0.
dy _cy—x* dy  2xy
dx~  cx—y?’ dx‘ (cx — y?)*
e — g Y _ygx—1)
3. F(x,y) =y x =0, dx~ dllogy —1)°
4. F(x,y) = e+ ax?e ¥ —2bx = 0 g:-l
) ' T 7 dx

X

Sprawdzi¢ wynik, wyznaczajac y z réwnania

F(x, y) = 0.
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5. Wykazaé, ze funkcja uwiklana .dana réwna-
niem F(x, y) =y*—4a’xy+x* =0 ma extrema dla
x=1a¥3, y=+a¥27. Zbadaé, czy zachodzi mi-
nimum, czy maximum,

6. Zbadaé extrema dla funkcyj uwiklanych za-
dania 1, 2.

7. Wykazaé, ze z pomiedzy wszystkich tréjkatéw
o danej wysokosci w i danem polu P najmniejszy obwéd

ma trdéjkat réwnoramienny o podstawie o i wyso-

kosci w.



ROZDZIAL X.

Wzér i szereg Taylora. Maxima i minima.
Réiniczki funkcyj dwu zmiennych.

1. Wzér Taylora. Niechaj funkcja f(x,y) bedzie
ciagla wraz z wszystkiemi pochodnemi czastkowemi
az do n-ego rzedu wlacznie w otoczeniu pewnego
punktu (x, y). Niechaj punkt (x+ A, y + k) nalezy do
tego otoczenia. — Przyjmujac X, y, A, &, za liczby stale,
mozemy wyrazenie f(x+ ht, y -+ ki) uwazaé za funkcjg
zmiennej £ Polézmy wiec:

p(t) = f(x+ ht, y+ k). 1
Wyznaczymy pochodne funkeji ¢(f), opierajac sig

na twierdzeniu o pochodnej funkcji zlozonej (str. 2
Poléziny w tym celu:

u = x+}lt
v=y+kt
a wigc 9(#) = fu, v).

7 i d 4 d
Stad:  ¢/() = fu(w,0) Gy (0 0) G,
a wige ¢t =fu(w o) h+f.(u0) k;
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wprowadzajac poprzednie znakowanie, mamy:
§(8) = hfu(x+ht y+kd+kf,(x+ ht, y+kb.
Podobnie, otrzymujemy:

@7()) = R f e (x+ht, y+ ki) +
F2hkf y (c+ ht, g+ k) FRf e (x4 ht, y+ kD),

symbolicznie napiszemy te¢ pochodna w postaci:
@'(t) = [Af «(x+ ht, y+ k) + kf y(x + ht, y + kD]®.
Obliczajac dalszg pochodng, mamy: )

@ () = B3 f" (x4 ht, y+ kt) + 3 Rkf" oy (x + ht, y ki) 4
+3hkEf p (X + ht, g+ k) + R f" s (x + At y + kD),

symbolicznie :
9" =[hf «(x+ht, y+ k) +kf yx+ ht, y+ k)]O.

Przez indukeje otrzymujemy: _
P () =[hf (x+ht, y+ k) +kf y(x+ ht, y+ kD™,

Zauwazmy teraz, ze stosujac do funkcji ¢(#) wzér
Maclaurina i kladac ¢ = 1, otrzymamy:

1 I4 1 44
1
D

Piszac reszte w postaci Lagrange’a, mamy:

R, — % g (8), (0 <6 <),

+
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Lecz o(1) = ix+h,y+ k)
9(0) = fx, y)
9'(0) = hf'«(x, y) + kf'y (x,y)
@"(0) = R e (x, y) + 2hkf vy (X, y) + k2 o (x, y) =
=[Af (6 g) + kf,(x, )]® it d,

¢m(0) = [Af'« (%, g) + kf'y (6, I,

ogo6lnie

a wiec:
fx+h y+k) = flx,y) + % [Af < (x, 9) + kf 'y (x, )]+

+zl! [hf ot g) + kfy (1@ + ... +

+,(n——11_)~! [hf s (x,y) + BF o (6 )]0 + Ra;

na reszte R, mamy wzér:

R, = ,% [Af x(x+ 6h,y+0k) + kf y(x + 6h, y + 0k)|™
(0 <6<

OtrzymaliSmy w ten sposéb wzér Taylora dla
funkcji dwu zmlennych

Jezeli przyjmiemy w szczegélnosci, ze x =0, y =0,
to kladac we wzorze Taylora x =0, y = 0 i piszac
nastepnie x, y, zamiast A, k, otrzymujemy wzér Mac-
laurina dla funkcji dwu zmiennych w postaci:

f(x,9) = fO, 0)-L  [£f2(0,0) + 5 £,(0, 0] +
+§1 [xf'x(0,0) +y£ ', (0,00]® + ... +

gy 570,04 47,0, 01 + R,

(n
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gdzie :
1 . y
Ry = nl [Xf x(@x, ﬂy) +yf g (0x, 0.’/)](")-

Uwaga. Ze wzoru Taylora, kladac n =1, otrzy-
mujemy twierdzenie o wartosci $redniej dla funkeji dwu
zmiennych:

fGe+h, g+k)— f(x,y) = hf (x+0h, y+0k) +
L kf(x+0h y+6k). (0<6<1)

2. Szereg Taylora i Maclaurina. Zaléimy, ze
funkcja f(x, y) jest ciagla wraz z pochodnemi czastko-
wemi wszystkich rzedéw w otoczeniu pewnego punktu
(x, y). Oznaczajgc przez (x+ h, y-+ k) dowolny punkt
tego otoczenia, a przez n dowolng liczbe naturalna,
mamy wedle ustepu poprzedniego:

flet by +8) = e 9) + § TAF (6 5) + Kfy ()] +

(O B N A CEN

oyt I )+ kf () R

Jezeli lim R, = 0, to otrzymujemy rozwinigcie
n—» @
naszej funkcji w szereg zbieiny:

FCthy g+ R = (5, 9) + 2 TR« (5 5) + kfy ()] o+

[ G )+ K f Gy g1

zwany szeregiem Taylora.
Jezeli w szezegélnosci polozymy x =0, y =0
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a zamiast 4 i k bedziemy pisaé x, y, to otrzymamy szereg
Maclaurina:

S 9) = O, 00+ [/ <0, 0+, 0,00+ ... +
+nl! [xf<(0,0) 4 y £, (0, 0)]™ + .

Przyklady.

1 ety =14 X T8 Y

21

x+y (x+y)“

+ T T

2. sinxsz'ny_Qley l(4x3‘z]-{—4xy°”)—{—

+% (6x°y+20x3y® + 6 xy®) + .

R g X 1[_5_ X ]
3. arctgy+k_arctgy+“ x2+y2h x2+y2k +
1] -2xy ,,  2(x*—y?) 2xy ]
+2[[(x2+y2)2 [+(2+y2)2 hk+(2+y2)2ks+

Maxima i minima funkcy) dwu zmiennych.

3. Definicja extremum. Powiadamy, ze funkcja
z = f(x, y) przyjmuje w pewnym punkcie maximum,
jezeli w kazdym punkcie pewnego otoczenia wartosé
funkeji jest niewieksza niz w danym punkcie. — Zaste-
pujac w poprzedniej definicji wyraZenie ,niewicksza“
przez wyraZenie ,mniejsza“, otrzymujemy definicje
maximum wilasciwego.

Z definicy] poprzednich otrzymujemy przez od-
powiednig zmiane definicje minimum.

Jezeli wiec w punkcie x’, y' wystepuje maximum,
to istnieje takie otoczenie punktu (¥, y’), ze dla
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kazdego punktu (x"+ A, y’ + k). nalezacego do tego
otoczenia zachodzi nieréwnosc:

[+ R g+ k) < AX y');

w wypadku maksimum wlasciwego mamy oczywiscie:
f(x/ +h g+ k) < s y/)’

jezeli A i k nie s3 réwnoczednie zerami. Odwrotne nie-
réwnosci wystepujg przy minimum.

obu wiec wypadkach mozemy powiedzied, ze
przy extremum wyrazenie f(x'+h, y' +k) — f(xX', y')
ma staly znak, dla dostatecznie malych A i k. Gdy
wystepuje extremum wladciwe, to powyisze wyrazenie,
dla dostatecznie malych A, k, jest rézne od zera, z wy-

4. Warunki konieczne dla istnienia extremum.
Zaléimy, ze funkeja f(x,y) posiada w otoczeniu punktu
(x" y’), w ktérym wystepuje extremum, ciagle pochodne
czastkowe pierwszego rzedu.

Z okreslenia extremum wynika, ze funkcja f(x, y),
uwazana za funkcje jednej zmiennej X, posiada dla x=x’
réwniez extremum. Zatem

[, y) =0.

Podobnie otrzymujemy

(5 y) =0.

Udowodnili§my wiec:

Twierdzenie. Jezeli funkcja z = A(x, y) ciagla
wraz z pierwszemi pochodnemi czastkowemi w oto-
czeniu punktu (x', y') przyjmuje w tym punkcie ex-
tremum, to obie pierwsze pochodne czastkowe zerujg
sie¢ w tym punkcie.
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5. Warunek dostateczny dla istnienia extremum.
Jezeli funkcja f(x, y) ciagla wraz z pochodnemi czastko-
wemi pierwszego i drugiego rzedu w otoczeniu punktu
(x’, y’), spelnia warunki

fx(x,y) =0, fy(x,y) =0,

to kladac:

d — f//xz(x/’ y/)f//yz(x/,y/) — [f//xy(x/, y/)]g’
mozemy twierdzié, ze

a) dla 4> 0 w punkcie (¥, 3') wystepuje eks-
tremum wlasciwe, a to:

maksimum wlasciwe, jezeli: f/..(x',y") <O

minimum » » fe(x'y')>0

b) dla 4 < 0 nie wystgpuje w punkcie (X', y)
ekstremum.

¢) dla 4 =0 ekstremum moze zachodzié, lub nie.

Uwaga: W wypadku a) pochodne (X', y")
i f’(x',y’) sa réine od zera i majg ten sam znak,
bo inaczej byloby 4 <0.

Dowéd.

a) Zalézmy, ze 4> 0. Stosujac wzér Taylora
z uwzglednieniem zalozenia

[ty y) =fy(,y) =0,
otrzymujemy :
S + by g+ 1) — < y') = o B + 2hks + k2, ()

gdzie
r = f”xa(x/ - 0}1, y, + 01()

s =f"xy(X'+0/1,y'+0/<)
t=f'p(x' +6h y +0k).

Ostatni wzér, mozemy napisaé w nastepujacej
postaci:
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X +h gy +k)— X, y) =
_%%[(hr—kks)?-&—(rt——s?)k’] L@

Przypusémy narazie, ze f”.(x"y’) > 0. Z cia-
glosci drugich pochodnych czastkowych wynika

lim r=f”x2(x y)>0
he>0
k=50
ltm (rt—s?) = 4> 0.

—>0
k~>0

oraz

Zatem dla dostatecznie malych A i &
r>0, rt—s?2>0. |

A wiec na mocy (2):
f&X Ry, +k)— fx,y) >0

Rownosc ma miejsce tylko wtedy, gdy 2=k =0.
W punkcie x’, y' wystepuje wigc minimum wlasciwe.

W dowodzie zalozyllsmy, ze f/u(x',y’) > 0; za-
kladajac f xz(x y)<0i postqpu;qc tak samo, wyka-
zalibySmy, ze w punkcie (X', y’) wystepuje maximum
wlasciwe.

b) zalézmy, 4 < 0 i poléimy:

re=f"a(x',y')

so = f"x (X', y')

ty = (X, y)
Zauwazmy, e wielomian

ro -+ 250X+ £, x2

nie jest stalego znaku, bo wyréinik ry £, — 502 < O.
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Istniejg zatem dwie wartosci 6y i 8 takie, ze
ro+ 25061+ 6 8% > 0,
r() + 25052 —f— i0p’322 < O.

Oczywistem jest, ze na mocy ciaglosci drugich
pochodnych czastkowych

lz'mo(r—f- 2sp +t6%) =r+2s, 8, +168% >0
ES
Istnieje wigc takie otoczenie (d) punktu (x/, y'),
ze, jezeli (x"+ A, y' + k) nalezy do (J), to:
r+2sp + 152 > 0. 3)

Obierajgc teraz dowolnie male otoczenie (')
punktu (x', y'), mozemy zawsze dobra¢ tak maljg liczbe o,
by punkt (x"+ 9, ¥ + 06:) nalezal do ¢" i do d. Lecz
ktadac:

h = 9, k = Qﬁly
mamy na mocy (1) 1 (3):
' ro 1
fE+hy +k)-x,y) = g7 [r+ 258+ 4] > 0.
W kazdem wigc otoczeniu punktu (x', y'), istnieje
taki punkt (x" 4 A, y' + k), ze:
S+ by B — fi, ) > 0.

Postepujac tak samo z wartoscig 8,, wykazemy,
ze w kazdem otoczeniu punktu (X, y') istnieje punkt

(" + A, ¥y’ + k) taki, ze:
O+ h Yy + k) — (', y') <O.

A wiec w punkcie (x, y') nie wystgpuje ex-
tremum.

Rachunek rézniczkowy 1. 18
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¢) 4=0. W wypadku tym zauwazymy, ze dla
funkeyj .
z=xt+yt
i z=x3+ys
mamy w punkcie (0, 0), </ = 0. Pierwsza z tych funkcyj
posiada w punkcie (0, 0) minimum, druga za$ nie po-
siada w nim extremum.

Przyktady.
)z=x*+xy+y?— mx— ny.
Mamy tu:
0z 6z
Ti.—.?x-}—y——m, 0;_x+2y—~n,
0%z 0z o'z
oXx: oyt 0xdy

A4=2.2—-1%=3

Aby znalezé punkty, w ktérych ewentualnie wyste-
0z

puje extremum, rozwigzujemy uklad réwnan =0
0z .
= O, C 1
0y zyli

2x+y—m=20
x+2y—n=0.

Otrzymujemy x’ = %(Qm —n), y = %(Qn —m)

jako jedyne rozwigzanie tego ukladu. Poniewaz 4=3>0,

wiec w punkcie (x, y) wystepuje extremum. Ponie-
. 0%z . oo 1

waz = 2 >0, wiec w punkcie x = §(2m — n),

y = %(Qn — m) funkcja nasza ma minimum.
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2) z=Ax*y+Bxy*—Cxy (4, B, C£0)

20z _ s 9z _ %’z _,p
OX_QAxy—i-By Cy, ax2—2Ay’ 0y2_2 x.
I A _ AL —
Oy_Ax +2Bxy—Cx, . YTY =2Ax+2By— C,
4=4ABxy — (2Ax+2By — O).
N N . 0z 0z .
Rozwigzujemy réwnania ox= 0, 0= 0, czyli

(2Ax+By—C)y =0,
(Ax+2By—C)x =0.

Otrzymujemy stad nastgpujace cztery rozwiqzaknia:

x=0,y=0; X=%,y=0; x=0,y=%;
- L _C
34° Y =3B

Odpowiednie wartosci na 4 sa:
— Ct, — C2, — Cs, %C’.

Pierwsze trzy rozwigzania nie daja extremum

poniewaz 4 < 0. Dla x = 34 Y =3p mamy ex-

2
. . ;. ‘z
tremum. Podstawiajac te wartosci w chz, otrzymu-

24C

jemy 35 Zachodzi wiec maximum lub minimum,
zaleznie od tego, czy -AZTC< 0 lub %:> 0.

18*
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Zadania.

1. z=%xy+(47—x—y)( -I—y)

(x =21, y = 20 max.).
2. z=x*y?(6—x—y)
(x = 3, g = 2 max.).

3. z=ax?*+2bxy+cty: —ex —gy
przy zalozeniu a?c? > b2

[ cle—byg _ag—be
("“2(0202—52)’ Y= 9@ —bY)
4. z=x"+y*+3xy

(x=—1, y=—1 max.).

min. )

5. z =e * ¥ (x4 2y?)
(x=0, y =0 min.,, x =0, y = =1 max.).
6. z=x*+xy*+3axy (a>0)
3a 3a
(x %\351_ 2,mzn x__——\/3 y_Tmax)

7. Znalezé tréjkat o danym obwodzie 2s i o moz-
liwie najwiekszej powierzchni P.

(Oprzeé sie na wzorze P = ys(s—x){s—g) (x+y—s);
X i y oznaczajag dwa boki tréjkata.)

Rézniczka funkcji dwu zmiennych.

6. Definicja rézniczki. Zalézmy, ze funkcja
z = f(x, y) jest ciaggla wraz z pierwszemi pochodnemi
czastkowemi, w otoczeniu punktu (x, y). Oznaczmy
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przez Ax, Ay dowolne przyrosty zmiennych x i y.
Wyrazenie

floy) dx+f,(x,y) 4y

nazywac bedziemy réiniczka zupelna funkceji z = f(x, y),
ze wzgledu na zmienne x, y. Rézniczke zupelna ozna-

czamy symbolem dyx,z. — Piszac zamiast 4x, Ay
symbole d.; X, diyy, mamy:
dyz=f.(xy)dyx+f,(x,y) dyy. (1)

7. Réiniczka funkcji ztozonej. Przypusémy teraz,
ze zmienne X, y sa funkcjami cigglemi innych zmien-
nych u, v, a wiec

= ¢ (u, v)
y=y (ll, v).

Zal6zmy jeszcze, ze funkcje ¢ i Y posiadaja ciagle

czastkowe pochodne pierwszego rzedu. Wobec tego

mozemy zmienng z uwazaé za funkcje zlozona zmien-
‘nych u, v. A wiec:

z = f(go (ui ’Z)), W (u, 'Z))) = F(ll, "U).
dwz =F',(u,v) duwu + F,(u, v) duv. )]

Na mocy twierdzenia o pochodnych funkcyj zlo-
zonych mamy:

Zatem:

F/H(u’ 'U) =f’x(x,y)gi+f' 04

u You’

' 4 dx 4
Fro(wo) = fu(x,9) 5o+ fu 22

ydU’

Wstawiajgc te wyrazenia w formule (2), otrzy-
mamy :
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_|r OX | 4 eg]
doz =[2G 9) 02 4146 9) 2]t

, 0x | 4 o_g]
Hfelo ) 224 10055 24 o,

zatem:

0 ) [22 du 2% o] |
C[uyz *fx(ny)[ouduyll-f-ovduv.’U +
+fy(x’y)[duduvu+oyduuv .

Poniewaz wyrazenia w nawiasach sa rézniczkami:
dlw X duvyy
wiec: dwz = f(X,y) duX+f,(x,y) duwy 3)

8. Zal6zmy, ze zmienne x,y sg funkcjami ciaglemi
jednej zmiennej #, posiadajagcemi pierwsze pochodne
ciggle. Zatem

x=90) y=v@.

Zmienna z mozemy wiec uwazaé za funkcje zlo-
Zona zmiennej ¢

z=flp@, ¥©®) = F@.
Stad: diz = F'(#) d; ¢

Na mocy twierdzenia o pochodnych funkeyj zlo-
zonych mamy:

F)=fpxc+fyxy,
diz = /. (%, y) X'¢ di t +7y (x,y) y': di t.

Poniewaz
xXdit = d;x, y'tdtt = dty,

wiec diz =f(x,y) dix+ fy(x, y)dey. 4)

zatem
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9. Zalézmy wreszcie, ze zmienna y jest funkcig
ciagla zmiennej X, posiadajaca pierwsza pochodng ciagla.
Zatem

x = ¢().

Zmienna z mozemy uwazaé za funkcje zlozona
zmiennej X:
z= f(x) ¢(X)) = F(x)a
a wigc: d.z = F' o (x) dex.

Na mocy twierdzenia o pochodnych funkcyj zlo-
zonych mamy:

Flo@) =fxlxg) +fy(x9)y's,

zatem
dez = (X, 9) dX + fy (%, y) y'x dix.
Poniewaz dyy = y'x di X,
wiec dez = f (0, y)dex+ fy(x,y) dry. (5)

Poréwnujac wzory (1), (3), (4), (5), widzimy, Ze
symbolicznie mozemy je wszystkie przedstawi¢ w jednej

postaci:
dz = f+(x,y)dx+ f,(x,y) dy
0z 0z
lub dz:axdx+dydy N ()

Symbole dx, dy, dz, sa symbolami niezupetnemi,
lecz wzory (1), (3), (4), (5) otrzymujemy z (6), piszac
zamiast d wszedzie diy, du, diy dx.

10. Réiniczki czastkowe. Jezeli zmiennej y na-
damy pewng stalg warto$é, wéwczas wyrazenie

Falxy) dx
jest rézniczka funkeji f(xy), uwazanej za funkcjg
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zmiennej x. Wyrazenie f'.(Xy)dx nazywaé bedziemy
réiniczky czastkowsg ze wzgledu na zmienna x. Analo-
gicznie, wyrazenie f',(xy)dy nazwiemy r6zniczka
czastkowa ze wzgledu na zmienng y. Mozemy wiec
powiedzie¢: Rézniczka zupelna jest suma réiniczek
czastkowych.

11. Réiniczka, a przyrost funkeji. Zwréémy
- teraz uwage na zwiazek jaki zachodzi migdzy réz-
niczka zupelns, a prawdziwym przyrostem /z zmien-
nej z. Otoz:
Az = f(x+ Jx,y + 41!/) *f(x;!/):
na mocy twierdzenia o wartosci $redniej (str. 268) mamy:
Az = fo(x+04x,y+0dy) Ax +
T+ 0dx,y+64y) dy,
stad
Az —dz=[fx(x+04%, y+64y) — f«(x,y)] 4x +
Ty e+ 0%, g+ 04y) — £, (x, y)] 4y.

Wyrazenia w nawiasach zdazaja do zera, bo
pierwsze pochodne sa ciagle. A poniewaz

__|dx] <1 ,__;ﬁ!il_~ 1
yAxt+ Ady?! yAaxiy dgrl T
jezeli tylko /x i 4y nie sa réwnoczeénie zerami, wiec:
Az —dz
(O)V’;Tx2 + dyz -

lim

Tx—P

Ty—>

W praktycznych rachunkach, o ile nam chodzi

tylko o wartosci przyblizone, mozemy dla dostatecznie
malych #4x i 4y przyjmowaé 4z = dz.
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Zadania:

1) Zakladajac, ie zmienne u i v sa funkcjami
ciaglemi zmiennych x y, posiadajacemi ciagle pierwsze
pochodne, wykazaé, Ze:

1) d(u+9v) = du +do.
2) d(uv) = udv+vdau.

3 a(Y)-zdrude v+ 0)

v?

Udowodnimy np. formule 2)

d(uv) = a((;lxv) dx + agu;) dy.

I L L 9v 9_”)
d(uv)_(u0x—i—vax)dx+(uay+fu dy,

zatem
0v v ou ou
d(uv) = u (d,xdx+dydy)+v(dxdx+dydy)’

a wiec

d(uv) = udv +vdu.
2) Obliczy¢ rézniczki nastepujacych funkeyj:
z = 27 x% — 54x%y - 36 xy* — 8y3,
az = 33x—2y)2(8dx — 2dy),

1 4(xdx+ ydy)
L — dz = — 22T 9297

z (x* + g?)? z (x* + y2)?

g 1 g - TNydxtyxdy

VX —\y 2yxy (yx —vy)?
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z=logtg£, a’z=2(ydx—x‘1y),
y s 2X
y?sin ——
z = arccos 1—xy , dz=ﬂ_2 ﬂ_z.
V1+x24+g?+x2y2 14x* 14y

12. Réizniczki wyzszych rzedéw. Jezeli zalozymy,
ze dx i dy sa wielkosciami stalemi, to dz jest funkcja
zmiennych x, y. Mozemy wiec moéwi¢ o roézniczce
rézniczki.

Druga rézniczka, lub rézniczka. drugiego rzedu,
nazywaé bedziemy roézniczke z rézniczki; podobnie
definjujemy rézniczki wyzszych rzedéw. Symbolicznie
oznaczamy je w sposéb nastepujacy:

ddz =d®z
ddgz = d3Z
dd 1z = d°z.

Przyklady:

1) Wyznaczyé rézniczki (ze wzgledu na x, y)
wyzszego rzedu funkeji z = f(x,y) ciaglej wraz z po-
chodnemi czastkowemi az do n-tych wlacznie.

W wypadku tym uwazamy dx, dy, za liczby stale,
zatem

dx =dix= ... =d"x=0
dly=diy= ... =dy =0,
dz = fodx+f,dy

dz = [f'edx+ flydyldx +[f'wdx+f'pdyldy
czyli

a wiec

&z = fadx+ 2/, dxdy + 'y dyt.
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Podobnie:
d3z = f”’x:s dsx + 3f”’x2y de dy + 3f”’xy2 dx dy2 +fwy3 dys

diz = fOundxr+ (1) fOr—1ydxmtdy + ... 4 fOyndyn.
Symbolicznie piszemy :
diz = (f.dx +f,dy).

Uwaga. Gdyby$my zalozyli, ze x, y sa funk-
cjami zmiennych (u, v), to nie moglibySmy przyjac, ze
d®x =0, lub d%,y = 0. W tym wypadku otrzymali-
bysmy formuly bardziej skomplikowane. Np.:

dz =[fedx+fydyldx+[fdix]+[f odx+

+f e dyldy+ 1y d?yl,
zatem:
diz = frudx +2f wdxdy +f pdy* +f & x + f'yd2y.
Zadania.

1. z=sinXcosy
dz = cos x cos y dx — sin X siny dy

d*z = — sinx cos y dx® — 2 cos x sin y dx dy —
— sin X cos y dy?
d3z = — cos x cos y dx® + 3 sin x siny dx* dy —
— 3 cos X cos y dx dy? + sin x sin y dy>.
2. z=ylogx

dz = %dx—i—logxdy

dz— —Lax+ 2 avdy
X X

' 2y 3

3 JE— 3 - 2

diz = e dx xzdx dy.

3. Obliczyé rézniczki drugiego i trzeciego rzedu
funkcyj podanych w zadaniu 2, str. 281.



ROZDZIAL XI.

Funkcje wielu zmiennych.

1. Obszary. Punktem przestrzeni tréjwymiarowej
nazywac bedziemy tréjke liczb (x, y, z). Punktem prze-
strzeni czterowymiarowej nazywa¢ bedziemy czwoérke
liczb (x, y, z, #). Podobnie okreslamy punkt w prze-
strzeni wielowymiarowe;j.

Uwaga 1. Tréjke liczb (x, y, z) mozemy uwazaé
jako wspoélrzedne pewnego punktu przestrzeni, w ktérej
obrali§my trzy osie X, Y, Z, wzajemnie prostopadle. Ta
interpretacja geometryczna nie jest juz mozliwa dla
czworek liczb (x, y, z, #).

Otoczeniem punktu P(x, yo z,) przestrzeni tréj-
wymiarowej nazywaé bedziemy wnetrze kazdej kuli
o Srodku P. Otoczeniem wiec punktu P jest zbiér
punktéw (x, y, z), spelniajacych nieréwnodé

(x = x0)* + (g — yo)* + (2 — 2,)* < 1%,

gdzie r jest dowolng, zgdéry obrang liczbg. Analo-
gicznie otoczeniem punktu P(x,yo 20 #,) nazwiemy zbiér
p unktéw (xyz7), spelniajacych nieréwnosé

(x—x)+ (g —yo)? +(z—z)? +t—1)2 <t (1)
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Uwaga 2. Zbiér punktow (x, y, z), spelniajacych
nier6wnos¢

(x—x0)* + (g —go)* + (2~ 20)* + (t — £o)* = r2,

nazywa¢ bedziemy kula w przestrzeni czterowymiarowe;,
o $rodku (xo yo 20 ;). Zbiér punktéw spelniajacych nie-
réwno$é¢ (1) nazwiemy wngtrzem tej kuli.

Obszary i punkty brzegowe w przestrzeniach
wielowymiarowych okreslamy podobnie jak w prze-
strzeni dwuwymiarowe]. Nalezy tylko pojecie otoczenia
przestrzeni dwuwymiarowe] zastapié pojeciem otoczenia
przestrzeni wielowymiarowe;j.

Przyklady:

1. Obszarami tréjwymiarowemi sa wnetrza sze-
$cianu, prostopadloscianu, kuli i t. p. Brzegiem tych
obszaréw jest, odpowiednio, powierzchnia szescianu,
prostopadloscianu, kuli.

2. Zbiér punktéw (xyz{) spelniajacych nieréw-
nosci: a <x<Ld, b{y<LV, c<Lzc, d< L d,
jest obszarem czterowymiarowym domknietym i nazywa
si¢ przedzialem.

3. Zbiér punktéw (x y z) spelniajacych nieréw-
nosci:

C1<x<l, —i<y<1,
—NI—x =g <z<yl—x2—y3,

jest obszarem (wnegtrzem kuli x? + y2 + 22 = 1).

2. Funkcje wielu zmiennych. Niechaj £ bedzie
dowolnym zbiorem przestrzeni tréjwymiarowej. Powia-
damy, ze w zbiorze E jest okreslona funkcja, jezeli
kaidemu punktowi (x, y, z) zbioru E przyporzadko-
wana jest liczba rzeczywista 7. Zwiazek funkcyjny ozna-
czamy jak poprzednio:

t=f(x,y, 2).
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Liczby x,y,z nazywamy zmiennemi niezaleznemi,
liczbg z zmienng zaleina. Analogicznie okreslamy funkcje
wielu zmiennych.

Przyktady funkcyj wielu zmiennych:

1 t=x24y?+4 22 dla wszystkich x, y, z.

2u=x4ytt22 2 » x, y, z, L.

3. W = -“—‘L —; y + z

1 dla ¢+ 1 i wszystkich x, gy, z.

3. Granica. Ciaglo$é. Powiadamy, Ze ciag punktéw

{Xn Yn zn} zdaza do punktu (x, y, z), jezeli
lim xp=xo0, lim ya=y,, lim z,=z,.

n—w n—px n—>» o

Analogicznie okreslamy granice w przestrzeni
cztero- 1 wigcejwymiarowej. Majac pojecie granicy
ciagu, okreslamy pojecie granicy i ciaglosé funkcji wielu
zmiennych podobnie jak dla funkcy] dwu zmiennych.
Twierdzenia wypowiedziane w ust. 8, 9 rozdzialu IX
stosujg si¢ réwniez (z odpowiedniemi zmianami) do
funkcyj wielu zmiennych.

4. Pochodne czastkowe. Jezeli funkcja ¢ = f(x,y, z)
okreslona jest w otoczeniu punktu (x y z), wéwezas

granice
o £t By, 2) — flx, g, 2)
um ’
h—30 h

jesli istnieje, nazywamy pierwsza pochodng czastkowa
wzgledem x i oznaczamy symbolami:
at ,
ox lub  f',(x, y, 2).
Podobnie okreslamy pochodne czastkowe wzgle-
dem innych zmiennych, jako tez pochodne funkcyj wielu
zmiennych.
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Przyklady:

1, t=3x2— 2xy+ 2%

Adﬂt=6x——'-2y; ot _ _ x;£:22.

ax oy 0z

2. u=2x—3y+zt+ 28

ox 0y oz ot

Wyrazenie
I S— +g+r=n 1
oxPoy’oz prgmr=a. .

oznacza nam funkcje, jaka otrzymamy, biorgec p razy
pochodng wzgledem X, nastepnie ¢ razy pochodng
wzgledem y, wreszcie r razy pochodna wzgledem z.

Poniewaz, jak wiemy dwa po sobie nastgpujace
rézniczkowania mozemy zamienié, zatem pochodna
czastkowa bedzie okreslona, jesli podamy liczbg réz-
niczkowan, wzgledem kazdej zmiennej zosobna (pod
zalozeniem, ze wszystkie pochodne czastkowe sa ciagle).

Przyklady:
1. u=gy2x3+ #ydxz
3 3
9 Y _6ryrz; o”u_ =6x*+ 68yz
0xoyoz o0y*ox
xyi
2.z = Tie
o'z 1
axoy (14 &)

5. Wzér i szereg Tylore’a. Jezeli funkcija #=f(xyz)
ma w otoczeniu punktu (xyz) pochodne, az do n-tego
rzedu ciagle, woéwczas postepujgc podobnie jak dla
funkeyj dwéch zmiennych (str. 265), otrzymamy wzor
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Tylore’a, wzglednie Maclaurine’a. W wypadku, gdy reszta
dazy do zera, otrzymamy rozwinigcie naszej funkcji na
szereg Tylore’a wzgl. Maclaurine’a.

Przyklady:
L e"+y+’=1+x+iq'+z+(x+‘l2/,+z)2+ 4
NS
n!
1+x+y xty—z (x+y)—2
2. bog =77 =" 7 T
3 __ >3 . n—1 __ ,n—1

+———("+~"; —2 L (—pEtY) ——2— 4+ Rus

IR T,
R = = @3 x 3 gy @5 027 0<I<L
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