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Rozdziat I

Calka nieokreslona. Metody calkowania.

§ 1. Funkecja pierwotna. Powiadamy, ze funkcja
F(x) jest funkcja pierwotng funkeji f(x), w pewnym
rzedziale (skoniezonym lub nieskonezonym), jezeli w kaz-
lym punkcie tego przedziatu:

d F(x)
dx —.f(x). R ¢ )
Przyklady:
1. Funkcja y = sin x jest funkecjg pierwotng funkeji
7= cos x w przedziale (-~ oo, -+ ), gdyz:

dsinx _ cos x
dx )
2. Funkcja y = J/1-——x? jest funkeja pierwotng funk-
ji g = ——li—_2w przedziale (— 1 < x < -+ 1), gdyz:
—x
1 52
ai=x) __ «x —y — 1< <,
dx V11—«

Funkeje pierwotng nazywamy rowniez caltka nie-
vkreslona i oznaczamy symbolem:
[ f()dax
Na mocy (1), jezeli ¢ oznacza dowolng liczbe, to
dF(x)+c] _
P = f ().

1%



Zatem F(x) -+ c jest rowniez calks nieokreslong
funkeji f(x). Mozemy wiec napisaé:
I f)dx=F(x) +e
Naodwrét, jezeli przyjmiemy, ze funkeje F,(x)iFy(x)sa
catkami nieokreslonemi funkeji £ (x) w przedziale (a, b), to

E{EI_(%}M = fx)— f(x) ==0.

Wynika stad na podstawie twierdzenia, o wartosei

sredniej (T. I str. 161), ze
Fy (x) — F, (x) = constans.

Znajac wiec jedna funkcje pierwotna, otrzymamy
wszystkie inne, dodajac do niej dowolna stala. Powstaje
pytanie, jakie funkcje posiadaja catke nieokreslong. Otéz
udowodnimy poézniej, ze kazda funkeja ciagla posiada
calke nieokreslona.

Uwaga.

Jezeli méwimy, ze F (x) jest calkg nieokreslong funk-
c¢jii f(x) 1 nie podajemy przytem w jakim przedziale,
to rozumiemy zazwyczaj, ze przedzialem tym jest dowolny
przedzial, w ktorym funkecja f(x) jest okreslona.

§ 2. Zasadnieze wzory. Zamiast pisaé¢ | 1dx pi-
szemy |dx. Zatem

1. vdx= x4 C, (C oznacza dowolng stalg),

odyz AXTO
i dx
. 1 )
2. [a"dy = "L on—1
" dx nE1 x ~+C, n= )
gdyz pochodna funkeji ST X"t jest x".
dx
\sz logx-+-C, x>0,
‘dx

1S < 1og (—w+e, x<o.

X
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Oba te wzory sprawdzamy przez rozniczkowanie. Mo-
zemy je zastapié¢ jednym wzorem:
. Cd ) _—
3. la'dr= \ ——xj =log|x! 4 C.

Podobnie rézniczkowaniem sprawdzamy nastepujgce
WZOry:

x

: a
4. \a* = C : :
la*dx loga+ ., a >0, a1
5. jetdx=e* - C;
6. jsinxdx=-—cosx + C;
7. {cosxdx =sin x -+ C;
© dx ' ,
8. \—;—Lﬁr—arcsinx—t—Cz—arccosx—{—C;
J —x
9 g—‘—l—f‘-f*arct x+C=—arccotx+C
U1 x gr L= ’

§ 3. Niektére wlasnoSeci calki nieokreslonej.

Niechaj w przedziale (a, b)
if@dx=F(), lpxdx=%@x).
. P

Poniewaz M%ﬂ =f@) = @ x)
wige Hf@ £ p@ldx = F(x) & P (v)
czyli [[f(x0) =z @o@]de=f(x)dx + ¢ (x)dx.

A zatem: Calka sumy réwna sie sumie ca-
ek poszczegdlnych skladnikdéw (jesli istniejg
catki skladnikow).

Jezeli ¢ oznacza dowolng liczbe,

. dlcF(x)] dF(x)
wowezas dr S Tar = cf(x),
zatem lef(xX)dx=cF(x),

czyli lef@)dx=cifx)dx.



A wige: Czynnik staly mozemy wyjaé przed
znak ecatlki.
Przyktady:
1. f(3x?—2x—{—7)dx=j3x2dx—~j2xdx+j7dx=
:3j,r2dx—2§xdx—{—7jdx=3.§x3—2.75x2+
Tl C=x—x*47x+¢;

(af— 2 1 (111 .
2. S_.__ﬁxj —_dx:.\/(ﬁ'—x—g—‘—;) d,\”ij‘de*

—§x“2dx+jx“5dx=}2x‘2—}1x“l-l—:lzx“—[—
—2xt4 43 —1
+C= B R a——— o
3. g<5]/;—3}/;3——]/~2_>dx=5§x%dx—3§x%dx—
X
1 —x%+1——3 1 X
PF LR
. 1 —4 41 — :—
——2._L+—1x' —{—C=13Ql/x5—%5]/x8—

s+l

i ﬂl‘ . 1 . 1_+1
4. }x]/xdxr—)x.x"’dx:}xm

=_ M hle/;c—{— C;

dx =

m—+1

2
) . =3 1
jiz},x dx = — s +C;

' u\xﬂy“‘; |z
5

Hjeo

3_
2x)x —Bx - 3ater —4
x2
= (2 x%—5x“‘—+-3e"—4x‘2)dx=

=%xi/§—5log]x]+3e"—{-—%—{—0.

dx =
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§ 4. Calkowanie przez podstawienie. Istniejg
pewne metody wyznaczania funkeji pierwotnej. Jedna
z takich metod jest t. zw. metoda calkowania
przez podstawienie.

Zalézmy, ze w przedziale (abd)

if@dx=F . . . . . )

Przypusémy, ze funkcja x = ¢ (#) jest ciagly wraz
z pierwszg pochodng w przedziale a < #<f i niechaj
a <@ @) <b dla wszystkich punktéw ¢ przedziatu (a, b).
Przy tych zalozeniach, jak wiemy, funkcja zlozona
Fle ()] jest okreslong dla a <{t<f i

IO pip v 0.
Poniewaz F'(x) = f(x),
wige O _ iy g 0,

stad gl Bdt=Flpg®m . . . ©

Jezeli wigc nie mozemy bezposrednio obliczyé catki (1),
to jednak czasem bedziemy mogli obliczyé catke (2),
czyli wyznaczy¢ funkeje F[@ ()]). Znajac te funkeje
fatwo otrzymujemy funkecje pierwotna F(#) dla tych
wartosci na x, ktére przyjmuje funkeja x = ¢ () w prze-
dziale a <t < 8.

Zauwazmy jeszcze, ze na mocey (1) i (2)

[f@dx=[flp@®]¢ @O dt, dlax=9p@ . (3
Wzor ten otrzymujemy formalnie podstawiajac

x=0(@), dx=¢ (dL

Przyktady:
1. f@4bx)"dx, n+—1, bF0.

Polézmy a -4 bx =1, czyli x= t_;__a‘



t
Stad dx = C—ib—s zatem

» na adE 1" 1@t bx)"!

latbx)"dx=it BT enTi—b nti .
dx 1 ‘

2. \a__]_b;‘_gl‘)gia‘l"bk\-

Podstawienie to samo co poprzednio.

3. g__d_—x: a> 0.

a—x-

Polézmy x=|/at, dx==|a dt, wiec
S_d_x::SWL{_.i_t::\’:d’t—“:arCSint,
a—x* WWa—arr JJ1—2¢
([ dx x
wige \ /=== == arc sin = C.
¢ ,\Va——x2 ]/a+

Uwaga.

Zamieniajagc litery x i ¢ ze soba we wzorze (3)
otrzymujemy :

flep@ g @de=ifBdt, dat=g ).
Formalnie wzér powyzszy otrzymujemy kiadac:
P (x) =1,
zas ¢ (x) dx=dlL.

7 calkag powyzej podanego ksztaltu spotykamy sig
bardzo czesto, nie zawsze jednak latwo to zauwazy¢.

Przyklady:
2x+1
4. I: — e —
et

Polézmy x4+ x 1 =t Qx4+ 1)dx=dl



dt
Zatem I——\—~—log 't +C,

wige =log|x*+x—+1|4C.
5 I=j(a-FbxH"xdx, (b0, n—1).
Polézmy a -} bx*=1, 2bvdx=dt,

. dr— L
a wiec xdx det
) 1 1 tn+1
Zat =\t — _ ———
atem M S A= 9 a1
) 1 (a + bx®)"t
wiee I= 9% ny1
6. [_\ dx
Vx2+a
Potézmy |/ x®—+-a-+ x==t,
stad _ 1) dx =dt,
: (e )
2
a wiec Mx—j;—a_—i—;xd =dt,
‘ V<2 a
zatem I:\%—*log\t\—log Vet atxl.
7. I=\sin"x cos x dx.

Polézmy t=sinx, di=-cos x dx, zatem [=}t"dt,

n-1

tn+1

sin x
1 _— — dv — 1,
wiee [ w1 n 1 gdy n3= —1,
za§ I=1log|t|=1log |cosx|, gdy n=—1
( xdx
. === "“—‘I—_" 1-
51 S(x2 + 1" o

Polézmy x*-F1=¢ 2x dx=dt



Zatem
l_lgg_t___ t 11 1 .
2l 2 m—D Y 2(m—1) 2 1)

Podobnie otrzymamy R .x); —T—xl == 1 log (x? 4 1).

8§ 5. Calkowanie przez czesSci. Zalozmy, ze u, v
sg funkcjami zmiennej x, ciaglemi i posiadajgcemi po-
chodne w przedziale (a, b).

Mamy woéwcezas

(wv) =uv +ovd,
czyli uv = wv) —ou.
Biorac calke nieoznaezona obu stron i uwzglednia-
lac, ze vy dx=uv,
otrzymujemy | (uv)dx=unv — (o) dux,
o ile obie calki istniejs.
Uzywajge rézniczek, mozemy wzoér ten napisa¢ w for-
mie nastepujace]:
fudv=uv—1{vdua . . . . (2)
Formula (2) pozwala nam obliczanie catki iudo
sprowadzié¢ do obliczenia catki | vdu, ktéra moze byé

latwiejsza do wyznaczenia.
Metoda ta nosi nazwe catkowania przez czesci.

Przykltady:
1. I={xe*dx.
Polézmy u=x du=dx
dv==¢"dx v={e"dx=¢".

Zatem I = xe* —\e*dx=xe* —e”~.
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C(n1)?

ilog xdx.
d
Potézmy  u=logx du———%
dv=dx p=|dx=ux.
Zatem I=uxlogx —|dx=xlogx — x.
I={x"logxdx, n=f—1.
Polézmy u==logx duzd—xvE
an‘
dv=x" dx ==
1
Zatem n
n+1 ¢ n+1
x"Tlogx 1 \x"dx=x log x
n—+1 n—+1. n-41
§ 6. Calki funkeyj elementarnych.
n+1
Com g .
{x"dx= _1_1—}—0 n=
\ d
\—x:——log\x!—l—()’.
Dox
fa*dx = i e* =e* + C.
{a® dx Oga—{—C le*dx=e" +
flogxr dx=x@logx—1)+C, (§ 5, przyklad 2)
{sinx dxr = — cosx + C,
{eosx dx =sinx -+ C.
ftgx dx=—1log | cos x|+ C.
Polézmy cos x =1, — sinx dx = d{.
. " si —d
Zatem \tgxdx-:\Slnxdx:S——l
’ ) cos x

= —log |t|=—1log!cosx|.
jeotx dx=1log|sinx|4 C.
Uzywamy podstawienia sin x =1,
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7. |cosee x dx == log; g%{
sin x = ZSlnfcosi
- 2 2 . d
’ d . T 2";‘
Zatem ! cosec x dx = S I \ - cosx =.
QSinV}:cos'}: L
2 2
X dx
tg—-=1t, L+——=dt.
Polozmy 89 T x
cos? —
2
o ‘d Lox
Zatem | cosec x dx = \~t—t=log it = 10g§tg§—i-
| T \
8. \secrdx—log(cotz( ) -+ C.
7T
Potozmy x:%——t, dx = — dt,
, a .
wige | secx dx==—sec <-2~——t)dt=—-—3cosec-tdt,
zatem : ‘ ‘
isecx dy= —logt 5—10 icot-t%~—lo 1eotl(i——r>[
R SBR[y TR R )
9. fare sinx dr=x arc sinx-+ |1 —x*++C.
Calkujemy przez czesei kladac
u = arc sin x du == _dx_
- ’ A
dv=dx v=x,
iec: lare sinx dx==x arc sin x \de
wiec: ar n = X ar —_— ==
¢ ’ J1—=
Celem wyznaczenia ostatniej catki, polézmy:
1—xP=1¢ —2xdx=dt wige x dx= — }dI,



( xdx
zatem \—_—:::
V1—=»

Lo

13
I
f=—)1—
\1/ - Vs
10. | are cosx dx = x arc cosx — || 1 — x*4-C

Postepujemy podobnie jak poprzednio, lub opieramy
sie na wzorze arc sin x -|- arc cosx—é—

11. {are tg x dx=x arc tg x— ¥ log (1 + x

Polézmy u = arc tg x du = i}——?
dU:d.\‘ D= X,
: X dr
i \ to x dx =2 t
wiec |are tgx dx=xarec tg x — \1+x
Celem wyznaczenia ostatniej calki, potézmy
1+ ax¥=¢ 2xdr=dt, xdx=1%d{,
. Cxdx (3 dt
wige \1+\’~\-t—:% g |tl=1%log (1 4 x?.
12, § are cot x dx

x are cot x -+ Llog (1 4 a9).
Postepujemy podobnie jak poprzednio lub opieramy
sie na wzorze

7
arc tg x | arc cot x =

5
13. | arc sec x dx == x arc sec x —log(J ¥ —14|x))
. d
Pol6zmy u = arc sec x dua = —T—é_:,
‘x']/x2—1
dv=dx v=ux,
C xdx
zatem | arc sec x dx = Xx arc secx——\—;—,.
. . l.‘x.]/x2—1
Poniewaz '
\' dx
W —

—=1log || x ——T-i—x* (§ 4 przykilad 6),
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zatem dla x > 1, S[—;ﬁ%—_x;—_l:log(v.;“’—:—l_—{—x),
zas x dx o
dla x < —1, gmv;_;—;_—iz—logﬂ/x2——l+xi=

:log (l/x2 —T_— X),
w obu wiec wypadkach mozemy napisaé
—————— =0 /.;2:-I ix’ .
|\ g () +1x)
14. | arc eosecx dx = xarc cosecx | log (Ve2—1+{x).

Postepujemy jak poprzednio lub opieramy si¢ na
wzorze:

i x dx

T
are sec x - arc cosec x == 5

§ 7. Wzory redukeyjne.
1. Wyznaczyé catke: [1,= i sin” x dx (n calkowite).
Przyjmijmy na razie, ze n 4= — 1 i n 3= 0. Ponie-

waz sin”x = sin”??x sinx = sin" *x — sin" *x cos®x,
wige I, =1, ,—{sin"?x cos’x dx . . (1)

Polézmy
U= cosx du=—simxdx -
dv=sin""%x cosx dx, v=={sin" "2x cos xdx:sm__ ),
wige . . cosx sin"'x | | sin” xn

i sin” 2x cos?x dx=—~;—_:—1»*—}—}n~_l dx =

__eosx sin"“§+~L ]
n—1 "n—1""

Wstawiajac otrzymany wynik w zwiazek (1) mamy

i1 1
I":Iny2_cosx sin""x I..
n—1 n—1

* § 4 przyklad 7.
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cos x sin”® 'x

n

stad I, =— a2 (1%

Zauwazmy, ze ostatnia formuta lest wazna dla wszyst-
kich n 3 0, a wiec

, - 4 9
[sin"x dx = — cosx S ¥ —+ n—2 \ sin"*x dx
: n n

mn=E0 . . . . . . . 2

Formule powyzszg stosowaé mozemy z Kkorzyseig
gdy n > 0.

Przyktad:
_ cosx sin®x | . . .
| sin® x dx=—————6————{—%jsm4x dx,
ind
. cos x sin® x -
| sin* x dx=-—~——Z———{—-2~5sm2x dx.
. cos x sin x
| sin? x dx=—~—~————~}— L x, zatem
o s 5 . g
i sin®x dx=—%cosx sin®x ———cosx sin®x —

6.4

%13 S‘“+642

Aby otrzymaé wzér redukeyjny dla n < 0, napiszmy
formute (1*) w nastepujacy sposob:

n-1

n cos x sin” ' x
[ =T g gocosxsm X
© n—1 + n—1
Kiladac n—2=—K
cosx sin" ¥y K -—2
amy [ ,—-—oo8XSsm X AT, L wi
mamy K % —1 +K—l Iy wiee
v odx cos X K—2{ .
R (E—1) s TR 1&3“1 x

K> . . . . . . . O
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Dla K=1 mamy

x xl
=1 tg—| .
Ssin . og{ g5 | (8§ 6 przykiad 7)
Przyktad:
{ dx cos x " dx cos x
L\ oo = — 5 +3 = — -
\ sin® x ‘Zsinzx%_2 .\sinx 2sin2x+
+ $log [tg s |.
2. Podobnie postepujac, otrzymujemy:
3 n—1 I .
fcos"x dy ="t 008 X 0 15'005"’2x dx
: n n
n=0 . . . . . . . @
\' dx sin x +K——_2\ dx
Jeos®¥x (K—1ecos™'x " K—1J)cos¥2x
K+1 . . . . . . . ®
3. Wyznaczyé catke: 1, = ﬂm (n catkowite do
B Wymacnyé calke: 1, = | oy (0
datnie). Mamy: /; = arc tg x. Przyjmijmy teraz, ze -

n > 1. Zastepujac w liczniku czynnik 1 przez réznice
(x2 4~ 1) — x?% otrzymujemy :

:\ dx’ _\ P®dx
n ) (x2 + 1)n~1 A (x2 + 1)"

Potézmy w drugiej catce

u=x dn=dx

o oxdx ¢ xdx 1 _%

dv_(x2+1)n U_S(x2+1)"_"(2n—2)(x2+1)"“
x*dx X
atem \ Ge iy T T @) o T
\ dx
+‘\(2n—2) (- 1ynt’

* § 4 przyklad 8.
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a WiQC: 1n=ln~1+(2n_2)(§2+1)n_1_2n121n—15
X n—3

eyli: L= G oy @ L) T aa gl
Otrzymalismy wiee wzér redukeyjny:

© dx 2n—37¢ dx

\ 21" (2n—2)(r2—{—1)" it n—2\(x2+1)" !

n>1) . . . . . . (6)

Przyklad:

: X : dx
\<x2 +1)5 4(x2+1ﬁ+%.\(x2 + 1
\ X codx
\<2+1)2 2(x2+1>+5\x2+1’

2_|_ 1 = arc tg x, zatem:
© dx x 3 x 3
\(x2+1)3_4(x2+1)2+ 5.1 ¢L1 Tg.gaeter

Zadania:

Wyznaczyé nastepujace calki:

mx

1) fa™dx = a__ ,
mlog a
ax-+b
)S axAhdx.___ _1_0‘
\a+b1_710g‘a+bxl+0’

n—+1
i (a--bx)mdx ("'b'i(_b_*’f)l) +0 (n+—1)
; xn! __logla-bx"|
5) ga_l_bxndx— nb —}_C’

Richunek rozniczkowy i catkowy. 2
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7

8)

9

10)
11)
12)
13)

14)

15)

16)
17)
18) |

19)

20)

|

dx

)sin®x cos® x

—tgx—cotx—{—C,

g__ dx 1 b c
_Va2——-b2x2_-gam sm;x—{— \
0 dx 1 b
3a2+172_vr2—;?amtg_x+0’
\x _x+5dv—10g x*—x—+5]4C,
3xf —6x 41 . 5 sy
\x3—3x2—f—r-—-1dv log | x®—3x*+x—1|4C,
/()
\f()dX—log\f(x) + ¢,
)sm(ax+b)dx=—cos(az+b)+0
ﬂxsin(x2+1)dx=—ggs—u2.—*;l)+0,
' dx 1
S S— 1
\A(logx)" (n—1) (logx)""—!_ » n
\[tgx+3:§S;c+5tg x4 tgPx - tgbx -
+ftgtx -+ C,
sin® x
| [sin®x — 5 sin®x |- sin x] cosxdx~—€~——
— Zsin*x -} §sin?x 4+ C,
dx 2 3 3
e _:*ﬁ[(x+a)2—t2 C.
eFatie e e
. Y cos (a--b)x | cos(a—b)x
isinaxcosbx 2{ Ry ponmy +
sin(a+b)x sin(@a—b)x
isinaxsin bxdx= g{ 2a-Lb a—b ]—
. sm(a—i—b)x s1n(a—j)x
icos ax cos bxdx=1% ~alb ~+ a—b ]—{—
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21) 5xV1+3c' dx=%(1+x)%—-§—<1+x>%+0,
¢ 1 b
22) \ = arc tg( tgx>+0,

a® cos x+b2s1n x
{ tg xdx 5
=] btg® x| C,

Sacos2x—}—bsin2,x 2b0g1a—|— gl
e** (sin x -+ a cos x)

1+ a*
. e (a sin x — cos x)
4% gin xdx == ——m—e T2
25) |e** sin xdx 12
‘a -+ bsinx+cecosx

sin 2 x

23)

24) e cos xdx =

a |
26) \ dx = log tg x| +

+olog [tg (x4 ) + o log [tg b,

27) \(alrc—*fgv.:‘? x =4 (are tg x)¥,
28) \szx mdx:_%(x‘{‘1)%—%(x—1—1)g_
JVaet1—)x+1

— D)= D =D =31
Wskazowki:
D mx=1t 2 ax-+b=1 3), 4 atbx=t
5) a—tbx"=t 6),7) L=t 8) x*—x-+5=¢
9 x*—8x*4x—1=1¢ 10) f(x¥) =1,
11) ax+b=1t 12) x>+ 1=+ 18) logx=1,
14) tgx=1¢, 15)sinx=1, 16) Pomnozy¢ licznik i mia-
nownik przez Vx+a—Vx, 17), 18), 19) Iloczyn za-
mienié na sume np. sin ax cos bx =% [sin (a + ) x +
+sin @a—b)x], 20) tgx=1¢ 21) J1Fx=1¢
22), 28) tgx =1 24), 25) Zastosowaé do obu calek cal-
kowanie przez czesci, a nastgpnie rozwiazaé otrzymany

ukfad réwnan. 26) Zastapié sin 2 x przez 2 sin x cos x.
27) arc tgx =+t 28) x+1=15

O*

&



Rozdziat 1L

Calkowanie funkeyj wymiernych.

§ 1. Rozklad wielomianu na czynniki. W alge-
brze *) udowadnia sie, ze kazdy wielomian Q(x) da sie
przedstawié¢ w postaci iloczynu:

QW) =Ax—a)(x—8 ... x—y. .
gdzie A jest wspolezynnikiem, stojacym przy najwyzszej
potedze, zas «, 8, ..., 7 sa pierwiastkami rdéwnanie
Q (x) = 0. Czynniki powyzszego iloczynu: x —a, x—f,

. x— 7 nazywamy czynnikami pierwiastkowemi. Jezeli
niektére eczynniki pierwiastkowe wielomianu Q (v) sg
réwne, to zbierajac je razem otrzymamy przedstawienia:

QW=A@—a @—p3 ... x—n" . 2

gdzie r, s ... t sa liczbami naturalnemi, przyczem
r-}s--... -+ t=n [n oznacza stopien wielomianu Q (x)).
Przyklady:

1. Wielomian 3 x? -+ 3 x — 6 ma pierwiastki a =1,
p=—2,
zatem 3x2+3x—6=3@—1) x4+ 2.

2. Wielomian x*— 1 ma pierwiastki c =1, g=—1,
v=1i, 0 =—i, (i=1]=1),
wiee xt—1=@—1) (x+1) x—d (x|

3. Wielomian x* — 2 x* + x = x (x — 1)

*) Dowody twierdzen § 1 i § 2 znajdzie czytelnik w ksigzce
dr. S. Ruziewicza 1 E. Zylinskiego, Wstep do matematyki I.
(Lwoéw, 1927) str. 263—69 i 183—87.
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Jezeli czynnik pierwiastkowy x — @ wystepuje
w przedstawieniu (2) w potedze r, wowczas ¢ nazy-
wamy pierwiastkiem r-krotnym.

Pierwiastki ¢, 3 ... ¥ moga by¢ zespolone. Waznem
dla nas bedzie nastepujace twierdzenie z algebry: jezeli
wielomian @ (x) o wspolezynnikach rzeczywistych po-
siada rkrotny pierwiastek zespolony a -+ bi, woéwezas
posiada réwniez r-krotny pierwiastek z nim sprzezony
a—bi.

Jezeli wiec Q (x) jest wielomianem o wspdéiezynni-
kach rzeczywistych, to jesli w rozwinieciu (2) wystepuje
czynnik [x — (@ 4 b#)], to wystepuje réwniez czynnik
[x — (@a— bD]".

Laczac te oba czynniki razem otrzymamy:

[x —(a+ b)) [x —(@— b)) =
= [(x — &) —bi]" [(x—a)+bil"=[(x—a)* + b*'=
= (" f-px + 9V
gdzie p=—2a, q=a*- b*

Wielomian x* -+ px-F¢ ma pierwiastki a - b1,
i a—bi i nie da sie przedstawié¢ w postaci iloczynu
wielomianéw stopnia pierwszego, o wspéiczynnikach rze-
czywistych. Postepujac podobnie z pozostalemi pierwiast-
kami zespolonemi, dojdziemy wkoncu do przedstawienia
wielomianu @ (x) w postaci:

Q) =(x—a) (x—73). .. (ax®+ bx+c).(dx?+ex+f)“... (8)

W rozwinieciu powyiszem liczby a, 8, ... a, b, ¢,
d, e, f ... sa rzeczywiste, wielomiany zas ax*-+bx -+ ¢,
dx? 4+ ex - f, ... nie dadza sie juz przedstawi¢ w po-
staci iloczynu wielomianéw stopnia pierwszego o wspoél-
czynnikach rzeczywistych.

Przyktady:

1 =00"—x+1D (x-+1),
2y WP —1=F -1 @— 1),
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3 xtF1=w+x)2+1) @—x)2+1),

4 xr—1=x*+1) x—1) &+ 1),

5) Rozlozyé na czynniki nastepujgce wielomiany:
a) x*—5x-+6, b #*+3x2—6x, o 2*—1,
d) x*—1, e x**—3x+2)2 3+ 12

§ 2. Rozklad funkeji wymiermej na wulamki
proste. Funkejg wymierng nazywamy funkeje okreslona
jako iloraz dwu wielomianéw, w tych punktach, w kto-
rych dzielnik si¢ nie zeruje. A wige funkcja wymierna

da sie przedstawi¢ w postaci ulamka ), gdzie P (x)
i Q) sa wielomianami. Q(x)
Jezeli licznik jest stopnia réwnego lub wyzszego niz
mianownik, wéweczas, wykonujac dzielenie, otrzymamy
P (x) R (x)

o "Wt ew

gdzie W (x) jest pewnym wielomianem, za$ R (x) jest
wielomianem stopnia nizszego niz Q (x).

Przyktady:
Bopxt1
K I ¥+ 2+1
O — a3 14 3x+2
2 x*+2x—1 Bl —1
P(x)

Przypusémy, ze mamy dang funkecje wymierng Q @’
gdzie P(x) i Q(x) sa wielomianami o wspélczynnikach
rzeczywistych. Zal6zmy jeszcze, ze wielomian Q(x) przed-
stawiony jest w postaci (3) str. 21.

Twierdzenie. Jezeli licznik funkeji wy-

P
Q (x)

nownik, wéwezas funkecje te moZemy przed-
stawié w postaci:

miernej jest nizszego stopnia niz mia-
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Plx)y A B c D
QW (x——ot)r_%—(x—ﬁt)"1+ "'x—a+(x——/3)“"+
E F Gx -+ H
tepe et e et
+ Ix4+ K T Lx+M

ax®*+bx+o)t! ax?+bx+c
+ Nx+P + Qx-+R +

dxtFex ) " dxP+ex+ )
Sx—+T
e, e 2
+ dx®tex+f @
W rozwinieciu powyzszem 4, B, C, ... sa liczbami

stalemi. Rozwiniecie powyzsze nosi nazwe rozkiadu
funkeji wymiernej na utamki proste.

Uwaga 1.
Rowno$é (2) zachodzi dla wszystkich x rzeczywi-
stych, z wyjatkiem liczb @, 8, v ..., t. j. pierwiastkow

rzeczywistych réwnania Q (x) == 0.

Kazdy czynnik wielomianu Q(x) wystgpuje jako
mianownik w rozwinigeiu (2) we wszystkich potggach
poczawszy od potegi, ktéra ma w rozwinigeiu (1), a skon-
czywszy na potedze pierwszej.

Liczniki ulamkéw wehodzacych w sklad rozwi-
niecia (2) sa albo liczbami stalemi albo wielomianami
stopnia pierwszego, zaleznie od tego, czy mianownikiem
jest wielomian stopnia pierwszego podniesiony do po-
tegi, czy wielomian stopnia drugiego podniesiony do
potegi.

Cheac wyznaczyé liczby 4, B, C ..., mnozymy obie
strony zwiazku (2) przez Q(x). Uwolniwszy si¢ w ten
sposéb od mianownikéw, porzadkujemy wedle poteg
zmiennej x wielomian otrzymany po prawej stronie.
Poniewaz réwno$é pomigdzy wielomianem P (x) a wie-
lomianem bedgcym po prawej stronie zachodzi dla wszyst-
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kich wartosci na x*), wiec wspélezynniki stojagce przy
réwnych potegach zmiennej x sg réwne. Otrzymujemy
w ten sposéb szereg réwnan, z ktérych wyznaczamy
niewiadome A, B, C ...

Uwaga 2.

Przed rozkladem danej funkeji wymiernej na utamki
proste nalezy zawsze sprawdzic:

10 Czy stopien licznika jest nizszy od stopnia mia-
nownika, »

20 ¢zy licznik i mianownik sg wzglednie pierwsze.

Przyktady:

Nastepujgce funkeje wymierne rozloziyé na utamki
proste:

1 2x—1_ﬁ

"x*—bHx-+6

Poniewaz x* —5x + 6=(x — 3). (x — 2), wiec po-
16zmy 2x — 1 A B

x2—5x—-{—6=x—3+x——2’

stad mnozac obie strony przez x*—5x-+ 6 otrzymujemy
2x —1=A@—2) + B(x—3),

zatem 2x—1=x(A-+B —24—3B,

. A+B=2 .
wiec 2A—{—3B:1’Skad A=5, B=—3.
2x—1 5 3
A zatem ¥ —5x+6 x—38 x—2
3x-+3x-12

Tx—1) (x—!—2)x'

*) Réwno$é zachodzi dla wszystkiéh X réiriych oda, 3,7...
wedle zalozenia. Dla x =g, 5, 7 ... réwnoéé zachodzi na mocy
ciaglosci.
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Uzyjemy tutaj innej metody, ktéra prowadzi do celu
w wypadku, gdy mianownik posiada tylko pierwiastki
rzeczywiste jednokrotne.

. 3x*+3x+12 A B . C
Polozmy (x—1) (x—|—2)x_x—1+x—{—2+x’
stad 8x?+3x4-12=

=Ax+2Dxr+Bx—Dx+Clx—1) -+ 2).
Kiadac pokolei x = 0, 1, —2 otrzymujemy:

12=—2¢C, 18=3 A4, 18 =6 B,
a zatem A=6, B=3, C = —6,
2 ,
wiee 3 +3x412_ 6 L3 6
x—DE+2x x—1 " x+2 «x
P (x)

A Ty oy —

gdzie P(x) jest wielomianem stopnia nizszego niz 3;
o, B, v sa miedzy soba rézne.

Polézmy:
P(x) A B C
(x—a)(x—-ﬂ)(x—y)—x—a+x—ﬁ+x—7’
stad P@=Ax—F8) (x—7) +

+Bu—a)x—)F+Cx—a)x—p).

Ktadac pokolei x = a, 3, y otrzymujemy:

P ., PB
A== pe=»' T 0=’
P i ¢

=GP

3x*+x+2 A B | C .
4%w+nu—iﬁ_x+1+@—qv+x—f“W“
3 ta42=A—1)*4+Bx+1)+Clx+1Dx—1) (1)
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zatem

3 f+x+42=x*(A+C)+x(—2A+B+A+B—C,
a wiec A+C=3, —2A+4+B=1, A+B—C=2,
zatem A=1, B=3, C=2.

Mozemy tez w inny sposéb wyznaczyé wspéiczyn-
niki 4, B,C. Ktadace w (1) pokolei x = —1, 1, otrzymamy
4=4A 6=2B, wiegc A=1, B=3.

Celem wyznaczenia wspétezynnika C zrézniczkujmy
(1) obustronnie: 6x+1=2A4Ax—1)+B-+C.2x.
Kladac teraz x==1, mamy

7=B+2C wigc C=2.

Metody tej mozemy uzywaé z korzyscia, w wypadku
gdy mianownik funkeji wymiernej posiada pierwiastki
rzeczywiste wielokrotne.

xt _+_ 1
2(x—— L)(.lr:—+—1)2
D E
“_l_ +x—1 +(x—{—1)2+x—{—1’
wige ¥ +1=Ax(x— 1) x+ 1)+ Ba—1)x+1)*+
+ 0+ 1?2+ Dxfx— 1)+ Exf@x—1) (x4 1.
Kiadac pokolei x =0, 1, —1, dostajemy
1l=—B; 2=4C; 2=—2D,
a wiee B=—1, =%, D=—1.

Otrzymujemy wiec:
*+1=Ax(—DEE+ 12—k —1) (+ 1)+
PRt 1)—x— 1D+ Ex(x—1) (x+ 1)
Rézniczkujae obustronnie otrzymujemy:

48 =Ax— 1) @+ xx+ 1)+
Texxr—DE+FD]—@4+1D)2—2@x—1D)x+1)+
F+x+124 20+ —2x@x—1) —x* 4
F+ERxx—1Dx+DF 2@+ 1)+ 22 (x— 1)
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Kiadac teraz x = 0, — 1, mamy

0=—A4+1; —4=—5—2F,
zatem A=1, E=—4%4.
¥+2x—1 A Bx-+C

6.

I

(x—1) (2 + 1)_x——1+ x? 1
wiee M F2xr—1=A*+1)+Bx+C)x—1.
Kladae x = 1, mamy 2 ==2 A, zatem A =1.
Wymnazajae i poré6wnujac wspélezynniki mamy
1=A+B, 2=—B-+C —1=4—C,
wiee B=0, C=2.
3xi4+1 _l_Bx—-}—C_i_Dx—}—E.
(x—-!~1)(x2—{—1)2 r—{—l (e 4+1)2 " 2?41
Uwalniajac od mianownikéw i poréwnujae wspélczyn-
niki otrzymujemy :

A+D=0, E4+ D=0, 244+ B-+E- D=3,
B+C+E-+D=0, A+ C+E=1,
azatem A=1, B=1, C=—1, D=—1, E=1.

8. Rozwinaé na ulamki proste funkeje wymierne sto-

jace pod znakiem calki w zadaniach podanych na konecu
tego rozdziatu.

7.

§ 3. Calka funkeyj wymiernych. Rozbijajac funk-
cje wymiernag na ulamki proste sprowadzamy calke
. funkeji wymiernej do calek typu:

a) KAdJ;—Alogix—ai,

=
{ Adx A
\(r—a)’ T r—Da—ao" (r 1),
Ax—+ B
o S(axﬂ—i—bx‘{—c)
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[przyczem wielomian ax®* - bx - ¢ nie posiada pier-
wiastkow rzeczywistych, a zatem 5* — 4 ac < 0].
Aby wyznaczyé catke typu ¢), zauwazmy, ze:

axz—(—bx—}—c:a(xz—{—gx—}—g:
b\T b ¢
) 4‘22—{—&7}» a zatem
S A T ¢
+ 1)

WprowadZimy nowy zmienna z okreslong zwigzkiem

b\ dac—b* , ’
a(x+2a>*_ 4&72 @
. b | J4ac—e?
X =— 3
a wiec X 53 52 3)
Z uwagi na (1), (2) mamy
ax* 4 bx 1 ‘%53‘54 2t 1),
Uzywajac wiec podstawienia (3) otrzymamy:
\ Ax -+ B . \ IL/[z +_]Y
(ax? +bx + o) P41
M, N oznaczaja pewne liczby stale.
Mz—+ N ¢ zdz © dz
Leec dz = s — T
@ =M G Y Ty

Do calki drugiej stosujemy wzér redukeyjny [str. 17,
wzor (6)]; kladac zas w pierwszej calce 2 -1 =t (str. 9,
przykt. 5), otrzymamy

z2dz 1 1
T Y TR N T U Vb
\E T =5 n @ FD
‘\' zdz

2+T:élog (2 4+ 1).




Przyktad: \ bri8 —————=d X,

(2 x2 —43(-{—10)2
22— 4x-F10=2 (? —2x+B)=2[(x—1)+4]=
=2 (x — 1)*-} 8.
Potézmy 2 (x — 1) =282% wiec x =122,
zatem 2x* —4x +10=28(z*+1); dx=2dz, wige:

: S5x+3 _\ 10248 9 dy—
l\(2x2——4.\*—!—10)2 T gr et 1)
. zdz ' dz
=S\ Her o
- zdz 1
Lecz R —3
e .\(z2+1)2 21
o __dz 4 Sarc tgz, (por. str. 17, 6)
Ve 2(z+1) 2 Are g s IpOn S 16 B
: 5x-43 .1
zat —dx = — 5
ayaem\(z —4v+10)dx 32z2+1+
—b 4z
+1 2+1—+—saletgz 32(2+1)+¢arctgz.
Kladac zpowrotem z== ”——;— mamy .
\ 5x+3 2x— 7
\(2x——4»c+10)dr 4(2x2—4x+10)+

-+ & are tg)C—Q_—1+C.

i

Zadania:
Wyznaczy¢ nastepujace catki:
0 \  5x' 41
(x+12x +1)
=3 x? ———1—§x+410g1\f—l—li-{—%logﬂx—{—ﬂ,
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2)5<x—1)2(x+1>2 x“%ﬁ—i—fr%l‘)g;iiﬂ’
Y |

Y 5(x+2§?;+ =y los (ﬂ;g)
5)§ + +1 Vﬁarctg%wl,

6) K( 2+§§‘f;‘2_{_4) 2 arc tg > — L are tg x,

2 \‘xgixz;ixg?—esd - -

X

=4%logix— 2 -4 17 log (a? —{—3)—2—13arc tg]/§»

x 1 1 1 ’

8) Kx —3x3+3r —rdx*x—1_(x—1)2+
—1

+‘°gt’ Fa

g)f\‘ dxw 1 ‘a—{—x‘_{_

arctg ;a >0,

Y&t — ot 4a3’

10) I\.x?f:ivl—llog x 1] —3log (¢ — x L 1) 4
1 2x—1
+VT arc tg 1/3*7
dx ,
11) \"‘t‘l“llog‘f—l‘——%log(x‘—%—x+1)—
1 2 x 41
—— arct BN
B are tg VS )
’\' dx 1 1 1x)24-a
12) Y t1 4)2 T 1—x)24a2
X
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13) g__g'x_ =1 log \(x—l)]/x”——x—i—lw
V=17 P ey b
1 x)38
—-——V—_ arc tg 1—_ .X’2’
¢ xb o 4x*43 ———
14) S(xz T T 2+1)2+10g]/x2+1,
N a |
15) \1_{2—6dx———é10g1);:+—:\
2d 3___91
16) \xe_ﬁ0;3+9:§1@10g [%—f}
{ 6 x° x¢
17 .\,(5—-—7x373dx~ 55— 749
¢o12 x18 3x x®—3x*+4)+430
W\ Gt 5 1) T
+log (x* + 1)*,
19) \[(—x———_&%cc—‘ﬁ)]" a5 kladac Z)=z mamy
N et PP Sl
x—-ﬂ—}—l_z, dx a= )2 dz;
(x——a)(x——ﬁ)———(a——ﬁ)‘?(1 ork zatem
: dx 1 (1-—z2)2"?
e = dz.
o (e Tl ey e R
Wyznaczyé ta metoda catki:
dx ( dx dx
a)\ (x2— 3 x+ 2)% > b .\(.\‘2 )’C)\(v\c—avz)o
Wskazowki:

1), 2) wydzielamy czesé calkowity, pozostaly funkeje
wymierng rozbijamy na ulamkl proste. 3), 4), 5), ... 138)
rozblc pa utamki proste. 14) x*==1¢, 15), 16), 17) \3——1
18) x* =1



Rozdzia? III.

Calkowanie funkeyj algebraicznych.

§ 1. Jezeli pod calkg wystepuje zmienna x w roz-
maitych potegach ulamkowych, to oznaczajac przez p
najmniejszy wspélny mianownik wykladnikéw, przez pod-
stawienie x = 2”? uwalniamy sie od poteg utamkowych.

Przyklady:
1, [:\ d3xb ;:\ dx_l_ —; kladac x = 2%,
Ya 4oy Mt

dx = 6 2° dz, mamy
¢ 62°dz ¢ 2%dz
=Varme =i

=6 z— 6 arc tg 2, zatem

9, 1:\" Vx _dx; kladge x=2*% dx =4 2zdz mamy
1+V?
{ 22 | 2°d=z
= 4 2B dy— —
§1+z4zdz 4§1+z
3 4 3 2
=4<%—% %——iﬁ—z)—zﬂog\z—{—li, zatem
I=4)x*—x 43 /r —2]/x—1—4]/r—410g(]/x—{—1).
Uwaga 1.

Podobnie postgpujemy, jezeli pod catka wystepuje
dwumian ax + b w rozmaitych potegach ulamkowych.
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' Podstawieniem ax-b=2" (p jak poprzednio) uwal-
niamy si¢ od poteg utamkowych.

Przyktad:
I=g—dxt. x4+ 1=2% dx=2zdz,
J x]/x—{—l’
. _{ 2zdz dz [z-—l‘
wiee I_g(z‘z—‘l)z_zsﬁ—l_l()g'z—{—ll’
| 1—1
zatem I—=log 1 V‘x—tl_ ‘
We+141]
Uwaga 2.

ax—+b
Jezeli pod catk tepuj zenie — —s -
ezeli pod caika wystepuje wyrazenie ~ b W roz
maitych potegach ulamkowych, wéwezas podstawieniem
:,i —_T_%=z” (p jak poprzednio) uwalniamy sie od po-

teg ulamkowych.

Przyklad:
SX x X 2¢—1
dx=—(z22z\_dlz)2,
wiec =~\'(z2—1).z.(—z——22tzf—)z2=—a2l\22‘iidz:
=—2 z—]og‘gi!,

zatem [= — 2]/1? — log II x(’V@_ly J

Rachunek rézniezkowy i catkowy. 3
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§ 2. Calki dwumienne. Calki typu:
| x™ (ax" - b)” dx,

gdzie m, n, p sa liczbami wymiernemi nazywamy cal-
kami dwumiennemi.

Jezeli p jest liczbg calkowity, wowezas wyznaczamy
catke metoda podana w § 1.

Przypusémy teraz, ze p nie jest liczbg catkowita.

Podstawmy :
3

2" da.

P~

x:zn’ dx:

Jezeli z > 0, wowezas:
ComAl
i xm (ax"—{-—b)”dle%\z 7 Naz-b)Pdz=

N =

2z n
z

n .

1
Widzimy zatem, ze, jezeli mj_— jest liczba catko-

wita, wowezas calke dwumienng przeksztalcimy na catke
funkeji wymiernej podstawieniem:
az-+b=1" (¢ jest mianownikiem liczby p).

m-1

Jezeli zas Fn»——i—p jest liczbg calkowita, wowczas

dojdziemy do funkeji wymiernej podstawieniem
az—1b . .
ij——:——t” (a jak wyzej).

A wiee catke dwumienna mozna sprowa-
dzi¢ do catki funkecji wymiernej, jezeli
jedna z liczb
myl mi1

n R
jest liczbg calkowita.

k]
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Przyktad:
I=1x*1 —x*" ?dx

m-1
mamy tu m=3, n=2, p=—14. Poniewaz

=2,

wiec catke powyzszg sprowadzimy do catki funkeji
wymiernej.

Potézmy : x? ==z,
xdx=1%dz,
zatem Izlgfz(l—z)_'gdz.
Pol6zmy teraz 1—z=1¢2% (¢t >0),
dz=—21{dt,
(1 —g 1
. t 11—z
e 2
zatem [:%:—i-l/l——x'zz 2- L
J1—a2 V11—

§ 3. Calkowanie funkeyj wymiernyeh R (x, g)*),
(y = Vax —+bx -4 ¢). Calkowanie funkcji wymiernej

R (x,p), (y = Vax*F bx -+ ¢) sprowadzamy do catki z funk-
¢ji wymiernej jednem z nastepujacych trzech podstawien:

1) a > 0.

Polézmy  Jax* -bx—f+c—xla= )
stad ax'—}—bx—l—czax’—{—‘ZxVat—{—t?,
wige bx-t-c=2x)at-+t
P?—c

Zatem podstawiajac: x=-——"p—>
b—2)at

*)  Funkejag wymierng R (x,y) dwu zmiennych nazywamy

funkcje, okreslong jako iloraz dwu wielomian6éw zmiennych (,\,_1),

w punktach, w ktérych mianownik jest réziny od zera. Przyj-

mujemy zawsze milezaco, Ze wspoéteczynniki wielomianéw sg
rzeczywiste i Ze wielomiany te sg wzglednie pierwsze.

3+
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—Vaer+bt—Vac
b—2)at)?
Jax*=bx+c=xVa+t= —Var+ bt — V‘Lc.

b—2)at
Przy powyzszem wigc podstawieniu wyrazamy
X, VW{—; , dx

wymiernie zapomocg zmiennej ¢, zatem | R (x,y) d x przej-
dzie w calke funkeji wymiernej zmiennej £

otrzymujemy: dx=—2 dt,

Przyktad: _\ dx
Wert-6x+5
Poniewaz =10,
wiee kladziemy: 8% +6xt5—x=1,
—5
td —_— )
- TTe—2t
—£46t—5
dx=2—7—"—"5—
Y ==2 6 —20° dt,
£} 6{—5
Z — -,
Vx*+6x-+5 E—
2 dt
. —\ =% _ l
a wiec IM\6—21‘ log|3—1¢!,

zatem I=—1log|3+x—|x*F6x+F5.
2) ¢ > 0.
Potézmy Jax*+bx—tc=uxt+ e,
stad ax*+bxtec=xt2+2xt)c+te,
ax+b=xt*42 tVe.
_2t)e—0b

Zatem podstawiajgc: x ek
a—
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otrzymujemy : dx:gl/ _btj_al/fdt
(a— 1?2
2-——
Jax* FoxFe=xt+] c- u—t—al/c

tz

A wiec i teraz po podstawieniu, jR (x,7) dx prze-
chodzi na calke funkeji wymierne;.

Przyktad:
=\ 4= 450
V*x —3x—{—4’ mamy c¢=4 >
Pol6zmy: ]/’—x2—3x—f—4=xt~}—2,
443, 212+3¢1t—2
_——y —=2———dt
stad x T dx=2 1) dt,
— 21243¢t—2
[~ — == 9=
l—x*—3x-44 P
. _ i 2dt
wiec Ih—(\l—zﬁ—»—2aretgt,
2 "k_c
zatem I=—23rctg]/ ad Jxtd—2

x
3) b —4ac > 0.
Oznaczajac przez a, 3, pierwiastki réwnania

ax’ +bx+c=0, mamy ax*+ bx +c=a(x — @) (x—J).

Polézmy
Vax*+bx+4c=)ax—a)y(x—p) =t (x— a),
stad alr—a)(x—9) =2 (—a)?,
a(x—p)=1t(x—a),
af—at?

zatem podstawiajac: x=

b

a—t?



38

otrzymujemy :
__2&(,3——0. 3 — a(ﬁ a)t
dx== @a—19)? , Vax*foxte= ey

A wiec przy powyzszem podstawieniu, SR (x, ) dx
przechodzi znowu w catke funkeji wymiernej.

Przyktad: dx

1:\ RO
W—x?4x—3

Mamy: b%—4ac=42—4.1.3=4>0;
poniewaz —xit4x—3=—(x—1) (x—3),

wiee polézmy: ]/— (x—1D(x—3)=(x—1¢
Stad :
243 dtdt | gy 2t
= ) X = — V, / J 2 = o
o dx E 17 Vax* 4+ bx—+c Fii

a wiec 5 dt T3
[:_§t2+1:—2 arctgt —=—2 arctgl _:x
Uwaga.

Jezeli a<0 i ¢ <0, wowezas zawodzg dwa pierw-
sze podstawienia. W tym wypadku mozemy zawsze uzy¢
podstawienia trzeciego. Gdyby bowiem bylo a <0, ¢<0
i b*—4 ac< 0 wowczas wielomian ax?-}-bx-+¢ bylby
stale ujemny, zatem |[ax?-}- bx-}-¢ bylby dla kazdego x
liczbg zespolona.

§ 4. Niektore szezegdlne przypadki calek funk-
cyj wymiernych R (x, y) [y = Jax®* - bx -+ cl.
1) Calke ksztattu:

\Wi—zx—_ﬁ’ a<0, b2_4a0>0,

mozemy obliczyé réwniez w nastepujacy sposob:



Mamy
S b \?, b —4ac
2 ¢ =— ; ‘
axvifbxpe ("l‘a‘ 21//‘;14) ial
/ b \? b'—4ac
Polézm x)lal = . 2
' (] 2Va>> 4al
, b, b —4ac
czyHi x= a;_r 5 Ta]
Zatem
V62 —4 ac ) _b*—4dac )
d A dz, ax*4bx+tc= ila] 1 )
wie I 1 \" dz ! are sin z
V1eds 173 = = == )
VallVi—2* V]
; dx 1 2
zatem\ . S —— —— arc sin ~§~_j_—;b~-
Waxrr+bx+c V'al Jo?—4 ac
Przyktad:

dx

I:\—T—*—*—_;'
5 x—6x2—1

v

5x—6xt—1 =—(x]/§~— 0 >‘+211'

— b5 2
Polozmy: (x le — ) = g4 2%,

wiee podstawiamy x= %54 s z; dor=5dz;
Sx—6at—1=3 (1—=z3,
a zatem
\ dx . * *flg dz
s r—6+—1 \ LI [

39
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- odax
wiee Svmr:l“
1 1
=16 sin (12x—5) = — Ve e sin (—12 x -+ 5).
2) 1:( dx
Jx—a) Vax® Foxdc

1 1
Potézmy x—a=—s czyh x:a—l—;-

Jezeli x > a, woéwezas z > 0, zatem dla x > a otrzy-
mamy :

- T 22 -
1//3X2+bx‘f—czl ﬁ—f—g—z—ﬂ=§]/Lz2—{—Mz—}—N
(L=aa*+ba+tc, M=2aa+b, N=a).

. . dz
Poniewaz dyx = ——

2

wiee I——~—\ dz

A VL 2L Mz+N
Podobnie postepujac otrzymamy:
dz

I= gﬁ_*zurmw (e <o)

(x> a).

Przyktad:
_g,__d;A
Jx—1) ]f'/x“" 41

Polézmy x—1=—,
z

_— {1
zatem dla x > 1, 2> 0, wiec sz +1= ;]//2z2—|—2 241,
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Stad _ - \ —%—fiz::~
M2 Foz41
Stosujac do ostatniej calki podstawienie

/2 224 2z4+1=]22z+¢ (str. 35).
otrzymamy I=V1§10g (4zt2—2)2)222+2z+1).

Ktadgc wreszcie z=—
x—

\ dx 10g2x+2—"]/2]/x +1‘
le—n)eEr1 J2 o x—1

Mozna tatwo sprawdzié¢, Ze powyzszy wzér zachodzi
réwniez dla x < 1.

% otrzymamy dla x > 1

Axd

3 1=| rdx

Jax* ) Jaxi+o
Calke powyzsza obliczamy podstawiajge

Jar* Fe=t.
5 | , o 1P—c 1

Mamy: ax®*rc=1t* x"= PR xdxz—gtdt.
Zatem 1= \ Adt

Calke ostatnig obliczamy w sposéb poznany w rozdz. I
Przyktad:

_f xdx )

“lev T
Polézmy Ve +4=1.

Stad I=\ 3 =
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2_1_4___ 7
wiec [= log Ve 1—V3
211 Je a4 1E
n I“\ Adx
(@x*+7) Jaxr' ¢
Podstawmy : Jaxr*Fec=
¢ ctdt
tad ,2: b} X ’:——_"
sta X PER—, zatem rdx @ —a)~
dx  dx__xdx__  dt
]/ar2+;—xt v’ t*—a
a wiee I>——\ Adt
¢ Ty (ac—7a)
Przyktad:

. dx
J@ee )44
Kladac V;f—r—ji:——xt, otrzymujemy, jak poprzednio

2 4 dx dt
x? = e
£—1 Jyr44g 10
dt 1 t
zatem I:_\l@—}—?——f arctgﬁ
2 1A ‘y2 L4
Poniewaz =¥ T4, wiee [=— 17 are tg | T4
x V7 x]/T
Uwaga.
{ B
Calke typu: \ Ar
(ax®+4-7) Vaﬁ—}—c

wyznaezamy, rozbijajac ja na sume dwoch catek typow
3) i 4).
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5) I—\1 (Ax+B)dx
(ax?+Bx+7) Vax2—{-—b\—,—c
(#*—4ay<0, a40).

Calke powyzszg staramy sie sprowadzi¢ do calki typu

‘\' (Ax-+B)dx )
Hax* 4 Yar e
a) Jezeli a:a=p3:b, wowezas podstawieniem

—_ b -

T 2a

sprowadzamy naszg catke do typu (1).
b) Jezeli a, 8 nie sa proporcjonalne do liczb a, b
ezyli, jezeli @b —af -0, wowezas podstawiamy:
pzi-q
211 2)
Liczby p i g tak dobieramy, by naszg calkg spro-
wadzié do catki typu (1).
Przy powyzszem podstawieniu otrzymamy:
[ \ (Lz+ M) dz -
Hay 22+ fiz+7) l/a122~{—blz—i—cl
(znak zalezy od tego, ezy z >—1, czy tez z<(—1),

gdzie L=UAp-+-B(p—q), M=(Aq+B(p—aq),

a=ap*+3p+7, a,=ap’+bp+ec
Bi=2apq+3p+q@ +27% by=2apq+b(pt+q+2¢
n=aq’+3q+7, o =aq*+bq—+-ec

Wyznaczamy wiec p,q tak, by 3y =01 b, =0.
Nalezy w tym celu rozwiazaé¢ uklad réwnan
2apq+3(p+ag +27=0
2apg-+b(p+qg +2c=0
Mozna wykazaé, ze rownania (3) maja rozwigzania
rzeczywiste, jezeli ab—af =0 i 82— 4 ay<0.

3
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Przykiady:
a) I=§ (2x—}-—1l—dx_*_7.
Je2xt6))2rFaxr—1

Poniewaz wspélezynniki wielomianéw  x? - 2 x,
2 x+4-4 x sa proporcjonalne, wiec podstawiamy

4
= =21
X 2'2—|—z z

Przy tem podstawieniu otrzymamy
. \ (22— 1)d=z
Y@ +5)22—3

b) I:” 2x—5)dx _
5(3 ¥ —10x+49 |5 —12x+8
pztgq.

Usvie dstawienia ¢— - q
zyjemy podstawienia x 21

Liczby p i ¢ wyznaczymy z réwnan (3) [str. 43].
6pg—10 (p-+q) -+ 18=0,
10pg—12 (p+ ¢ +16=0,
stad pg=2, p+qg=3, wiee p=1, ¢g=2.
Podstawiajac wiec x:g—?z _{—;LT’
otrzymamy dla z>—1, t. j. x>1
I=\ Bz+41)dz 3\ zdz

Py i u— !
Ye24-nVEFs etV ta
{ dz
+| S
@z2+1))2+14
Calki ostatnie obliczylisSmy w przyktadach do ty-
pow 3) i 4), (str. 41, 42).
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Zatem:
3 V22 Fa—)z 1 V2* 414
I =—=—1log ——arc tg——=—;
2] 14 ]/z F4+)z V7 27
. . . x—2 . T—_V5x2—12vx—|—8’
poniewaz z= — —= 1 ]/z +4= 1
: 5 x*—12 §—(x—1
wiee = log ]/x41+ x )V/2—+—
2114 ]/')x —12xF84F(x—1))3
1 I5x¥—12x+8
——=arc t —_— (1)
+l/7 S—
Formula powyiZsza wazng jest dla x > 1.
z+2
. . dstawient _
Przyjmujae teraz, ze w podstawieniu x P

z<—1, a zatem x <1, otrzymujemy
V22 +4—13 W CE
— log _{_* L.
2]/14 Vz +4+Vg zV7
2, Vﬁz:_@z *_121"?53,
V5x —12x+8—@—1]3
log +
2V14 ]/5x—12x—!—8—}—(r—1)]/2
15 x*—12x + 8
x—2) )7
Widzimy wiee, ze formuta (1) jest prawdziwa dla

wszystkich warto$ci zmiennej x. (Dla x—1 wazna
z powodu ciaglosci pochodnej i funkeji podcatkowej).

Poniewaz z=——

wiee [==

—{-V% are tg

§ 5. Uwagi tyezace sie przeksztalcenia calki
| R (x,y) dx. Jakkolwiek podstawienia podane w § 3 spro-
wadza]q calke | R (x,y) dx do calki funkeji wymiernej,
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to jednak czestokro¢ celem unikniecia zmudnych rachun-
kow, dogodng jest rzecza funkeje R (x, y) odpowiednio
przeksztaleié.
Zauwazmy, ze jezeli n jest liczbg naturalng, zas
y=)ax*Fox—+c, wowezas
yr=(ax’+bx-+o)", y"H=y".y=@x*+bx+to"y.
Widzimy stad, ze wszelki wielomian H(x, y) zmien-
nych x, y da sie prZedstawi¢ w postaci
H (x, y) = Wi(x) +y W, (v),
gdzie W (x) i W, (x) sa wielomianami zmiennej x. A za-
tem funkcja wymierna R (x,y), jako iloraz dwdch wie-
lomianéw, da sie przedstawié¢ w postaci:
Wi (x W,
R(x_’ y): 1(A)+y 2(x)’
W (x) +y W, (x)
gdzie W, W,, W5, W, sa pewnemi wielomianami.
Mnozac licznik i mianownik przez Wi (x) —y W(x),
z uwagi na to, ze [W;(x)—gy W, (x)] [W; (x) +y W, ()] =
=WIix)—y" W, (x)= P (x), (gdzie P; (x) jest wielomia-
nem), otrzymamy

P(x) +yP(x) _ Py(x)

P, (x)

Re="Fw ~—A@ Pw YT
__ P | Py
Py (x) P (g
2
Kladge wiec %2—3 == T(x), %"Dﬁl;li = S§(x) mamy

59 M

Widzimy stad, ze funkcje wymierna R (x,py)
(y:]/axz—{—-bx+c) mozemy zawsze sprowadzid
do postaci (1), gdzie T(x) i S(x) sa funkejami
wymiernemi.

R, y)==T(x)
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Przyktady:
ol S O e =Ty
Cx—J—1 (x—]/x _1)(x—{—l/x __1)
=2t —142x]x—1,
i x—}-]/xz_;l 2x
wiee x—-VPj ]/x
2 P("’+Q(")y:P2+Q2y2+2PQy=
T P)—QMx)y P — Q¥ y?
P2+Q) ‘)_*_ 2 PQy* ‘
CPE=Q@y (P=Qyy

Na mocy (1) (str. 46) mamy:

i R(x,p)dx=1T@dx +\ (”)

Pierwsza calka po prawej strome jest to catka
z funkeji wymiernej, catke te badaliSmy w rozdziale 1I.

(x)

" g
Celem obliczenia catki \ — dx, przedstawiamy funk-

cje wymierng S(x) w pos%aei:
P{x
Sx)=W(x) + ——
Tew
gdzie W(x), P(x), Q(x) sa wielomianami, przyczem
stoplen wielomianu P (x) jest nizszy od stopnia wie-

Px
lomianu @ (x). Rozkladajgc wreszcie funkeje P
(x) Q)

na utamki proste, sprowadzamy obliczenie catki K—— dx do
obliczenia catek ksztattu: Y

xW(x) . \ dx \ Ax+Bdx
y —a'y Nax*+3x+t0y
Podamy teraz proste metody obliczania calek po-
wyzszych typow. )

2
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’ W(x) dx
a) Calki typu: \ [W(x) jest wielo-

mianeml]. Vax® +bx +

Jezeli W(x) jest stopnia n>>1, wéwezas mozna wy-
kazaé, ze calka tego typu da si¢ zawsze przedstawic
w postaci:

T W (o) dx , \
\V“ax——_—l—bx—f— (Ax" ' 4-Bam 2.,

.t oVarrFoxFe +D§ _dax
Vax?FbxF r2+bx—|—c

gdzie A, B, ... C, D s odpowiedniemi stalemi.*)

Celem Wymaczema tych stalych, rézniczkujemy obu-
stronnie i mnozymy nastepnie przez ]/ax2+bx—f—c Po-
réwnujgc z obu stron wspotezynniki  stojace przy réw-
nych potegach zmiennej x otrzymujemy szereg réwnan,
z ktorych stale A4, B ... C, D obliczamy.

C Wwd
A zatem \ ‘(X)L_ sprowadzamy do obliczenia
Vax* FoxLec
dx
catki \ 7——=—————-="+ Te¢ ostatnia wyznaczamy zapo-
Vax?+bx—+c
moca jednego z podstawien podanych w § 3 (str. 35).
Przyktad:
S 5 y2— —
(/s —6x —1de= \ me%idx
]/5 xP—6x—1
Polézmy

\ 5:M“—l‘dv—(A\+B)l/5v Z—6x—1-+
J ]/5x —6x—1

dx
C\ e ——————— ]
s —6x—1

*) Istnienie takiego rozkladu przyjmujemy bez dowodu.
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rozniczkujaec obustronnie otrzymujemy

Hx?—6x—1 —— 7
—_—— =4 5x2-—-6x—1—{—
/5 —6x—1 /
(Ax-+B)(10x—6) c
1 =y
T Vo —6xr—1 +V5x2——6x—1

mnozac obustronnie przez pierwiastek i porzadkujace
mamy

Baxt—6x—1=10Ax*+(3B—9 A)x+(C—A—3B),

zatem 10A4=5 6 B—9A=—6, C—A-—-3B=—1,
stad A=1%, B=—¢F, C=—1},
a wiec (/52 —6x—1dx=
( dx
—Gr—) ) —bx—1 — | e
H o ° V5 r—6x—1

Co si¢ tyczy calki ostatniej, to kladac
Vo rr—6x—1 =x)5-41

otrzymamy :
\‘ _dx 1 sl10x—6—2)5)5—65—1].
Vst —6x—1 V5

b) Calki typu

\ W(x)dx
Ya—aylax*+bx+c

[W(x) jest wielomianem stopnia nizszego od r].

Jezeli r=1, to wielomian W (x) redukuje si¢ do stalej;
otrzymujemy zatem calke badang na str. 40, ustep 2).
Jezeli r>>1, mozna wykazaé (dowo6d pomijamy), ze catka
tego typu da sie przedstawié¢ w postaci:

Rachunek réiniczkowy i calkowy. 4
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W(x)dx o
\(x—a)] x2—|—bx~1‘c
Ax By o C g —
= A B Oy T et
dx
D
+ \(x——a)]/ang—bx—k-c

gdzie A, B, ... C, D sa pewnemi stalemi.
Stale wyznaczamy, jak w przypadku a), str. 48.
Catke ostatnig obliczamy, jak na str. 40, ustep 2).

Przyktad:
VxiF1 ; x241 oy —
g(x 1 dr= \x-1)3]/x2—{—1 *
Ax—}—B 24_ dx
(x—1)? Ve tirc ((x—l)]/xQAI—l

Roézniczkujae obustronnie otrzymujemy:

X1 o _Ax{——A—i—ZBI
c—13 )1 (x—1)? [ERER
+Ax—+—B x c

(x—1% Y1 TE=D Ve 1

muszace obustronnie przez (x-— 1)3 ]/x2—{—1 i porzadku-

jac mamy:

¥ H1=—x*@ A+B—C)—x(4-+B+20)—(4+2B—0).
Zatem 2A+B—C=—1,

A-+B-L2C0=0,

A+2B—C=—1,

stad A=—1%, B=—1, C=1%, wiec
pVx—Z—{Tl x+1 dx

LS —dx=—1 i 2 1 1y
,\<x~1>3 Stk Yrm 1] L +‘*\ x—1 1
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Calke ostatnig obliczong mamy na str. 41.
¢) Calki typu

{ Wix)dx
[P IS

[W(x) jest wielomianem stopnia nizszego od 2 r, wie-
Jomian za§ ax?—4- fx -y ma pierwiastki zespolone, czyli
f?—4ay <0}

Jezeli r=1, to W(x) redukuje sie do wielomianu
pierwszego stopnia; calka powyzsza jest wéwezas inden-
tyezna z calkg rozpatrywang na str. 43

W wypadku, gdy r>>1 moina wykazaé, ze calka
powyzszego typu da si¢ przedstawié w postaci:

v W(x) dx _
5 (@x?4-Bx+y)Vaxt L bx+ec

AT B O
=i Ve Fhadet

o Dx-+E
‘5<ax2+ﬂx+y>vax2+bx+c ’
gdzie A, B, ... C, D, E sa odpowiedniemi stalemi.
State te oblicza sie jak w wypadku a), str. 48.
Calke \ Dx-+FB
(ax2—}—,3x—+—/)l/ar2—{—bx—l—c

obliczamy, jak na str. 43.

Zadania:

-

3/__
1) \__lx dx =1log ——

Ve (x+17) w‘¢n°

4%



2) \3_Vx—idx=
VetV
=12 [%x§’— x*l—{—gau—— x}A—xT’f——arctg(xf"‘)]
3) x-+2 dx 2x+3
]/2x+3 (x~1—2)(3x—}—5)—2amtgl x+2_,

S?'f_’“dw $VE=? @+,

I o —
')) Svﬁ dx = 3 ]/1+x2,
6) ~\nx3]/(1—Jcésga'.)c:—%]/*lw——_y?z[Jc‘j—%x“—{—{;x?‘—}--%],

| dx . X —
7) H\VW;_*_?)‘_‘ V§W+3+10g(x+vg+xg)’
\’._“J;X':— 1_.3.1‘0 sin —"*j-27
Vi+ax—52 |5 3
dx 1
9 = i
) \V I ———; V are sin (6 x -+ 5),
dx V2 x— x—x2
10) \ ey = —
) gl/Zx—xz 2arctghc® .
| x¥dx 8\ v
11 —(x—-3 B
: \V1+x+x (z 4) Vidrts

—3log|t-+2xt2)1FxF2,

dx e S
12) *E‘x:*h /1 —2x — 3x*%
\V1—2x—3x t *T 8t

1 3x—+1
! — are sin 2512,
T313 2
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13) —Eji—dx—————%]/f—élx—ﬂ—i—%arcsian,
V1—4x '
4
" an na—1952°
Vx +6x+5
111 x*—77 x2+105x—175)]/x2+6 x5,
dx
Y PR
(x—27° )32 — “8xt5

2<x_2)21/3 x—8x-b5—

lox—3-+|3x—8x+5]
~-g—10g\ K—z ]

16)

‘/1—-x’
x+1)V1—x 1+x

o
Y S :
| —

Vl—}—x" 1—{-—]/1—|—x
Vi text2 |

u+nWﬁ+2m+2 ERCTCES)
L ilog ‘1—\—Vx‘:1-12x—!—2b

2 :
1o (voXdx __ BadxppenTo
]/2 ax—x* 2

18)

-+ 3 a® arc sin™
dx 1
ctpVr—1 J1i—p?

L P Glatpi < 1.

20) \ P

arc cos




Rozdziat IV.

Calki funkeyj wykladniczych,
logarytmicznyeh trygonometryecznych
i cyklometrycznyeh.

§ 1. Uwagi ogdlne.

Bardzo czestym przypadkiem calek powyzszych
funkeyj jest catka typu

i fle@] ¢ (x) dx
omawiana w rozdziale I, str. 8.

Przyktady:
1. I={sin@)a*dx (a>1).
Ktadace a*=t, a*dxloga=dt
1 . cos !
i 1 I=——\sintdt=— >
otrzymujemy fog aj sin t dt loga
. cos (a”
wiec I=— —~
log a
2. I=1(log x)3—qx£~
Kladac log x =1t, d7x=dt
otrzymujemy: I={dt=11¢, wige I=1(log x)*

8. I={e*™* cos x dx.
Kladge sin x=1¢, cos x dx=dt
otrzymujemy: I=|e'dt=0¢e, wige I=e*m* | ¢
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4. [=={sin?x cos®x dx,
I=/{sin%x cos®x cosx dx==|sin?x (1—sin®x) cosx dx.

Kladac sinx =1,
t.—i 5
I=y*(1—12 =
mamy VEE( t}) dt= 3 5
3
wiec I:%* ﬂ1——{—{—0
2 4
5 I:__\sm ’
costx
o {sniE dr g dY
. cos®x cos®x cos?x /3
Kladge tgx=¢ mamy: I:}‘tEdtzg’
t
wiec g’ x+0
- d
6. [=={(arc sin x)? S
]/1 — x?
d
Ktadac arc sin x =1, T ==dt,

Vl —x
otrzymujemy: I==1¢t3d¢=1#*, wiec I=14 (arc sin x)*C.

§ 2. Calki funkeyj wykladniczyech i logaryt-
miecznyeh.

L. Calki typu: | fa®)dx,
podstawieniem a*=1¢, sprowadzamy do caiki
RV
loga.) ¢
Przyktad:
I=i}1—a* dx . g
Polézmy a*=t, zatem [== Jog 2 | Y1—1¢ -
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Podstawiajac 1—t=2% otrzymamy:
2 { 2%dz 1 11—
= 2
logaSl—z2 loga[ z_HOg[l—i— ]J
Stad, kladge z=)1—t= Vl —a*, otrzymamy:

~ Vl—a"ﬂ
long Y1 —a* L log |1 :

(S e
Il Calke typu: | W (x)a*dx,

gdzie W (x) jest wielomianem, wyznaczamy metodg cal-
kowania przez czesci.

Kiadage u=W(x), du=W'(x)dx,

X

[=—

dv=a"dx, v= a >
log a
. w
otrzymujemy: [ W (x) a* dxzﬂa ! | W' () a*dx.
log a log a

Poniewaz stoplen wielomianu W' (x) jest nizszy od
stopnia W(x), wiec postepujgc tak dalej dojdziemy
wreszcie do a*
log a

la*dx==
Przyklad:
I=j(*—2x+3)a*dx.
Catkujae przez czesci otrzymamy:
x*—2x--3)a" 1
log a _10g

Stosujemy do ostatme] catki ponownie metode cal-
kowania przez czesci,

=

{2x—2a*dx.

— 1 .
zatem: | (2x—2)a*dy=—2X 22" [ 2a%dw,
log a log a
x2—2x+3 2x—2
i . I:
a wiee loga  (log .22)2 + (log 2|2
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M. Catke typu: | W (logx)dx,

gdzie W jest wielomianem, sprowadzamy do catki po-
przedniego typu podstawieniem log x=1.

Mamy bowiem x=eé’, dx=e'dt,

zatem [ W (log x) dx = | W (t) e' dt.
Przyktad:
I ={[(log x)*— 2 (log x) + 3] dx.
Podstawiamy : log x=1,
zatem I=({[#?—2¢t-]3]e'dL
Calkujac przez czesei, jak w zadaniu poprzedniem
otrzymamy I=@—4t+7)e,
zatem I = [(log x)®— 4 log x + 7] x.

IV. Catke typu: | x" (log x)™ dx

(m calkowite dodatkowe, n catkowite), mozemy wyzna-
czyé podstawieniem log x =1, jezeli n =—1, lub metodg
calkowania przez czesei, jezeli nd—1.

Pol6zmy mianowicie:

=(log x)™, du=m (log x)mt gx{’

xn-H .
dv=x"dx, v—n+1’ a wiee
xn+l (log x)m m .
L xn m " — n+1 m—1 3
{x" (log )"dx ———~n+1 n+1§x (log X)" 'dx

Postepujac tak dalej dojdziemy wreszeie do catki:
| x"tmdx,

Catki typu: | W (x) (log x)"dx [m >0 catkowite, W (x)
wielomian] sprowadzaja sie¢ do calek poprzednich.
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Przyktad:
I={[2x—3] (log x)?dx.
Catkujemy przez czesci. Zatem
u = (log x)2, du=210gxd7x’

dv=@2 x—38)dx, v=x*—3ux,
wige /= (x*—3x) (logx)®? — 2| (x—3)log x dx.
Catkujemy jeszcze raz przez czesci. Zatem:
e —38)logxdx = (}x* — 3x)logx — | (4 x — 8)dx,
wige [=(x*—3 x)(logx)*—(x*— 6 x) log x + 4 x*— 6 x.

§ 3. Calki funkeyj trygonometryeznych.

I. Jezeli R (u, v) jest funkeja wymierna Zmiennych
u, v, woweczas catke | R (sinx, cosx) dx sprowadzamy
do calki funkeji wymiernej podstawieniem

x
tg—=1=~
g2
Mamy bowiem: 9 sinircos{
sin 2 2 2 ¢t
"r: ==
g X o X 141
sin® 3 -} cos 5
e X 2t
o cos® 5 — sin 2 1—y2
X == ==
: 112
sin? g -+ cos2g T
Poniewaz X =2 arc tg ¢,
t
wiec dx 2d
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Poniewaz sin x, cos x i dx wyraza si¢ wymiernie
zapomocg zmiennej £, wiec | R (sin x, cos x) dx przy po-
mocy tego podstawienia przechodzi w calke funkeji
wymiernej.

Przyktad:

dx
1. I= .
1 §3sinx——4cosx

Podstawiamy tg g— = {, Zatem

2dt
J— 1+ ¢2 _;\,__d.t_w
T\ 6t aa—e Flepge—1
JiFe 14
Y 2 t—
i —i\B 3 Jgp=1 2.
cayli [ 25<t——~}§ t+2) °10g!t-{—2{
o £ — 1
Wiee: [=}log| tg5—3,

tgsf2

II. W niektérych wypadkach chege wyznaczy¢ catke
| R (sin x, cos x) dx dojdziemy do celu szybeiej, uzywa-
jac innego podstawienia.

a) Jezeli R (u, v) jest funkcjg nieparzysts ze wzgledu
na zmienng u, to znaczy, jezeli mamy R (u, v)==
= — R (—u, v), wéwczas podstawiamy:

cos x = {,
Sinx:]/?_-_—hté, dxy=— —— (0<x<n)

b) Jezeli R (u, ) jest funkeja nieparzysta ze wzgledu
na zmienng v, wéwezas podstawiamy:



sin x = f,
cosx=]/1——t72, dle—d_t_? <_£<x<+f)

¢) Jezeli R (u, v) jest funkejg parzysta ze wzgledu
na z i o, t. zn. jezeli:
R (u, v) = R (—u, —v),
wowezas uzywamy podstawienia:

it [—3<sct]]

sinx*-——__l‘ cosx—*l— dx——dL
J1+¢ Ve 1422
Przyktady:
i sin®x
£
1 Scosgx—|—1

Funkeja podcatkowa jest nieparzysta ze wzgledu na

sin x, gdyz sin® x (—sin x)°
cos2x—f—3——ﬁ2x—{—T’
podstawiamy wiec cos x==¢.
t2—1 ( 2 )
t . I— —_—— = f — ,
Zatem \t2+1 =\(1 Fy)dt=t—2arctgt

A wige: I=cosx—2 arc tg (cos x).

cos’ x
4 sin? x—1
Funkc;a podeatkowa jest meparzysta ze wzgledu na

€08 x, uzywamy wiec podstawienia sin x = .
Mamy zatem:

1—1¢? l 1 3 1 3 1
=\t ai=] SRR Pyttt P e L

2. I:\ dx.
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. 1
wige I=—1%1t- f5log 5—1‘—_??1
- i 3 2sinx — 1]
a wiee I=—1%sinx - Flog ’2smx—+—1
3. I=\ dx

lsin?y —4sinxecosx -+ 5cos?x

Poniewaz funkcja podcatkowa jest parzysta ze wzgledu
na sin x i cos x, wiec podstawiamy tg x=u.
Mamy zatem

~

du i du
[-——- _—= —
\,u-—4u+5 \(u—2)2—{—1 are tg (u —2),
wige I = arc tg (tg x — 2).

1I. Jezeli mamy obliczyé calke typu
isin®xcos*xdx (s i k calkowite),
wéwezas z ustepu II, str. 59 wynika, ze
gdy s jest nieparzyste, to podstawiamy cos x={,
» sin x =1,
gdy s i k jest parzyste, to podstawiamy tgx=1=¢.

Jezeli s i 2 nie sg liczbami calkowitemi, wéwezas

podstawiajge sin x==1, otrzymamy:
k—1

jsin®reost xdx={t*(1—1t) 2 d

Ostatnia catka jest calkg dwumienna, ktora umiemy
s+1 k=1 stk

wyznacza¢ w wypadku, gdy jedna z liezb 57, %, %
jest liczba calkowita (str. 34).

Przyktad:
I= H/tgx dx=1sin* x cos * x dx.
Poniewaz sl;—k == (, wiec ecatke obliczamy podsta-

wiajac : sin x = {,
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zatem I=it* a—yltas,
Kiadge ¢== l/;, mamy [=14|2"" (%)t qz

:w4

Podstawiajgc wreszcie

~

\ dw
Jwt41

Rozbijajac funkcje podeatkows na utamki proste *)
i catkujge otrzymamy

otrzymujemy [=—2

| dw 1 1+w)2 4w 1 w2
—=—=lo — —are tg ———.
5w4+1 4)/2 g1»11;]/24—10‘2—}_21/2 -
Poniewaz :
N—2 /1= 70032x
w——l/ z *]/ t? —] sin“’x_VCOtx’
wiee
I 1 01+]/2cotx—§—cotx_i ¢ 12 cot__x

———1lo ——— —ar
2)/2 "1 —}2cot x+ cot x 2 gl——cotx

1V. Calke typu: | W (x) sinmux dx,

gdzie W (x) jest wielomianem, wyznaczamy metodg cal-
kowania przez czesei.

Kladgc bowiem u=W (x), du=W'(x)dx,
dv=sin mx dx, v=—~meos mx.
otrzymamy :
| W (x) sin mx dx == — = W () cos mx—}—im§W'(x) cos mxdx.

Postepujac tak dalej, obnizamy stopieri wielomianu
i wreszeie dojdziemy do calki | cos mx dx lub isin mx dx.

N wtl=+ eV 24D @ —wV 241).
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Przyktad:

I={(@x*—2x+3)sin 2xdu.

Catkujemy przez czesci, zatem
[I=—3@*—2x+38)cos2x+41@2x—2)cos 2 xdx,
1 2x—2)cos2xdx=3(2x—2)sin2x—% {2 sin 2 x dx,
wiec
I=—3%4(*—2x+8) cos2x-+4 (x—1) sin2x -+

4 cos 2 x.
Uwaga.

Funkeje sin* x (2 >> 0 catkowite) mozna zawsze przed-
stawi¢ w postaci sumy sinuséw i cosinuséw wielokrot-
nosci x.

Mamy, jak wiadomo:

sinf x=4—1% cos 2 x,
stad sin®x=1,sinx—13% cos 2 x sin x.

Ale cos 2 xsinx=%sin (2 x 4+ x) — 3 sin (2 x — x).
a wige gin® x=% sinx—1sin 3 x.

Ogoélnie, majac juz takie przedstawienie dla sin* x,
otrzymamy 2z niego analogiczny wzér na sin®t!x
przez pomnozenie obu stron przez sin x i uwzglednienie
zwigzkow:

sin x cos vxr==4% sin (v 1+ 1) x— % sin (v — 1) x,
sin x sin px=% cos (v — 1) x— 4% cos (v 1) x.

Wynika stad, ze calka typu | W {x) sin*xdx (>0

calkowite) sprowadza si¢ do calki typu poprzedniego.

Przyklad:
I={@*—1) sin*xdur.
Poniewaz sinx=%--Lcos2ux,

zatem I=4{(x*—1)dx— i (x*— 1)cos 2 x du.
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Stosujge do drugiej calki metode calkowania przez
czesci, mamy:
j(x*—1)cos2x dr=23% (x*—1)sin 2 x—$ | x¥sin 2 x dx,
jx?sin2xdx=—}xcos2x -+ |xcos2xdx,
jxrcos2xdx=14% xsin2x-+1cos?2ux,
zatem [=}x*—4x—{[2x—83x—2]sin2x—
— 52 x*—1] cos2 x.

§ 4. Calki funkecyj cyklometryeznych.

L | f (arc sin x) dx przez podstawienie arc sin x=t¢
przechodzi w calke: | f (¢) cos f dt. Jezeli wige f(f) jest
wielomianem, wéwezas catke te obliczamy metoda cal-
kowania przez czesci (str. 62).

Przyktad:

= { (arc sin x)® d x.

Podstawiamy: arcsin x=1+¢. Zatem I =|¢%costdt.

Calkujge przez czesei otrzymamy:

I==1¢%sin t — 2 | {sin # dt,
{tsintdt=—tcost-+|costdt=— tcost -+ sin &

Zatem [ = (t?—2)sin # + 2 ¢ cos .

Poniewaz sin¢{=wx, cost= ]/1 —x2,
wiee == [(arcsin x)® — 2] x } 2 ]/1 — x* are sin x.

Il. | W (x) arc sin x dx (gdzie W (x) jest wielomianem),
wyznaczamy metoda calkowania przez czesci.

Kladge bowiem wu=arcsinx, du= ]7125—_27
—_—

dv=Wx)dx, v={W(x)dx=W, (),
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otrzymujemy :

| W (%) are sin x d.x==W, (x) arc sin x — \ Wi (x)“ dx.

T —a

Przyktad:

I={2x arc sin x dx.
Catkujemy przez czesci, a wiec:
[ x*dx
W=
Obliczajac ostatnia calke metoda pedang na str. 48
otrzymamy :
5 V':—g%z —;iVT—“P —+ % are sin x,

I = x* arc sin x —

wiee I=ux®aresinx+4x)/1—x®—4 aresin .

IL. [ W (x) are tg x dx (gdzie W (x) jest wielomianem)
rozwigzujemy metoda calkowania przez czesci.

Kladac bowiem: wu=aretgx, du=£x—2,
do=W(x)dx, v={W()dx=W, (x),
mamy : X
(W) arctgxda=W, (x)arctgx—s%f-
Przyktad:
I=|{xarctgx dx.

Catkujemy przez czesci. A wiee:

2
x
Izé:x‘zarctgx—%xm—gdx.

\‘ xzfdx—\(l———l—>dx-x—arct X
14277 14 x? o g%

zatem \xarctgxdr=%xarctgx—3% x+ 4 are tg x.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 5
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§ 5. Przykiady funkeyj niecalkowalnych ele-
mentarnie. PoznaliSmy poprzednio szereg metod, po-
zwalajgeych w pewnyech wypadkach wyrazié calke nie-
znaczong danej funkeji przez funkeje elementarne. Nie
nalezy jednak sadzié, Ze potrafimy wyznaczy¢ w ten
sposéb calke nieoznaczong dowolnej funkeji -ciagle].
Mozna np. udowodnié, ze calki:

\%dx, \sm xdx, \cos X oy

nie dadza sie wyrazié przez funkcje elementarne.
Wykazano réwniez, ze calki dwumienne nie dadza sie

elementarnie wyrazi¢, z wyjatkiem trzech wypadkéw,

ktére poznaliSmy poprzednio (str. 34). Podobnie calka

w @
gdzie W (x) oznacza wielomian trzeciego lub wyzZszego
stopnia, tylko w pewnych wyjgtkowych wypadkach wy-
raza si¢ elementarnie,

\’ dx

Przyklady.
vodx . .. .
1. Calka \ l;é‘f nie da sie wyrazi¢ przez funkcje ele-
mentarne. Wprowadzajge bowiem nowg zmienng przez
podstawienie x=¢% otrzymujemy

C dx [ e¥
.\‘log x \;dy.

Poniewaz catka po prawej stronie nie wyraza sie
przez funkeje elementarne, to samo dotyczy danej calki.

2. Catka \%\ dx przy pomocy catkowania przez cze-

éci wyraza sie nastepujaco:

" sin x sin x cos X
\ g dx=— + \ — d x.
. x . ‘X"

X
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Po prawej stronie mamy catke nie da]acq sie wyra-
zi¢ przez funkc;e elementarne. A wiec i dana calka
réwniez nie da si¢ w ten sposéb wyznaczyé.

Zadania:

| 3e?* 2"

\ 2x+t dx—3logle —1’_1" log (e* +2),

oo =1 i e

5 =4log —

/1+er 11T e

1 ae”
\a e +b2 ~x=abarc tG b (3,b:*30),

4) {x*e*dx=e* (x* —4 x4 12 x?—24 x -+ 24),

5) le* (x* +x+1)=e*(x?—x+2),

6) | [(log x)>—2log x] dx = x [(log x):— 4 log x - 4],

7) 1 (log x)?dx=1x [(log x)°— 5 (log x)* 4-20 (log x)?—
— 60 (log x)® + 120 log x — 120],

5
8) | x2 (log x)?dx = x_ [(og x)* — % log x 2],

¥ dx 1 1
9 \3—}—cosr V2 are tg(l/‘tg )

10) isin®xJcos x dx=2 (! cos? x—3) cos x [ cos x,

\smz x
Jeos® x
’ dx &

—————— = ———ar¢ tg ([/3 tg x)
57 cos®x—t 2sin2x |14 ! ’
13) jcosx cos 2xcos 3 x=

sin6x , sin4x , sin2x \
— (TR T B ),

11) dy= G+ 1tg? ) tg’x,

12)

5*



+3sinx+47cosx

ey

—~dx =
sin 2 x . Lk

°10g\tgx\—{—510gtg‘4—-}—~!—}—%10g1 gi
15) |sin® x dx==— g5 cos b x - 4% cos 3 x —F cos x,
16) | cos? x sin® x dx = {5 [£ cos b x — § cos 3x— 2 cos x].
17) \fdf*:—’—c—osux—-fcotr,

sin x sin® x
18) {x®cosx dx=(3 x* —6) cosx -+ (x®—6 x)sin x,

19) \ dx—-xtgx%—loglcosx‘,

20) | (arc sin x)?dx=
— x (arc sin 4)? - 2 |/'1— x? are sin x‘——2x,

{ t 1

21) \gcﬁgxdx:——arctgx—{—logl/ I
- 2

22) \1_ix_;arctgxdx———

= (x %arctgx)arctgr—~log]/1—}—x ,

23) | are sin’ vllli—_dx—x—l/l— x? are sin x.

‘_’C

Wskazdowki:

18) Zamienié¢ najpierw iloczyn cosinuséw na sume.
19) Catkowaé przez czesel. 22) Przedstawié licznik
uwlamka w postaci ¥*-F1—1 i rozbi¢ na dwie calki,
nastepnie calkowaé przez czesei. 23) Calkowad przez
czesei.



Rozdzial V.

Calka okreslona (pojedyncza).

§ 1. Definicja calki okreslonej. Niechaj funkcja
y = f(x) bedzie okreslong i ograniczong w przedziale
(ad) (a < b). Podzielmy przedzial (ab) na dowolna liczbe
odeinkéw (niekoniecznie réwnych), ktérych diugosci sa
odp.: Ax,, dx;, ... Ax,.

Niechaj &, &, ... §, oznaczajg punkty wybrane
dowolnie, po jednym z kazdego odecinka.

Utwdérzmy sume:

A=[(&) dx 4 £(E) dwp . +f(Ea) Axn
Znaczenie geometryczne sumy A jest szezegdlnie
proste, gdy funkeja f(x) jest w przedziale (ab) nieujemna.
W tym bowiem wypadku, iloczyn f(§)4x; réwny jest
polu prostokata o podstawie Adx, i wysokosei &)
Suma A przedstawia zatem aczne pole prostokatéw o pod-

stawach Ax,, Axy, ... Ax, i o wysokosciach f (&),
f(§2)7 .« f(gn)~ (RyS- 1)'
Zbiér odcinkéw Axy, dxy, ... Ax,, nazywaé be-

dziemy podziatem d. Dilugo$¢ najwigkszego odcinka,
wchodzacego w sklad podzialu 0, oznaczaé bedziemy
symbolem |0].

Ciag podziatéw {d,} nazywamy ciggiem normal-
nym, jezeli 1i_r;1 |6, =0, innemi stowy, jezeli diugosé

najwiekszego odcinka, wchodzacego w sklad podzialu & s
zdaza do zera, gdy n dazy do nieskonczonosci. .

Dzielac np. przedzial (2 b) na dwa, trzy, cztery, pigé it.d.
réwnyeh odeinkéw, otrzymujemy ciag normalny podziatow.
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=t
Y } I
P | | |
T ]
i
! I Pl
i ! Ly
: : I !
| | | |
| |
| ' i !
! | | i
i | | |
| I | 1
0 a §4 §2 33 g4 b X
Rys. 1.

Obierajac dowolny ciag normalny podzialéw 49,},
i tworzac dla kazdego podziatu J, sume odpowiednia 4,,
otrzymujemy ciag sum { A,}. Dla danego ciagu podzia-
6w {0, } mozemy otrzymac¢ rozmaite ciagi {4,}, za-
leznie od tego, jakie punkty 5 obierzemy.
Okreslenie: Jezeli funkecja f(x) ma te wiasnosé, ze
przy kazdym ciggu normalnym podzialéw
{0.}, ciag sum {A,}, jest zbiezny (bez wzgledu
na to, jakie punkty & obierzemy), wéwezas powiadamy,
ze funkcja f(x) jest catkowalng w przedziale (a, b).
Wykazemy, ze, jezeli funkecja f(x) jest catko-
walna, to dla kazdego ciggu normalnego p o-
dzialéw {d,} odpowiednie sumy {A,} zdazaja
zawsze do tej samej granicy.
Przypusémy bowiem, Ze f(x) jest funkcjg calkowalng
w (ab). Jezeli obierzemy dwa ciagi normalne podzialow
{0,} i { 0, ) iprzez {4, }» {4.} oznaczymy odpowied-
nie ciggi sum, wéwezas ciag podz1alow {0,, 0y, 0y, 0,
. 0., 0, ...] jest réwniez maglem normalnym Zatem,
wedle zalozema ciag sum [A4,, A"y, Ay, A'5, ...] jest cia-
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giem zbieinym. Poniewaz elqgl czgscmwe ciggu zbleznego
sa zbiezne do tej samej granicy, wigc: lim A, =lim 4,.
n—>x n—>cx

Widzimy zatem, ze ciagi sum {A,} i {4, sa
zbiezne do tej samej granicy.

Wspélna granice ciagéw {4, } odpowiadajacych cia-
gom normalnym podzialéw, nazywamy calka okre-
slona funkeji f(x) w przedziale ab.

Catke okreslong oznaczaé bedziemy symbolem:

I;f (x) dx.

Uwaga 1.

Niechaj funkeja y==f(x) bedzie ciagla w przedziale
zamknietym (ab). Wykazemy pézniej, Ze funkcja taka
jest funkejg catkowalna, Zalézmy, ze f(x) >0 dla
a<_x<b. Oznaczmy przez D obszar zawarty miedzy
krzywa, osig x°¥ i rzednemi x=a, x=>5b. (Rys. 2).

Utwérzmy dowolny podziat 0 odcmka (ab'. Niechaj
My, my, My, my, ... oznaczaja najwieksze wzgl. naj-
mniejsze wartosci, jakie funkeja f(x) przyjmuje w od-
powiednich odeinkach podzialu 0. Oznaczmy przez &, §,.

M,

7 a AX1 AXQ b X

Rys. 2.
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wzgl. §y, §; ... punkty, w ktérych funkcja przyjmuje
powyzsze maxima, wzgl. minima.
Zatem

FEY=M, fE) =M, ... fE)=my, f(E)=m,, ...
Niechaj :

A:f(§1)Ax1+f(§2)4x2+---=M14x1+M2/Jx2+...
A’:f(gi)Axl—{—f@:;)ﬂxg—}—...:mlAx1+m2Ax2+...

Prostokaty o podstawach Ax;, Ax,... i wysokosciach
odpowiednio M;, M; ... pokrywajg obszar D.
Prostokaty zas o tych samych podstawach, a o wy-
sokosciach my, m,... mieszezg sie w obszarze D.
Poniewaz dla kazdego ciggu normalnego podzialow
{0,} mamy: b
lim 4,=1im A,={f(x)dx,
n—>w n—>w a
wiec postapimy zgodnie z intuicja, okreslajac pole ob-
szaru D, jako warto$§é calki:

if(x) dx.

Uwaga 2.
b
W calce okreslonej {f(x)dx (w przeciwienstwie do

caiki nieokreslonej!) zamiast x mozemy napisaé inne litery.
A wiee:
b b b )
fWdx=[f®)dt=f(@)dz it d.

Przyklady:

1. Funkeja y=c jest w kazdym przedziale calkowalna i

b

fedx=c(b— a).

a
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Tworzac bowiem jakikolwiek podzial d i obierajac
punkty &, &; ... §, dowolnie po jednym z kazdego od-
cinka wchodzacego w sktad podzialu 4, mamy

f(gl):ca f(§2):cv
zatem A=cldAx;+cdx,+...=c (b—a).
W my$l zatem definicji:
b
lcdx=c(b—a).

Obrazem geometrycznem funkeji y=c jest prosta
réwnolegla do osi x°%. Jezeli ¢ >0, catka powyzsza
przedstawia nam pole zawarte miedzy ta prostg osig
x* i rzednemi x=a, x=2=.

2. Funkeja y=x jest w kazdym przedziale catkowalng i
b b2 - a2
dx= —
yrar 2

Utworzmy dowolny podzial § odeinka (ab). Obiera-
jac punkty &,, 5, ... dowolnie po jednym z odéinkéw
Ax;, Ax, ... podzialu § i kladge f(x)=ux otrzymamy:

fE)=5, fE)=& ...,
zatem A=§ Ax,+&Ax+...+§,4x,.

Jesli oznaczymy przez xy, X3, ... x, Srodki odecinkdw
Ax,, Ax, ... 4x,, to:

A=x Ay +xde,+...Fx,dx, + & —ax)dx, +
+ (52 _x2) A x2 +" '+(§n _xn) A Xy

Oznaczmy punkty podzialu (t. j. konce odcinkéw
wechodzacyeh w sktad podzialu 0) literami

a<la <la,<ag...<a,=Hh.
31+§
2 A

) . « a a;g .,
A.X'g—_——‘ag_al, X2=%_11 t. d.

Zatem: Adxy=a,—a, x, ==
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Zatem xle1+xZAx2+ ox, dx,=

_aj—a’ a, —ai_ b=
2 +2 T 2 2
b2__ 2
Wiee A== a—«}—R
gdzie |R| = }(§ xl)Ax1T(§2—x2)Ax2—{—...\<

—xg|[ 0] 4.
Poniewaz 3g1—x11<‘§é\x1, [gs—uxy| <34x, itd,
wiee |R|<3Ax, 0|+ 4d4x]0i+...=30b—a)|di.

Jezeli zatem obierzemy dowolny ciag normalny po-
dzialéow {0,}, to

b% — | . ;
A, = i -+ R,, przyezem R, <} (b —a) |0,
Poniewaz lim ;6,, r==0, wige lim R,=0, zatem
x —>
2 o2 b b2 — g2
lim 4, b_’_2~<'17, a wiee |x dx== 5 2.

Obrazem geometrycznym funkeji y=ux jest prosta.
Jezeli 0< a<b, to calka okreslona przedstawia pole
zawarte miedzy ta prostg osig x°¥ i rzednemi x=a,
x==b; polem tem jest oczywiscie trapez.

3. Jezeli funkeja f(x) jest w podziale (ab) wszedzie,
z wyjatkiem skonczonej liczby punktéw, identycznie
réwna zeru, wowczas

Iff(x) dx=0.

Niechaj k& oznacza liczbe punktow, w ktérych funk-
cja jest rozna od zera, za§ M maximum funkeji If0
w przedziale (ab). Dla dowolnego podzialu 0 mamy

oczywiscie lAl <o2RM|S.
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Jezeli wiec {0,} jest dowolnym ciagiem normal-
nym podzialéw, zas {A,} ciagiem odpowiednich sum,

}
wOowezas ‘
A, < 2kM !0, n=1, 2,

Poniewaz lim |4, =0, wiec lim A,=0, zatem
n—>0 n—

1) dx = 0.

§ 2. Niektére wlasnosci calek okreslonych.
Z definicji catki okreslonej latwo wynikaja nastepujace
twierdzenia :
Twierdzenie 1.
Suma dwu funkeyj f(x) i ¢ (x) calkowalnych w prze-
dziale (ab) jest funkecja catkowalng i
b 4 4
VI -+ ¢ ()]dx = j Flx)dx + Vi (x) dx.

Dowadd.
Jezeli 0 jest dowolnym podzialem, wowezas mamy
A :f(§1) 4 x, +f(§2) Ax2 + ..

A=pE)Ax +9E)dx+...
A—}—A':[f(gﬂ‘i‘(P(§1)]Ax1+[f(§2)+¢’(§2)]—4x2+“'

Jezeli wieec {d,} jest dowolnym ciggiem normalnym
podziatow, woéwezas

lim (4, +An)—hm A, —|—hm A,

wiec funkc;a f(x) + @ (x) jest calkowalna w (ab) i
\ [f @) +9 @] dxe= \ fx)dx -+ \ @ (x) dx.

Podobnie udowodni¢ mozna nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 2. \
lloczyn liczby stalej ¢ przez funkeje f (x) catkowalna
w (ab) jest funkejg calkowalng i

hﬂcf(x) dx = c?f(x) dx.

Przyktady:
1. Opierajae si¢ na przykladach § 1, wyznaczy¢ war-
tos¢ nastepujacej calki:

I=i{(bx+c)dx.
1 1
Mamy I={bxdx-+{cdr,

zatem: I=b\xdx-+cidx, wige: I=%}b+tc

) ]
2. Jezeli funkcje f(x) i @ (x) roznig sie w przedziale
(ab) tylko w skoriczonej liczbie punktow, woéwezas za-
kladajge, Ze jedna z nich jest catkowalng, mozemy
twierdzid, #ze druga jest réwnieZz calkowalng i ze nadto

Ur dr = 9 (0 dx.

Przypusémy bowiem, ze ¢ (x) jest funkcja calkowalng
w (ab). Na mocy przykladu 3, str. 74, mamy:

Tf®—g@lde=0 . . . . (O
Poniewaz:

FO =170 — 7 @]+

wiec funkeja f(x), jako suma dwu funkcyj catkowalnych
jest calkowalng i na moecy (1)  otrzymujemy Zzadany
zwigzek.

§ 3. Calkowalnosé funkeji ciaglej. Niechaj funk-
cja y== f(x) bedzie funkeja ciagla w przedziale a < x<b.
Utwérzmy dowolny podzial 0 odcinka (ab). Oznaczmy
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przez M,, M,, ... najwieksze zas przez m,, my, ... naj-
mniejsze wartosei, jakie funkeja f(x) przyjmuje, odpo-
wiednio w odecinkach 4 x;, 4 x, ... podzialu d. Polézmy:
S=MAx;, +M;Ax, +...
s=mdx,+mydx,-+... . . . (1)
A=fENAx, FfE)Axy ...
Liczbe S nazywamy gérng sumag, zas s dolna

suma, odpow1ada1aca podziatowi 9.
Mamy oczywiscie: s<CA<S.

Lemmat 1.

Jezeli f(x) jest funkeja ciaglta w prze-
dziale (ab), zas$ {d,} oznacza dowolny nor-
malny cigg podzialéw odeinka (ab), wéwezas

lim (S, —s,)=0
n—>

(S., s, oznaczajg sumy gérne wzgl. dolne odpowiada-
jace podziatowi ¢,).
Dowéd.

Niechaj 0 bedzie dowolnym podzialem. Zachowujac
poprzednie znakowania mamy na mocy (1):

S—s=M, —m) Adx; +(My—my) Ax, ... (2)
Poniewaz funkcja f(x) jest jednostajnie ciggta w prze-
dziale (ab), wigc obierajac sobie dowolng liczbe &> 0,
znalezé mozemy takie 7 >0, ze, jezeli |&'—§"(<(n,
wéwezas |£(§)—f(§")| < e Przypuszezajae, ze |0 <1 to:
M1-m1<87 MQ'—m2<57
A wige:
S-—s<edx, —{-eAx,—q— =e(dxy - Ax ),
czyli: 0< S—s<e(b—a), jezeli 6| <<y . . 3
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Poniewaz lim |d,|=0, wiec istnieje takie N, ze .dla

n-—>x
kazdego n > N bedzie |, |<n. Mamy stad na mocy (3): -
0LS,—s, <e(—a) dla n™> N.

Poniewaz & moze by¢ dowolna liczba dodatnia, wiee

lim (S, —s,)=0.
n—n

Lemmat 2.

Niechaj 0 i ¢’ beda dwoma podziatami (ab).

Jezeli f(x) jest funkcja ciagla w (ad), zas
S oznacza gdérng sume odpowiadajgcqg po-
dzialowi 0, s dolng sume odpowiadajaca po-
dzialowi 0, woweczas

S> s

(ezyli kaida suma gérna jest réwna lub wieksza od
jakiejkolwiek sumy dolnej).

~Dowdd: Niechaj:
S=MAx;+MAx;4-..., s =m Adx;+mAdx,+...,

Zalézmy na razie, ze f(x) >0 dla a <<x<{b. (Rys. 2).
Niechaj w tym wypadku D oznacza obszar migdzy
krzywa y=f(x), osig x°" i rzednemi x=a i x=5s.
Latwo zauwazyé, ze prostokaty o podstawach dx;, 4x, ...
i wysokosciach M;, M, ... pokrywaja calkowicie obszar D,
i ze w obszarze D mieszezg sie catkowicie wnetrza
prostokatéw o podstawach Ax), Ax)... i wysokosciach
odpowiednio m,, m, ... Wynika stad, ze prostokaty o pod-
stawach Ax,, Adx, ... pokrywaja prostokaty o podstawach
Ax, Adx, ... Poniewaz S jest suma pél pierwszych pro-
stokatéow, za§ s’ sumg pdél drugich, wiec

S>s.
Jezeli teraz funkeja f(x) nie jest funkcja nieujemng
w (ab), to ktadac
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f(x) —m
[m oznacza najmnie, varto$é funkeji f(x)]
mamy : 7(.\') > “dla a << x b

Zatem S > (gdzr s oznacza gorng sume funkeji
f(x), odpowiadajaca p ziatowi J, zas s dolng sume,
odpowiadajaecg podziato i 0').

Lecz S=DMAx, +M,Ax, +...=

=My —m)Adx, +(My—mg)Ax,+ ...

(Il_l1 ll_lz, oznaczajg najwieksze wartosei funkeji 7f (x)
w przedzialach Ax, 4x,..).

Zatem S=8—m(b— a).
Podobnie otrzymamy
s=3s —m(b—a).

Poniewaz S p== ;,
wiec S—m((b—a) >>s —m(b— a),
czyli S>> 5.

Twierdzenie.
Funkcja y=/(x) ciagla w przedziale (abd)
jest w tym przedziale catkowalna.

Dowéd.

Niechaj {d,} oznacza dowolny ciag normalny po-
dziatéw, |S,}, {s,] sumy gérne wzgl. dolne, odpo-
wiadajace podziatom 0, zas {4, ) sumy okreslone w § 1.

Jezeli p i ¢ sa dowolnemi liczbami naturalnemi,
woéwcezas na mocy lemmatu 2

S11,>/Sq, S(I /,\2'81)'

A zatem S,— 8,28, S
S, —8,>s,—8,.
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Wynika stad:
—(S,—s,)<8,~ <8S,—s, . .

Poniewaz na moey lemma 1) lim (S, —s,) =0,
wiec obierajac dowolng liczbe ¢ 0, znajdziemy takie N,
ze dla n >N 0<s, —.
Jezeli wiec p >N i ¢ >N woéwczas na moey (1)

’ —eL S, —8, e,
czyli —8, 1<
{

E.

A

ql €

Widzimy stad, ze ciag {S,} speinia warunek Cau-

chy'ege, jest wiec zbiezny.
Poniewaz: $,=8,—(S,—38.),
wiec na mocy lemmatu 1:

lim s,==lim S, . . . . . (2
n—>% n—>%
Z uwagi na to, ze
$p <A, < 8a
wynika na mocy (2) istnienie granicy
lim A,.
n—>w

A zatem funkcja f(x) jest funkeja calkowalna w prze-
dziale (ab).

§ 4. Niektére warunki calkowalnos$ei. W uste-
pie tym podamy (bez dowodu) pewne warunki calko-
walnos$ei funkeyj niecigglych.

Twierdzenie 1.

Funkecja ograniczona i posiadajgca skon-
czong liczbe punktéw niecigglosci w prze-
dziale (ad) jest w tym przedziale catkowalna.

Wynika stgd latwo, ze funkeja ograniczona i posia-
dajgca skonczong liczbe punktéw nieciaglosci w (abd),
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jest calkowalna w kazdym przedziale czesciowym (a, f)
@<a{B<h).
Waznem jest réwniez nastepujgce:

Twierdzenie 2.

Jezeli funkcja jest calkowalna w prze-
dziale (a,b), wéwczas jest rédwniez calko-
walna, w kazdym przedziale czesciowym (a, 5)

(a<Lal3<h).
Przyklady:

1
1. Funkcja f(x) = rlogx

(0 < x<1) jest ciagla we-

wnatrz przedziatu (0, 1). Jezeh okredlimy ja w konecach
przedzialu w ten sposéb, ze f(0) =0, f(1)=—1, to
jak tatwo sprawdzié

lim f(x)=7(0), lim f) =7f(Q).
x =340 x—>1-0

Funkeja ta jest zatem réwniez w konecach przedzialu
ciggta, a wiece catkowalna w przedziale (0, 1).

2. Funkeja f(x) =sin +, 0 < x< 1, f(0) =5, jest
funkcja catkowalng w przedziale (0, 1), gdyz posiada
w tym przedziale tylko jeden punkt nieciggtosei x =0,
a ponadto jest ograniczona.

3. Funkcja: f(x)=1 da 0 <5y <1,

=0 , 1x<2,
=3 , 2Lx<y
jest catkowalna w przedziale (0, 3). Jest bowiem

ograniczong i pos1ada tylko dwa punkty nieciaglosci,
x=11ix=2.

§ 5. Rozkladanie przedzialu calkowania.

Twierdzenie.

Jezeli a<b<c i jezeli funkeja f(x) jest
calkowalna w przedziale (a, o),

Rachunek rézniczkowy i calkowy. 6
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wowezas :

Sf(x)dx+if(x) dxz?f(x) dx.

Dowad.

Utwérzmy ciag normalny podziatéw {d,} odeinka
(a, ¢) taki jednak, by punkt & byl punktem podzialu
kazdego 0,. Oznaczamy przez {A4,} ciag sum odpowia-
dajgcych podzxalow1 {0,}). Sume¢ A, mozemy przedsta-
wi¢ nastepujaco:

A, =[fEDAx +fE)Ax, .. 1+
FUENAx) +fEDAx) 4.1,

gdzie Ax;, Ax, ..., wzgl. Ax], Axy ... oznaczaja od-

cinki podzialu 6,,, mleszczace sug w (a, b), Wzgl (b, ©).
Oznaczajgc przez A, sume zawarta w pierwszym

nawiasie, za$ przez A, sum¢ w drugim, mamy

A=A, +4, . . . ..

Jezeli zalozymy, ze funkcja f(x) jest ealkowalna
w (a,¢), wéwezas na mocy twierdzenia 2, § 4, bedzie
réwniez catkowalna w (a, b) i (b, ¢}, a ponadto:

4 b
lim A,={f()dx, lim 4, =|f(x) dx,
n—-—>w% a n—>w©x a
lim A} =1{f(x)dx.
n—>ow b
Stgd na moey (1) wynika nasze twierdzenie.

Przyklad:
Niech dana bedzie funkeja f(x) okreslona w prze-
dziale (0, 1) w spos6b nastepujacy:
f@=x dla 0 {x<3}
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- Funkeja ta jest ograniezona i ciagla w calym prze-
dziale (0, 1) z wyjatkiem punktu x =4, zatem catko-
walna. Mamy:

|f@dx =] f) dr 4 f @) dx,
—xdx-11.dx,
=4-+4=3%

(Por. przyktady do § 1).

§ 6. Niektéore nieréwnosSei dla calek okre-
slonych.

Twierdzenie.

Jezeli funkeja calkowalna y==f(x) w prze-
dziale (a, ) spelnia warunek:

f(x)\M, dla: a <<x<b,
wowezas m(b—a)< f(x) dx < M (b—a).

Dowdd.

Dowd6d wynika z uwagi, ze dla kazdego podziatu 0
mamy : mb—a <AL Mb—a).

Uwaga.

Z poprzedniego twierdzenia wynika, ze jezeli f(x) >0,
wOowcezas

(f@de>0

Mozemy bowiem przyjaé m = 0.
6*
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Wynika stad latwo, ze jezeli dla funkeyj f(x) i @ (%)
catkowalnych w (a, b) zachodzi nier6wnosé

fO<p®, daaxb,

wéwezas (f@de<ig®dr . . . . (1)
Mamy bowiem @ (x) —f(x) >0, dlaa<<x<b,

zatem l; [ () —fF(x)]dx >0,

wiee ?(p(x)dx—?f(x)dx}O.

Stad zas wynika nieréwnosé (1).

Przyktady.

1. Przez wyznaczenie extreméw latwo sie przeko-
naé, ze dla f(x) =x (1 — x) jest

0<LfW<E  O<e .

Przyjmujac we wzorze poprzednim m =0, M =1,
otrzymujemy nieré6wnosé
1
0l —)dx < £
o
Istotnie, obliczajac calke w znany sposéb, otrzymamy
warto$é %, spelniajaca te nieréwnosé.

2. Funkecja f(x) =x* (x> 0) jest ciagla w prze-
dziale (0, 1), jezeli sie uméwimy, ze f(0)=1 (tom I,
str. 192, przyktad 1). Jak latwo sprawdzié (por. tom. I,

str. 185, zad. 4), funkcja ta osiaga tam minimum dla
1

x:%, wynoszgce e77, ktore jest zarazem jej wartoSeig
najmniejsza. Z drugiej strony oczywiscie f(x) <1
1

(0 < x < 1). Mozemy zatem przyjaé¢ m = e °, M=1.
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W ten sposéb dostajemy nieréwnosé

1 1 1

e “<lx"dx<1l (e °=0692..).

0

W tym wypadku doktadna warto$é catki nie da sie
elementarnie wyznaczyd.

3. Jezeli f(x) i ¢ (x) sa funkcjami ciaglemi w (a, b),
wowezas dla kazdego 4

I3 =1f@ 4 g @Fde> o0,

stad  IT(A)=2{¢*(x)dx 122 ?f(x) @ (x) dx +

—}—ifz(x)dx>0... B )]
Poniewaz wielomian
al®4-2bl+c
jest tylko wtedy dla kazdego A nieujemny, gdy
b* —ac <0, czyli b2 <ac,

zatem na mocy (2)

[f@eW@dlt < | f @dr. ¢ @dx . @)

lub f?f(x)¢(x)dx|<l/§f2(x)dx. ]/23¢2(x)a’x “4)

Dla ¢ (x) =1, otrzymujemy

HZf(x) dx| < VT:a‘l/f 12 (x) dx.

Nier6wno$é (3) wzgl. (4) (ktéra, jak mozna udowod-
ni¢, zachodzi dla kazdej pary funkcyj catkowalnych),
nosi nazwe nieréwnosci Schwarza.
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§ 7. Granice ealki. WprowadZmy nastepujace
okreslenie: jezeli funkeja f (x) jest calkowalna w (a, b)
a < b, wowczas polézmy:

lif(x)dxz-——’ff(x)dx,
?f(x)dxzo.

Twierdzenie,

Jezeli a, b, ¢ sa dowolnemi liczbami,
wowcezas:

?f(x)dx‘*—if(x)dx:ff(x)dx R )

pod warunkiem, ze wszystkie powyzsze
catki istnieja.

Dowéd.

Jezeli a<b < c, wowezas zwiazek (1) wynika z twier-
dzenia § 5.
Przypusémy, ze a<c<b. Zatem

(@ axtf @ dr=|f@dx,
a wigc: ff(x)dx ?f(x) dx-:gf(x)dx,
stad : ’\]f(x) dx —{—j\) f ) dx.——(ﬂ f (x) dx.

Jezeli przypuseimy, ze a=c, woéwezas twierdzenie
jest oczywiste. Mamy bowiem w tym wypadku

lff(x)dx—}—zf(x)dx=0=ajf(x)dx.

Podobnie, jezeli b=c¢, lub a=2.
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Uwaga 1.
Wzér powyzszy mozemy réwniez napisaé w naste-
pujacej postaci:

@ dx ] f@ax ] feax=0.

Uwaga 2.
Liezby a, b wystepujace w calce

?f (x) dx

nazywamy granicami powyzszej calki bez wzgledu
na to, czy a<(b lub a >b. Liczbe a nazywamy granicg
dolna, b zas granica gorna.

§ 8. Funkeje gornej (dolnej) granicy calki.
Jezeli funkeja f.(x) jest catkowalng w (a, b), zas a jest
dowolnym punktem przedzialu (a, ), wowczas mozemy
okresli¢c nowa funkcje F (x) wzorem :

X

Fx)=|f() dt a<lx<b.

Funkcja F (x) bedzie okreslong dla wszystkich x
przedzialu (a, b). Funkecja F (x) jest wige funkejg gérnej
granicy calki z funkeji f (x).

Podobnie moZemy rozpatrywaé funkecje dolnej gra-
nicy calki z funkeji f(x), t. j. funkeje

&=/ dt

Jasna jest rzecza, ie P (x) = — F(x).
Nalezy pamieta¢ o tem, ze funkcja girnej, wzglednie
dolnej granicy zalezy jeszcze od obioru punktu a.

Twierdzenie.
Funkeja F(x)={ f(#) dt jest funkecja ciagla

w kazdym punkecie przedziatu (a, d).
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Dowdd.
Niechaj x, i x, -+ # beda dowolnemi punktami prze-
dziatu (a, ). Mamy:
X0+ 4

F o2 — F) = (&) dt— (£ (2) di=

xu—{-/
f(t) a’t-{— f(t) dt,

zatem na mocy twierdzenia § 7
. xo+ 4
F(xo—{—/,)—F(xO)z_(f(t) dt . . . Q)

Przypusémy, ze | f(x)| <L dla a < x < b.
Na mocy twierdzenia § 6 str. 83 1 (1):
|F o724 — Fx) | <L|lxg+A—ux, =LAl
Widzimy stad, ze:
lim | F(x, + 4) — F(x,) | =0.
1—>0

A zatem funkeja ff(t) dt jest funkejg ciaglg.

Uwaga.

Oczywiseie funkcja @D (x) = f(#) dt jest rowniez
funkcja ciagla, gdyz x

@ (x) = — F (x).
Przyklady:
cdt, . .
1. Caltka F (x) = \ — jest funkeja ciaglg dla x > 0. Jak

2t
1

latwo sie¢ przekonaé [por. tw. 3, § 9] jest F (x) = log x.
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X

t
2. Podobnie F (x) ZS%P jest funkeja ciagla dla
wszelkich x. (Mamy tutaj F (x) = arc tg x (por. tw. 3, § 9).

X

3. Catka F(x)== K dt

Ja—ty a—Ek*t?)
0
réwniez funkejg ciaglag dla 0 < x < 1. Funkecja ta jed-

nak nie da sie wyrazi¢ przez funkecje elementarne. Jest
to t. zw. catka eliptyczna. x

in ¢
4. To samo dotyczy calki F (x) == g S—lrtl— dt cigglej dla

(0<k<1) jest

o
wszelkich x. (Dla ¢=0, jako warto§¢ funkeji podcal-
kowej przyjmujemy 1).

§ 9. Calka okreslona a funkecja pierwotna.

Twierdzenie 1.

Jezeli funkcja f(x) jest catkowalna w (a, b),
a<la{bialx<b, wowezas pochodna funk-
cjil f(t)dt istnieje i r6wna sie funkecji podcal-
koWej w kazdym punkecie, w ktorym funkecja
ta jest ciggta.

Dowéd.

Przypusémy, ze f(x) jest funkcja ciggla w punkeie
X, przedzialu (a, b). Obierajgec zatem dowolng liczbe

e >0 mozemy znalezé takie 7 >0, ze dla kazidego
punktu x przedziatu (a, b), speiniajacego nieréwnosé

le—x, [ <e . . . . . D)
zachodzi¢ bedzie:

L) — flx) | e,
czyli fl) —elf@WL fl)fe . . . (2
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Kladae F (x) :T [ () dt zauwazymy, ze
FO=F@)_ 1 {0 4

X — Xy XXy J
Xy

zatem, jezeli x spelnia nieréwno§é (1), wéwezas na mocy
nieréwnosei (2) i twierdzenia z § 6:

F (x) — F(x,)
e

0

f(x) — &< < f (x) + &

Poniewaz ¢ obraliSmy dowolnie, wiec

F(x)— F (x)
m.—

x—1—1—9x0 X — X, =1 ),
czyli F' (x,) istnieje i F'(x) = [ ().

Z twierdzenia powyzszego wynika odrazu nastepujace:

Twierdzenie 2.

Funkeja f(x) ciagta w przedziale (a, b) po-
siada w tym przedziale funkcje pierwotna.
Funkecjg pierwotng jest funkeja

F@=1f(t) dt--e.

Uwaga.

Twierdzenie (1) mozna réwniez wypowiedzie¢ dla

funkeji D (x) =i f (¢) dL.
Mamy bowiem
V() dt=— f(D)dt.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze D' (x) = — f(x).
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Twierdzenie 3.

Jezeli F(x) jest funkecja pierwotng funkeji
f(x) cigglte] w przedziale (a, b), woweczas

[f(dt=FW—F@, a<a<b a<x<b.

Dowdd.
Poniewaz F(x) i | f(¢) dt sa funkcjami pierwotnemi
o

funkeji f (x), wige réznig si¢ tylko o stata. Zatem
[ f (&) dt=F (x)+ec.

Kladge x=a, otrzymamy 0= F () +¢. Wynika
stad, ze ¢ = — F(a), zatem:

Jff(x) dx = F(x) — F(a).

Uwaga.

Kladge w poprzednim wzorze x= b, a=a otrzy-
mamy : b
\f(Hdt=Fb)—F@ . . . . ()

Wzor powyzszy pozwala nam obliczy¢ calke okre-
slona, gdy znamy funkeje pierwotna, t. j. calke nie-
okreslong.

Dla krétkosei piszemy wzor (1) czesto w innej postaci:

Np. | f(t)dt=F(5)

2
gltdt:tj;:é_izﬁ
! 2’ 2 2 2
1
Przyktady: .
1. Wyznaczy¢ calke: -Ssin x dx.
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Poniewaz | sin x dx == — cos x,

wiee {sin x dx = —cos § -} cos 0 =1,

ct/wl'g

1
2. Wyznaczyé catke |[x"dx - n>—0.
o

Poniewaz fx"dx = P

wige | x dx:m.

»

2
3. Wyznaczyé calke S ﬁ; dx a_>0.
o

Poniewaz S 3_|_ < dx = % log (a° - x%), wiec

x2
K — dx = %log 2 a% — { log a® = { log 2.
:1
. a Pt x .
4. Wyznaczyé calk SSin4fdx
-y y ¢ ) costx I

)
4
sin* x  tg* x

=t t
cos® x  cos?x ghx (1 tg* .

Mamy

Kladac wiee tg x = ¢ otrzymujemy

sin® x 1 2 £_tghx
gcos xd t(1+t)1—|—t2 5 5
T
sint x0T g0 1
a stad gcssxdx_ 5 5 5
0
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T
T

5. Wyznaczy¢ calke I, = | sin” x dx (n naturalne).
. 0

Dla calki nieoznaczone] | sin" x dx otrzymaliSmy
(por. str. 15) wzér rekurencyjny

) cos xsin"'x n—1¢(¢ .
| sin” x dx = — =4+ P sin” %x dx.
n

Stad

T

12
2
-+ g sin” ?x dx.
n o

113
= . 2 2
2 cos x sin” ' x n—1
I,==\sin"x dx=— ‘
0 ! n
0

0

Jezeli n > 2, to pierwszy wyraz po prawej stronie
réwna sie¢ zero, wiec
n—1
In = 1n72'
n

Przy pomocy tego wzoru oraz z uwagi na to, ze
I, =%, I, =1 otrzymujemy latwo przez indukeje

; 1 3 2n—1 =

1 in2n e e — . e —— .y
12,,—§Os1n xdx 21 2 5
5 12 4 2 n
I J— s2n+1 e — o — s e ——————
pnti =] A=y s e T

§ 10. Twierdzenie o wartosci Sredniej (cal-
kowe). Jezeli funkcja f(x) jest calkowalng w prze-
dziale (a, b), wéwczas wyrazenie:

1
— d
b—a if(x) *
nazywamy wartosciag $rednia funkeji f(x) w prze-
dziale (a, ).
Waznem jest nastepujace:
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Twierdzenie (calkowe o wartosei Sredniej).

Jezeli funkecja f(x) jest ograniczona i cia-

gta wewnatrz przedzialu (a b), woéwezas

istnieje taki punkt § wewnatrz tego prze-

dzialu (t. zn. a < §<#b), ze:

[O= 1 [ dx

— !
Dowdd.
Polézmy:

FW= f@®dt daa<x<b . . (1)

Funkeja F(x) jest funkcja ciagla w (a, b)) i na moey
§ 9, posiada wewnatrz tego przedzialu wszedzie pochodna:

F@=f@ a<x<lb . .. (2

Zatem z twierdzenia o wartosci Sredniej poznanego
3

w rachunku rézniczkowym wynika, ze istnieje liczba S,
spelniajaca zwigzek:

FO)—F@=@0—aF (§) a<li<ldb . @)

Poniewaz na mocy (1)
b a

F(b)=§;f(t)dt, F(a):—};f(t)dt:o,
wige na moey (2) i (3)
L rat=@—a 1.
Stad otrzymjljemy nasze twierdzenie.

Przyklady:

1. Srednia wartosé funkeji f(x) = x (1 —x) W prze-
dziale (0, 1) wynosi

‘gf(x) dx =%
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Poniewaz jest to funkeja ciagla, wiec dla pewnego
x=§(0 <5< 1) mamy § (1 —&) =1, co tatwo spraw-
dzi¢ bezposrednio.

2. Srednia warto§é funkeji f(x¥) = x sin x w prze-
dziale (0, /) wynosi

1 .
;stmx dx =1.
o

Wobec ciagtosci tej funkeji, dla pewnego & prze-
dzialu (0, 7) jest §sin §=1. (Latwo bezposrednio udo-
wodnié, ze istniejg co najmniej dwie takie wartosci §).

Zadania.

1) Wyznaczyé nastepujace calki okreslone:

+
a)g dx @
a® b2 x® 4ab’
- 2
x2dx —
b) “:29 6_§%,
.\V4+2x BVe—t
1
‘ dx
E— 5
C) Sx2+5x+4 310g47
1
1
d) dx 2w
*—x-4+1 33

N
K

e) {cos mx cosnx=10 przy m==n,
’ = , m=n
(m, n calkowite, dodatnie),
P 3T
f) laresin x dx= 35 —1,
0
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1
2 1
g)‘ * + dx = nf,
Jat a1 2 )2
0
% d
x
2 =y,
)Sl—f—cosx
[
. T dx T
4 Sa2cos2x—{—b2sin2x——2ab 2>0,6>0,
0

J) EVﬁde=Vl—§+%log(1 +72).

2) Wykazaé, ze s$rednia wartosé promienia wodza-
cego elipsy

p— P
1—scos g
rowna sie polowie jej malej osi. (Jak wiadomo
b? Va*— b2

= —y &= ——
p a a

gdzie a, b oznaczaja polowe duzej i malej osi). Nalezy
wyznaczy¢ srednig wartosé funkeji

Y

1—c¢ecos @
w przedziale (0, 2 ).

3) Obliczy¢ srednig wartosé funkeji
cos? x

f&)= sin® x + 4 cos? x
w przedziale (0, ;[) i sprawdzié¢ bezposrednio, Ze wynik
wynoszacy §, jest wartoscig funkeji f (x) dla pewnego
x=§ tego przedzialu.
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4) Przyjmujgc w nieréwnosei
4

m®—a)<{fWdx<<M@d—a)

za m i M najmniejsza i najwieksza wartosé funkeji
[@) =x(1 — %)? w przedziale 0,1), wykazaé, ze
1
0 < §x(1 —x)2dx<§47,
nastegpnie zas sprawdzié to bezposrednio, obliczajac catke.

5) Obliczyé w granicach od 0 do x catke funkeji
[ (x) okreslonej w sposéb nastepujacy :
f=1—x dla 0 < x <1,
[f@=0 » 1<x<2,
fOW=C—n® |, 2<xr3
i sprawdzi¢ bezposrednio, ze otrzymana funkeja jest
ciagla w przedziale (0,3) i ze jej pochodna w kazdym
punkcie wewnetrznym tego przedziatu istnieje i réwna

sie f (x).

6) Przy pomocy wzoru na str. 16 (przykiad 2) wy-
kazaé, ze:

7 2.4 ...2n
2n-1 — . .,

Joost Thxdx = o . @nE1)

?cos“xdx=1 SECE ek VU

.3
2.4...2n 2
dla wszystkich naturalnych n.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. _Zﬂw—-’



Rozdziat VL

Przeksztalcanie calek okreslonych.
Calkowanie ciagéw i szeregdéw.

§ 1. Zamiana zmiennych w calkach okreslo-
nyech. Przypusémy, ze w calce okreslonej:
b

V[ () dx

cheemy uzyé podstawienia x = ¢ (£).
Wzoér na zamiane zmiennych w calkach okreslonych
jest nastepujacy:

b 3
[ f@dx=]fle (D] ¢ @® dt,

gdzie ¢ (@) =a, ¢(B)="0.

Wzér powyzszy udowodnimy przy zaloZeniach:

1. Funkcje @ (#) i ¢ (#) sq ciagte w (a, 5).

2. Funkeja f(x) jest okreslona i ciggla dla wszyst-
kich wartosei, jakie funkcja x = ¢ (¢) przyjmuje w prze-
dziale (a, 9).

3. p(@) =a @ (B)=0b.

Dowdéd.

Oznaczmy przez M wzgl. m najwiekszg wzgl. naj-
mniejszg wartosé funkeji

x =@ (1) a<t<Lp
Niechaj Fx)={f () dx m<x <M.
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Na mocy twierdzenia o podstawianiu w catkach nie-
okreslonych (str, 7)

Flp@l={fly®] ¢ () dt dla a <t <B.

Stad

2 ,
1l (D19 () dt=Flp ()] — Fly ()] =
, =FO—F@ (1)
Poniewaz { f () dex=F(b) — F(a) 2)
wiec z poréwnania ostatnich dwéeh réwnosei, otrzymu-
jemy zadany wzdr.

Nieraz nie potrafimy wyznaczyé calki nieoznaczonej
danej funkeji, a mimo to zdolamy obliczy¢ catke okre-
slong w pewnych granicach przy pomocy stosownej
zamiany zmiennych.

Uwaga.

Gdybysmy zamiast zatozenia 3. mieli

pBr=a g@@=0b
wowezas, jak latwo stwierdzié, mielibySmy zamiast
zwigzku (1)
/? R
|l (D19 (¢) dt = F (a) — F(b)
Stad na mocy zwiazku (2)

b 43

| f@ dxe =1 flp®] ¢' () dt.
Przyklady:
1. Wyznaezyé catke

I={x]J1+F dx.
0 7*
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Podstawmy 1T+ 2=t
czyli x=r—1
Mamy dla f=1 x=0, t:VE x=1.
Poniewaz dx == tdt:,
V&—=1
Ve
. Ve 2
wige I————Stdt-:g =1—31=1
1

2. Wyznaczyé calke:
i log (1 -+ x)

A B S dx.
0
. . __dt
Pol6zmy x=tgt dx= cos? 1
Nowe granice catkowania beda, jak latwo widzieé, 01 7.
Zatem k2
4 i
log (1+ —{—x) S log(1+tgdH dt 4
= l =
S 1 T gt cosz 0T tehdt
0
4 sint4cost ,, n V2 cos (3 — t)
o §) log cos £ it = é, log = cos ¢

7 n
Slog]/— dt—}— log cos (5 —£) dt — | log cos t dt.

Ktadge w drugle] calce ; —t=u, dt=—du, mamy

e {]

T
0 vy
log cos (5 — t) dt= | — log cos u du = log cos u du.
T
Zatem dwie ostatnie calki si¢ znosza.
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Otrzymujemy wiec

log}/2dt = Zlog 2.

3. Wyznaczy¢ calke:

T
K xsinx
J1 4cos?x
0
Mamy
. T -
X sin x K xsin x § x sin x
——g—dx=\—"""—d ——dx.
Sl—{—coszx J1+cos?x x+¢1+cos2x ’
0 0 T
N 2
Kladgc w drugiej calce x=m—*, dx=—d¢, mamy
g, X sin x o \E)(fv———l)sin(n———t)dt__
1—{—cosx J 14cos?(w— ) o

(n— f) sin ¢
1 +cos?t

x zamiast £, mamy

o(_/ﬁl\)’fq

Piszge znowu

13 4
T ) )

X sin x x sin x sin x
FEL RPN PP Y
J1 4 cos® x 1+ cos? x J1+4cos
(3] 0 0
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Obliczajac te calke w znany sposéb, otrzymujemy
ostatecznie

X sin x

1F cos?x™ ™ 2

Oy g

Zadania:

Wyznaczy¢ nastepujace catki oznaczone:
: H—n3 3w

DI —=)®) dxr="=
0 32

Podstawienie x = sin3 ¢.

2) ?xz Z—;idx———(g——g)ﬁ (@a>0).

4 3
Podstawienie x == a cos . )
2a -
9 | = e =g 2T
Vit af 142
Podstawienie x = a tg .
Za - T 2
4) | J2ax — 2 dx =_~;~-
)

Podstawienie x = 2 a sin? .

§ 2. Calkowanie przez czesci. Przypusémy, ze
funkeje f(x) i @ (x) sq ciggle wraz z pochodnemi w prze-
dziale (a, b).

Niechaj F(x) = f{x) p (x).
Mamy F'(x)=f@) ¢ @)+ f @) ¢ @).

b b
Poniewaz {F'()dxr=F)],
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wige [ 1 (9 (@) +f' @ g Wl dx =76 g I
Stad
gf(x) @' (x) dx:—‘f(x)¢P(X)L-—if'(x)lp(x)dx. (1)

Przyklady:
1. Wyznaczy¢ calke:

T
| x cos x dx.
0

Przyjmujac we wzorze (1) f (x) = x, zas ¢ (x) =sin x,

otrzymamy
T .’/T
Kxcosxdx-—xsmxl jsin x de = — 2.
1] 0 0

2. Wyznaczyé calke:
15 x2 (1 —x)3dx.

_(1—=x*

Przyjmujac f(x) =x% @ (x) = 1 )4, dostajemy

— x)*
4

1 — 4 1
gx2(1—x)3dx=—x29—4’i||+gz O .

Pierwszy wyraz po prawej stronie rowna sig¢ zeru.
Catkujac jeszcze raz przez czesci, otrzymujemy

1
[ 1—ux)° )P
%sr(l—vwx— %*(“*x)”l K“—w")
Pierwszy wyraz znowu odpada, zas
(1—ux)8
Tﬁ (1_x)5dx:——%6_—_)_ t :-6‘10

Zatem x 1 —x)Pdx =4
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§ 3. Calkowanie ciggéw i szeregdéw. Udowod-
nimy twierdzenie nastepujace:
Twierdzenie 1.

Jezeli cigg funkeyj {u,(x)] ciagtych w prze-
dziale(a,b) zdaza w tym przedziale jednostaj-
nie do funkeji u(x), woweczas ciag funkcy1

{S u, (@ dt} zdgza jednostajnie do funkeji S () dt

w przedziale (a,b).

Dowaod.

7 jednostajnej zbieznosci ciagu {u, (x)} wynika, ze
funkcja u(x) jest funkeja ciagtg (T. I, str. 215 i 218)
i ponadto, ze do kazdej liczby & >0 dobierzemy taka
liczbe N, ze dla kazdego n > N bedzie zachodzié¢ nie-
FOWIOSC: lu, () —u@) | <s dla a<<{x<b.

Zatem dla n > N na mocy § 6, str. 83

[u (t)—u(t)]dt} s(r—a) < e(b—a),
czyli ‘Su (t)—Su(t)dt\ e(b—a) dla a<x<b.

Poniewaz ¢ jest dowolng liczbg dodatnig, wiec ostat-
nia nieréwnos¢ wskazuje, ze mag funkeyj: {5 u, () dt
zdaza jednostajuie do funkeji Su () dt.

Uwaga.

7 powyzszego twierdzenia Wynika dla x==15
lim \ u, (Hdt=\| u(t) dt
n—0 a .

A wiee przy ciagu ]ednosta]me zbieznym mozemy
znak catki zamieni¢ ze znakiem granicy.
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Analogiczne twierdzenie mozna wypowiedzieé¢ dla
szeregow jednostajnie zbieznych.

Twierdzenie 2.

Jezeli funkecje {f, ()} sa ciggle dla a<{x<bije-
zeli szereg Ef,,(x) jest jednostajnie zbiezny w (a,b),
przyczem }:(;C) jest suma tego szeregu, wéwczas

szereg: 0 x
2 [ f.@®)dt (a<x<b)

n=1a
jest jednostajnie zbiezny i
2ifwat=1f0d  @<x<v)
W szezegéblnosei
3 wat=\f@a

Dowdd wynika tatwo z okreslenia jednostajnej zbiez-
nosci szeregu i twierdzenia 1.

Przyktady:
1. Cigg {u, (x)}, gdzie a, (x) = a™ jest jednostajnie
zbiezny do funkeji u(x) =0 w przedziale (0, §), bo

1u,,(x)1<21—n dla 0.<x < 4.

Na mocy tw.1 jest wiec

X

lim | u, () dt = u () dt=0

n—x 0
dla 0 < x < 4. Istotnie, calka:
x xn+1 1
(‘Eu"(t)dt_n—{—l<n +1

dazy jednostajnie do zera, gdy n — oo,
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2. Potézmy: u, (x)=n?x dlad<<x< 11—1

1
u, (x)z;c— dlal< x < 1.

Jak latwo zauwazyé, funkeje u, (x) sa ciagle w prze-

dziale (0, 1). Mamy u, (0) = 0, zatem
lim u, (0) =0.
n—>x

1 i
Dla x>0in>; jest u,l(x)=;, a wiec

lim a, (x) =~

§ 1
Zatem cigg {u,(x)} jest zbiezny do funkeji u (x) = ¥ (x>0),
dla ktorej u (0) = 0. Zbieznosé ta jest niejednostajna,
gdyz funkcja u (x) jest nieciagta dla x=0. Obliczajac
catke } u, (x) dx, otrzymujemy :
1

1}' u, (x) dxzjnun @) dx + 1 u, (x) dx =

RS

4 1
n

! dx
={n*xdx-+ S;{ZE—}—log n.
0
A
Widzimy zatem, ze w tym wypadku ciag calek jest
rozblezny, mimo to, ze ciag funkeyj jest zblezny Zato-
zenie jednostajnej zbieznosci w tw. 1 jest wiec istotne.

3. Szereg Z inf—r jest jednostajnie zbiezny W kaz-

- n’ lcosn x|

dym przedz1a1e, bo tutaj | f, (x)| = T | < ng’ zas

1
szereg 2 5 jest, jak wiadomo zbiezny (por. T. I, str. 219).

Oznacza]qc jego sume przez f(x), otrzymujemy na
mocy tw. 2
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x <, ( eos nt o sinnx
gf(l‘)df:‘l S ng—dt‘:Z,’ R
n=1 , n=1

W szezegolnosci dla x = g oraz x = & dostajemy:

5 1 01,1

T dt=o.

§ 4. Calkowanie szeregéw potegowych. Przy-
pusémy, ze szereg potegowy

ataxtaxt. a4+, .. QA

posiada promien zbieznosci R. Zatem szereg powyzszy
jest zbiezny dla — R < x <[ R, za$ jednostajnie zbieiny,
w kazdym przedziale (a,b), gdzie —R <a < b <R.

Niechaj f(x) bedzie sumg szeregu (1). Na mocy
twierdzenia 2 mamy:

Tf(x) dxziaodx+?azx2dx+...Ta,,x"dx—l—...
[4] ¢ i) 0

(—R<x<R).

Zatem

IS dx:aox—}-%xz—}—...n:jix"“—}‘... ®)
(—R<x<R)

Szereg powyzszy jest jednostajnie zbiezny w kazdym
przedziale (a, b), gdzie — R < a < b < R.

Uwaga 1.
Jezeli Fx)=1{f) dx,

x

wéwezas [ f(x) dx = F(x)— F (0).

0
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Stad na mocy (2), kltadgc F(0) = C otrzymujemy

F(x):(?f(x) dx=c—{—aox+%x2+_“ r% xn+1+.“

Szereg powyiszy przedstawia wiec calke nieokre-
slong funkeji f(x) dla —R<x<R.

Przyktad:

Calkujac w granicach od 0 do x znane szeregi po-
tegowe (T. I, str. 235—36)

#tfz=1——12+14—{—...—{—(~1)"t2"—{—...
1 . 1.3

1.3...Qn—1) ,
T odea T

zbiezne dla |¢| <1, otrzymujemy szeregi
2 x3 xint

x  ox .
are tg x == T_§+ 5 — .+ (=1 2n—+——1+"'

. x 1 x* 1.84x8
aI‘CSIH.X——T—l—ig ﬂ'g—f——{—
1.3...2n—1) x2nH
2.4...2n 2n-+1
zbiezne réwniez dla |x| <1.
Kladgc w ostatnim szeregu x = , dostajemy

T 1 1 1 1.3 1
6 273358 To459 T

Ten szereg nadaje sie dobrze do obliczania liezby 7,
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Uwaga 2.

Jezeli dana funkeja f(x) da si¢ rozwinaé na szereg
potegowy, wowczas calke tej funkeji otrzymamy catku-
jac ten szereg wyraz po wyrazie. Sposoéb ten otrzy-
mania calki dogodny jest wéweczas, jezeli innemi meto-
dami wyznaczy¢ jej nie mozemy.

Przyklady: b
1. Calki S

nie mozna wyznaczy¢ dotad poznanemi metodami, gdyz

funkeja pierwotna funkeji S X nie nalezy do znanych

nam funkeyj elementarnych. Ale bardzo jest latwo obliczy¢é
ja, korzystajac z rozwiniecia na szereg. Mamy bowiem

xS x5 x2 n—+1

x

smx——ﬂ———— = — ...+ (= (2n+1)A!+"'
a wige, dla x3= 0

i 2 4

= R e e

~Szereg po prawej stronie jest zbiezny réwniez dla
x =0 do granicy 1.

Funkeja i przedstawia si¢ wprawdzie dla x =0

w postaci nieoznaczonej, ale posiada warto$¢ graniczng
sin x

lim
x—>0
szemy jej w punkcie x = 0 warto§é 1, to otrzymamy
funkcje ciagla dla wszystkich x, przedstawiong przez
ostatni szereg potegowy. '

=1 (por. T. I, str. 73—74). Jezeli wiec przypi-
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Catkujgc wyraz za wyrazem, dostajemy szereg
b

sin x bP—ad b —4°
S dr=0—a =55 +55 T
b2 n+1___ a2n+1
— 1" — .
+ =0 (2n—|—1)(2n—|—1)!+
bardzo szybko zbiezny, przy pomocy ktérego tatwo obli-
czyé catke z zadang dokladnoscia.

a

2. W teorji wahadta matematycznego dowodzi sie,
ze czas jednego wahnienia dany jest wzorem

P13
2

91— sintg

w ktérym [/ oznacza dlugosé wahadla, g wartosé przy-
Spieszenia ziemskiego, zas k2 = sin , przyczem a jest
katem zawartym miedzy polozeniem pionowem a skraj-
nem (0 < a < m).

Wystepujaca po prawej stronie catka nie da sie wy-
razi¢ przez funkcje elementarne, mozna ja jednak obli-
czyé przy pomocy rozwiniecia w szereg. Zastepujac

1
w rozwinieciu funkeji —ﬁ podanem w przykitadzie
—1

na str. 108 zmienng ¢ przez k sin ¢, otrzymujemy

1 .
"*_::_1—{“1(1{ sin q;) —l— (k sin (p)4 _"“
/1 — k2 sin? g

1.3, .
—!—2 1 6(ksm¢)

Szereg po prawej stronie jest zbiezny jednostajnie

w przedziale (0, 2) Istotnie, jego ogélny wyraz spelnia
nier6wnosé
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.3.5... —1 . ) a
|1 8.5...Qn )(k sm¢)2". < sin?® —
| 2 | 2
t. zn. jego wartosé bezwzgledna nie przekracza bez-
wzglednej wartosei wyrazu ogdlnego szeregu, otrzyma-
1
nego przez podstawienie w rozwinieciu funkeji P
wartosei t—- sin ; Ten ostatni zas szereg jest zbiezny,
bo 0 <sin 5 < 1. Mozemy zatem (por. str. 105) catko-
waé obustronnie w granicach 0, T :

[E]

2 14
A dy 7 , T
—— e T ”kQ ) d
Sl/1—k2sin2<p ;iR singdy+
1 3 4‘?'4
+2 4k ism pde +...

Jak wiadomo (por. str. 93) mamy

. on 1.3.5...8n—1) =#
St g dy =y . on )"i'

c—ac| R

Wstawiajac to w otrzymany szereg, dostajemy osta-
tecznie:

Tznl/Z[l—H%Vk?—{—(;—:—i—:) +(;iz> +}

Przez dodanie odpowiedniej liczby wyrazéw tego
szeregu mozemy obliczyé czas T z dowolng dokladnoscia.

§ 5. Calkowanie i réZniczkowanie wedlug pa-
rametru. Niechaj funkeja K (x,?) bedzie okreslona i ciagta
w prostokgcie

a<lx<b a<<tLD.
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Poniewaz dla kazdej wartosei zmiennej ¢ w prze-
dziale (a',d") calka

b

V K (x, ) dx
istnieje, zatem mozemy zdefinjowaé w przedziale (2, 5')
funkeje f(¢) ktadgc

b
fO=[K@,Hdx . . . . . @

Wykazemy, ze funkecja f(¢) zdefinjowana wzo-
rem (1) jest funkecja ciggia.

Jezeli bowiem #' jest dowolnym punktem przedzialu
(@,0), zas {1,} jest dowolnym ciagiem punktéw tegoz
przedziatu, zdazajacych do #, wéwezas na mocy jedno-
stajnej ciaglosci cigg funkeyj (zmiennej x) {K (x,t,)} zdaza
jednostajnie w (a, ) do funkeji K (x, t).

Zatem, na mocy twierdzenia o catkowaniu ciggow,
mamy b b

lim | K(x,¢,)dx=1{ K (x,t") dx,
n—>ow a a
stad na mocy (1)
lim £(t) = £ ().
n-—>w

A wige funkeja f(f) jest funkejg ciagla.

Udowodnimy teraz twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie 1.

Jezeli funkeja K (r,f) jest ciagla i po-
siada pochodng czastkowg wzgledem ¢ cia-

gla w prostokgcie a <{x<{b, o <t <<¥, wéw-
czas pochodna funkeji

f @& =1 K (ot) dx

a

istnieje i wyraza sie wzorem

b
F@®O=1{K.(x,t)dx a<{tb
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Dowéd.

Niechaj ¢' i t'+ 2 beda dowolnemi punktami prze-
dziatu (a', ). Mamy:

fEED—FE) ’S Kt 2 — K (. 1)
7 = 7

dx,

a

stad na mocy twierdzenia o wartosei sredniej :

K(x,t'+;-1_K(x’t')=K;(x,t'+0l) (O<’l9‘<1)

Zatem

b
W‘L):SK;@,#JrM)dx.

Jezeli teraz /4 bedzie dazy¢ do zera, to na mocey
jednostajnej ciaglosci
Ki(x,t' 924
bedzie dazyé jednostajnie do
K, (x, t).

I+ /) — 1) = S K, (x,t)dx.

a

Zatem lim
i—>0 A

Udowodnilismy tedy nasze twierdzenie.

Twierdzenie 2.

Jezeli K(x,?) jest funkecja ciagla w pro-
stokgcie a<x<b, a<t<h,
wéwezas caltka z funkeji

f(s)=§)K(x, s)dx

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 8
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wyraza sie wzorem:
t b t

[f)ds=1{] K (x,s) ds}dx (a<a<b)

@ a «

czyli: ; {?K(x, s) dx}ds=l§ {{K(x,s) ds} dx.

« a [£3

Dowéd.
Polozmy F(t)=|{]| K (x, s)ds}dx 1)

a «

Wéwezas na mocy twierdzenia 1 i z uwagi na to, Ze
t

{| K(x,s) ds} =K (x, 1)

@

gt
mamy F'(t)— | K (x, £) dx = [ (D).
Zatem F(t)=—| f (&) di +C.

Zeby stals C wyznaczyé, polézmy ¢ =a, wiec
F(a) = C. Lecz na mocy (1)
b a
F@=|{{K(xs) ds}dx=0.

a «

Zatem cC=20,
£
wiee F@)=|f@®dt,
t b. t
czyli [ f)ds=1{] K(x,s) ds} dx.
Uwaga.

Kladae w szczegélnosci a=a’, t=»0', mamy

[/

S,{S K (x,s)dx} ds =§) {’SIK (x, s) d s} dx.
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Zatem, przy powyzszych zalozeniach, porzadek cal-
kowania nie wplywa na wynik.

Dotychezas przyjmowaliSmy, ze granice calkowania
sg liczbami stalemi. Zajmiemy sie teraz catkami, kto-
-rych granice sa funkcjami zmiennej t.

Niechaj funkeje @ (f), vy (¢) bedg funkejami ciaglemi
i majacemi ciagle pochodne w przedziale (2’ &), i niech
ponadto

a< e < a<p®<b dlaa <t<b.

Zatézmy, ze funkeja K (x, t) jest okreslona i ciggta
W prostokacie a-<x<(b, a' <t< b i 7e posiada w tym
prostokgceie czastkowa pochodng wzgledem ¢, ciggla.

Ot6z przy powyzszych zalozeniach, mozna wypowie-
dzie¢ nastepujace:

Twierdzenie 3.

Pochodna funkeji
wt)
F@)= | K(x,t)dx
(1)

istnieje i wyraza sie wzorem:

P ()
£ :w{t)K; (5,8) dx+ K[y (@), 19 () - Ko 4,8 ¢' ).
@

Dowdd.
Pol6zmy | K (x, 8y dt =F (t, u, v).

Mamy oczywiscie:
fFO=FIt ¢@), y(®]
Opierajac sie na twierdzeniu o rézniczkowaniu funk-
¢cji zlozonej, otrzymujemy
f@)=F.(t u,v)+ F,(t,u,v)u+ F,(tuv)v.
8*
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Poniewaz F,(f, u,v) = K (x,DHdx,

Fu (t, i, U) =—K (ll, t)y
F (t,u,v)= K (v, t),

wige f' (t)sz;(x, Hdt-+K@ Hv' — K @t)u'.

Stad zas po podstawieniu u = ¢ (), v = @ ({), otrzy-
mujemy nasze twierdzenie.
Przyklady: .
2 gnHt— 1

1. Mamy: gx"dx n+1 (nd—1)

A wiee, rozniczkujge ze wzgledu na n, otrzymujemy
1 2 n+1 I — n-+1
\ logxdx—(n+ ) 0g22 2 +1_
1 (Il + 1)

2. Mamy, jak latwo sprawdzié:

(le] <1)

i dx L 7T
14« sinzxugvl +a

Rézniczkujac ze wzgledu na a, otrzymujemy

; sin? x dr — 7
. (1 -~ a sin?x)? 4(1—l—a)%
dx T
3. Mamy: \ = — (|a] <D

I 4acosx |1 g
0

Rézniczkujac ze wzgledu na «a, dostajemy

R cos x dx L T
J (1 + a cos x)* (1 —a2)§

K
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za$ calkujac od O do f ze wzgledu na ¢, mamy po le-
wej stronie

dx
' 1-Facosx

da
1+acosx

::ilog(l—{—tcosx)d

CoS x

gda = \dx

Dty R
D ey

b
o

za§ po prawej stronie

1
——— da == T are sin .
ll—a2

Oy

Ostatecznie mamy dla [¢] <1

log (1 4 # cos x)
cos x

= JT arc sin ¢

D ey

t
4. Kladac f(x) = d7 dla x >0, mamy

fley) —F ()= d?” | ar_ |t

t i
1 x

Rozniczkujace ostatnia catke ze wzgledu na x, mamy

’“’/‘k. . T

o de 1
ATe

1
= —y— — =0.
t xy J X

A wiec jej wartosé nie zalezy od x. Kladge x =1,
otrzymujemy jako wartosé tej catki f (y).

Stad fy)=fw-+7f@.

UdowodniliSmy w ten sposéb podstawowa wlasnosé
funkeji log x = f (x).
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Zadania:

dx

1) Obliczyé¢ catke
J1—x

© e i

na 4 miejsca dziesietne przy pomocy rozwiniecia w szereg.
2) Sprawdzié, Ze calkujac wyraz za wyrazem szereg
A4+x)"=1+@Ox+ G- @+

a nastgpnie mnozac obustronnie przez n -}- 1, otrzymu-
jemy analogiczny szereg na (1 -+ x) "t

3) Calkujac w granicach od 0 do x szereg Maclaurina

1
funkeji —————= wyprowadzié wzor
V1 + 2

wazny dla {x| <1..

4) Wykazaé, ze ciag f,(x) = xne " jest niejedno-
stajnie zbiezny do f(x) =0 w przedziale (0, 1), a ciag

catek | f, (x) dx zbieiny do | f (x) dx == 0.
0 0
5) Wykaza¢, ze dla |x| <1
’\' _dt__x
W1—e 1

6) Wykazaé, ze dla |x| <1
: log 1 49 x x? x? x4
B el o Rl
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7) Z nastepujacych calek wyprowadzi¢ nowe przez
rézniczkowanie i calkowanie wzgledem parametru

ax e*—1
a)S dx = PR
2a Ta
b) | V2axr— dx—— (por. str. 102, zad. 4),
2 dx
c) Sag cosTx Fbsntx 2 b (por. str. 96, zad. 1 i),
0
T ax a —as
d) ge‘ cos bx dxz—ﬁ—gﬁ(e cos b w—1).

8) Udowodnié przez rézniczkowanie catek wzgledem
parametru nastepujace wzory:
—l—y .

a) arc tg x 4 are tg y ==arc tg1

b) arc sin x - are sin y = are sin (x]/l —y*+y ]/1 —x2).

" 9) Dla jakich wartosei n wolno rézniczkowaé catke
L 1
fx"dx = ——

n—+1



Rozdzial VIL

Calki niewlasciwe.

§ 1. Calka funkecji nieokresionej w kilku punk-
tach. W rozdziale tym okreslimy pojecie catki, w wy-
padkach, gdy funkcja podcatkowa jest nieokreslona
w kilku punktach, lub gdy jest nieograniczona, lub
wreszeie, gdy przedzial catkowania jest nieskonczony.

Przypusémy, ze funkcja f (x) jest okreslona w (a, b)
wszedzie poza skonezong liczbg punktéw x; < xy < ... X,
Zalézmy, ze funkeja f (x) jest funkcja ograniczona.

Okreslmy funkeje f (x) dowolnie w punktach
Xy, X9, ... Xz. Nowg funkeje, okreslong juz w catym prze-
dziale (a, b), oznaczmy przez @ (x). Jezeli funkcja @ (x)
jest catkowalna w (a, b), wowczas calke

b
[ @) dx

nazywamy catka niewlasciwa funkeji f(x).
Gdybysmy okreslili funkecje f(x) inaczej w punktach

Xy, Xy, ... Xy, t0 otrzymaliby$my inng funkcje @ (x). Lecz
jak latwo zauwazyc

b

[y () — g ()] dx =0,
gdyz @) — @ (x) jest wszedzie zerem poza punktami
Xy, X, ... Xp. Zatem, jezeli funkeja @ (x) jest catkowalna,
to @ (x) jest funkcja calkowalng i

(9 () dr—1 ¢ () dx.



121

Widzimy stad, ze calka niewlasciwa nie zalezy od
tego, jak funkcje f(x) okreslimy w punktach xy, x3, ... X
Catke niewlasciwg oznaczac bedziemy jak poprzednio:

b
| f () dx. ‘

Przyktady.

1. Niechaj f (x) = sin + dla x =& 0.

Jezell polozymy ¢ (x) = f(x) dila x40, a @ (0)=0,
woéwezas, jak latwo zauwazymy, funkeja ¢ (x) posiada
tylko jeden punkt niecigglosci x = 0.

Funkecja ¢ (x) jest wiec calkowalna w kazdym prze-
dziale. «

Wynika stad, ze np. catka niewlasciwa

i
isin Tdx

1
istnieje i réwna sie calce | @ (x) dx.
0

Podobnie funkeja o
w kazdym przedziale.

posiada calke niewladciwg

2. Funkcja x log x posiada calke niewlasciwg w kaz-
dym przedziale 0 <x < a, jest bowiem ciggla dla
x >0, a poniewaz lim x log x =0, jest w tym przedziale
ograniczona. *

§ 2. Calka funkeji nieograniczonej. Zalézmy, ze
funkeja f(x) jest okreslona w przedziale (a, b) z wyjat-
kiem, byé moze, punktu a i Ze ponadto jest nieogra-
niczona.

Jezeli funkeja f (x) jest calkowalna w kazdym prze-
dziale (a-}¢, b), gdzie ¢ >0, a-}-e < b i jezeli istnieje
granica

b
lim | f(») dx,
e—>+0 a+t¢
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wowezas granice te okreslamy jako calke niewla-
Sciwa R
| f(x) dx.
Przyktad: ’
Funkeja y = ]/—_ jest funkeja ciagly w kazdym punk-
x
cie przedziatu (0, 1) wyjawszy punkt x=0. Mamy

1

5—_2-—2% (> 0)
Vx
a zatem lim S dvf = 2.
£—>+0 Vx
&

1
A wige catka niewlasciwa funkeji y = -—— w prze-
dziale (0, 1) jest r6wna 2. Zatem: ]/x

1
§ dr _ .
) Ve

Jezeli funkcja f(x) posiada w (a, b) skoficzong liczbe
punktéw, w otoczeniu ktérych staje sie nieograniczona,
wowezas rozbijamy przedzial (a, ) na skoriczong liczbe
przedzialow takich, by w kazdym z nich istnial jeden
tylko punkt, w otoczeniu ktérego funkcja staje sie nie-
ograniczona. Jezeli w kazdym z tych przedzialéw funk-
cja posiada calke niewlasciwag poprzednio okreslona,
wowezas sume tych wszystkich calek nazywamy catks
niewlasciwg w przedziale (a, b).

Przyklad:
— (0 <x < 1) staje sie w otocze-
Vx —-—x)

niu punktéw x==0 i x =1 nieograniczong. Aby wiec

Funkcja
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zbadaé czy istnieje catka niewtasciwa w (0, 1), badamy
granice calek:

1 -
. ( dx . dx
lim e —— hm gy —
£-->+0 ] Vx(l— t—>+0 V-X‘(l“‘x)
& ES
d
Poniewaz —x~—_~ = are sin (2x — 1),
Vx (1—ux)
wiec granice powyzsze wynosza odpowiednio:
T
lim [are sin 0 — are sin 2 ¢ — 1)] = —=>
£-—>+0 2
lim {arc sin (1 — 2¢&) — are sin 0] = —-
&3>0 2
A wi _dx —
wigc th (1 _—?)

)

§ 3. Calki w przedziale nieskonezonym. Nie-
chaj funkeja f (x) bedzie okreslona dla wszystkich x > a.

Zatoimy, ze w kazdym przedziale a <(x < b funkcja
f (x) jest calkowalna.

b
Jezeli istnieje lim {(f)dx . . . . . Q)
b—>+ow a

woéwezas granice te nazywamy calka niewlasciwg funk-
eji f(x) w granicach od a do -+ o0 i oznaczamy jg
symbolem :

+ch;

Ff)dxe . 0 o 0 00 ()

W wypadku tym méwimy réwniez, ze catka (2) jest

zbiezna. Jezeli za§ granica (1) nie istnieje, wowczas
mowimy, ze calka (2) jest rozbiezna.
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Przyktad:
1
Funkcja y = p jest ciggla dla x > 1.
b
. . 1 1
Poniewaz g P dx =1— 7’
1
b +>
¢ 1 . d:
zatem lim \ S dxr=1, a wiee g % = 1.
b—>+x | X J X

1

Analogicznie okreslamy catki niewlasciwe:

\ 79 dr=lim \ £ @) dx,

\ f(x)dx= Q f(x)dx+ f'(x)d\f

Przyklad:
1

Niechaj f (.X') = W.;g

{ dx ) ¢ dx . T
Mamy | =, im V= lim are tga =

] 0
\ dx ¢ dx _ n
| = e i caetga =

+ 1] +oc

g1—|—x \1—}—x2+\1—}—x2

Zatem

JL.

§ 4. Kryterjum istnienia calki niewlasciwej.
Niechaj funkecja ¢ (x) nieujemna posiada
w (a,b) [a<b] calke nlewlasmwa Jezeli funk-
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cja f(x) jest calkowalna w kazdym prze-
dziale (&, ) [a<a'<b] i jezeli

< oW a<x<b

woéwezas istnieje calka niewlasciwa

if(x) dx.

Dowodd.

Niechaj {¢,} bedzie dowolnym ciggiem malejgcym
liczb dodatnich zdazajacych do zera. Niechaj nadto

ate,<b (a<lb
Utwdrzmy szereg:
b a+e at &y
icp(x)dx—l— i¢(x)dx+i¢(x)dx+ ot
37;5_n—17 l
—}—j_(p(x)dx—{%... A ¢ )

Zauwazmy, ze jezeli S, oznacza sume n pierwszych
wyrazéw tego szeregu, to

b

S,= | @) dx

ate,

Zatem szereg jest zbiezny i suma jego réwna sig
calce niewlasciwej funkeji @ (x) w (a, b).
Poniewaz wedle zaloZenia

[f]<g@ (a<x<b)

wiec

Hf(f)dx \f(X)\dx QJ(X)dx (@ <<a<B<W),
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a zatem szereg:
b a+teg ateg

J f@de+ | f@®dx+- ij(x)dx+...+

ate ateg

a+en—1
+ £ fdx+ ... . . . . (©

jest szeregiem bezwarunkowo zbleznym gdyz wyrazy
jego sg co do modulu mniejsze niz odpowiednie wyrazy
szeregu (1).
Oznaezajae przez s, sume n pierwszych wyrazéw
szeregu (2), mamy A
Sp= | f(x)dx,
ate,
a wiec istnieje b
lim | f(x)dx.
n—>x ate,
Poniewaz granica powyzsza istnieje dla kazdego
ciagu {e,} spelniajacego WYZEJ podane warunki, zatem

lim \ [ (x) dx
E—>40 a4«

xstme;e funkeja f (x) posiada wiec calke niewlasciwg
w (a, b

Przyktad:

i

cos x R
! y a istnie-

Catka S V dx istnieje, b
X

1, l/x

nie caltki wykazahsmy poprzednio (str. 122).

X

Oy
—= Q.

Jezeli s<1, wéwezas istnieje calka niewlasciwa

X
x¢

(a>0)

Sty
I\
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Mamy bowiem

. dx . .
lim S — = lim (@™ — &' =
£—>+0 X £—>40 1—s 1—s
£

1-s

a

Jezeli funkcja f(x) jest ciagla w (0,a) z wy-
jatkiem punktu x=0 1 jezeli iloczyn: fx)x®
jest ograniczony w (0, a), przyczem s <1,
woweczas istnieje

a

(5; f(x) dx.
Mamy bowiem | f(x)x*| < A4,
zatem |f(x)]<% 0<x<a

A
A poniewaz funkeja e (s < 1) posiada calke niewla-

sciwa w (0, 1), wige na mocy poprzedniego twierdze-
nia istnieje catka niewlasciwa (1).
W szezegolnosei, jezeli istnieje

lim f(x) x* (s<<1)

x—>+0
woéwezas istnieje catka (1).

4 . X
z = hm / s - 1
x—>+0 sm x

1
Np. lim 7=——"'x
x—>+0 Vsinx

1
o | _dx
A wiec istnieje S N
0

Vsin X

Dla calek w przedzialach nieskonczonych mozna wy-
powiedzie¢ analogiczne kryterjum. A mianowicie:

Niechaj funkeja ¢ (x) nieujemna posiada
catke niewlasciwg: :

+ o
o (x) dx.
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Jezeli funkeja f(x) jest catkowalng w kaz-
dym przedziale (a, b) (@a<b), i jezeli

f@ <@ (a < x)
woéwceczas istnieje calka niewladciwa
+~:o
| ) dx.

Dowé6d przebiega podobnie, jak przy poprzedniem
kryterjum.

Podobne kryterjum mozna wypowiedzieé dla prze-
dziatu (— oo, -+ o).

Przyktad:
= | ‘
cos x | cos x 1 - 1
1. 51 T dx istnieje, bol <1 ) a funk-
a 1 osiada calke niewlasciw, \ dx i
i _— =T
1__*_ 2 p Q % ) + 2 2

2. Jezeh [x*fx) <4 dla x>a>0 is>1, wéwezas
istnieje §f (x) dx. Zakladamy przytem, ze funkcja f(x)
jest calkowalna w kazdym przedziale (a, b) (a < b).

; A
Mamy bowiem | f(x)| <x—s; a ponadto

o« b
S‘i—f = lim \ d—;x: lim [p 5T — g7°F1] o
b S b—>+o —s+1
a a - 1
(s—1at

§ 5. Zastosowanie do szeregéw.

Twierdzenie.
Jezeli f(x) jest funkecja ciggly, nieujemna
i malejgca, okreslong dla wszystkich x>1,
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to szereg nieskonczony 2 f(n) jest zbieiny
n=1

wzgl. rozbiezny, zaleznie od tego, czy calka

| f(x)dx istnieje, czy nie.
1
Dowéd.

Zauwazmy, ze w przedziale (n, n-+1) najwiekszg
wartoscig funkeji f(x) jest f(n), najmniejsza zas f(n -+ 1).
Zatem, wedle twierdzenia na str. 83
a+1

fat+1) < 1 f@dx<flm), n=1, 2, .
A wiec

n-+1
fOF+fA+...+fln+1D< § f)dx <<
<fO+f@ ...+ f@.

Jezeliistnieje catka | f(x) dx, to ciag sum czesciowych sze-
1

=

regu 2 f(n) jest ograniczony, a wigc ten szereg jest
n=1
zbiezny. o
Zalézmy naodwrét, ze szereg X f(n) jest zbieiny.
n=1 n
Wedle ostatniej nier(’)wnoéci ciag {5 F(x) dx} jest,

z powodu zbieznosci szeregu 2 f (n), ogramczony Ciag
ten jest nlemale;qcy, bo n=1

n+1

V f)de= 1| f(x)dx + (x) dx > 5 f(x) dx,

gWiﬂﬂ>. "
A wiee ciag {| f (x) dx} jest zbiezny do pewnej
1
granicy g. Do kazdego & > 0 istnieje zatem takie N,
ze dla kazdego calkowitego n > N jest

y—8<§fwdx<g+&

Rachunek rozniczkowy i calkowy. 9
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Niech x bedzie dowolng liczba wigksza od N 4 1.
Wéwezas istnieje catkowite n > N takie,ze n <x<(n-1.
Mamy

Sf(t) dt = Sf(t) dt4-

zatem ‘ f@ dt <

n41
| F@ at,

Ny

[ @® dt — Ef(t) dt —
f(t) dt<§f(t) dt,

a poniewaz n > N, wu;c tem bardziej
g—s<i§f(t)dt<g—}—8.

Ostatnia nieréwnosé zachodzi dla kazdego x> N 1.
Tem samem udowodniliSmy, Ze ze zbieznosei sze-

regu 2 f(n) wynika istnienie catki | f(x) dx, tj. druga
n=1 1

czesé naszego twierdzenia.

Przyklady:
1. Niech f(x) =x¢
x- o+t
| f @) dx= T dla a =1
= log x dla a=1

alx®-1
=log x dla a =1

Zatem ff(t)dt=1i [ ! —1] dla a1

Stad natychmiast widaé, Ze nasza calka istnieje je-
dynie dla a>1. A zatem, wedle ostatniego twierdze-

© 1
nia, szereg nieskonczony 2 e jest zbiezny przy a>1,

n=—=1

rozbiezny przy a < 1. (Por. T. I, str. 199—200).

1
2. Ni e
Niech f(x) = ¥ Tog P

Jak tatwo widzieé¢, mamy
| f (x) dx =1og log x,
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a wige | £ (#) dt = log log x — log log 2.
2
Zatem calka | f(f) df nie istnieje, z czego, wedle
naszego twierdzenia, wynika rozbieznosé szeregu
= 1
n—s N log ;'

Uwaga.

Twierdzenie pozostaje prawdziwe, jezeli funkeja

[ (x) jest okreslona i posiada wilasnosci wymienione w za-

lozeniu dla x> K. Nalezy w niem woéwezas zastapié
=

g‘ f{n) oraz T [ (x) dx odpowiednio przez I f(n)
n=1 t - n=K

~ 1§ f () dx. Korzystalismy z tego przy ostatnim przy-
K
kladzie.

§ 6. Calki niewlasSciwe jednostajnie zbieine.
Niech K (x, s) bedzie funkcja ciagly okreslong dla x > a,
a <s < f i posiadajaca te wlasnosé, ze calka niewla-
Sciwa | K (x,s) dx istnieje dla kazdego s przedziatu (a, B). .

a

Definicja:

Calke | K (x,s) dx nazywamy jednostajnie zbiezna ze
wzgledu na s w (a, §), jezeli do kazdego ¢ > 0 istnieje
A > a takie, ze

w

t iK(x,s)dx

&

dla kazdego ¢ > A i kazdego s z przedzialu («, f).
Definicja ta jest podobna do definicji szeregéw nie-
skoniczonych jednostajnie zbieznych. W istocie, catki jed-
nostajnie zbiezne posiadaja analogiczne wlasnosei, kté-
remi sie teraz zajmiemy.
9*
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Mamy oczywiécie'
§K(x,s)dx—5[{(xs)dx+ K(x,s)dr—{— 1)

Szereg po prawej stronie ]est jednostajnie zbiezny,
bo z powodu jednostajnej zbieinosei calki, do dowolnie
obranego ¢ > 0 istnieje A 2> a takie, Ze przy kazdem
n>A, p >0 i kazdem s z przedziatu (a, §) jest

“n+1 |

) K(rs)dx+ K(x,s)dx+...+ g K(x,s)dxir-

n+p
=1 | K (x,8) dxl< &,
n |

Poniewaz wyrazy szeregu (1) sa cigglemi funkcjami
parametru s, wiec jego suma jest funkeja ciggla zmien-
nej s w (a, §). Catkujac szereg (1) wyraz za wyrazem
w granicach a, 3, ze wzgledu na s, dostajemy szereg
zbiezny przedstawiajgcy catke funkeji, stojgcej po lewej
strony réwnosei (1) wzigta w tych samych granicach:

2 © 3 +1
i ds | K(x,s) de= 1| ds | K(x,s) dx+

a a a
i at2
+ 1 ds | K(x,s)dx—+..
a <'i+
Zmieniajac w kazdym wyrazie prawej strony porza-
dek calkowania, co wedle twierdzenia 2, str. 113 jest do-
zwolone, otrzymujemy:

3
\ ds § K (x, s)dx— \ dx j K (x, s) ds +
a a_P 7
+5dx}K(x,s)ds+... 2)
3 a+n s

czyli | ds K(x,s) dxr= lm | dx \ K (x,s) ds (3)
@ n—>x a
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Udowodnimy teraz, ze istnieje catka niewlasciwa
o 3
{ dx | K (x,5) ds.

Gdyby tak nie bylo, to istnialby cigg rosnacy do
-+ oo liczb wigkszych od a: K; <K, <Ky <... taki,
Ze ciag catek K, 3

{ dx | K (x,8) ds
bylby rozbieziny. Zatem i szereg nieskonczony
K, 2 K,

9 3
i dx | K(x,s)ds—+ | dx | K (x,s)ds ...
a K, «

[43

bytby rozbiezny. Ale ten szereg jest zbiezny, bo po-
wstaje on w ten sam sposéb, co szereg (2), przez cal-
kowanie jednostajnie zbieznego szeregu:

K By

VK (o8) dx - | K (6,) ..

| K (x,8) dx =
a a K

w granicach a, 3 i przez nastepng przemiane porzadku
calkowania. Tem samem udowodniliSmy zbieznosé calki

| dx

a

—

| K (x,s) ds.

Q

Wobee tego mozemy réwnos$é (3) napisaé:
3 oc

i ds | K(x,s)de= | dx | K (x,s) ds 4)

[ a

a o

o 3

Zal6zmy teraz, ze funkecja K (x,s) oprécz poprzednio
uczynionych zalozen, spelnia jeszcze nastgpujace:

10 Istnieje pochodna K| (x,f) ciagla w kazdym punk-
cie obszaru, w ktérym jest okreslona funkcja K (x,s).

20 Calka niewlasciwa \ K, (x,s) dx jest zbiezna jed-

nostajnie ze wzgledu na s w przedziale (@, ).
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Udowodnimy, ze w takim razie funkeja | K (x,s) dx
posiada ciagla pochodng i ze @

0

d ,
ds \ K (x,8)dx= S K, (x,s) dx.
Istotnie, szereg

o a+1
| K, (x,8) dx = | K, (x,s) dx -+

a

J

at
a-+

2

K,(x,s)dx -+ ... (5
1

jest zbiezny jednostajnie, co udowadnia sie tak samo
jak dla szeregu (1). Ale szereg ten powstaje przez réz-
niczkowanie wyraz za wyrazem szeregu (1). Zatem jego
suma, ktora z powodu jednostajnej zbieznosci jest funk-
cja ciagla, jest, wedle znanego twierdzenia z teorji sze-
regéow (T. I, str. 223), pochodna sumy szeregu (1), co
byto do okazania.

UdowodniliSmy wigc twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie 1.

a) Jezeli dla funkeji K(x,s) okreslonej i cia-
glej dla x > a, a<(s<(f istnieje calka nie-
wladciwa -
| K (x,s) dx

przy kazdem s z przedzialu (a,3) i jezeli ta
catka jest w tym przedziale jednostajnie
zbieina, woéwezas jest ona cigglg funkecja
parametru s.

b) Przy tyech samych zalozeniach istnieje
catka - 3

[ dx | K (x,9) ds,

a
przyczem zachodzi ré6wnosé
- 3 3

{dx {K(x,8)ds= | ds | K (x,s) dx.
a [£2 a

a
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c) Jezeli funkcja K(x,s) spelnia poprzednie
zalozenia, a ponadto dla x> a, a <s<f po-
siada ciagla pochodng K, (x,s), dla ktérej cal-
ka niewlasciwa

| K, (x,5) dx
istnieje i jest jednostajnie zbiezna, wow-
czas calka

=]

| K(x,8) dx

a

posiada w przedziale (a, §) ciagla pochodng
ze wzgledu na s, dang wzorem

s 8

K (x,s)dx = \ K, (x,s) dx.

d
ds |

& ——8

S

Do stwierdzenia jednostajnej zbieznosci catki wy-
starcza czesto nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 2.

Jezeli ¢ (x,s) jest funkecja ciagia i nie-
ujemna zmiennych x, s w obszarze x> a,
a<s<fB, dla ktérej calka

| @ (x,8) dx
istnieje i jest jednostajnie zbiezna, wow-
czas dla kazdej funkcji K (x,s) speiniajace]
nieré6wnosé |K(x,s)| <@, s i ciagltej w tym
samym obszarze, catka niewlasciwa

kTK(x,s)dx

réwniez istnieje i jest jednostajnie zbiezna.
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Dowodd.

Istnienie catki \ K (x,s) dx

dla kazdego s przedzialu ¢, 3, wynika z twierdzenia
na str. 124—25, gdyz dla kazdego s mamy

K (x9)|< 9 s) (x> a)
i ponadto dla kazdego s istnieje catka:

[ @ (x,s) ds.
Wobec jednostajnej zbieznosci catki

| @ (x,8) dx
do dowolnie obranego & > 0 istnieje A > a takie, ze

[ o @8 ds<e

przy kazdem ¢ > A i kazdem s z (a, ). Poniewaz przy
kazdem d > ¢ jest

|§:K(x,s)dx} \K(x,s))dx Hp(xs)dx
wiec réx/vniei
HK(x,s)ds! (p(x,s)dx<e
A zatem calka iK (x,s) dx
jest zbiezna jednostajnie w (a, j3).

Uwaga.

Jezeli w szczegdlnosei funkeja ¢ (x,s) nie zalezy od s
i calka o
[ @dx
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istnieje, to calka ta jest oczywiscie jednostajnie zbiezna.
W zastosowaniach najezesciej spotykamy sie z tym wy-
padkiem.

Przyklady:

6

1. Catka e~ sinsxdx

jest zbieina jednostajnie ze wzgledu na parametr s
w kazdym przedziale. Mamy bowiem | e sin sx|< e~
a calka

’

e *dx
0

jak latwo widzieé¢ istnieje. W istocie
e *dx=—e ", wigc [e “dx=1—e".
0
Przechodzge do granicy dostajemy

e~ dx=1.

Poniewaz calka e “dx
[

nie zalezy wecale od parametru s, wige jest jednostajnie
zbiezna ze wzgledu na ten parametr w kazdym prze-
dziale. Wobec poprzedniej nieréwnosci to samo odnosi
sie do danej catki. Zatem przedstawia ona funkeje ciagla
parametru s.

Aby wyznaczyé te funkeje, zauwazmy, ze

. . e ¥ (sin sx - s cos sx
e “sinsxdx = — ( + ),

1-4s?
a wiee
a s e ? (sin sa - s cos sa)
L})e 51nsxdx———1+sz— 1T s :

Gdy a rosnie nieograniczenie, drugi wyraz prawej
strony, jak latwo widzieé, zmierza do zera.
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Otrzymujemy wiec
Te‘x sin sx dr——J»
5 T 148
Caltkujac obustronnie w granicach 0, y ze wzgledu
na s, dostajemy, z uwagi na jednostajng zbieZnos¢ na-
szej calki:
[/

© !
e “sin sx dr= [ dx| e " sin sx ds =
i) it

$

O e
N,

g 8

o ® H—?Sﬂ]dx:é_ log (1 + y?).

Roézniczkujac za$ nasza catke ze wzgledu na s, otrzy-
mujemy -
{xe ™ cos sx dax.
0

Poniewaz 1 xe * eos sxf < xe™*, a catka

o

| xe " dx,

0
jak latwo sprawdzié, istnieje, wigc catka otrzymana przez
rozniczkowanie jest jednostajnie zbiezna, a zatem

%xe’xcossxdx—i( 5 )~- 1_82-
! T ds\1 482 (14892
; dx

| Xt fs?

9]

2. Calka

jest jednostajnie zbieina ze wzgledu na s w kazdym
przedziale (a, 3), przy 1 < a<_p. Istotnie, w takim prze-
dziale mamy nieréwnosé

1 1

S & .
x?4-s* T xt4-1



139

g _dx lim arct x——E
PN T
istnieje i nie zalezy od parametru s. Stad, podobnie jak
w poprzednim przykladzie, wynika jednostajna zbieznosé
danej calki i jej ciagtos¢ w (a, ).

Calke te latwo wyznaczyé, z uwagi na to, ze

Calka

o
[t}

R dx
ey —arc tg—

~ d n
a zatem \ 2¢x»s2—r111;1f 5 are tg — = 5y

g 1
u o < y Id __ gp il
deg dx de \ ds g arctg " alctgx s
VUl 4st )T a8t ) x ’
1 0 0 1 0
4 y -
t AN o —
o arctg ¥ alctgx . ”10
wi == .
ec ‘ x 5 o8y

o
o

Roézniczkujge dana calke, otrzymujemy

7l2_si d
(x? -+ s%)? £

oty

Catka ta jest réwniez jednostajnie zbiezna w (o, 5), bo

%

|

—2s 23 ) dx
‘&2+s2)21<\(x2_}_1)2’ a catka g o+ 1)°

jak latwo stwierdzié, istnieje.
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*
ks

—2s 7
Zatem S (;2‘?—{_@ dx — __é?’
0
. { dx o
oyt \ e i

Podobnie nalezy postepowaé przy rozwigzywaniu
ponizej podanych zadan na rézniczkowanie i calkowa-

nie calek niewlasciwych.

Zadania:

1) Wyznaezy¢ nastepujgee calki niewlasciwe:

oo

1

(a>0)

(a>0)

(@a>0)

a) g e dx=;

b) T e~ cos bx dx = ———_
° ' a? —I— b?
i dx T

(ygyﬁi:ﬁ__§

d) iﬁ_ix__ l
J1 —cosx | Nie istnieja. Udowodnié to.
4]

e) |sin x dx
o
3 arctg x m?

P\ d=5

—_— 5

T xSdxr 8
Jo—w 15"

(Uzy¢ podstawienia x = a sin ).

@a>0
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2) Wykazac istnienie nastepujgcych calek:

(Przyjmujemy, ze dla x = 0 funke]a podcatkowa
jest réwna 1).

]

1
K:’Fﬁf x >0

3) Wykazaé, ze nastepujace catki nie istnieja:

3 xdx
)gaécos%c a2 (@ >0)
b) Hs‘i"%dx (Dla x=0 j. w.)
¢) Tsmldr
1 X

P A\
4) Wykazaé, ze szeregnﬂ nﬁm_aloo‘ T

kazdem a > 0.
N | n—+1
5) W ¢ zbieznosé M |- —log —— |
) Wykazaé zbieznosé szeregu - [n og — }

jest zbiezny przy

6) Rézniczkujge i calkujac calki: 1) a, b, wyprowadzié¢
nowe calki.

o at

7) Résniczkujac catke 7 () = e "~ © dx ze wzgledu

na a, a do otrzymanej catki wprowadzajgc nowg
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zmienng y == %, wykazaé, ze 1'(a) = —21I, czyli
1; ((:)) = — 2. Calkujac obustronnie, otrzymujemy
log I(a) =—2a-C, I(a)==C"e " Poréwnujac

obie strony dla a = 0, dostajemy

I(@)=¢ 2 Te‘“ dx.

o

8) Wykazac jednostajng zbieznosé calek:

a) (e **dx dla 2 > 1
0

B e reosrdr—"%""" daa>1
lem*"xcosw .r--(az+1)2 aa_>1.



Rozdziat VIIL
Zastosowania rachunku calkowego.

§ 1. Obliczanie pola. Okreslilismy poprzednio pole
ograniczone krzywa ciagla y = f(x), prostemi x = a,
x=> i osig x-6w jako calke z funkeji f(x) w przedziale
(a, b), przy zatozeniu f (x) > 0.

Podamy teraz definicje pola ograniczonego prostemi
x=a, x == b oraz dwiema krzywemi cigglemi, y = f (x),
y =g (x), przy zalozeniu f(x) < g (x). Mianowicie okre-
slamy je jako b

és; [g () — f ()] dx.

Definicje te mozna uzasadnié intuicyjnie w sposéb na-
stepujacy :

Jezeli obie funkeje f(x), g (x), sa nieujemne, wéw-
czas (Rys. 3) pole powyisze jest réznicg pola ogra-

~g(x)
y =g

y=f(x

Rys. 3.
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niczonego krzywg y=g(x), prostemi x=a, x=20>
i osig x-6w i pola ograniczonego krzywg y = f(x), pro-
stemi x==a, x="> i o0sig x-6w, zatem jest rowne

fg(x) dx-—ff(x) dx.

Jezeli zas funkeje f(x), g (x) maja dowolny znak,
to, wobec ich ograniczonoéci, istnieje stala ¢ taka, ze
funkeje fi(x)=f@+¢ g ) =g &) +c sa nie-
ujemne. Pole zawarte miedzy krzywemi y=F/ (1),
g =g, (x) 1 prostemi x==a, x =10 jest oczywiscie przy-
stajace do pierwotnego i réwne

oy 0 — A @) de = g @ — F@]dx

Przyklady:
1. Wyznaczyé pole P ¢wiartki elipsy. Cwiartka elipsy

2 2

x g

PRI

jest ograniczona prostemi x=0, x==a, osig x-6w i krzywa

b
y=_Va'—2 0 <x<a)

Y T

A wiec Pzg | Va2——x2 dx, stad P:ai ..

Zatem pole elipsy wynosi abm.

2. Wyznaezy¢é pole P ograniczone przez proste x—a,
x=b (0«2 a<_b) i parabole g =2 pux.

Mamy tu f) =~ 2px, g =~+12px,

b —— S . 5
zatem P=12)2 prdx—=2%12p (! — ai).
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Dia a==0 otrzymujemy, kladgc b = x, ]/2 px=uy,

znany wzor na pole odeinka paraboli P= % xy.

1)

2)

3)

4)

5)

Zadania:
Obliczy¢ nastepujace pola: 9 2
Pole ograniczone hlperholq — %2 = 1 i prostg
x=c¢ (c > a).
o 2 __ a2
= c]/c2——-a2 — a* logc——‘+ Vz —Z
Pole ograniczone osig x-6w, prostg r ==1 i krzywaq:
—_— 1
a) g=ax}J1— P:g,
— 7
by y=11—x P=7
Pole ograniczone krzywemi y=sin®x, y = cos’x
7T 5.- 2
<0 <L x << Z) i osig y-6w. P= gVZ—g-

Wykazaé, ze jezeli y = f(x), y = @ (x) sa funkcjami
cigglemi w przedziale (a, b), takiemi, ze odpowiednie
krzywe maja tylko skonczong liczbe punktéw wspél-
nych, to pole ograniczone temi krzywemi i prostemi
x=a, x = b wyraza sie calka

={1r@— ol

Opierajgc si¢ na znanym wzorze na pole wycinka
kolowego, wykazaé (podobunie, jak na str. 71—72),
ze pole ograniczone prostemi r==r, r=r, i krzywg
r==f(g), przyczem f(p) oznacza funkeje ciagla nie-
ujemng w przedziale @, <@ <@, i f(p)=r,
f (@y) = ry (wspélrzedne biegunowe), wyraza sig calke

L P
P=14%1f*(9)dy.
%1

Rachunek rézniczkowy i calkowy. 10
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6) Korzystajaec ze wzoru zad. 6 obliczy¢ pole:
a) lemniskaty 12 =a%cos 29 (—Z L @ L+ 0, P=a?

b) liseia Descartesa r—=a Cgs ¢ sin ¢ o<LeLdh
22 cos® @ - sin® @
P=%
7) Obliczyé pole ograniczone osiami wspélrzednych
1
i krzywg y = @ >0, b >0).

x? -+ a%) («* + 8%
§ 2. Obliczanie dlugosei luku. Przypusémy, ze
funkele v —f@, y=9 O, 2=v® )

sqg okreslone, ciggle i posiadaja ciagla pochodng dla
a < t<f. Zbiér wszystkich punktéw przestrzeni
0o wspolrzednyeh (x, y, 2) odpowiadajgcych tej samej
wartosei zmiennej ¢, tworzy pewng krzywa.

y
A, 3

As

A B

Rys. 4,

Zmienna f nazywamy parametrem, funkcje (1) przed-
stawieniem parametrycznem tej krzywej.

Utwoérzmy dowolny podziat  odecinka (a, f).

Niechaj punkty a <_# < ¢, ... <8 beda punktami
podziatu 0. Oznaczmy przez: A, A;, As, ... B (Rys. 4)
punkty krzywej, odpowiadajace wartosciom parametru
a, tl) tZ e .

Pol6zmy : Adx, =71 — f(o),

Axy, = [ — ).
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Podobnie okreSlmy Ay, Ay,, ...; Az, Az, ...
Dlugosé cigciwy A A, wyraza sie wzorem

AA =|Ax:+ Ay 422
Zatem dlugo$¢ linji tamanej A A; 4, ... wynosi
L=VAr F Ayt A= L Vi ag: LAz ... @)
Na mocy twierdzenia o wartoSei Sredniej
Axy=fE)A4 (a<§ <t)
Jezeli wiee potozymy:
fPE) =)+ ¢
wowezas: (Ax)*=f"2@)A¢ + o, 48
Postgpujae podobnie dla Ay, 4 z, otrzymamy
VAx?+ 4y +A422=
— VP ® 97 @ v @A E (o F o, Fr) AL
Opierajac sie na nieréwnosei:
Vial<Via+o[<VTa[+V7bl,
i Kladae: |20+ 9@+ v @O=FQ,

otrzymamy :
Ft)At <JAxi+Agi 4421 <Ft) A8, +
+VToi +o, 4744 . . . . ®
Postepujac podobnie dla 4 x,, A gs, 4z, ... i kladge
P=Ft)AL, +F@)At,+ ...,
R=Vo,Fo,+nldt+Vo+otnidt+... @
otrzymamy na mocy (2) i (3) nieré6wnosé:

LLP+R . . . . . (5
10*
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Oznaczmy przezAQ_Eajwikaza‘ z liczb: 0, 03, ...3

podobnie okreSlmy o, 7.
Ze wzgledu na (4) mamy woéwezas

R <]/E+E+E B—a). . . . 6
Obierzmy teraz dowolny ciag normalny podzialéw
{d.}, Oznaczmy, podobnie jak poprzednio, dla podzia-
6w 8, liczby P,, R,, L., On, 0, T,. Mamy wiec wobec
(5) i (6): /_#___
Py <Ly <Pt Ry (Bl <) et tTa @
Z jednostajnej ciagtosci funkeyj f'2(8), ¢ * (@), ¥'*(t)
i z uwagi na (3) wynika

lim 0, =0, lim 6, =0, lim 7, = 0.

n—>ox n—>x n—— oo
A wiee wedlug (7)
lim R, =0.
n—>x

Poniewaz, jak tatwo widad,

3
lim P, = | F( dt,
n—o¢ a

zatem na mocy (7) ciag {L,} jest zbiezny i

3 3
im L,={ F@dit=[f*®+ ¢*@-+-v*@® dt.

n—>% a

Granice ciagu {L,} nazywamy dlugoscia danej krzy-
wej; oznaczajac dlugosé litera s, widzimy, ze

8
s=|Vf*o+9¢2@®+v20 dt

Uwaga 1.
Przypuéémy, ze funkecje f{#), ¢ (D, y(#) posiadajg
w przedziale (¢, #) pochodne ciggle, poza skonczong
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liczba punktéw. Jezeli catka (w znaczeniu zwyczajnem
lub niewlasciwem):

B
VPO +o2@ w2 dt

a

istnieje, wowczas wartosé tej calki nazywamy réwniez
dlugoscia danej krzywej. Moina wykazaé, ze ciag liczb
{L,} okreslonych jak poprzednio, zmierza przy kazdym
ciagu normalnym podziatéw {J,} do wartosei tej calki.

Uwaga 2.

Czesto krzywa dana jest wzorami y=a (x), z=§(x),
przyczem funkeje a (x), f (x) posiadaja ciagle pochodne.
Jest to pewien rodzaj przedstawienia parametycznego,
jak odrazu widzimy, piszgc

x=t yg=a@®, z=0). @& <t<x)
Zatem s = Szl/l 4 a'? (x) + 82 () dx.

W szczegdlnosci, dla krzywych plaskich (3 =0),
otrzymujemy czesto uzywany wzor

s=| 14y dux

Przyktady:

1. Obliczy¢ dlugos¢ luku paraboli y®=2px od
wierzchotka az do punktu (x, y).
Przedstawienie parametryczne otrzymamy kladac

t2

Stad

) S S

t2 Wy Py VP

§= 1 —=dt = 2 2 L) P YS AL A A
W + =V o uog
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2. Obliczyé diugosé luku cykloidy
x==a({—sinf), y=a(@d —cos?,

ty ty _
s=\)a*(1— cos t)*F a? sin2tdt———aﬂ/2 (1—cosdt =
4

iy

t
= Esm dt—4a<cos§—cos ) (EG ARG G2 ]
w szczegolnoéci, ktadac t, =0, #, =2 & otrzymujemy
ditugosé calego tuku 8 a.
3. Obliczyé dlugosé Iuku linji Srubowej
x—rcost, y=rsint, z=at

w granicach f, f,.

f t _
s=\rtsint+ rPcos?t + a® dt = ||/ r* + a* dt,
t t
zatem L=)rFa@—4¢).
Zadania:

Obliczy¢ dlugosé luku nastepujacych krzywych:
1) Cyssoida x==2r sin® ¢, y=2 r sin®¢ tg ¢ w grani-

cach 0, 7 V__T
(822]_{ 143cos®t
cos t

3 tog (V3 cos t-+ i T30 — 2+ V3 log 2+ V3) ).
2) x=1% y=t—1t® w granicach 0, /3 (s=2 1/3).
3) Linja lancuchowa
y—taler— ¢4

w granicach x, x,.

o xn nooxn
s=4%ale*—e 2| —tales—e )|
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2 xS

4) gy 2%, F=a s W granicach 0, x.
(s=x-42)
5) Krzywa przekroju walca parabolicznego
(y+2?=4ax

ze stozkiem eliptycznym. 4 x*-y* —2°=0 od po-
czatku ukladu do punktu (x, g, 2).

(s=z12)

(Wskazéwka: obraé x jako parametr).

§ 3. Objetos¢é bryly obrotowej. Niechaj funkcja
y = f(x) bedzie ciagla i nieujemna w przedziale (a, b)
[a < b]. Oznaczmy przez D obszar zawarty miedzy
krzywa y = f(x) osia x-6w i rzednemi x=a, x=0b.
Przypusémy teraz, ze krzywa y = f(x) wykonala cai-
kowity obrét okoto osi x-6w i ze obszar D przy tym
obrocie opisal bryle 7. Zajmiemy si¢ wyznaczeniem obje-
tosei bryty T.

Utwérzmy w tym celu dowolny podziat 0 odcinka
(a, b) i oznaczmy przez My, my, My, m; ... najwigksze wzgl.
najmniejsze wartosci, funkeji f(x) w poszezegénych
odcinkach podzialu 0. Zauwazmy, ze prostokaty o pod-
stawach Ax,, Axy ..., a o wysokosciach odpowiednio
M,, M, ..., pokrywaja calkowicie obszar D. A wiec
bryla powstata przez catkowity obrét tych prostokatow
zawiera w sobie bryte T. Jej objetosé wyrazi sig wzorem

W=mAx M*+ Ax, M-+ ..).

Podobnie prostokaty o podstawach Aux,, 4x, ...,
a o wysokosciach m,, m, ... zawierajg si¢ catkowi-
cie w D, zatem bryla przez nie opisana zawiera si¢
w bryle T.
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- ““‘———-L——-—"’ e

Rys. 5.

Oznaczajac przez w jej objetosé, mamy:
w=adx,m*+Ax, m:+..).

Jezeli {0, } oznacza dowolny ciag normalny podziatéw,
woéwezas, jak latwo zauwazyé:

b
lim W, =1im w,=a | f? (x) dx.
A zatem postapimy zgodnie z intuicjg, okreslajgc
objetos¢ bryly obrotowej 7 wzorem
b

V=un | f2(x) dx.

Przyktady:
1. Obliczyé objeto§é kuli o promieniu r. Kula po-
wstaje przez obrét pétkola

y=]/1'2—.§ (—r<x<r
dokola osi x-ow.
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+r

Zatem V=wa | t*—x)dx=4%r*n
zgodnie ze znanym wzorem.

2. Obliezy¢ objetosé bryly powstalej przez obrot cy-
kloidy x=a ({—sin t), y==a (1—cos 1), O <Lt 2m)
dokola osi x-6w.

Gdy t zmienia si¢ od 0 do 2 &, x rosnie od 0 do
2 am, bo

d
d—:: a(l—ecosi) >0 da 0<t<2m
Wobec tego y jest funkcja zmienne] x w przedziale
(0, 2 am), zatem 2an

V=uwn | y?dx.
)
Wprowadzajac zmienng {, otrzymujemy
2w
Ve=urn | [a(l —costlPa(l —cost)dt=5 a® i,
o

Zadania:

Obliczy¢ objetosci nastepujacych bryt obrotowych:

1) Warstwa kulista powstala przez obroét tuku
y=1r—x

dokola osi x-6w w granicach xy, x3 (— r<Cx; <Xy <7)
x3— 58
(V: [1'2 (xg — x;) —=2 3 4} n)-

2) Stozek Sciety (wzoér znany z geometrji elemen-
tarnej).
3) Bryla otrzymana przez obrét luku asteroidy

7
x=rcos®t, y=r sin®t, (0 <t 5) dokola osi x-6w.

. 29 3
(V 105 1 n).
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4) Bryla powstala przez obrét krzywej
Plax—ta=—ax(x—3a 0O<Lx<3a

dokola osi x-6w.

3
V=:'32~n(15—16 log 2) |

5) Bryla powstala przez obrét krzywej
(y2 J— b2)2 —_ a3x
dokota osi y-6w (— & <y < b). (Wskazéwka: objetosc

o
wyraza sie tu wzorem m | x?dy).
—b

256 b*m
4 315 a°

§ 4. Pole powierzchni obrotowej. Niechaj funk-
cja y = f (x) bedzie ciagla wraz z pierwszg pochodng
i nieujemng w przedziale (a, b) [a < b]. Przypusémy, ze
krzywa C, kiéra jest obrazem funkeji f(x), opisala
calkowitym obrotem okolo osi x-6w powierzchni¢ W.
Zajmiemy si¢ wyznaczeniem pola powierzchni W. Obierzmy
dowolny podzial 0 odcinka (a, b). Oznaczmy przez
a=ux, < _x,< ... punkty podzialu 0. Niechaj 4,, .4, ... beda
punktami krzywej C, odpowiadajgcemi odeigtym xy, x,...

Linja tamana A, A,, 4y, ... B zakresli powierzch-
nie, ktéra bedzie utworzona z pobocznic stozkéw Scig-
tych. (Rys. 6).

Pole tej powierzehni wyrazi sie wiee wzorem

P=2ﬂvmf(x1)42—f(xg)+
f(x2)—;—f(xi)+.

F2a JdxiF Ay
gdzie Ay, =f(xy) —f(xy), Adys=F(xg) — flxy) ...

“ey
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Rys. 6.

Zauwazmy, ze na mocy twierdzenia o wartosei sred-
niej, mamy:

Vm?=b/1+(ﬂii>24x1=
=V1+72E) Ax,

gdzie §, jest liczba zawartg miedzy x; 1 x.

Jezeli potozymy
o =TEATIED _pe),

1

WOWCZAas
Zatem P=S8-+R,

gdzie S=2x|1+f2E) &) Ax +
Feal1472E) fE) A+t
R=2JEV1—f~f'2(§1—)81Ax1—|—2n]/1—|—f'2(§58211x2+...
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Oznaczajac przez n najwieksza z liczb |, , &) ..

a przez M najwieksza wartosé |f' (x)| w (a, b), mamy
Rl <2al1+ M b—a)m.

Jezeli teraz obierzemy sobie dowolny cigg normalny
podziatléw {0,} i liczby P,, R., S,, 1. okreslimy po-
dobnie jak poprzednio, to:

P,=S,+ R..
Latwo zauwaziy¢, ze
lim S, =2x f(x) V1 +F2 () du.
n-—>»

Na mocy za$ lednosta]nel ciaglosei funkeji f(x)

w przedziale (a, b) wynika, ze
lim 5, =20,
n—>w
wige lim R,=
n%m

Zatem lim P, =2 f(x) V172 dx.

n-—>x

A zatem postapimy zgodme z intuicjy, okreslajgc
pole powierzehni obrotowej wzorem:

=2] f(r)]/l @) dx 1)

Uwaga.

Zat6zmy, ze funkcja f(x) ciagla i nieujemna w prze-
dziale (a, ) posiada, poza skonezonag liezbg punktow,
pochodna ciagla i Ze istnieje calka (w znaczeniu zwy-
czajnem lub niewlasciwem):

[FOVIFT@ dx.

Mozna wykazaé, ze przy tych zalozeniach réwniez

istnieje lim P, i r6wna sie powyzszej calce pomnozo-
n—>co
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nej przez 2 w. Dlatego tez i w tym wypadku pole po-
wierzehni obrotowej okreslamy wzorem (1).

Przyktady:

1. Obliczyé powierzchnie kuli:

Mamy tu f(x):lﬁ2 — x? (—r<x<r)
N S
fro=—rt=

—————
zatem A—~2J‘6 VI —x* 1—}-*2_“{_*;261)(:
JE

+
=2x { rdx=4rm

2. Obliczyé pole powierzehni ofrzymanej przez obrot
cykloidy x=a ({—sin#), y=a (1 — cos ?), (0 <t < 27)
dokola osi x-6w. (Por. str. 153).

Wprowadzajge zmienng ¢ otrzymujemy :

A=2m 5'a(1—cost)l/1+ 2 sin ¢ r

a(l — cos 1)

4
.z;z(l——eost)altz%—a2 .

Zadania:

Obliczyé pola nastepujacych bryl obrotowych:

1) Paraboloida obrotowa powstala przez obrét pa-
raboli »* =2 px dokota osi x-6w, w granicach 0, x.

1”k +e2nf—pl.
2) Elipsoida obrotowa powstala przez obrét elipsy

ﬁ+bf~, (@>b)

A=



158

a) dokota osi x-6w

2 22 __ p2
A=2mb?+ ab_arcsmva -?—,
e ?
b) dokota osi y-6w
ab? a--)at—b?
A= 2 — 1
Qn[a +V — log 5 7

W wypadku &) pole jest dane wzorem

+b dx‘:Z
A=2m | x2|/1 <—> d
ix ]/ + dy) Y
3) Czasza kulista powstala przez obrét kola

X4yt —2rx=0
dokola osi x-6w, w granicach 0, h. A=2rmh.

4) Pierscien powstaly przez obrét kota o promieniu r
dokola prostej lezacej w tej samej plaszezyznie, ktérej
odlegtos¢ od srodka kota wynosi a > r. Obliczy¢ réw-
niez objetosé tej bryty.

A=4ara?, V=2ar?a?



Rozdziat IX.

Calka okreSlona podwdjna.
Warunki calkowalnosei.

§ 1. Definicja ecalki okreslonej podwdjnej
w prostokaeie. Niecha] funkcja z=f(x, ) bedzie
okre§long i ograniczong w prostokacie D, okreslonym
nieréwnosciami a <{x < b, a <{y<b. (Rys. 7). Po-

b= i

’ IS
I s

En =T

T |

0] - b x

Rys. 7.

dzielmy prostokat D na dowolna liczbe prosiokatow
(niekoniecznie réwnyeh) o polach 4 oy, Ao, ... 40,.
Oznaczmy przez (&5, 74), (§ay M2) .- (§ny M) Wspét-
rzedne punktéw wybranych dowolnie po jednym z kaz-
dego prostokata. Utwérzmy sume:

A=fE,n) Ao, + [z me) A0 + o fEmma) Ao,
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Latwo zauwazyé, ze jezeli f(x, y) >0 w prostoka-
cie D, wéwezas suma A przedstawia sume objetosci

prostopadioscianéw, o podstawach Ao, 40, ... i o wy-
sokosciach f(5y, 1,), £ (§s, M) ...
Zbior prostokatéw Ao, 40, ... nazywaé bedziemy

podziatem 0. Przez || oznaczaé bedziemy dlugosé
najwigkszej przekatni prostokatéw Aog,, 40, ...

Ciag podziatéw {0,} nazywamy normalnym, ije-
zeli Lim |0, |=0.

n—>x

Okreslenie. Jezeli przy kazdym ciggu nor-
malnym podziatéw {J,} odpowiedni cigg sum
{A.) jest zbieiny (bez wzgledu na to, jakie punkty
§,  obierzemy), wéwezas powiadamy, ze funkeja f(x,y)
jest catkowalna w prostokgcie D.

Mozna udowodnié (podobnie, jak w wypadku funk-
cji jednej zmiennej, str. 70), ze jezeli funkeja f(x, y)
jest catkowalna, wéwezas sumy {4,} zdazaja
przy kazdym ciggu normalnym podzialéw
zawsze do tej samej granicy. Te wspélng gra-
nicg nazywamy calka okreslong (podwéjna) funkeji
f(x, y) w prostokacie D.

Calke okreslong podwdjng oznaczaé bedziemy sym-

bolem: SDS f(x, g} do lub )Dj [,y dxdy.

Uwaga 1.

Jezeli funkecja z==f(x, y) jest ciggla i nieujemna
w prostokacie D, wéwezas objetosé obszaru zawartego
miedzy powierzchnia z = f(x, y), plaszezyzna pozioma
(x, y) i plaszczyznami réwnoleglemi do osi z, przecho-
dzacemi wzdluz bokéw prostokata D okreslamy, jako
wartos¢ calki: 5D [ £ g) do.

(Wykazemy péiniej, ze kazda funkcja ciggta wpro-
stokacie jest catkowalna).
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Intuicyjnie definicja ta jest usprawiedliwiona. Niechaj
bowiem ¢ bedzie dowolnym podzistem. Oznaczmy przez

M., M, ...; my, m, ... najwigksze, wzgl. najmniejsze war-
tosci funkeji f(r, y) w prostokatach podzialu d, za$

przez (§;, ny), s 7M2), ... wzgl (EU 51)7 (§s, 52)
punkty, w ktérych funkeja te wartosci przyjmuje.
Potézmy:

S=f(§1, 771)1161"*‘]0(&2, 772)402—}—...:
=M, Ao, +M, Aoy + ...
s':f@l;;ﬂﬁ‘al +f(‘§2’52)4 02+...=
—my Ao, my Ao, ...

Rys. 8.

Prostopadiosciany odpowiadajgce sumie S pokrywajg
w zupelnogei uwazany obszar, prostopadio$ciany zas
odpowiadajace sumie s, mieszczg sig w nim catkowicie.
Poniewaz obierajac dowolny ciag podziatéw {0,} mamy:
lim 8, = lim s, =[| f(x,y) do,
n=x n=wx D
postapimy zgodnie z intuicja, okreSlajac objetosé da-
nego obszaru, jako wartosé powyzsze] calki.

Rachunek rézniczkowy i calkowy. 11
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Uwaga 2.

W catce okreslonej: || f(x, y) dx dy zmienne x, y
D

nie graja istotnej roli, dlatego tez zamiast x, y mozemy
pisa¢ inne litery. A wigc np.:

SDSf(x, y)dxdy=§)if(u, v) du dv=SD§f(w, ) dw dt.

Przyktady:
1. Funkeja z = ¢ jest w kazdym prostokacie catko-
Ina i ]
walna i (i cdo—c|D|
D

(|D| oznacza pole prostokata D).

Tworzac bowiem dowolny podzial é i obierajac
punkty (£, 1), (§5, 1) ... dowolnie z kazdego prosto-
kata wchodzgcego w sklad podziatu 0, widzimy, ze

f(gl, W;):Cy f(gg, /’]2):0, e

zatem A=cdo, +ecdoy,+...=c|D|
W my$l wiee definicji:
[{edo=c|D| )
D

Obrazem geometrycznym funkeji z = c jest plaszezy-
zna réwnoleglta do plaszezyzny (x, y). Jezeli ¢ >0,
woéwezas catka okreslona (1) przedstawia nam objetosé
prostopadtoscianu o podstawie D i wysokosei c.

2. Wyznaczyé calke podwdjng \{ ydxdy po kwa-
dracie D. o wierzchotkach (0, 0), (1, 0), (1, 1), (1, 0).

Funkeja f (x, y) =y jest ciagla, a zatem, na podsta-
wie juz wspomnianego twierdzenia, calkowalna. Aby
obliczy¢ jej calke, dzielimy kwadrat prostemi réwnole-
gtemi do osi wspélrzednych na n? réwnych kwadratéow.
W kazdym z nich obieramy za &;, n; prawy goérny
wierzcholek. Poniewaz pole kazdego kwadratu wynosi

1
— otrzymujemy dla sumy &, n) Ao, wartosé
n
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1

n2

. .12 n
2'1n,. Poniewaz liczby %; maja wartosci o w
przyczem kazda z tych wartosci wystgpuje w n kwa-
dratach, tworzgcych jeden poziomy szereg, wiec badana

suma ma wartosé

1 /1 2 n _n(n—l)_l 1
ﬁ(2+2+"‘+n)"* 2n2 2 2n

Przechodzge do granicy dla n — oo dostajemy

|| gdxdy=4.
D
Wynik ten latwo otrzymaé w sposéb elementarny.
Wystarezy zauwazyé, Ze badana calka przedstawia obje-
tosé graniastostupa prostego, ktérego podstawg jest troj-
kat prostokatny rownoramienny o boku 1, a wysokosé
jest réwna 1.

§ 2. Warunki calkowalnosei.
Twierdzenie 1.

Suma dwéch funkeyj f(x,y) i @ (x, y) calko-
walnyeh w prostokacie D jest funkejg calko-
walnag i

Hifepp+to@pldo=|{f(xypdot ]y do.

.D D D
Twierdzenie 2.

lloczyn statej ¢ przez funkeje f(x, y), calko-
walng w prostokacie D, jest funkejg calko-
walng i

Jefpdo=eciifixy do.

Twierdzenia powyzsze wynikajg bezposrednio z okre-
slenia calki podwodjnej; dowody przedstawiaja sie
podobnie, jak dowody odpowiednich twierdzen roz-
dziatu V (str. 756—76).

11*



164

Twierdzenie 3.

Funkecja z=f(x,y) ciggla w prostokacie D
jest w tym prostokacie calkowalna.

Dowéd tego twierdzenia przeprowadza sie podobnie
jak odpowiedniego twierdzenia dla calki pojedyrczej
(rozdzial V, str. 79). Okreslamy w tym celu pojecie sumy
gérnej S i sumy dolnej s, odpowiadajacej podziatowi 0,
podobnie jak dla calki pojedynieczej. Zatem
S=MAc, +M,Ac,+..., s=myAc;+mydo,+...,
gdzie M,, M, ... wzgl. m,, m, ... oznaczaja najwigksze
wzglednie najmniejsze wartosei funkeji f (x, y) w pro-
stokatach Ag,, Ao, ...

O sumach tych mozna wykazaé, ze dla kazdego
ciagu normalnego podziatéw {0,} zachodzi:

lim (S, —s,) =0 M
n-—>» o0
ponadto, ze dla dwéch podzialow 0 i &' mamy zawsze

S>s 2)

Dowéd tyech wlasnosci otrzyma czytelnik, robigc
w dowodach lemmatéw 1, 2 (rozdziat V, str. 77—78) odpo-
wiednie widoczne zmiany. Majac juz wlasnosei (1) i (2)
udowadniamy nasze twierdzenie, podobnie jak twierdze-
nie na str. 79, przyczem dowdéd tam podany przenosi
sie¢ tutaj prawie bez zmian.

Ogélniejszem twierdzeniem jest nastepujgce:

Twierdzenie 4.

Funkecja okreslona i ograniczona w pro-
stokacie D, jest w tym prostokgcie calko-
walna, jezeli wszystkie jej punkty niecia-
gtosci lezg na skonczonej liczbie krzywych,
bedacych obrazami geometrycznemi funkeyj
“cigglych [ksztaltu y =@ (x) lub x= 9y (y)].
Dowé6d tego twierdzenia pomijamy.
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Przyklad:

Niech f (x, y) oznacza funkecje okreslona w prosto-
kacie D o wierzcholkach (0, 0), (3, 0), (3, 1), (0, 1)
w sposOb nastepujacy:

fx,y)=—1 dla 0 < x <1 i dowolnego y
[, =2 dla 1 < x <3 i dowolnego y.

Jak latwo widzieé¢, funkeja ta jest ograniczona i cig-
gla w kazdym punkcie, z wyjatkiem punktéw potozo-
nych na odeinku prostej x =1 lezagcym w danym pro-
stokgcie. Na mocy tw. 4 funkcja f(x,y) jest w tym
prostokacie calkowalna.

§ 3. Calka podwdéjna jako calka iterowana.
Poznamy teraz twierdzenie, ktére pozwoli nam obliczaé
calke podwdjng przy pomocy calek pojedynczych.

Twierdzenie.

Jezeli funkeja f(x, y) jest ciagta w prosto-
kacie D @a<{x b, a <y<?b), wowczas:

b

0§76 g do = {1 9) dg) dx =1 {1 f (o 9) ) dy.

D a a

Dowdd.

Utworzmy dowolne podzialy 0 i ¢ przedzialow (a, b)
i (@,b) przy pomocy odcinkéw Axy, Ax, ... wzgl
Ay, Ay, ...

Niechaj a = x; <xy < ... wzgl. 8 =y, <y, < ...
bedg koncami odecinkéw podziatu J i 6. W punktach
podzialéw 0 i ¢ poprowadzmy proste réwnolegte do osi
y-6w wzgl. x-6w. Otrzymamy w ten sposéb podziat o
prostokata D na szereg prostokatéw. Niechaj 4 6,, ozna-
cza prostokat podziatu 0, ktorego rzuty na osi ukladu ~
sg odpowiednio A x;, 4y,. Oznaczmy wreszcie przez
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Ay A8k

to | .
| | I I |
(A Ak 12X

|
1
0 a=Xt Xz Xi o~

Rys. 9.

m;, wzgl. M;, najmniejsza, wzgl. najwieksza wartos¢
funkeji f (x, y) w prostokacie 4 6,,.

b’
Polézmy F@=/{f(x g dy 1)
Obierzmy dowolnie punkty §;, & ..., odpowiednio
w odcinkach Ax,, 4x, ... i niechaj
A=F ) dx +FE)Ax + ... )
Na mocy (1)
lﬁ’
F(§) = 5,f(5&1, y) dy =
Yz YUs
= \{fE,pdy+ fCE,pdy—+... 3)
A Ye

Poniewaz my, << f(é-n y) < My dla gy, <y < Ys,

Yz
wige myy; Ay, <V f &, p) dy < My A gy,
Y1

Podobnie:
s .
m124y2<}f(§1,y)dy<Mmﬂy2 it d
Ys
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Zatem na mocy (3)

mnA!]l‘l"mmA!h‘l" < F (&) < M11A!11+
+M12A!12+---

Analogicznie postepujac otrzymamy:

m21Ay1+m22‘4!]2+---<F(§2)<M21A!/1+
+ Moy Ay, + ...

Poniewaz Ao,,=Ax,4y,, wiee na mocy (2) do-
stajemy :

myy A0y - mys A0y, + .. myy Aoy A myy A0y, ... <
LA My A0y Myy A 035 ...+ My Aoy, -
+ My A 03 + ...

Oznaczajac przez s i S pierwszy, wzgl. trzeci czlon
powyzszej nieréwnosei, otrzymamy :

s<CALS . ... L. @®

Jezeli teraz obierzemy dwa ciggi normalne podzia-
tow {0,} i {0,} odeinkéw (a, b) i (a, '), wéwezas od-
powiedni ciag podziatéw {J,} prostokata D bedzie takze
ciggiem normalnym.

Wedtug (4) Sn LA, <S,. . . . . . (B
Poniewaz lim s, = hm S, = Hf(x, y) do, wieec na
n—yw
mocy (5) dla kazdego cxagu normalnego podziatéw {d,},
istnieje lim A,; zatem wobec (2) funkcja F(x) jest
calkowalna w przedziale (a, b) i

?F(x)dleim A, ={|fx, y) do.
a n— D
Stad na mocy (1)
[ F @y do=1{if @ g ag} ax
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Podobnie ofrzymamy
bf

(1 F @9 do =1 {1 £, 9) dx} dy

4

Uwaga.

Mozna udowodnié twierdzenie ogdlniejsze. Zalézmy,
ze funkeja f(x, y) jest calkowalna w prostokacie D i ze
dla kazdego x funkecja f(x, y) uwazana jako funkecja
zmiennej y jest funkeja calkowalng. Przy tych zaloze-
niach mozemy twierdzié, ze:

1) funkeja F (x) = \ f (x, y) dy jest funkcja catko-
walnq w (a, b),
2) (/@ do=i{if(xy dy} dx.

a’

<

Przyktady.

1. Obliczyé [{ x>y dx dy po prostokacie ograniczo-
nym prostemi x =2, x=25, y=1, y= 3.

Mamy tu

szgdxdyzﬁdy?xzydxz
2 3
o xPyl=? 1& 117 y* |
—i(dy{SL2 3v(125y 8y dy= 3 9 ==156.

1 1

2. Wykazaé, ze
Lﬂ [@ o @drdy= [ﬁ fx) dx]. [i @ (y) dyl,

przyczem f(x), ¢ (y) oznaczaja funkcje ciaggle w prze-
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dziale (a, b) wzgl. (c, d), a calka podwdjna odnosi sig
do prostokata D ograniczonego prostemi x =a, x=20,
y=c, y=d.

Mamy tu

@ @ dxdy =lax. {10y ay.

Poniewaz x jest stalg przy catkowaniu ze wzgledu

na y, wiee
d

(1w dy=rw s a,
" zatem ig [ ) @@ dx dy=i}if(x) dx E ¢ @ dy.

d
Poniewaz za$§ | @ (y) dy jest stalg liczba, mozemy ja
c b

wyjaé przed znak calki |, przez co otrzymujemy po-
dany wynik. “

Wzér ten mozemy np. zastosowaé do poprzedniego
przyktadu.

3. Jezeli funkeja f(x,y) okreslona i ograniczona
w prostokacie D (@ < x <b, a <y<b) we wszyst-
kich punktach tego prostokata jest ré6wna zeru, z wy-
jatkiem punktéw polozonych na skoneczonej liczbie krzy-
wych ciaglyeh postaci y = ¢ (x) lub x = v (y), wowczas

i f e, p) dx dy =0.

Poniewaz, jak latwo widzie¢, jedynemi mozliwemi
punktami nieciaglosci funkeji f (x, y) sa punkty owych
krzywych, wiec funkeja ta jest calkowalna (tw. 4, str. 164).
Oznaczmy przez [, (x, y) funkeje réwng funkeji f (x, y)
w calym prostokacie, z wyjatkiem krzywych postaci
x=1(y), na ktérych przypisujemy jej wartosé zero i po-
léimy f2 (.X', y) - f(x7 y) - fl ()C, y)' Funkcje fl (.X‘, y)
i fy (x,y) sa calkowalne z tego samego powodu co po-
przednio. Wobec f(x,y)=F (x, )+ f; (x, y), mamy
i f @, pdedy = (] f, (x,p) dxdy + ([ f; (x,y) dxdy.

D D D



170

Wystarezy oczywiscie okazaé, ze obie calki po pra-
wej stronie sg réwne zeru.

Dla pierwszej z nich mamy na mocy naszego twier-
dzenia:

i1 fi & ) dx dy:ii: dxbi,fl (x, y) dy.

Funkcja f (x, y) przy dowolnie ustalonem x = x,
jest funkcja zmiennej y, ktéra jest réwna zeru dla
wszelkich y, pomijajac skonczona liczbe wartosei, odpo-
wiadajgcych punktom przecigcia prostej x =x, z krzy-
wemi wyjatkowemi. Zatem (por. str. 74)

bf
1 fi (xoy ) dgy =10
przy kazdem x,, z czego natychmiast wynika, ze calka
po prawej stronie jest réwna zeru.

Dla funkeji f; (x,y) dowéd jest podobny.

§ 4. Calka podwdéjna po obszarze. Niechaj o
bedzie obszarem domknigtym ograniczonym (por. T. 1,
str. 239). Zalézmy, ze funkcja z = f (x, y) jest w obsza-
rze @ okreSlong i ograniczong.

y
b ——

o
f
[
|
Is
o~

Rys. 10,
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Niechaj D bedzie dowolnym prostokatem (a < x < b,
a <y < b'), zawierajacym w swojem wnetrzu obszar o.
Okre§lmy nowa funkcje F(x,y) w prostokgcie D na-
stepujaco:
F(x, y) = f (x, y) dla punktéw (x, y) nalezacych do w,
F(x,y) = 0 dia innych punktéw prostokata D.

Jezeli funkeja F (x, y) jest calkowalna w prostoka-
cie D, wéwezas powiadamy, ze funkeja f (x, y) jest cal-
kowalng w obszarze @; calka podwdéjnag nazywacé be-
dziemy wartosé catki {| F(x, y) do.

D

Calke podwdjng po obszarze @ oznaczamy podob-
nie, jak poprzednio, t. j. symbolem {{f(x,y) do lub
{§ f (x, y) dx dy. ®
® A wiec wedlug definicji:

[[f @,y do={] F(x, y) do.

@ D
Uwaga.

Jezeli prostokat D zastapimy przez inny prostokat D',
réwniez zawierajgcy obszar o, to otrzymamy te samg
warto$¢ calki. Latwo to stwierdzi¢é w wypadku, gdy
prostokat D jest calkowicie zawarty w D'. Jezeli tak
nie jest, wystarczy obraé trzeci prostokat D" zawiera-
jacy D i D'. Calki po D i po D' sg rowne calce po D",
a wiec i miedzy soba.

Okreslenie.

Obszar domkniety @ nazywamy obszarem regular-
nym, jezeli jego brzeg sklada sie ze skonczonej liezby

krzywych dajgecych sie przedstawi¢ w postaci g== @ (x),
lub x == vy (y).

Twierdzenie 1.

Funkeja f(x, y) ograniczona i ciagla w obsza-
rze regularnym o jest w tym obszarze calko-
walna.
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Dowdéd.

Obierzmy dowolny prostokat D i okresimy funkcje
F (x, y) jak poprzednio. Latwo zauwazyé, ze wszystkie
punkty nieciggloseci tej funkeji leza na brzegu obszaru o.
Funkcja F (x, y) jest wiec catkowalna na mocy tw. 4,
str. 164.

Przyklady:

1. Wielobok domkniety jest obszarem regularnym.
Istotnie, jego brzeg sklada si¢ ze skoficzonej liczby od-
cinkéw, bedacych obrazami funkeyj -eciaglych typu
y=ax-+b&lub x=c. ‘

2. Elipsa domknieta jest réwniez obszarem regular-
nym. Jezeli np. dana jest rownaniem b5%x% 4 a%p? = 4?2,
to jej brzeg sklada si¢ z dwu krzywych:

b 55— . by
y:.l_;]/éﬂ_xz i y=—;]/a2—-x2,

gdzie —a < x <a. .

3. Jezeli obszar domknigty ® sktada sie ze skonczo-
nej liczby obszaréw regularnych @y, @,, ... ®,, z kté-
rych zadne dwa nie maja wspélnego punktu wewnetrz-
nego, to, jak latwo zauwazy¢, sam jest obszarem regu-
larnym. Jego brzeg sklada si¢ bowiem ze skoriczonej
liczby krzywych cigglych postaci y =@ (x) lub x== (),
z ktérych kazda nalezy do brzegu jednego z obsza-
row @y ... @,. Obszar ® nazywamy suma obszaréw
@y ... Oy,

Twierdzenie 2.

Jezeli funkeja f(xr,y) jest ciagla w obsza-
rze regularnym , bedacym suma dwu obsza-
row regularnyeh w, i ®, (bez wspélnych
punktéw wewnetrznych), wowezas

WF Gy do=i{f(x, g)do + [[ f (x, y) do.

® @ [2%
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Dowéd.

Obierzmy dowolny prostokat D pokrywajgcy obszar o.
Oznaczmy przez F(x,y), F,(x,y), F;(x,y) odpowiednie
funkeje dla f (x, y) odnosnie do obszaréw ®, @, y. Mamy
zatem:

Y

Rys. 11.

F(x,y)do; || f(x,g)do=1{] F, (x, y) do;

[on D

/) do =[] F; (x,) do 0

; )
|

(0]

i§f(x, g)do=]
i

(1

Zauwazmy, ze funkeja
‘P(x,y):F(x,y)’_Fx(x’y)_F2(X,y) (2)
jest réwna zeru, poza, byé moze, punktami polozonemi
na wspélnej czesci brzegéw obszaréw w; 1 @, Ze
wzgledu na regularno§é obszaréw @, @; i @y, na mocy
twierdzenia na str. 169 otrzymujemy:

i'e (x, y) do=0.

D
Stad z uwagi na (1) i (2) wynika nasze twierdzenie.

Uwaga 1.

Twierdzenie 1 pozwala nam okresli¢ pole dowolnego
obszaru regularnego ®. Jako definicje tego pola, ktére
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bedziemy oznaczaé symbolem |w|, przyjmujemy formule

low|=1{]do.

Catka po prawej stronie istnieje, gdyz funkeja f(x, y)=1
jest oczywiscie ciagla w kazdym obszarze domknietym .
Jezeli obszar ® jest prostokatem otrzymujemy na pole
wartosé te samg, co przy zwyczajnej definicji (por. str. 162,
przyktad 1).

Uwaga 2.

Jezeli funkeja f (x, y) jest ciagla i nieujemna w obsza-
rze regularnym o, to punkty (x, y, 2), dla ktérych
(x,y) nalezy do obszaru m, zas z spelnia nier6wnosé
0 <z < f(x,p), tworzg bryle, ktorej objetosé okreslamy
wzorem : .

V={]f(x y) do.

w

Podobnie jak poprzednio (str. 161), latwo sie prze-
kona¢, ze definicja powyzsza zgodna jest z intuicyjnem
pojeciem objetosei.

Przyktady:

1. Zastosujemy twierdzenie powyzsze do obliczenia
calki funkeji f (x, y) okreslonej w przykladzie na str. 165
Prosta x =1 dzieli prostokat D na dwa prostokaty nie
posiadajgece wspélnych punktéw wewnetrznych. Ozna-
czajgce lewy prostokat przez D,, prawy przez D,, mamy

o9 do={] 10 p) dot [ £ (x, g) do =

={{(—Ddo+{j2do=—1.1-]2.2—3
Dy Dy

2. Oznaczmy przez @ dowolny wielobok domkniety
i podzielmy go w dowolny sposéb na skonezong liczbe
wielobokéw :

a)l, w2 Y a)

ne
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Potézmy f (x, y) = ¢, wewnatrz @, (k=1,2.... n),
gdzie ¢, ¢; ... ¢, oznaczaja stale dowolne. Na brze-
gach wielobokéw funkeje okreslmy w sposob dowolny,
jednak tak, aby byla ograniczona. Na mocy tw. 4 (str. 164)
funkeja f (x, y) jest calkowalna w wieloboku . Twier-
dzenie ostatnie pozwala obliczy¢ te catke:

I f@ydo=\|cdot{|gdi+...+[c,do=

Wg Wp

=c ol el +...Fea|wn

§ 5. Warunki calkowalnosci. Twierdzenie
o Sredniej wartosei. Dla funkeyj catkowalnych w do-
wolnym obszarze regularnym @ sa prawdziwe twier-
dzenia analogiczne do twierdzen z § 2 (str. 163):

Twierdzenie 1.

Suma dwéeh funkeyj f(x,y) 1 @ (x,y) caltko-
walnych w obszarze regularnym o jest funk-
cja calkowalng i

W If G+ w(x,y)]d0=£)§f(x,_y)d0+
+ 1 @ (v, p) do.

w
Twierdzenie 2.

Iloczyn stalej ¢ przez funkeje f(x,y) cal-
kowalna w obszarze regularnym o jest funk-
cja catkowalna i

ief(x,p)do=ciif(xp)do.

Twierdzeniu 3 z § 2 odpowiada twierdzenie 1 z § 4.

Dowody twierdzeri powyzszych wynikajg bardzo
latwo z definicji catki podwdjnej po obszarze regular-
nym i wspomnianych twierdzen z § 2.
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Uwaga.

Jezeli funkcje f (x, y), ¢ (x,y) sa calkowalne w ob-
szarze regularnym @ i spelniaja tam nieréwnosé
f ) < ¢ (x, p), wowezas

1 f e, do<|g,y do.

-(JJ a

Istotnie, nier6wnosé ta jest na mocy tw. 1 réwno-
wazna z nieréwnoscig

Z definicji catki podwéjnej wynika natychmiast, ze
catka funkeji nieujemnej jest réwniez nieujemna.

Dla funkeyj dwu zmiennych zachodzi twierdzenie
o Sredniej wartosci, podobne do udowodnionego po-
przednio w wypadku jednej zmiennej (str. 83):

Twierdzenie 3.

Jezeli funkecja f(x,y) jest calkowalna w ob-
szarze regularnym ® i spelnia tam nierdw-
nosé m < f(x, y) < M,
wéowezas m|o| <[ f(x,ydo < Mol

Istotnie, z ostatniej uwagi wynika latwo, ze
Wmdo<||f(xy do<[]Mdo,
(0] [g] (3]
za§ na mocy tw. 2 i definicji pola mamy
fmdo=ml|w|i || Mdo=M|ow
w w
Uwaga.
Podobnie, jak w wypadku jednej zmiennej, okreslamy
jako srednig wartosé funkeji f (x, y) catkowalnej w ob-
szarze regularnym @, liezbe

‘710—‘ \Rf(x,y)do.

(0]
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§ 6. Calka podwéjna po obszarach, jako ecaltka
iterowana. Przypusémy, Ze @ jest obszarem regular-
nym okreslonym nieréwnosciami

a<lx<b @) <y<yp W),

gdzie @, (x) i @y (x) sg funkcjami ciaglemi w (a, )
i @ (0) <y (x) dla a<x < b. Obszar taki nazywac be-
dziemy obszarem normalnym (wzgledem osi x-6w).

Rys. 12.

Niechaj D bedzie dowolnym prostokatem okreslonym
nier6wnosciami a <l x < b, a <y < b, pokrywajacym
obszar ®. '

Jezeli funkeja f(x,y) jest funkecjg ciagla w obsza-
rze ®, wowcezas, jak wiemy:

gdzie F(x,y)= f(x,y) w punktach obszaru ®, za$
F(x, y) = 0 w pozostalych punktach prostokata D.
Funkeja F(x, y) przy stalem x, uwazana jako funk-
cja zmiennej y, posiada co najwyzej dwa punkty niecig-
glosci; punktami temi moga byé punkty P, @, w kto-
rych prosta réwnolegta do osi y, wykreslona w punk-

Rachunek rézniczkowy i calkowy. 12
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cie x osi x-6w przecina obszar ®. A zatem, dla kaz-
dego x istnieje calka

b/
E, Fx,y)dy.
Stad na mocy uwagi na str. 168 wynika, zZe
. b
[ F(x,g)do=1{| F (v, p) dy} dx @)

Obierajac dowolne x i kladac y, = ¢, (x), y, = @, (x),
mozemy napisac:
174 y o b

~F%a yrdy=|Fx y)dy-TW<F(x y)dJ<+- F(x y) dy.

Poniewaz F(x,p)=0dla a’ <y <y, i dla y2<y\
b’ s
wige | F(x,y) dy = F (v, y) dy.
a’ U1

Zauwazmy jeszcze, ze dla

Ui <<y <yp, Flxr,y)=flx, p.
A wiec

14 @a (x)
\ Fx,y)dy = \f(ny)dy*~ \fcry)dy
23]
Stad na moey (1) i (2)
b o (x)

ﬂxwdﬁz\{sﬂxwdw

a ¢ (x)

Uwaga.
Podobne rozwazania stosujg sie do obszaru normal-
nego wzgledem osi y-6w, okreslonego nieréwnosciami

¢ (@) <x <)
a<{y<b
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W wypadku tym mamy

) b %2 () b @, (y)
[{f,pdo=idy | fl,pdx=] | f(x y) dy dx.
® a @1 () a @, ()

Jezeli obszar o da sie rozbi¢ na skoneczong liczbe
obszaréw normalnych @,, w; ..., wéweczas

55 f @, y) da:s;u_\' fGog)do ] fxg)do+ ...

Celem obliczenia calek po obszarach w,,®, ..., stosu-
jemy wyzej wypowiedziane twierdzenie.

Przyklady:
1. Obliczyé¢ catke podwdjng funkeji
flyp=x+xy+2y°

po tréjkacie D ograniczonym osiami wspéirzednych
i prostg y = — x4 1.

Jak tatwo widzieé¢, tréjkat ten jest obszarem nor-
malnym, okre§lonym nieré6wnosciami

0L, 0Lyl —x
Zatem @) =0, @ (x) =1—x

Otrzymujemy

0 <x2+xy+2y2>da:§dx§ (& vy + 2 97 dy =
h 2 3

:Q{v 1—x)+x vx) —]-—2 x) dx:gi.

Trojkat nasz mozna réwniez okreslié nieréwnosciami
Ly<1, 0<xr<1—y. Czytelnik tatwo sprawdzi,

ze catka .

17_y
dy | &+ xy+2y°dx

ma te samg wartosé.
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2. Obliczyé¢ catke {{ (2x+ 3y -+ 1)dxdy po polu

trojkata o wierzcholkach (-1, —1), (2, —4), (1, 3).
Wyznaczamy najpierw w znany sposéb réwnania pro-
stych, na ktérych leig boki tréjkata (podane na ry-

Rys. 13.

sunku). Nastepnie rozkladamy tréjkat na dwa obszary
normalne ;, @y, przy pomocy prostej x = 1. (Mogli-
bySmy réwniez uzyé prostej y = —1).

Jak wiemy

S(2x+3y+1)dxdy—3 @x—+38y-+ Ddrdy +
+ (2r+3y+1)dxdy
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Poniewaz obszary ®;, ®, sa normalne, mozemy
kazda z calek po prawej stronie zamienié¢ na catke ite-
rowang. Otrzymujemy:

+1 2x+1

11 @x+3y+Vdxdy= 3 | @x-+3y+1dy,

—x—2
y=2x-+1;
2xy+gy“ry e n g 0%

+
=_j1(2—2‘—x2—{—9x—%)dx=4.

Podobnie
i 2xt8y4Daxdy =§d¥x§°x+3y+1)dj,
AR L e
2
= [ (60 x?—198 x+156)dx = —
Ostatecznie 1

il @x+3y+1) drdy=3.

Aby wyznaczy¢ srednig wartosé funkeji 2 x-F3y-F1
w uwazanym tréjkacie, nalezy otrzymana wartosé calki
podzieli¢ przez pole tréjkata, wynoszgce jak tatwo
sprawdzi¢ 9. Otrzymujemy zatem jako s$rednig war-
tosé %.

3. Obliczyé pole obszaru @ ograniczonego parabolg
y®=2x i cieciwa lgczaca punkty (2, —2) i (8, 4).

Prosta x =2 dzieli obszar w na dwa obszary nor-
malne: Obszar ®, okreslony nieréwnosciami 0 <x <2,

—V2x<y<+V2x, i obszar , _okreslony nieréw-
nosciami 2 <l x <8, x—4<y<l/2x.
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84
, &
7. 2%
| we ’b(
| 4*
wr | 3
0 a.’ X
!
2/’_2)
Rys. 14.

Zatem |[{dxdyg={ldxdy—||dxdy,
Wa

21 Vae 8 Vax
={dx \dy—}—ﬁdx | dy,
0 Ve 2 x —4

2

§2l/2xdx+ (J2x —x—+4)dx=18.

0
Pole obszaru @ mozna obhczyc jeszeze w inny spo-
séb. Mianowicie mozna go uwazaé za obszar normalny,
okreslony nieréwnosciami:
2

—2<y<e, ) <x<yts

4 y+4

+1 2
A wiec §5dxdy_§dy | dr= (y—}-4—y§)dy=18.
?

4. Obliczyé pole obszaru normalnego @ okreslonego
nieréwnosciami
a<x<<h L) <y<hW,
w ktérych f; (x), f; (x) oznaczaja funkcje ciagle w prze-
dziale (a, b), spelniajace nieréwnosé f; (x) < fo (x) dla
a<x <b (por. str. 143 — 44).
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b H®
Mamy tutaj La)i jdo=1{dx |dy.
(u a f1 ()
folx
Ale | dy =f, (x) — fi x).
f1(x) Y
Zatem o= 5 e @ — fi @]dx.

5. Obliczyé Ob]QtOSC kuli x* 4 y* -+ 22 =12 Pla-
szezyzna (x, y) przecina te kulg wzdiuz kofa x2+yi=r?
ktérego wnetrze wraz z brzegiem oznaczymy przez Q.
Jak latwo widzieé¢, potkula znajdujaca sie powyzej pla-
szezyzny (x, y) lest zbiorem wszystkich punktéw (x, y, 2)
o tej wiasnosci, ze punkt (x, y) nalezy do w, zas z
spelnia nierdwnosé 0 < z < ]/1 — X —y2

Na mocy naszej deflmcp objetosei (str. 174) otrzy-
mujemy jako szukang objeto$é catej kuli

v=2{{)rP—x—y2do

+r +Vr—x .
2ldx | YrE—x*—y®dy.
N g
Przy calkowaniu ze wrzgledu na y nalezy uwazaé x
za stale. Mozemy zatem wprowadzi¢ nowa zmienng ¢
przez podstaw1en1e

y—l/r — x? sin ¢, dy——VI —x eos¢d(p

Wowezas
*I‘Vr“’ﬁ-—x2 = +-3[
5 Vz'z—xz—yzdy: | ( —x% cos? g do =
— Ve Tz
— ;(1‘ — Yz)
+r
2

Zatem V=2 | 2(r

_r

—x)dx=4%rm

6. Obliczy¢ objetosé czesci wspélne] dwéeh walcow
kolowych o tym samym promieniu r, ktérych osi prze-
cinajg si¢ pod katem prostym.
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Obierzmy jako osie tych walcéw 0§ z-6w i 0§ y-ow.
Ich rownania sg woweczas

x gt a2 =t

Czes¢ wspolna obu walcéw jest oczywiscie okreslona
nieréwnoseiami x? - g2 < r? x? -} 22 1l

Poniewaz jej wyobrazenie sobie lub narysowanie
przedstawia pewne trudnosci, mozemy rozumowaé w spo-
s6b nastepujacy :

Jest ona symetryczna ze wzgledu na plaszezyzne
(x, y). Wystarczy zatem wyznaczyé jej gérna polowe,
okreslong nierownosciami x? 4 p? < r? x¥ 4+ 22 < r¥)
z > 0. Oznaczmy przez (xy, y,) dowolny uklad liczb
spelniajacy pierwszg z tych nieréwnosci. Na to, by punkt
(xo, Yo, 2) nalezal do badanej gérnej polowy, potrzeba

i wystarcza, by 0 <z < Vz'z—xﬁ. A wigc jest ona iden-
tyczna ze zbiorem wszystkich punktéw (x, y, 2) takich,
ze (x,y) nalezy do kola x? 4 y2® = r? zas z spelnia po-
wyzsza nieréwnosé. Oznaczajge przez @ wnetrze kola
x? 4 y?=1? wraz z brzegiem, otrzymamy jako obje-
tosé catej czesci wspélnej calke

V=2 {|Vrt—x® dx dy,

+r +Veoe B +r
=2ldx | Jrr—dy=2020?—)dx=
—-r Vg —r :
31+4r 16
==4 [r'zx——— ‘%}-—r: 3 rs.
Zadania:

1) Obliczy¢ nastepujace calki podwéjne:
a) || cos?’y do po kwadracie 0 Cx <7, 0 Ly <2
" (Wynik ).
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4)
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) || 4 x5y do po obszarze normalnym okre-
§lonym nieréwnosciami 0 <y <5, 0 <{x<{Hh—y.
(Wynik 2£).

c) \) Va2 — x2 — y? do po obszarze normalnym okre-
flonym nieréwnosciami

0<Lx<a, ]/ax—? <y<]/a2——;2.
(Wynik 2 a%).

d) || Jeos? y +x*sin®y do po prostokacie 0 < x <1,

0 <y <2 (Wynik 3).

(1, a2ty
e) \ l/ r’— e do po tréjkacie ograniczonym osig

x-0w, prosta x —=—a i prostg y = ;—. x; r>0,

2
a > 0. (Wynik ﬂ;’ )

Wyprowadzi¢ przy pomocy calek podwdjnych znane
wzory na pole: a) tréjkata, b) trapezu, c¢) wycinka
kolowego, d) elipsy.

Przy pomocy zamiany catki podwdjnej na iterowang
wykazaé, ze

a) idx | f(xg)dy=\dy | f(x,y)dx
0 ] [} u
dla kazdej funkeji f (x, y) ciaglej w tréjkacie ogra-
niczonym prostemi y =0, x=a, y=x (a > 0).

o = s
Var— 2 a Var— 2

B ide U feopdy—=dy | [y ds

0

dla kazdej funkeji f(x, y) ciagle] w dodatniej éwiartce
kota x? 4 y? = a®

Wykazaé, ze objetosé odcinka kuli wyraza sie wzo-
/ w ’
rem V = 7w w? (1’— §>, w ktérym r oznacza pro-

mien kuli, za§ w wysoko$é odcinka.
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5) Obhczyc obwtosc ograniczong paraboloidg eliptyczna
z= a2 + b2 i ptaszezyzng z =k (k& > 0). (Wynik
% abkin). ‘

6) Wspolrzedne srodka ciezkosei obszaru plaskiego o,

obtozonego jednostajnie masa, sg Sredniemi warto-
$ciami funkeyj x i y, t. zn.

1 1
§=— SK xdo, n=— Sg y do.
(o] ) @]
w w
Wyznaczy¢ wspélrzedne srodka ciezkosci: a) pét-
kola x®-Fg2<(r? y >0, b) tréjkata z przykladu 2,

ste. 180. (Wynik a) 0, g—; . 0) 2, —3).



Rozdziat X.
Calka krzywolinijna.

§ 1. Luk pojedynezy. Zalézmy, ze funkeje:
x=f@®), y=9@, z=y{) @<t<b 1

sg ciggle w (a, b). Zbior wszystkich punktow przestrzeni,
ktorych wspotrzedne (x, y, 2) odpowiadajg tej samej war-
tosci zmiennej f, nazywamy lukiem pojedynczym
(lub krétko Ilukiem), jezeli punkty, odpowiadajace réz-
nym wartosciom parametru ¢, sg rozne, innemi stowy,
jezeli réwnania:

fA)Y=FfE"), p@)=¢{), w{E)=yp ")

pociagaja £ =t
Punkty A, B, odpowiadajace skrajnym wartosciom
a, b parametru f, nazywamy koncami luku. O tym tuku

8

LA Rys. 15.

méwimy, Ze lczy punkty 4 i B. Luk pojedynczy ozna-
czamy réwniez symbolem A B.

Przedstawienie parametryczne luku pojedyneczego,
przy pomocy funkeyj spelniajacych wyzej podane wa-
runki, nazywamy przedstawieniem normalnem.
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Przykiady:

Lukiem pojedynczym jest: a) odcinek, &) linja tamana.
A, Ay, A; ... A,, pod warunkiem, Ze sgsiednie odcinki
maja tylko jeden punkt wspélny, niesgsiednie za$ nic
nie majg wspélnego, ¢} tuk kola (odpowiadajacy katowi
srodkowemu a, gdzie 0 < a < 2a), d) obraz geome-
tryczny funkeji y =f(x) ciaglej w przedziale (a, b).
Przedstawienie parametryczne w tym wypadku jest na-
stepujace:

x=t, g=f@, z=0, (a<t<b)

Majac jedno przedstawienie parametryczne normalne
luku pojedynczego, mozemy otrzymaé nieskonczenie
wiele innych. Wystarczy w tym celu obraé¢ dowolng
funkcje ciggla == a (s), Sciéle monotoniczng w jakims$
przedziale (a', b’) i przyjmujaca na koncach tego prze-
dzialu wartoéei a, b. Nowem przedstawieniem normalnem
bedzie :

x=fla@]=/fi(s), y=gle@l=9 ),
z=yla@l=1(), @ <s<b).

Jezeli tukowi A B nadamy pewien kierunek, to znaczy,
obierzemy np. jako poczatek punkt A4, jako koniec
punkt B, wowczas zdarzy¢ sie moga dwa wypadki: albo
punktowi A odpowiada wartosé parametru t=—a, albo
wartosé ¢t = b. W pierwszym wypadku powiadamy, ze
przedstawienie parametryczne jest zgodne z obra-
nym kierunkiem, w drugim zas wypadku, ze jest nie-
zgodne. Jesli przedstawienie jest niezgodne z obra-
nym kierunkiem, wéwczas kladae = —s, otrzymujemy
zgodne przedstawienie:

x:f(—s):fl(s)> yz(p(—__s):(pl(s))
2= (—s8) =1, (s), (—b<s<—a).
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Przyktady:

1. Przedstawienie normalne odcinka lgezacego punkty
A (x;, Uy, 7)1 B(xy, ys, 75) otrzymujemy, kladac np:

x=x 0 —x)t y=p+@G—y)t
=z +(n—2)t
dla 0 <t < 1. Przedstawienie to jest zgodne z kierun-
kiem od A do B.

2. Przedstawienie normalne gérnej polowy elipsy
b2x? + a’y? = a?b? otrzymamy, kladac x = a cos f,
y==bsint, z=0 dla 0 <t < Icne przedstawie-
nie normalne dostaniemy, kladac np. f==s% a wiec

x==acos s}, y=>5bsins?, z=0, dla O<s<]/?v.

§ 2. Catka krzywolinijna po luku pojedyn-
czym. Przypusémy, ie Iuk pojedynczy A B dany jest
przedstawieniem normalnem: _

x=ft), y=9¢@O, z2=p@®, @Ii<b) (O
i ponadto, Ze funkcje (I) maja pochodne ciggle w prze-
dziale (a, b). Obierzmy na luku A B kierunek od A do B
i zatézmy, Ze przedstawienie parametryczne (I) jest
zgodne z obranym kierunkiem. Niechaj funkeja P (x, y, 2)
bedzie okreslona i ciggta dla wszystkich punktéw luku
A B. Utwérzmy dowolny podziat d odcinka (a, b) i oznacz-
my przez f, = a <_t; <t ... konce odcinkéw A ¢,414, ...,
wechodzacyeh w sklad tego podzialu. W odcinkach po-
wyzszych obierzmy dowolnie po jednym punkeie @, ...

Pol6zmy

Xo=f(y), xi;=F{), xx=/f() 1t d
E,=fW), S&s=Ffh), ... m=@ @), =0 @WD),..;
=y @), L=w()...

Utwérzmy sume:

G=P(§l’n1’§1) (xl_x0’+P(§2, Nay §2) (x2_x1)"}_--- (1)
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Kladae F(#) = P[f({t), ¢ (¥), v (t)], mozemy sume
powyzZszg napisaé nastepujaco:
G=F () [ft)—FU)] + F@) [f(t)—fE)H... 2)

Na mocy twierdzenia o wartosci $redniej istnieja
punkty 9, ¥, ... spelniajace warunki:

f&) —f@) =Ff @), — 1), (G << <t)
fEB)—fR)=F@)t,—1), t < <t)itd (3)
Polézmy: F ()= F () -}-&, F(@)=F@)+¢ ...
Stad na mocy (2) mamy:
G=G +R @)
gdzie G'=F @) f ) At, +F@)f @) Aty+ ... (5)
72§ R=ref OD)At, e f @) At ...

Jezeli przez 7 oznaczymy najwieksza z liezb: | & |,

|&], ... za§ przez M najwieksza wartos¢ funkeji | f' (¢) |
w przedziale (a, b), wowezas:
[RI<MnAt+Mndty+...=Mn (b—a) (6)

Obierzmy dowolny ciag normalny podzialéw {d,}
i niechaj {G,} bedzie ciagiem sum odpowiednich, utwo-
rzonych podobnie jak suma G. Wedlug (4), przy podob-
nem okresleniu sum G, i R,, mamy:

G,=G,+ R, (N
Wobec (6) |R,| < M7, (b—a) (8)
Lecz lim @, — | F@)f ¢ di.
n—>x a

Wskutek jednostajnej ecigglosei funkeji F (), mamy
lim 7, =0, wiec na mocy (8) lim R, = 0. A zatem:
n—>x n—>wx

lim G, = r@r@at={PIr®), ¢, v®1f Ot
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Granice ciggu {G,} nazywamy calkg krzywo-
linijng funkeji P(x,y,2) wzieta po luku AB w kie-
runku od A do B; oznaczaé¢ ja bedziemy symbolem

| P(x,y,2)dx (10)
Y]

A wiec otrzymaliSmy wzor:

. p ,

VP g, Dde =\ P[f), @), w O] /O dt (11)

AB a

Uwaga 1.

Mozna wykazaé (dowéd pomijamy), ze wartosé wy-
razenia (10) nie zaleZy od przedstawienia parametryez-
nego (I), byleby ono bylo zgodne z obranym kie-

runkiem na tuku. Innemi slowy, jezeli luk A B bedzie
dany innem przedstawieniem normalnem i zgodnem
z obranym kierunkiem, woéweczas, postepujac podobnie
jak poprzednio, otrzymamy te samg warto$é na wyraze
nie (10).

Uwaga 2.

Jezeli na tuku obierzemy kierunek od B do A wéw-
czas, jak wiemy, przedstawienie:

x=f(—s), y=@(—s), 2=y (—s), (—bs<—a)

jest przedstawieniem normalnem ‘luku AFE, zgodnem
z kierunkiem od B do A. Zatem

1P g Adr=] 7P [f (— ), 9(—9), ¥ (—) [—F(—9)]d

Podstawiajac s = — ¢ otrzymujemy:

AP (x, g, 2) dx = — \ PLE@®), ¢ b, v Ol f (O dt.
BA

A wiec:

1Py ) dx=—| Py, 2 dr (12)
AB
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Uwaga 3.

Jezeli na luku AB obierzemy dowolny punkt C,
odpowiadajacy wartosci parametru ¢=c (@ <e<b),
woéwcezas

(P(x,y,9) de=1PLf O, 9 ®, v OIf O dt,

AC a

[ PGy, 2 dx =1 PLAO, ¢ 0, v O1F O dt.

CcB
Zatem na mocy (11):

| P(x,y,dx={P(x,y,2) dx+ | P (x, 9, 2) dx.
y: ‘B

—_

AB AC

~Uwaga 4.

Podobnie okre§lamy catki krzywolinijne, oznaczone
symbolami :

| P(x,y,2)dy, |Plx g2 dz

AB : AB

Dla calek powyzszych zachodzg zwiazki:

\ P,y 2)dy= l{)P [ @), @),y B ¢ @) dt,

AB
. b ,
VP(ry,2)dz=\P [f@®), ¢@), w®Oly @) dt.
AE a
Przyklad:
Obliezy¢ calke | (x* -+ y® dy po tuku linji Srubowej

AB
x=rcost y=rsint, z=at (0<t<L2m) od A(r, 0, 0)
do B(r,0,2 a m).

Calke te zamienimy na zwyczajna calke oznaczona,

uwzgledniajae, ze 7? =rcos l.
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Zatem .
| P4 yHdy= | r¥cos tdi=0.
AB o

Podobnie otrzymujemy

2

@+ y)dx= | —r3sintdt=0,
AB 0
2
{ @+ pYHdez= | rPadt=2amar"
AB 0
2. Obliczy¢ catke | x dy po tuku
x=acost, y=asint (0 Lt L7

w kierunku przeciwnym do kierunku przedstawienia pa-

rametrycznego.
Mamy tu @
z a*m
{xdy=—| acosi.acostdt=——T-
[}

§ 3. Catka krzywolinijna po linji krzywej.
Zalézmy, ze krzywa C sklada da si¢ ze skonezone] liczby

lukéw pojedyriczych AAI, A Ay, A A3, ... Obierzmy na

Rys. 16.

tych tukach takie kierunki, by punkt, ktéry jest koricem
dwéch sgsiednich lukéw byl w jednym tuku poczgtkiem,
w drugim konecem. Przypu$émy np., ze obraliSmy kie-

Rachunek rozniczkowy i catkowy. - 13
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runki: ﬁl, A’:42, ... Kierunki tych lukéw okreslaja
nam pewien kierunek na krzywej. Jezeli funkeja P (x, g, 2)
jest okreSlona i ciagla we wszystkich punktach kizy-
wej C, wowezas przez catke krzywolinijng po krzywej C
(w obranym kierunku) z funkeji P (x, y, 2) rozumieé
bedziemy sume catek po poszezegdlnych tukach®).

A wiec wedle definicji

} P,y,z2)dx= | P(x,y,2)dx+ | P(x,y,2)dx ...

A4, A4,
Niechaj krzywa dana bedzie przedstawieniem parame-

t
VI x=r, y=0®, z=wb @<t<0)

Przypusémy, ze w przedziatach (a, a,), (a, a,) .
(a < a; < ay,<...<b) funkeje powyisze s3 magle mam
pochodne (na brzegach jednostronne) ciagle i ze po-
nadto funkeje te, rozpatrywane w przedziatach (a, a,),
(a1, a9), (aQ, a3) i t. d., daja przedstawienie normalne’
ukow AAl, A1 Ay, A2A5 ... zgodne z obranym kie-
runkiem. Latwo zauwazyé, ze przy powyzszych zaloze-
niach mamy:

1P 5y, 2) dx— CPLF@), 9 @), w @) £ @) .

Jezeli pochodna f'(¢) nie istnieje w punktach a,, a,, ...,
wowezas catke powyzsza nalezy rozumieé w znaczeniu
niewlasciwem. s

Podobne uwagi stosuja sie do calek:

| P(x,y,2)dy, | P(x, g, 2 dz.
C c

Przyktady:

1. Obliczyé catke
{(x+2y —2)dx
AB

*) Oczywiscie o ile catki po tych tukach istnieja.
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po linji lamanej laczacej punkty A4 (0, 0, 0), C (1, 0, 0),
B (1,1, 1). Na podstawie poprzedniego mozemy obliczy¢
catke od A do C, nastepnie catke od C do B i otrzy-
mane wyniki dodac.

Poniewaz wzdluz odcinka AC mamy y=2z==0,
pierwsza calka jest zwyczajng calkg oznaczona:

f(x+2y—2dx=] xdx=1%.
- AC o

Druga calka jest ré6wna zeru, poniewaz x jest stale
na odeinku CB.

2. Obliezyé catke
| (x* - p) dx
AB

od punktu A (0,0) do punktu B(0,1): a) wzdluz od-
cinka lgezacego te punkty, b) wzdluz krzywej sklada-
jacej sie z odcinka AC laczgcego punkt A z punktem
C (1,0) i (mniejszego) luku kola jednostkowego lacza-
cego punkty C i B, ¢) wzdluz linji tamanej ACB.

W wypadku a) catka jest réwna zeru, poniewaz
x jest stale na odecinku A B,

W wypadku ») mamy

| (P tp)de=| *+pdx+ | F+p) dx

AB AcC CB

Pierwsza calka jest zwyczajng calka oznaczona, przy-
czem y=0 na AC.

Druga catke oblieczymy kladac x=cos ¢, .y =sin ¢

0t g » przycezem nalezy uwzglednié, ze % =—sint.
Zatem | (x*+y) dx—= § xtdx =1,
AC [

T
z

| (cos® t 4 sin ) sin ¢ df = — (T} 3).

)

0
Stad | 0+ de=—1%
AB 13+
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W wypadku ¢) calka
f (Pt pdx=1%
ac

wedlug poprzedniego. Aby obliczyé calke¢ po odeinku
C B, uzyjemy przedstawienia parametrycznego x=1-—%,
g=1 0Lt

Otrzymujemy
1

J @ pde=—111—0"+1] dt = — &.
0
Zatem w tym wypadku
| (P pde=4%—F=—
AB

[

§ 4. Praca, jako calka krzywolinijna. Wiadomo,
7e jezeli punkt materjalny przesuwa sie prostolinijnie
z punktu A (xy, yy, 2;) do punktu B (x, ys, 2s) i poddany
jest dzialaniu stalej sily P, réwnoleglej do osi x-6w,
wowezas praca tej sily wyraza sie wzorem:

L= P(x; — xy).

Przypusémy teraz, ze funkcje (I) (str. 189) okreslaja
ruch punktu materjainego po krzywej (C). Zalézmy, ze
podezas ruchu punkt podlega dziataniu sity réwnoleglej
stale do osi x-6w zmieniajacej jednak swojg wielkosé.
Niechaj P (x, y, 2) oznacza wielkos¢ tej sity w punk-
cie (x, y, ), potozonym na krzywej C. Utwérzmy do-
wolny podzial d odecinka (a, b) przy pomocy punktéw
a<t, <ty < ... Niechaj wartosciom t=a, t, fy, ...
odpowiadaja na krzywej punkty 4,, 4,, A;, ... 0 wspot-
rzednych odpowiednio (x, Yo, o), (X1, 51,21) - .. Wyrazenia:

P (x4, Yo» 29) (x; — xo), P xy, yi, 7) (p — Xg)y .-

oznaczaja prace wykonang na odcinku A, 4,, wzgl
Ay Ay, ... przez stalg site P (x,, ¥, 20), wzglednie
P(x,, yi, 21), ... A zatem sume

G = P (xo, Yo, 29) (1 — Xo) -+ P (xy, g, 21) (xg — xy) +
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uwazaé mozemy za przyblizong wartosé pracy wyko-
nanej przez site dzialajaca.

Poniewaz dla kazdego ciggu normalnego podziatlow
{0,} ciag odpowiednich sum {G,} zdaza do calki krzy-

wolinijnej : | P(x, y,2) dx
C

wiec zgodnie z intuicjg postapimy, jezeli catke powyz-
szg uwazaé bedziemy za prace wykonana przez zmienng
~site P(x, y, 2) wzdluz krzywej C.

Uwaga.

Jezeli sita zmienia wielkos¢ i kierunek, to oznaeza-
jac przez P(x,y,2), Q (x, y,2), R (x,y,2) je] rzuty na
osie uktadu, prace te okreslamy wzorem:
L={Py2dx+ | Q(xy,2) dy—+ | R (x,y,2) d=.

C

(4 C
Piszemy to zwykle krécej, mianowicie
L= i P(x,y,2) dx -+ Q(x,y,2) dy + R (x,y, 2) d=
Przyktad:

Obliczy¢é prace wykonana przez sile stala co do
wielkosei i kierunku, np. sile ciezkosci przy przesunig-
ciu punktu wzdluz danej krzywej.

Przyjmujac, ze kierunek sily jest zgodny z dodat-
nim kierunkiem osi 2-6w (co zawsze mozna osiagnaé,
obierajagc odpowiednio uktad wspoélrzednych), mamy tutaj

P(X,H,Z)ZQ(X,!/»Z)ZO, R(X,y72)=C,

przyczem c¢ oznacza stala dodatnisg.
Jezeli krzywa dana jest parametrycznie

x=f@), y=9@), z=y ) (a<LtP

a ruch odbywa sie¢ w kierunku zgodnym z tem przed-
stawieniem, wowczas otrzymujemy
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B
L= (cdz= {cy @) dt=c[p @) —y (o]
fod @
Oznaczajac poczatek i koniec krzywej przez (x;, y,2)
i (x27 Yas 22), mamy
. L=c(z—2).

Widzimy, ze w tym Wypédku praca nie zalezy od
drogi, ale jedynie od réinicy pozioméw mierzonej na
osi z-6w.

§ 5. Krzywa zamknieta. Krzywa, zlozong z dwéch
lukéw pojedynczych, majacych ze soba tylko konce
wspélne, nazywamy krzywa pojedynczg zamknigta.

Krzywa taka jest kolo, elipsa, trojkat, wielokat i t. p.

Krzywa pojedyncza zamknigta mozemy réwniez okre-
§li¢ przy pomocy przedstawienia parametrycznego:

x=f@), y=9 @), z=v (), @<t<d O

w ktérem funkeje f(8), @ (f), ¥ (f) sa ciagle i spelniaja
warunki nastepujqce:

) f@=r0®), p@=9®), v@=1yb),

2) jezeli dla dwéch réznych wartosci parametru ot
zachodzi f(t) =f(@"), ¢(t)—fp(t ), w(t)—w(t D,
woéwezas albo t'=a, t"' =25, albo tez t' =05, t" =a.

Innemi stowy, w przedstaWIemu (I) kazdemu punk-
towi na krzywej z wyjatkiem jednego, odpowiada tylko
jedna wartosé parametru f; temu wyjatkowemu punk-
towi odpowiadajg dwie wartosci parametru, mianowicie
t=a i t = b. Przedstawienie zapomoca funkcyj o wy-
zej podanych wlasnosciach nazywamy przedstawieniem
normalnem.

Wymienimy kilka waznych wilasnosci krzywyech za-
mknietych pojedyneczych, lezacych w plaszezyznie:

a) Kazda taka krzywa C dzieli plaszezyzng na dwa
obszary, z ktérych jeden — ograniczony — @, nazywa
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sie wnetrzem krzywej C, drugi za§ — nieograniczony — @',
nazywa sie zewnetrzem krzywej C. Krzywa C jest brze-
giem kazdego z obszaréw o, @'

b) Dwa dowolne punkty obszaru o (wzgl. dwa
dowolne punkty obszaru ®') dadza sie polgezyé linja
lamana, nie majaca nic wspélnego z krzywa C.

¢) Kazdy tuk pojedyniczy, ktorego jeden koniec lezy
w @, drugi zas w @', przecina krzywa C.

Wiasnosei powyzsze czytelnik tatwo sprawdzi intui-
cyjnie dla kola, tréjkata, wieloboku. Dowéd w ogélnym
wypadku jest trudny i dlatego go pomijamy.

Na krzywej C mozemy obra¢ dwa kierunki. Jezeli
krzywa C jest plaska, wowczas jeden z nich nazywa
sie lewym, drugi prawym. Zakladajac, ze poza kil-
koma punktami krzywa C posiada styczna, kierunek -
lewy mozemy scharakteryzowaé w sposéb nastepujacy:

Wykreslmy w dowolnym punkeie M krzywej odci-
nek M B prostopadly do stycznej i (oprécz punktu M)

Rys. 17.

potozony catkowicie wewnatrz krzywej C. Jezeli wektor

MB, tworzy z kierunkiem stycznej (obranym zgodnie
z kierunkiem krzywej) kat: -+ 7, wdéwezas kierunek
obrany na krzywej jest kierunkiem lewym. Pogladowo
okreslenie to mozemy wypowiedzie¢ w ten sposob, ze
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obiegajac krzywa w kierunku lewym, mamy jej wnetrze
po lewej rece.

Jezeli krzywa C dana ]est przedstawieniem normal-
nem, woéwezas przedstawienie to moze byé zgodne lub
niezgodne z obranym Kkierunkiem na krzywej. Przedsta-
wienie jest zgodne, jezeli podczas wzrastania parame-
tru ¥ od 4 do b, odpowiedni punkt na krzywej obiega
ja w kierunku obranym. Jezeli przedstawienie nie jest
zgodne z obranym kierunkiem, wdéweczas kladac: t= —s
otrzymujemy przedstawienie zgodne (por. str. 188).

Przyktady:

1. Kladge x =acosf, y=bsint (0><t<2n‘)

otrzymujemy normalne przedstawienie parametryczne
- 2

elipsy ;% —}—!;—2 = 1, zgodne z kierunkiem lewym.

2. Normalne przedstawienie parametryczne kwadratu
o wierzchotkach (0,0), (1,0), (1,1), (0, 1) mozemy okreslié
np. w sposob nastepujacy:

x=1 y=20 dla 0 <1
x=1  gpg=t—1 , 1<tL2
xr=38—1t y=1 , 2 t3
x=0 y=4—1t , 3Lt<4

tatwo sprawdzié, Ze okreslone w ten sposéb funk-
cie x=/f({), y=0@ () sa ciagte w przedziale (0, 4)
i spelniajg warunki 1) i 2). Jezeli # rosnie od 0 do 4,
punkt [f(?), @ ()] obiega kwadrat w kierunku lewym,
przechodzac przez kazde polozenie tylko raz [z wyjat-
kiem (0, 0)].

Zastepujac w tych przykladach f przez —s, otrzy-
malibySmy przedstawienia normalne zgodne z Kkierun-
kiem prawym.
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§ 6. Calka krzywolinijna po krzywej zamknig-
tej. Przypusémy, ze krzywa pojedyncza zamknigta dana
jest przedstawieniem parametrycznem normalnem:

x:f(t)7 (P:(P(t), zZUJ(t), a<t<b.

Zatézmy, ze w przedziatach .

(a, a)), (a, a) ... [a<a <ay...<U]

funkeje powyzsze posiadaja pochodne (na brzegach jed-

nostronne) ciggle. Jezeli P (x,y, 2) jest funkeja okreslong

i ciggla w punktach krzywej C, woéwczas na mocy § 3
b

éP(x, g, 2)dx==£ [ PIf@), 9 @), w®f @) dt,

przyczem znak zalezy od tego, czy catka powyzsza jest
wzieta w kierunku zgodnym z przedstawieniem para-
metrycznem, czy w przeciwnym.

Jezeli na krzywej obierzemy dwa punkty A i B,

wowezas, zakladajac, ze luki AmB i Bn A maja kie-

n

8

m

Rys. 18,

runki zgodne z kierunkiem obranym na krzywej, mo-
Zemy napisac:

| Plx,y,2)dx= | P(x,y,2)dx -+ | P(x,y,2) dx.

p iy -

AmB Bnd

§ 6. Calki krzywolinijne po krzywyech zamknie-
tyeh plaskieh. Niechaj dwie krzywe pojedyncze za-
mkniete plaskie C,, C, majg tylko luk pojedynezy AB



202

wspolny. Zal6zmy nadto, ze wnetrza o, W, krzy-
wych C, i C, nie maja ze soba nic wspdlnego. Przy-
pusémy, ze krzywa C, sklada sie z lukow L, i AB, zas
krzywa C; z tukéw Ly i AB. Luki L, i L, tworzg krzywa
pojedyncza zamknigta C, ktorej wnetrze @ zawiera

Rys. 19.

w sobie obszary @; i @,. Jesli obierzemy na krzywych
C, i C, kierunek lewy, wowezas kierunki lukéw L, i L,
beda na krzywej C zgodne z kierunkiem lewym krzy-
wej C. Poniewaz luk AB bedzie na krzywych C;, C,
przeciwnie skierowany, wiec

V Px,p)dx = | P(x,y) dx -+ | P(x,p) dx,

/-\

Cy L, AB
| P,y)dx = | P(x,y)dx+ | P(x, y) dx.
Cs Lo A

Zatem

[Pe,p)dx—+ | P(x,g)dx =] P(x,y) dx + | P (x,p) dx,
Cy Cy Ly Lo
a wiec

| Px,p)dx = | P(x,p)dx+ | P(x,y) dx.

C Cy Ce
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~ Zalézmy, ze brzeg C obszaru @ sklada sie z kilku krzy-
wych pojedynczych zamknietych €y, C, ... Kierunkiem
lewym krzywej C; wzgledem obszaru ® nazywaé
bedziemy ten kierunek, przy ktorym, obiegajaec krzywg C,
" bedziemy mieli obszar © po lewej rece. Zatem kierunek

Rys. 20.

lewy wzgledem obszaru zalezy od tego, czy obszar lezy
wewnatrz, czy zewnatrz danej krzywej zamknietej. Np. dla
obszaru zawartego migdzy dwoma kotami wspéisrodko-
wemi, kierunek lewy wzgledem obszaru jest na kole
wewnetrznem przeciwny do kierunku na kole zewnetrz-
nem. Podobnie okreslamy kierunek lewy na krzywych
C;, Cy ... wizgledem . Obierajac na kazdej krzywej
Cy, Cy, ... kierunek lewy wzgledem obszaru ®, calka
krzywolinijng wzieta po brzegu C w kierunku lewym
nazwiemy sume catek wzietych po krzywyeh Cy, C; ...
A wiec

gP(x,y) dngP(x,y) dx+0§ P(,y)dx—+ ...

Jezeli obszar domkniety ® jest suma dwu obszarow
domknietych o, @, nie majacych ze sobg punkiéw we-
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wnetrznych wspdlnych, to zakladajac, ze odpowiednie
brzegi C, C,, C; skladaja sie ze skoneczonej liczby krzy-
wych zamknietych, mozemy napisac
| Px,p)dx= | P(x,y) dx -+ | P(x,y) dx.
C Cy Co
Calki sg brane w tym samym kierunku.
Intuicyjnie ostatni zwigzek bedzie jasny, jezeli za-
uwazymy, ze jedli jakis luk miesci sie w C, wowezas

Rys. 21.

wystepuje badz tylko w Cy, badz tylko w C, i to z tym
samym kierunkiem co w C; jesli natomiast jakis luk
nie wystepuje w C, a wystepuje w C;, wéwezas wyste-
puje réwniez w C,, lecz z Kierunkiem przeciwnym
niz w Cy.

§ 7. Twierdzenie Greena. Niechaj obszar nor-
malny @ okreslony bedzie zwigzkami

a<x<b,
fi () <y < fy 0.
O funkcjach f; (x) i f3 (x) zakladamy, ze sg ciagte w (a, b).
Przypusémy, ze mamy dang funkcje P (x, y), okreslona
i ciggla wewnatrz i na brzegu obszaru ®. Zalézmy

nadto, ze pochodna
7

oy
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jest ograniczona i ciggla w kazdym punkeie wewnetrz-
nym obszaru . Przy tych zaloZeniach wyprowadzimy
zwigzek :

] 0P
| P(x, ) dx = — \g do (1)
C J
gdzie C oznacza brzeg obszaru ®, zas calka krzywoli-
nijna jest wzieta w kierunku lewym.

Dowod.

Latwo widzieé (por. uwage 2 na str. 191), ze

§P oy dx = | Pl f @] dx — [ Plx,f (] dx @)

b oo
(0o ]
Lecz \&—I—)dtr:\ K vpdxdy.
Jloy SoJ 0
&} a fi(x)
Poniewaz
fo(x)
or
7y dy=Pl[x, ;W] —Plx, ()] dla a<x<b,
fi®
wiee

@
| I

Poréwnujac (2) i (8), otrzymujemy
0P
—d
WGy am

[0

= [P & @] —Ply, )] dx ()

{P(v,p)dx = —
¢

Gdybys$my zalozyli, ze obszar ® da sie rozbié na skon-
czong liczbe obszaréw w,, @,, ... normalnych wzgledem
osi x-6w, toiw tym wypadku wzér (1) jest prawdziwy.
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Oznaczajac bowiem przez C;, C; ... brzegi obszaréw
Wy, Wy ..., mamy wedle znanego twierdzenia (str. 203):
| Pe,pydx= | P(x,p)dx+ | P(x,y) dx+} ...

¢ G Co
Stosujac przed chwilg udowodnione twierdzenie, otrzy-
mamy
| Px,g)dx=— HQP &, y)do — | [P (x,p) do— ...

4 wy? [oN

Zatem | P(x,y) dx= — |{:P (%, y) do.
C w
Przy odpowiednich zalozeniach co do brzegu w, po-
stepujac podobnie jak poprzednio, dostaniemy:

opP
P = — do.
Py ay=|| 57
Laczac oba wzory, mozemy napisaé:
) Q 0P
[Py dx+ ey a = (3¢ = 77) a.
Ten wzér zawiera jako szczegéolne przypadki (dla
Q == 0, wzglednie P=0) oba poprzednie wzory i nosi
nazwe twierdzenia Greena.

Przyklad:
Stosujac twierdzenie Greena do calki
[@x—3y)dx+ (x—y) dy,

c

przyczem C oznacza kolo jednostkowe, obiegane w kie-
runku lewym, otrzymujemy :

, Pr,p)=2x—3y, QG y)=x—y,

ap 9Q
ig = % ix b
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Zatem

| Cx—3pde+x—p dy=I{l4do=4nm.

c [0} )

Latwo sprawdzi¢ ten wynik, obliczajac dang catke
bezposrednio.

§ 8. Zastosowania twierdzenia Greena. Twier-
dzenie Greena jest jednem z podstawowych twierdzen
teorji calek podwojnych. Zastosowania jego sa szcze-
gb6lnie wazine w fizyce matematyczne;j.

Zasadnicze znaczenie wzoru Greena polega na tem,
ze pozwala przeksztalcaé catki krzywolinjowe na catki
- podwdjne i naodwrét.

Podamy tutaj kilka bezposrednich konsekwencyj:

1. Jezeli C jest brzegiem obszaru @, wéweczas kladac

P
Px,y)=y, — =1,
0y

mamy {gdx=—{{do=—4
(A oznacza poli: obszaru (:))U.J
Kladac zas P (x,y) =x, g—{) 1,
mamy 3xdy Hdo—.
Zatem = Q (x dy — y dx).

Calki brane sg w klerunku lewym.

2. Oznaczmy przez @ wnetrze krzywej zamknietej C.
Niechaj funkeje P (x,y) i Q (x,y) ograniczone i ciagle
wewnatrz ®, posiadaja pochodne czastkowe

. 0P _0Q

5—y 9 x
ciggle i ograniczone w w. Udowodnimy twierdzenie na-
stepujace:
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Twierdzenie 1.

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym
na to, by dla kazdej krzywej zamknietej C’
potozone] wewnatrz @ zachodzil zwigzek

| P, y) dx+ Q(x,y) dy = 0,
o

jest, by w kazdym punkcie (x, y) obszaru o
zachodzita r6wnosé:
oOP __9Q
ox oy
O krzywej C' zakladamy, Zze stosuje sie do niej
twierdzenie Greena.

Dowéd.
p tozeniu. se L . 0@
rzy zalozeniu, ze y 0 .
mamy na mocy twierdzenia Greena
) 0 opP
[Pt emplay=\| (52—} ac =0
¢’ J X y

2}

Warunek jest wiec dostateczny.
Przypusémy teraz, ze dla kazdej krzywej pojedyn-
czej zamknigtej C' mamy

| P(x,y) dx+ Q(x, y) dy = 0.
&

Na mocy twierdzenia Greena otrzymujemy
cC(0Q 0P
X - = 1
M(ax ay>d° 0 M
"
Przyjmujae, ze w pewnym punkeie (x,, y,) obszaru @
mamy np.

0Q (xy, Yy) 9 P(xy, Yo) .
ax Oy _a>07
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znajdziemy na mocy cigglosei tak male kolo K o srodku
(xo» 7o), ze w kazdym punkcie tego kola zachodzi

zwigzek 0Q 0P
FOS G oy
0 0P
o

(K oznacza pole kola K).

To zas$ jest sprzeczne ze zwigzkiem (1), zachodzacym
dla kazdego o', a zatem i dla kola K.
Podobnie postepu]emy przy a < 0.

Uwaga.
Zalozmy, ze dla kazdej krzywej pojedynczej zamknie-
tej C' polozonej wewnatrz @ mamy

C,P(x,y) dx + Q(x,y) dy = 0.

Przy zaloieniu powyzszem mozemy twierdzié, ze
jesli A i B sa dowolnemi punktami obszaru w, to catka

| P(r,p)dx + Q(x, y) dy

Y]
(gdzie AB jest tukiem polozonym w w, laczacym punkty
A i B) nie zalezy od luku AB, lecz tylko od punktu
poczatkowego A i koricowego B. Innemi slowy, wartosé
powyzszej catki jest dla wszystkich lukéw 1gezacych
punkt 4 z punktem B ta sama.

Polgezmy bowiem punkty A4 i B dwoma lukami
AmB i AnB nie majacemi nic wspélnego ze soba poza
punktami A i B. Biorge pod uwage krzywa zamknieta
AmBnA, mamy

| Pl,pdx+ Qx,y)dy =0,
AmBnAd

Rachunek rézniczkowy i calkowy. 14
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Rys. 22.
wige AH,EBP(x, yde+ Qe y)dy +
+ ] Py de+ Qx,y)dy =0,
zatem L PGop)de+ Qo y) dy =
=1 Ploy)dx+Qx,p)dy 1)

Zatozmy, ze luki AmB i AnB maja opréez punk-
téw A i B jeszeze skoncezong liczbe punktéw odosob-
nionych i skonczong liczbe lukéw wspélnych. Wykazemy,
ze 1 w tym wypadku zachodzi zwiazek (1). Oznacza-
jac bowiem przez P,Q ... R, S pokolei punkty wspélne
odosobnione i korce odeinkéw wspdlnych, latwo widzieé,
ze na mocy tego cosmy udowodnili, calki krzywolinijne
wziete po odeinkach AP, PQ, ... luku AmB sa od-
powiednio réwne calkom wzigtym po odpowiednich od-
cinkach luku AnB. Zatem
| = 4

AP P

AnB

{4+ ...=1
Q AnB

Zwigzek (1) zachodzi réwniez, jezeli tuki AmB
i AnB maja nieckoriczenie wiele punktéw wspélnych.
W tym wypadku dowodd jednak jest trudny i dlatego
go pomijamy.
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Rys. 23.

Czytelnik latwo zauwazy, ze naodwrét, z zaloZenia,

ze catka [ P(x,p)dx+ Q(x,5) dy

AB
nie zalezy od luku A B, lecz jedynie od punktu poczat-
kowego i kornicowego, wynika, ze dla kazdej krzywej
zamknietej ' mamy:

| P(x,y) dx+ Q(x,p) dy =0.

Zal6zmy, jak poprzednio, ze o jest wnetrzem krzy-
wej zamknietej C. Niechaj funkeje P(x, ) i Q(x,p)
beda okreslone i ciagle w o i niechaj posiadajg w kaz-

op .0
dym punkeie @ pochodne czastkowe @ i 0Qr
Przy tych zalozeniach wykazemy twierdzenie nastepujace:

ciggle.

Twierdzenie 2.

Warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym dla istnienia funkeji V(x, y) okreslonej
w ®, ktérej czagstkowemi pochodnemi by-
tyby funkecje P{x,y) i Q(x,y) jest, by w kaz-
dym punkcie obszaru w zachodzil zwiazek

opP  0Q

dy  ox
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Dowdd.

Konieczno§é wykazaliSmy w tomie pierwszym (str. 250).
Jezeli bowiem
oV .0V
e — Py i dg = Q (x p),
A iPp _ #*V  8Q
wowczas by — dxby Gy

Dostatecznosé: zatézmy, ze w obszarze ®
0P 9Q

T o (1)

g ox

Na mocy uwagi na str. 209 wartosé catki

| P,y dx+ Q(x,y)dy

—

AB

nie zalezy od luku AB, lecz tylko od punktu poczat-
kowego A i koncowego B.

Funkcje V (x,y) otrzymamy w nastepujacy sposob.
Obierzmy w @ dowolny punkt A (xq, y,). Wartosé
funkeji V (x, y) w dowolnym punkcie B (x, y) obszaru @
okreslimy, ktadac

Viey) =1 P,y dr + Q, pdy; Vix,y) =0,
AB

gdzie AB jest dowolnym lukiem lgczacym punkty A i B.

Celem wyznaczenia pochodnych czastkowych funkeji

V(x, y) zauwazmy, ze jesli punkt C obszaru ® ma

wspétrzedne (x + A, y), to mozemy napisaé

V(x+h,y):AS P(x,y)4x+Q(x,y) dy,

gdzie luk ABC sklada si¢ z tuku AB i odcinka prosto-
linijnego BC réwnoleglego do osi x-6w.
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Zatem
Vix+hy= | Pdx+Qdy+ | Pdx-+ Qdy*),
A’;i BC
. 14 h, g) — 7V (x, 1
wige (x + y}z g _ zBlcpdx_]_Qdy
x+h
Poniewaz | Pdx-+ Qdy= | Pdx,
BC x

Vet+hy) —Viny _ 1%
h h

wiee

Stad na mocy twierdzenia o wartosci sredniej (str. 94)
Vx+hy—Vixy

A = Pa+dhy ©<PL
Zatem, z uwagi na ciaglo$é funkeji P (x, y), mamy
Z: = P (x, y).
Podobnie otrzymamy
b = Q)

Uwaga 1.

Mozna wykazaé, ze przy =zalozeniach twierdzenia
poprzedniego funkeja V (x,y) okreslona jest poza pewna
stala. Wystarezy oczywiscie stwierdzié, ze jezeli funkeja
V (x, y) spelnia wewnatrz krzywej C zwigzki

oV v 0
dax 0y
wéwezas V (x, y) = const. Otéz, laczae dwa dowolne

*) Piszemy dla krétkosei P 1 Q zamiast P(x,y) i Q(x, p).
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punkty A, B obszaru o, lukiem prostym polozonym cal-

kowicie w ®, mamy
dvif@, e @] oV , ov
Sy A T t hng —

i i/ O+, 9 =0,
gdzie x = f (), y = @ ({) jest przedstawieniem normal-
nem tuku AB.

Zatem V [f(¢), ¢ ({)] = const. Stad wartosé funk-
cji Vix,y) w punkecie A réwna si¢ wartodci funkeji
w punkecie B. :

Uwaga 2.

Ostatnio otrzymane wyniki sa analogiczne do twier-
dzenia o istnieniu funkeji pierwotnej dla funkeji ciagtej
jednej zmiennej. WykazaliSmy bowiem, ze przy pewnych
zatozeniach istnieje funkcja posiadajgca zgéry dane po-
chodne czastkowe i Ze dwie takie funkcje réinig sie
tylko o stals.

Przyklady:
1. Funkeje P (x,y) = x* -y, Q(x,y) = 0 nie spel-
niajg warunku naszego twierdzenia, bo
oP . 9Q
—— =1 za§ — =
oy ; 0x
Jak sie juz przekonaliSmy (por. str. 195, przyklad 2),
calka | P (x, y) dx + Q(x, y) dy moze przybieraé rézne
wartosci dla réznych krzywych laczgeych te same dwa
punkty.
2. Dla P(x,p) =x+y, QI y)=x—y® mamy
oP Q
— = — =1.
oy O0x
Istnieje wiec funkeja V(x, y), dla kidrej

v ov 9
H_x+y’ 6*;—«‘7—!%

0.
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Z pierwszego réwnania wynika

V=42t xy+ o @),

gdzie @ (y) jest pewna funkejg zmiennej y. Wyzna-
czymy jg przy pomocy drugiego réwnania:

oV o , . )
frim x4+ ¢ (y) = x — y2
Stad ¢, (y) —_— — y2'
¢ (y) = — 1 y® 4 C (C stala dowolna).
Ostatecznie

Viyy)=4x*+xy—%sy*+C.



Rozdzial XI.

Odwzorowania ciagle. Zamiana zmiennych
w calkach podwéjnych.

§ 1. Odwzorowania. Jezeli kaidemu punktowi A
pewnego zbioru E*) przyporzadkowany jest jaki§ punkt B
innego zbioru E,, przyczem kazdy punkt zbioru E, od-
powiada co najmniej jednemu punktowi zbioru E, wéw-
czas powiadamy, ze mamy okres§lone jednoznaczne
odwzorowanie zbioru E na zbiér E,.

Zbiér E, nazywamy obrazem zbioru E. Moze sie
zdarzyé, ze zbidr ten jest czesciowo lub calkowicie za-
warly w zbiorze E, albo z nim identyezny.

Przyklady:

1. Niechaj zbiorem E bedzie kolo o srodku w punk-
cie O i o promieniu r. Kazdemu punktowi A zbioru E
przyporzadkujmy <$rodek B odecinka OA. Obrazem
zbioru E bedzie kolo wspélsrodkowe o promieniu % r.

2. Niechaj E bedzie dowolnym tréjkatem. Kazdemu
punktowi zbioru £ przyporzadkujmy rzut jego na oS
x-0w. Obrazem bedzie odcinek polozony na osi x-6w.

Jezeli punktowi 4 o wspéirzednych x, y odpowiada
punkt B o wspélrzednych x',y, wowezas odwzorowanie
okreslimy, podajac dwie funkcje

X=fxy, y=9kyp (1)

okreslone w zbiorze E, wyznaczajace wspélrzedne punk-
tu B, gdy znane sg wspélrzedne punktu A.

*) Przyjmowaé bedziemy, ze zbiory E i E, sa plaskie, za-
lozenie to nie jest jednak konieczne.
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Przyklady:

3. Jezeli w przykladzie 1. p, ¢ oznaczajg wspolrzedne
srodka O, wowezas odwzorowanie powyzsze jest okre-
Slone funkejami
X+ p o _ytg,

2 Y 2

4. Odwzorowanie w przykladzie 2. okreSlone jest
funkejami , ,
x=ux y =0

5. Kazdemu punktowi A (x, y) zbioru E przyporzad-
kujmy punkt B (x,y'), ktérego wspélrzedne okreslaja
funkecje :

X ==xcos a—ysina, y =xsina- ycosa.

Obrazem jest zbior, jaki otrzymamy, obracajac zbiér E
o kat a dokota poczatku ukiadu.

§ 2. Odwzorowania ciagle. Odwzorowania jed-
no-jednoznaczne. Jezeli funkecje (1) okreslajgce od-
wzorowanie sa ciagle, wowczas odwzorowanie takie na-
zywa sie odwzorowaniem cigglem.

Odwzorowania podane w przykladach 1-—-5 sa ecia-
gle. Jezeli dwom réznym punktom zbioru E odpowia-
daja zawsze dwa rézne punkty zbioru F;, wéwezas od-
wzorowanie takie nazywamy odwzorowaniem jedno-
jednoznacznem.

Odwzorowania w przyktadach 1, 5 sg jedno-jedno-
znaczne. W przykladzie 2 mamy odwzorowanie nie
jedno-jednoznaczne.

Niechaj zbiér E bedzie odwzorowany jedno-jedno-
znacznie na zbiér FE,. Jezeli A oznacza dowolny punkt
zbioru E, za§ B odpowiedni punkt zbioru FE,, wdéwezas
odwzorowanie, ktére kazdemu punktowi B zbioru E;
przyporzadkowuje odpowiedni punkt A zbioru FE, na-
zywa sie odwzorowaniem odwrotnem.
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Aby otrzymaé funkecje okreélajace odwzorowanie od-
wrotne, nalezy rozwigzaé réwnania (1) ze wzgledu na x, g.

Jezeli odwzorowanie zbioru E na zbiér K, jest jedno-
jednoznaczne i ciagle, i jezeli odwzorowanie odwrotne
jest rowniez ciagle, wéwezas powiadamy, Ze odwzoro-
wanie zbioru E na zbidér E, jest obustronnie ciggte.

Dla krétkosci méwimy czesto, ze zbior E; jest cig-
glym (jedno-jednoznacznym) obrazem zbioru F£.

Przyklady:

1. Odwzorowanie odwrotne dla przykladu 1 (patrz
réwniez przyklad 3) okreslaja funkcje:

x=2x —p y=2y —q.

2. Odwzorowanie odwrotne dla przyktadu 5 okreslaja
funkeje:

x=x"cos &}y sina, y=y cos a—x sin a.

3. Odwzorowania podane w przykitadach 1 i 5 sa
obustronnie ciagle.

Podamy teraz kilka twierdzen o odwzorowaniach
ciagtych i jedno-jednoznacznych (dowody pomijamy).

Twierdzenie 1.

Odwzorowanie ciggle jedno-jednoznaczne
pojedynczego tuku (wzglednie krzywej zamknietej)
jest pojedynczym tukiem (wzglednie krzywa za-
mknietg). Odwzorowanie takie jest obustron-
nie ciggte.

Twierdzenie 2.

Obrazem ciaglym i jedno-jednoznacznym
obszaru jest obszar.

Twierdzenie 3.

Obrazem cigglym i jedno-jednoznacznym
krzywej pojedynczej zamknietej C i jej wne-



219

trza @ jest krzywa pojedyncza zamknieta C’
i je] wnetrze . Przy odwzorowaniu tem
obrazem krzywej C jest krzywa C', obrazem
zas jej wnetrza obszar o'

Odwzorowanie takie jest obustronnie
ciggle.

§ 3. Wyznacznik funkeyjny (jakobjan). Jezeli
funkeje x' = f(x,y), ¥ = ¢ (x, y) okreslone w otocze-
niu punktu x, y, posiadaja w tym punkeie pochodne
czgstkowe pierwszego rzedu, wéwezas wyrazenie:

fx (x 8% fy (5, \

, v L _
[,y o, o,y — f, 0600 0 () ox 0 vy 0 |

nazywamy wyznacznikiem funkeyjnym lub ja-
kobjanem tych funkeyj. Jakobjan oznaczamy sym-

bolem: .,
D&yy) o DD
D (x, y) D (x, y)
Przyktad:
Jezeli: x=rcos®, y=rsing
ox 0 dx @
wowezas: D,y 0x 0y 0x oy _

D(r,q) or dp dg ar "
Udowodnimy teraz nastepujace:

Twierdzenie.

Jezeli funkeje x'=f(x,y), ¥y =9 (x,p), ciagle
w obszarze w, posiadaja pochodne czast-
kowe ciggle, wéwczas do kazdego punktu
(x,y), w ktérym jakobjan jest rézny od zera,
mozna dobraé¢ takie otoczenie, ze odwzoro-
wanie, okreslone temi funkejami, bedzie
w tem otoczeniu jedno-jednoznaczne®),

*) Mozna réwniez wykazaé, ze odwzorowanie to bedzie
w tem otoczeniu obustronnie ciagle.
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Dowad.
Zatézmy, ze w punkeie A (x,, y,) jakobjan jest rézny
od zera, t. zn.:
f; (o5 Yo) (P; (xo5 go) —fg; (X0, Bo) P (X0, 7o) F= 0 (1)
Przypusémy, ze twierdzenie jest nieprawdziwe. A za-
tem w kazdem otoczeniu punktu A istniejg dwa rézne
punkty A’ (x,y), B (x+ h, y + k) speliajace zwiazki
fath y+R=fxy), o Cthy-+hH=9@y @
Obierzmy ciag kél o srodku w punkeie A (x, y,)
i o promieniach {r,} zdazajacych do zera. W kazdem
z tych kol znajdziemy dwa réine punkty A4, {x,, 7.},
B, {x, 4+ h,., y. + k,}, dla ktérych zachodza zwigzki:
f(xn + By yn +kn) = f(xn, ¥a),
¢ (xll + hn’ yn _’_kn) - ¢ (xn, yIl)'

Na mocy twierdzenia o wartosci $redniej mamy:

fGa by g+ ka) — f(xn, ya) =
= hy fo Gas M) ku fr Eay 1) =0,
@ (xn + hru Yn _[_ kn) —Q (xna yn) -
= h, @ Ens M) + ke 9y Ey ma) = 0,
(por. T. 1, str. 268) gdzie

Sn :xn+ﬁnhn, nn:yn+0n kn, §’Il :xll +/!9Jn hn)
No =Yn+ Puke; 0P, <1, 0P, <1
Poniewaz h, i k, nie sa réwnoczesnie zerami, wige
ostatnie zwiazki daja

feoGasma) ¥y Gos ) — o Gry ) 92 G M) =0 (3)
Poniewaz lim r,=0,
n—>y«
wiec im x, =x, lim y,=y,,
n—>x n—> o«
lim h,=0, lim k,=0.
n—>x n—>x
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Przechodzac do granicy, otrzymamy z uwagi na (8)
i zatozong ciaglos¢ pochodnych czastkowych:

[ (X0, Yo) ‘ply (x05 Jo) —fg; (%9, Yo) P (x0, yo) = 0.

To za§ jest sprzeczne z nieréwnoscia (1). A zatem
istnieje takie otoczenie punktu x,, y,, W ktérem odwzo-
rowanie jest jedno-jednoznaczne.

Przyktad:
Niech dany bedzie ukiad réwnan

¥=fy, y=9&yp),
przyezem funkeje f(x,y), ¢ (x,y) sg ciagle i posiadajg
ciggte pochodne czastkowe w otoczeniu punktu (x,, y,),
w ktérym jakobjan jest rézny od zera i niechaj

f (xm yO) =a, @ (x07 !]o) = b.

Na mocy ostatniego twierdzenia istnieje kolo K
o srodku (xy, y,), w ktérem odwzorowanie okreslone po-
wyizszemi réwnaniami jest jedno-jednoznaczne i ciggle.
Wedle twierdzenia 3 na str. 218 obrazem kola K jest
pewna krzywa zamknieta C i jej wnetrze @, do ktérego
nalezy w szezegélnosci punkt (a, b). Odwzorowanie jest
nadto obustronnie ciagte. Jezeli zatem (a,, b;) jest do-
wolnym punktem wewnatrz krzywej C, to wewnagtrz
kola K istnieje dokladnie jeden punkt spelniajacy réw-
namia f(x7 y) = dy, 4 (x’ y) = bl'

Punkt ten zmienia sie w sposéb ciagly wraz z (ay, b,).

Uwaga 1.

Jezeli jakobjan w kazdym punkcie obszaru @ jest
rézny od zera, to odwzorowanie w otoczeniu kazdego
punktu tego obszaru jest jedno-jednoznaezne. Moze sig
jednak zdarzyé, ze odwzorowanie calego obszaru nie
jest jedno-jednoznaczne.
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Weimy np. odwzorowanie okreslone funkecjami

x'=e“cosy, y =e“sing (— oo < x, gy < - c0)

Jakobjan wynosi e**, jest wiec zawsze rézny od
zera. Mimo todla x =0, y=0i x=0, y=2n otrzy-
mujemy x' =1, y'=0. Odwzorowanie nie jest wiec
jedno-jednoznaczne. Z drugiej strony, jezeli jakobjan
jest w jakim$ punkcie réwny zeru, to odwzorowanie
moze by¢ mimo to w otoczeniu tego punktu jedno-jedno-
znaczne. Np. odwzorowanie okreslone funkejami

=2 y=y, (—olx, y<4x) ()
jest odwzorowaniem jedno-jednoznacznem; odwzorowa-
nie odwrotne okreslone jest funkejami

3 3
r=lx, y=]Jy.
Jakobjan odwzorowania (1) wynosi 9 x2 y?; jest wiee
réwny 0 dla x =0, lub y = 0.

Uwaga 2.

Przypusémy, ze funkcje x' == f(x, y), y' = f(x,y) sa
ciagte wraz z pochodnemi czgstkowemi pierwszego rzedu
w obszarze spojnym (T. I, str. 238). Jezeli zalozymy, ze
odwzorowanie okreslone temi funkcjami jest jedno-
jednoznaczne, wéwczas mozna udowodnié, ze jakobjan
jest stale > 0 lub stale < 0. Dowéd pomijamy.

Przyktady:
1. Jakobjan odwzorowania linjowego

x’:alx_*—bly_l_clv
y=ayx+byy+c,
wynosi a; b, — ay b,. Jezeli jest rézny od zera, to —
jak wiadomo z teorji réwnan linjowych — mozna réw-
nania powyzsze rozwigzaé ze wzgledu na x, y, przy-
czem otrzymuje sie réwnania podobnej postaci. Mamy tu
zatem odwzorowanie ciagle i jedno-jednoznaczne catej
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plaszezyzny (x, y) na cala plaszezyzne (¥, y). Jezeli
jednak  jakobjan (ktéry w tym przykladzie nie zawiera
zmiennych x, y) jest réwny zeru, to jak wiadomo z ge-
ometrji analitycznej, odwzorowaniem plaszezyzny x,y
jest linja prosta albo punkt. W tym wypadku odwzoro-
wanie jest ciagle, ale nie jest jedno-jednoznaczne.

2. Wprowadzenie wspélrzednych biegunowych
x=rcos ¢, y==rsin @,

mozemy uwazaé za odwzorowanie plaszezyzny zmien-
nych r, @ na plaszezyzne (x, y). Jakobian tego odwzo-
rowania wynosi, jak wiemy, r (str. 219). Dla r=20 i do-
wolnego @ otrzymujemy x — 0, y = 0, t. zn. wszystkie
punkty prostej r=10 przechodza w poczatek ukladu
ptaszezyzny (x,y). W otoczeniu punktu (r, ¢), ktérego
r=+ 0, odwzorowanie jest jedno-jednoznaczne, a odwzo-
rowanie odwrotne dane jest wzorami

r=Vx L y?, ¢=are sin ——2—— == arc cos - ———m»

R e e Voo
przyczem wybor znaku pierwiastka, oraz wartosci kata ¢
jest jednoznacznie okre§lony ze wzgledu na ciaglosé
odwzorowania.

Poniewaz punktom (r,®) i (r, p + 2 nn), gdzie n
oznacza dowolng liczbe calkowity, odpowiada ten sam
punkt plaszezyzny (x, y), kazdy punkt tej plaszezyzny
jest obrazem nieskonczenie wielu punktéw plaszezyzny
(r, @).

W zastosowaniach przyjmuje si¢ zwykle r >0 i ogra-
nicza sie czesto kat ¢ przez warunek 0 < ¢ < 2.
Latwo sie przekonaé, Ze obrazem ecigglym i jedno-jedno-
znacznym wnetrza prostokata okreslonego nieréwno-
sciami 0 < r<Ca, 0 < ¢ <2 &, jest obszar otrzymany
z wnetrza kota x? 4+ y? < a? przez usuniecie z niego
odeinka osi x-6w: 0 <Cx <{a, y=0.



224

3. Odwzorowanie

¥=x1y y=xy

jest ciagle, ale nie jest jedno-jednoznaczne dla -catej
plaszezyzny x, y. Istotnie, punktom (x, y) i (y, x) potozo-
nym symetrycznie ze wzgledu na prostg y=ux i w ogdl-
nosei réznym, odpowiada ten sam punkt (x', y'). Wyznacz-
nik funkeyjny wynosi tutaj ‘; }C%:x——y, a wiec jest
rOwny zeru na prostej y==x. Aby znalezé obraz pla-
szczyzny x, y przy tem odwzorowaniu, zauwazmy, ze
przy danem (x',y') liezby x,y sa pierwiastkami réw-
nania drugiego stopnia

Z2—xz-fy =0
Jak wiadomo, réwnanie to posiada wtedy i tylko
wtedy rzeczywiste pierwiastki, gdy Xt —4y > 0.
A wiec obrazem plaszezyzny (x, y) jest zb10r punktow

(', y) polozonych ponizej paraboli y' == 4 ,
paraboli.

Na mocy twierdzenia na str. 219 odwzorowanie nasze
jest jedno-jednoznaczne w otoeczeniu kazdego punktu
(xo, go) nie lezacego na proste] y = x. Istotnie, rozwia-
zujgc réownania okreslajace odwzorowanie ze wzgledu
na x, y, dostajemy

lub na tej

B = v I - v

X == 2 ] y—— 2 bl
'—/,’2:4 ' ' /!2_47

b x—" 1*2 v y:f_.frHQ—z

Dla pewnego otoczenia punktu x,, y, zachodzi pierw-
sza lub druga z tych mozliwosci, zaleznie od tego, czy
Xo > Yo, czy tez x, < g,

Jezeli natomiast x, = y,, to odwzorowanie nie jest
jedno-jednoznaczne w zadnem otoczeniu punktu (x,, y,),
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bo w kazdem otoczeniu znaleZé mozna dwa punkty sy-
metryezne ze wzgledu na prosta y = x, ktérych obra-
zem jest ten sam punkt plaszezyzny (x, y').

Jezeli nasze odwzorowanie jest w pewnym obszarze
spojnym @ jedno-jednoznaczne, to ten obszar nie moze
zawiera¢ zadnego punktu prostej y=x, a wiee lezy
catkowicie powyzej lub ponizej tej prostej. Stad wynika,
ze jakobjan ma w obszarze @ staly znak (por. uwage 2).

Zadania:

1) Wykazaé, ze przy odwzorowania x = x* — p?
y =2 xy obrazem plaszezyzny (x, y) jest cala pla-
szezyzna (x, y). Odwzorowanie to nie jest jedno-
jednoznaczne w zadnem otoczeniu punktu (0, 0).

2) Wykazaé, ze przy odwzorowaniu x' =ux, y = x? |+ y?
obrazem plaszezyzny (x, y) jest zbiér punktéw pla-
szezyzny (x, y'), polozonych powyzej paraboli j' = x'*
lub na tej paraboli. Odwzorowanie nie jest jedno-
jednoznaczne w otoezeniu punktéw osi x-6w.

§ 4. Zamiana zmiennych w calkach podwdéj-
nych. Niechaj @ i ©' bedg obszarami regularnemi, kto-
rych brzegami sa krzywe zamkniete pojedyncze C,
wzgl. C'. Przypusémy, ze funkcje

X=f@p, y=9xy (@)
sg okreslone i ciggle wraz z pierwszemi pochodnemi
czastkowemi w pewnym obszarze domknietym D, za-
wierajgcym w swojem wnetrzu . Niechaj P (x, g
bedzie funkejg ciagly w ©'. Jezeli w calce

P, g)dx'dy
o’
chcemy wprowadzié nowe zmienne x, y, zwiazane ze

zmiennemi x', y' réwnaniami (¢), to uskuteczniamy to
przy pomocy wzoru

Rachunek rézniczkowy i calkowy. 15
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| P, y)dx'dy =

‘ D(f, 9)
=¢ ~P[ (xy )7 ¢(X, )]—-’_”_dx‘i
Sw' [y D, 9 y
gdzie ¢ = £ 1.

Wzér powyzszy wazny jest przy nastgpujacych za-
lozeniach:

1. Funkcja P(x, y') jest okreslona i ciagla w pew-
nym obszarze domknigtym D' zawierajacym nietylko ',
lecz réwniez caly obraz obszaru @ przy odwzorowaniu ().

2. Funkeje f i ¢ odwzorowuja jedno-jednoznacznie
krzywa C na krzywa C'.

3. Jezeli punkt obiega krzywa C w kierunku lewym,
wéwezas odpowiedni punkt krzywej C' obiega ja wedle 2.
w kierunku lewym lub prawym.

W pierwszym wypadku ma byé e=1, w drugim
¢ — — 1. Zatem & nie zalezy od funkeji P(x, y), lecz
tylko od odwzorowania okreslonego funkejami fi ¢.

M

Uwaga.

7 zalozenia: 1. wynika istnienie catki po prawej
stronie réwnosei (I). O jedno-jednoznacznosei odwzoro-
wania wnetrza krzywej C nic nie zakladamy.

Dowéd przeprowadzimy jedynie przy pewnych zalo-
zeniach dodatkowych. W ogélnym wypadku dowdd po-
mijamy. Zalozymy mianowicie, ze:

a) Krzywa C posiada przedstawienie normalne spet-
niajace warunki podane na str. 194.

b) Obszar @ (wzgl. @) da sie rozbi¢ na skonczong
liczbe obszaréw normalnych wzgledem kazdej z osi x, y,
(wzgl. X', g).

¢) Funkeje f(x,y) 1 @ (x,y) posiadaja czastkowe -
pochodne drugiego rzedu, ciagle w .

d) Istnieje funkeja F(x, y), okreslona w D' i spel-
niajgca zwigzek
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Fy (x, y) =P, y) 1)
w obszarze o'.
Na mocy twierdzenia Greena (str. 206) mamy:

(P, ) de gSaFd’d'
X, X = — P X -

=— || P(X,y)dx dy @)

Catke krzywolinijng obliczamy w kierunku lewym
na krzywej C'.
Niechaj funkeje

x=a(), y=48® (t <t H)
beda przedstawieniem normalnem krzywej C, zgodnem
z kierunkiem lewym.

Zatem, na mocy zalozenia 2., funkecje

X=fla@®,BW=u®), y=9¢le®),8OI=v®) @)
(fh <t < &)

beda przedstawieniem normalnem krzywej C'.
Poniewaz funkcje f, ¢ majg czastkowe pochodne
ciagle, a wedlig zalozenia krzywa C spelnia waru-
nek a), wiee mozemy przyjaé, ze przedzial (¢, ;) da
sie rozbié na skonezong liczbe przedzialéw, w ktérych
funkeje a (), 8 (¢) majg pochodne (na kotnicach przedzia-
16w pochodne jednostronne) ciggle, a zatem funkcje
u(t) i v (t) maja réwniez w tych przedzialach pochodne
(na koncach jednostronne) ciagle. Na mocy wiec (3) mamy
tl
| F,yhdx = e { Flu@®),v®lu' @) dt (4
c’ fo
gdzie e ==-+ 1 zaleznie od tego, czy obiegajac krzywag C
w kierunku lewym, obiegamy krzywa C' réwniez w kie-
runku lewym, czy w przeciwnym (patrz str. 194).
15*
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Ze zwigzku (3) otrzymujemy (poza skoriczong liczba
punktow):

d @) =f.la®), Ol @)+ £ [a@), BOIF ©.
Stad i z (4) wynika:

4

J P&, y)dd=e [ Flu@®),v®Olfcla @), O] () dt +

c’ £

# ’
+¢ tS Flu@),v®] f; [a@), @18 ¢ dt

Yatwo zauwazyé, ze catki stojace po prawej stronie
powyzszej réwnosci, sg odpowiednio réwne catkom:

é Flf(x,g), ¢ (] f (x, y) dx,
g Flf(e,y), ¢ plf, (x,y dy,

przyczem obie calki oblicza sie w kierunku lewym.
Opuszezajac dla krétkosei zmienne x, y, mozemy wiege
napisaé:

g,F *, y) dx = eéF(f, @) frdx 4 eg(f, P fady  (5)

Zastosujmy do calek stojgcych po prawej stronie
twierdzenie Greena. Mamy :

FL ]
0y -
=[Foalf, ) fo +Fp (0 G fe +F O feys
F (LD f] _
ox
=[Fe i) fe +Fp (00N fy FF( 0 fiy

Zatem 7z twierdzenia Greena i na mocy (5) wynika:
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| F(x,g)dx =

GV
ot OF (L, f) | ALF (9 il
— SS {-— oy + PP dxdy.

(2]

. ’ r r N ’ -D(f?¢)
A wiec | F - , 2P G d
iec (}:’ ', y) dx ajwﬁ F, (f’(p)D(x, y)dx

Stad na mocy (1) i (2)
|| P(x,y)dx' dy =
=c¢ || P{f(x, ), @ (x, = dx dy.
i§ PL sy ¢ (o)) 5 y

Uwaga 1.

Jezeli brzeg obszaru @' sklada si¢ z kilku krzywych
zamknietych Cj, C,, ... C,, to twierdzenie poprzed-
nie bedzie réwniez prawdziwe, jesli brzeg obszaru ©
sklada sie z takiej samej liczby krzywych zamknigtych
¢, Cs, ... C,, ktore funkeje f, ¢ odwzorowujg jedno-
jednoznacznie odpowiednio na krzywe C;, C, ... Nalezy
jeszcze zalozyé, ze jezeli punkt obiega krzywe Ci, (s ...
w kierunku lewym, wdéwezas odpowiedni punkt obiega
krzywe C,, C,, ... C,, albo stale w kierunku lewym,
albo stale w kierunku prawym.

Dowéd przebiega podobnie jak poprzednio, jesk
oprzemy si¢ na ogdlnem twierdzeniu Greena (str. 205/6).

Uwaga 2. D
D ((£ ’, % nie zmienia znaku
w obszarze . Na mocy formuty (I)
\5 P, y)dx dy =
D (f, qv)}
— i dxd
D g Y

Zalézmy, ze jakobjan

(6)

=] P(f,9) [s

[0}
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Liczba ¢ ==+ 1 i zalezy tylko od funkeyj f i @, nie
zalezy natomiast od P. Kladac P (x', y) =1 otrzymamy:

b D (f, o)
505' dx dy = SS {SD(x, y)} dxdy.

Poniewai lewa strona ma wartosé dodatnig, wige

D(f, ¢
D (x,y)
wiem, ze ]akob]an nie zmienia znaku. Z uwagi na to,
ze e= + 1, wynika, ze:
LD | D |

D@y | Dy |

Zatem na moey (6) mamy w tym wypadku
[P, g)dx dy =

=i P | 5L

| dx dy )
) |

'Uwaga 3.

Mozna udowodnié, ze wzor (II) zachodzi rowniez
wtedy, jezeli zalozymy, ze

1) obszary @, ®' sa regularne i

2) funkeje f(x, y) i @ (x, y) odwzorowuja jedno-
jednoznacznie wnetrze obszaru @ na cale wnetrze ob-
szaru o'

Nie zakladamy natomiast, Ze na brzegu odwzoro-
wanie jest jedno-jednoznaczne.

Przyklady:

1. Obliczyé calke {| (x? - y? dx dy po wycinku ko-
fowym o, ograniczonym osiag x-6w, prostg y =xtga
0 <a<2m i kolem x* + gy?=1.

Pol6zmy X ==reos ¢, y==rsin ¢.
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Réwnania te odwzorowuja jedno-jednoznacznie wne-
trze prostokata D (0 <r<C1, 0 <L ¢ < a) plaszezyzny
(r, ) na wnetrze wyeinka @, przyczem jakobjan

DGy _

=r
D (r,9)
ma staly znak.

Zatem
(| 2tyddredy=[] GPcos’ p4-rPsin®@)rdrdyp=

] D
T P gpr— &
g dy 3 ridr n

Dla obliczenia calki po calem kole jednostkowem nie
mogliby§my stosowaé naszego twierdzenia, poniewaz
odwzorowanie nie jest jedno-jednoznaczne w zadnem
otoczeniu punktu r= 0. Poniewaz jednak otrzymany
wynik jest wazny dla kazdego dodatniego a < 2 m, wiee
przechodzac do granicy dla a — 2, otrzymamy dla
calki po catem kole wartosé 7.

Poniewaz w ten spos6b mozemy rozumowaé dla
kazdej funkecji ciaglej, zatem w kole jednostkowem
mozna zawsze wprowadzaé wspoéirzedne biegunowe przy
calkowaniu po ecalem kole, mimo to, Ze zalozenia na-
szego twierdzenia nie sg tu spelnione.

Wynika to zreszta rowniez z uwagi 3 i wiasnosci
naszego odwzorowania (por. przyklad 2, str. 223).

2. Obliczy¢ objetosé elipsoidy
x2 y2 22
pein T a=1

Poniewaz elipsoida jest symetryczna ze wzgledu na
plaszezyzne (x, y), mamy

o1,
\5 01/1—?—;2 dxdy,

V=2
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przyczem obszarem catkowania @ jest elipsa
x2 y?
2 Tt
Polézmy x=au, y= bv. Latwo sprawdzié, ze wzory

te okreslajg jedno-jednoznaczne odwzorowanie kola jed-
nostkowego K plaszczyzny (u, v) na elipse ©. Poniewaz

D (xy) _
D, v) =a.b >0,
otrzymujemy
2 2 .. —
H V1— = — Y dvdy = || 1 —a®— o abdado.
a b K

[a)

Wprowadzajac wspélrzedne biegunowe u = r cos ¢,
v =rsin ¢ (por. przyklad poprzedni), dostajemy

e L
5}§ Vl —ut—vldudv = S do | 1'1/1—1'2 dr= % m.
o 0
Ostatecznie V=4%abcm

3. Oznaczmy przez f(x, y), @ (x, y) dwie funkcje
ciggle i posiadajgce ciagle pochodne eczgstkowe w oto-
czeniu punktu (x,, y,). Zalézmy nadto, ze ich jakobjan

D (£, 9)
D (x, y)

jest rézny od zera w tym punkeie.
Odwzorowanie okreslone przez rownania

x :f(x7 v, y’ =@ (x,y)
jest w pewnem otoczeniu punktu (x,, y,) jedno-jedno-
znaczne. Jezeli zatem dokota punktu (x,, y,) opiszemy
koto A, o dostatecznie malym promieniu r, to obra-

zem tego kola bedzie pewna krzywa zamknieta K, wraz
z wnetrzem. Pole tej krzywej wynosi
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TSNP D(f )
dx dy = ¢ SS ~ dx dy.
0, D,y
KI‘
Oznaczajac przez m,, M, najmniejsza wzgl. najwiek-
sz warto§é jakobjanu w kole K,, mamy na mocy twier-
dzenia o s$redniej wartosci (str. 176)

D},
m K< (| 0D axay <, k.
. 1 D (f,®
czyli m, < K| Sg D (x 9) dxdy < M,.
K,

Jezeli promien r zdaza do zera, to liczby m,, M,
z powodu ciggloséci jakobjanu daia do jego wartosei
w miejscu (xy, y,). Zatem
1 SS D(f’@dxdy: D(f,p
D (x, y) D, ),

=10

i
e K]
K,

Mnozac obustronnie przez &, otrzymujemy

r%O‘Kr‘ D(x, y)x:xo

y=1"5o
Widzimy zatem, ze wartoé¢ bezwzgledna jakobjanu
jest réwna granicy ilorazu K, i K,, za§ jego znak jest
dodatni lub ujemny, zaleznie od tego, czy odwzorowa-
nie zachowuje zwrot obiegu, czy go odwraca. Mamy tu

pewng analogje do znanych wlasnosci pochodnej funk-
cji jednej zmiennej.

Zadania:

1) Przy pomocy zamiany zmiennych uiywanej w przy-
kladach poprzednich obliczyé:
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a) Objetosé czesci elipsoidy
X2 y2 22
2 T e
pofozona w dodatniej 6semce uktadu wspdlrzednych,

miedzy plaszezyznami x =0, y—=0, z=10 i pla-
SzezyzZng

§+%:1_ V:?Z‘Eabcﬂ(f) 1/5_4-')'

b) Objetosé wycieta z kuli x® 4 y* -+ 22 = r* przez wa-
lec kotowy x* 4 yi=a® (a<r).
V=4%¢a[r®P— (r?— a%?].
¢) Wspélrzedne srodka ciezkosei (por. str. 186, zad. 6)
dodatniej ¢wiartki elipsy

x? 2 4a

2) Wykazac przy pomocy zamlany zmiennych, ze od-

wzorowanie x — ]/y, y=—2 xVy, jedno -jedno-
znaczne dla y > 0, jest rownopow1erzchmowe t. zn.
ze obrazem dowolnego obszaru domknietego pta-
szezyzny (x, y) (poloZonego powyzej osi x-6w) jest
obszar domkniety o tem samem polu.

_4b
Y 2



Rozdziatl XIL
Calka wielokrotna.

§ 1. Catka potréjna. Niechaj D bedzie zbiorem
punktéw w przestrzeni, o wspélrzednych (x, y, 2), spel-
niajacych nieréwnosci: a < x<a', by <b, c <<z < c.

Zbioér D jest oczywiscie prostopadioscianem o objeto-
gci t=1(a —a) (b —b) (¢ —c)i o przekatni

I=)@ —a:+@® — b+ ( — o

Podzielmy D na skoriczong liczbe prostopadioscianéw
o objetosciach Av,, At,, ....

Zbior tyech prostopadloscianéw nazywaé bedziemy
podziatem d. Przez |d| oznaczaé bedziemy dlugosé
najwiekszej przekatni prostopadioscianow Ay, At,, ...

Ciag podziatéw {J,} nazywamy normalnym, je-
zeli lim [d,|=0.

n—>®

Przypusémy, ze w prostopadloscianie D jest okre-
slona ograniczona funkeja f (x, g, z). Utwérzmy dowolny
podziat 6 i wybierzmy z kazdego prostopadioscianu,
wchodzaeego w sktad podzialu d, dowolnie po jednym
punkcie. Oznaczmy wspéirzedne obranych punktéw przez
7(§17 N1s gl), (521 Urs §2)7 ceen d lltWéI‘ZHly sume :

A=fE,n 8 47 + 7 G ms, &) AT ...

Jezeli dla kazdego ciagu normalnego podziatéw {d,}
odpowiedni cigg sum {A4,} ma granice, wéwezas powia-
damy, ze funkcja f(x, y, z) jest catkowalna w D.
Mozna wykazaé (podobnie jak dla calki pojedynczej),
ze w tym wypadku ciagi {A4,} zdazaja do wspélnej gra-
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nicy, ktéra nazywamy calka potréjna funkeji
fx, y,2) wprostopadtoscianie D.
Oznaczamy ja symbolem

Wl f,y,2)dr lub S}S)jf(x,y,z) dxdydz.

§ 2. Calka wielokrotna. Niechaj D bedzie zbio-
rem punktéw przestrzeni czterowymiarowej o wspélrzed-
nych (x, y, z, ), spelniajgcych nieréwnosei: a < x < 4,
b<Ly<b, ez, d<t<d. 7Zbi6r D nazy-
wamy przedzialem przestrzeni -czterowymiarowej.
(T. L, str. 285).

Jako miare tego przedziatu (kiéra nazywamy réwniez
objetoscia) uwazamy liczbe

T=(@ —a) (' —b) (¢ — o (d—d.
Przekatnia przedzialu D nazywamy liczbe

I=)@ —aF0 —bF (- Fd—ar

Dzielgc przedzial D na skoriczong liczbe przedzialow
o miarach 47, Av, ... otrzymujemy podzial d. Naj-
wigkszg przekatnie przedzialéw wchodzacyech w sklad
podzialu 0 oznaczamy przez [d|. Ciag podzialéw {d,)
nazywamy normalnym, jezeli lim |d,|= 0.

Niechaj f (x; g, z, ) be;dzfe funkcja okreslong i ogra-
niczong w przedziale D. Obierzmy w kazdym z prze-
dziatéw A7y, 47,, ... dowolnie po jednym punkeie

o wspélrzgdnych (51, 1y, &y, #), s May Cay £, .-
i utwérzmy sume

A :f(gla 771, é-ly tl) Avl +f(b&23 772> €2a tz) AT2 _!_

Jezeli dla kazdego ciggu normalnego podziatéw {d,}
odpowiedni cigg sum {4,} ma granice, wéwezas powia-
damy, ze funkeja f (x, y, 2, t) jest catkowalna w prze-
dziale D. Wspélng granice ciggéw {A4,} nazywamy calka
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poczwérng funkeji f (x, y, 2, ) w przedziale D. Ozna-
czamy ja symbolem
(0] f,p,2,0dz Tub §{]] f(x, g, 2 ) dxdy dzdt.
D D

Analogicznie okreslamy catke wielokrotng w prze-
strzeni o dowolnej liczbie wymiaréw.

§ 3. Warunki calkowalnoS$eci. Twierdzenia 1, 2,
3, 4 (8§ 2 str. 163) sa wazne réwniez dla catek potrdj-
nych i wielokrotnych. W twierdzeniach 1, 2, 3 nalezy
za D przyjaé prostopadloscian, wzglednie przedzial.
Dowody tych twierdzen sa podobne. W twierdzeniu 4
nalezy poczynié nastepujace zmiany. W wypadku calki
potréjnej zakladamy, ze punkty niecigglosci lezg na
skonczonej liczbie powierzehni, bedacych obrazami geo-
metryeznemi funkeyj ciaglych ksztaltu z = f (x, y), lub
r=¢(y, 2), lub y=1v(x,2. W wypadku calki po-
czwornej zakladamy, ze punkty nieciggloSci lezg na
skoneczonej liczbie utworéw, bedacych obrazami geome-
trycznemi funkeyj cigglych f=f(x, y, 2),lubx =@ (x, 2, 9
i t. d. Analogiczne zmiany nalezy uwzglednié przy wiek-
szej liczbie wymiaréw.

§ 4. Calka wielokrotna, jako calka iterowana.

Twierdzenie.

Jezeli funkeja f(x,y,2) jest ciggta w prosto-
padloscianie D (@a<<x<{a, b<{yg<?d, e<Lz¢),
woéwezas

a o

Ui fGogDdr=11) {|/(xy, 2 dz} dyldx.

Dowéd tego twierdzenia jest podobny do dowodu
twierdzenia z § 3, str. 165.

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla calek wielo-
krotnyech.
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Uwaga.

‘Mozna udowodnié¢ twierdzenie ogélniejsze. Zalézmy,
ze f(x, y, z) jest funkecjg calkowalna w D i Ze dla kaz-
dej pary wartosci x, y funkeja f (x, y, 2), uwazana jako
funkcja jednej zmiennej z, jest catkowalna. Przy tych
zatozeniach mozna twierdzié, ze

1) Fl,p)=1{f(xy,2)dz jest funkeja catkowalng
w prostokacie D' (a <l x <{a, b <y <b).

2) ] Sf(x y,z)dr—“ {f(x,y,z)dz}da

Przykilad.
Obliczyé¢ calke | \ (x? -+ g + 2% dv po prostopadto-

bl

gcianie D okreslonym nieréwnogeiami 0 < x < a,
0<Ly<h 0z
Otrzymujemy

] @byt ayar =]

2T

{]0 (@ L y? - 2% de} dyl dx=

Py "

zg {I\J (cy\c2 —Q—cyz—{—%g) dyl dx ==

0 0

{bcﬂ—l—‘c—{-—b ld,\_

__atbe ab’c , abc®

e L CE )

Sy

§ 5. Calka wielokrotna po obszarze. Niechaj
@ bedzie obszarem ograniczonym i domknigtym, poto-
zonym w przestrzeni tréjwymiarowej (por. T. I, str. 285).
Zatéimy, ze funkeja f(x, y, z) jest w obszarze ®
okre§lona i ograniezona. N1echa3 D deZ]e dowolnym
prostopadloscianem (a < x <a', b <y < b, c <z<¢)
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zawierajacym w swojem wnetrzu obszar @. Okreslmy
w D nowa funkcje F(x,y, z) W nastepujacy sposéb :
F(x, y, 2) = f (x, y, ), jezeli punkt (x, g, 2) nalezy do @;
F (x, y, z2) = 0 dla innych punkiow prostopadtoscianu D.

Jezeli funkcja F (x, y, 2) jest calkowalna w D, wWOwW-
czas powiadamy, ze funkcja f (x, y, z) jest calkowalna
~w o. Catka potréjng funkeji f(x, y, 2) po obszarze @

nazywaé bedziemy wartosé catki {1} F (x, y, z) dv. Catke
D

potréjna po obszarze © oznacza¢ bedziemy podobnie
jak poprzednio, t. j. symbolem ({1 f(x,y,2 dr lub
V1 f (g, 2) dxdy dz. o

© A wiec wedlug powyzszej definicji

I f, gy, 2)dr={{{ F(x,y,2 dr.

Odnosi sie tutaj (jak czytelnik latwo sprawdzi), przy
odpowiednich zmianach, uwaga na str. 171.

Obszar domkniety @ nazywamy obszarem regular-
nym, jezeli jego brzeg sklada ze skonczonej liczby po-
wierzchni, dajacych sie przedstawi¢ w jednej z postaci
Cz=f(ny), y=9 & 2, x="1(Q,2).

Czytelnik latwo sprawdzi, Ze twierdzenia 1 (str. 171)
i 2 (str. 172) sg réwniez wazne dla calek potréjnych
(przy odpowiednich zmianach).

Jako definicje objetosei obszaru domknigtego regu-
larnego @ przyjmujemy formute

lo|=]ijdo.
[a)
Te same definicje i twierdzenia stosuja si¢ do do-
wolnych catek wielokrotnych.
Czytelnik latwo wypowie twierdzenia 1, 2, 3 (§ 5,
str. 175) dia catek wielokrotnych. Dowody sa podobne.
Jako Srednig wartosé funkeji f (x, y, 2) w obszarze
@ okreslamy calke
Q(lu\ Hk f(x7 Y, Z)df"

(&)
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§ 6. Calka wielokrotna po obszarach, jak
catka iterowana. Niechaj w, bedzie obszarem regu-
larnym polozonym w plaszczyznie (x, y), zas @ obsza-
rem regularnym polozonym w przesirzeni fréjwymiarowej
okreslonym jak nastepuje: punkt (x, y) nalezy do ,,
@ (%, 9) < 2 < 95 (x, ), gdzie gy (5, p) 0 75 (x, ) 5
funkcjami ciaglemi okreslonemi w @,. Obszar taki na-
zywaé bedziemy obszarem normalnym wzgledem pli
szezyzny (x, y). Obszar @ ograniezony jest powierzek
niami z== @, (x, y), 2= @, (x, ) i pobocznicg walca
o podstawie ®,, kiérego tworzgce sg réwnolegle do osi
z-6w. Niechaj D bedzie dowolnym prostopadtoscianem
okreslonym nieréwnosciami a <{x <{a, b Ly b,
¢ <z < ¢, pokrywajacym . Jezeli funkcja f(x, y, 2)
jest ciagla w o, wéwezas, jak wiemy ‘

11 f(x, g, 2) dv = {]{ F(x,y,2) dv
%) D

gdzie Fx,y, ) =f (v, 5,2 w o, zas F(x,y,2) =0
w pozostalych punktach D.

Funkeja F (x, g, 2), uwazana jako funkcja zmiennej z,
posiada co najwyzej dwa punkty nieciggiosei; punktami
temi moga byé punkty, w ktérych prosta réwnolegta do
osi z-6w przechodzaca przez punkt (x, y) przecina brzeg
obszaru ®. A zatem dla kazdego (x, y) istnieje catka

[ F g0 de=W(, )

Stad na mocy uwagi na str. 238 wynika, zZe

1 flx, g, 2)dv=1{]] Flx, g,2)dv=

= {| F(x, y, 2) dz} do (1)

D e
gdzie D' oznacza prostokat (a <x <a', b <<y < b"). Lecz
tatwo mozna zauwazyé, ze przy stalem (x, y) mamy:
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<4 P2 (x,y)
W(X,y)_—‘SF(x,y,z)dz = S F(X,y,z)dz=
¢ @1 (% 9)
s (x, 1) !
= | fy 2)dz 2)
@1 (x, )

jezeli (x, y) nalezy do w;, zas$

W (x,y) = | F(x,y,2) dz = 0 w pozostalych punktach D".

A wige -
! | W(x, g)do=1{] W (x, y) do.
D’ [oN
Zatem na mocy (1), (2)
o o Pa(xy)
Bl fe, g, 2dt=(1{ | f(xy, 2 dzdo.
%) O Prlx,y)

Analogiczny wzér otrzymuje si¢ dla obszaru nor-
malnego ze wzgledu na plaszezyzne (y, 2) lub (2, x).

Przyktad.
1. Obliczy¢ catke {|{{ Qx4+ 8y —=2) dx dy dz po

graniastostupie tréjkatnym o, ograniczonym plaszezyznami
2=0,z=a, x=0,y=0, x+y=256 (a >0, b>0).
Mamy tutaj @, (x,y) =0, ¢s (x, y) = a. Obszarem @,
w plaszezyznie (x, y) jest tréjkat ograniczony prostemi
x=0, y=0, x+y=02>0.
Zatem

il @x+8y—2dxdydz=1! {T(Zx—}—Sy—z) dz} do.
[0} ®m; 0
Poniewaz )
a 2
| Qx+38y—2)dz=Q2x-}+3p) a ——%a
0

zatem otrzymujemy jako warto$é danej catki
b bh—x

2

SH(Qx—f—?»y)a —%z}dazidxg[@x—{—:%y)a—% dy=

oy 0 0
— 5 3 __ 1 o2p2
=% ab z a b®,

Rachunek rézniczkowy i calkowy. 16
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2. Obliezy¢ objgtosé obszaru normalnego ze wzgledu
na plaszezyzne (x, y).
Przy zachowaniu oznaczen uzywanych poprzednio,

mamy o P2 (xy)
V=1{{ldrdydz==1{{{ | dz}do,
© oy P1(x,y)
czyli V=11 [@s (x, ) — ¢y (x, )] do

Wy

(por. str. 182, przyktad 4).

Zadania.
1) Obliczyé catke potréjna
i a— x2)v,,1_w_7;2 dxdydz
po prostopadloscianie ograniczonym plaszczyznami

k=41, y=4+1, 2=+ 1, <Wynik4?n>-

2) Wspdlrzedne srodka ciezkosci bryly jednorodnej @
sq $redniemi wartosciami funkeyj x, y, z, t. zn.

1 ... 1
§= —ii{xde, n=—{llydr, C= . [ zdw.
% \\ » [CO] (oS o

Wyznaczyé srodek cigezkosci:
2 2 2
a) dodatniej 6semki elipsoidy gﬁ'—zﬁ—% =1,
b) stozka kolowego 0 prom1en1u r i wysokodci w.
(Wynik a) §=4 da, =3 36, { =2 c; b) na wysoko-
sei, w odleglosei 1w od podstawy)
3) Obliczyé catke potréjng | i x? sin y dv po obszarze w

normalnym ze wzgledu na plaszezyzne (y, z), zawar-
tym miedzy ta plaszezyzna a powierzchnig

x=1-Fcosy O<Ly<Lm 0Lz L2,

(Wynik 8—;)
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