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WSTEP
LICZBY RZECZYWISTE

1. Aksjomaty i definicje. Arytmetyke liczb rzeczywistych
mozna oprzeé¢ na nastepujgeych 13 pewnikach (aksjomatach):

Aksjomaty dodawania. Kazdej parze liezb a,b przypo-
rzagdkowana jest liczba @+, zwana ich swmq i czynigea zadosé
nastepujacym 3 aksjomatom:

I. atb=b+ta;

II. (a+b)+e=a+(b-+o);

1I1. Réwnanie a+ax=10b jest jednoznacenie rozwiqzalne, t.zn.

istnieje dokiadnie jedna liczba w, ktéra je spelnia.

7 aksjomatéw I-III wynika istnienie dokladnie jednej (t. zn.
jednej i tylko jednej) liczby rzeczywistej 0 takiej, ze a+0=a dla
wszystkich liczb a. '

Aksjomaty mnozenia. Kazdej parze liczb a,b przypo-
rzgdkowana jest liczba ab, zwana ich iloczynem i speliajgea naste-
pujace 4 aksjomaty:

IV. ab=ba;

V. (ab)e=a(be);

VI. Réwnanie ax==b jest jednoznacznie rozwigzalne dla kazde)
liceby a=+0;

VIIL. a(b+¢)=ab+ac.

Z T-VII wynika istnienie doktadnie jednej liczby rzeezy-
wiste] 1 takiej, ze al=a dla wszelkich a.

Aksjomaty nieréwnogci. Pomiedzy liesbami okreslony jest
stosunek wiekszosei; gdy a jest wigksze od b, piszemy a>b lub b<a.
Dla stosunku tego przyjmujemy nastepujacych 5 aksjomatow:
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VIII. Dla wszelkich a i b zachodzi dokladnie jedno z irojga:
a=b, a<cb, a>b;

IX. Jezeli a<<b i b<e, to a<c;
X. Jezeli a<<h, to a-+oc<b--c;
XI. Jezeli a<<b i ¢>0, to ac<<be.

Przed podaﬁiem aksjomatu X111 Wprowadzimy pojecie przekroju.

Przekrojem nazywamy podzial wszystkich liczb rzeczywistych
na dwa zbiory 4 i B o wlasnodciach nastepujacych:

1° Kazda liczba nalezy dokladnie do jednego ze zbioréw A, B.

20 Kazda liczba zbioru A jest mniejsza od kazdej liczby
zbioru B;

3° Zbiory A i B s3 niepuste, t. zn. kazdy z nich zawiera jakas
liczbe.

Z whasnodei 2° wynika, ze jezeli jaka$ liczba a nalezy do zbioru 4, to kazda
liczba ’<<a naleiy réwniez do 4 i, podobnie, jezeli jakas liczba b nalezy do B,
to kazda liczba b’>b tez nalezy do D.

Przykladem przekroju jest podziat: do zbioru A zaliczamy wszystkie liczby
25, do zbioru B wszystkie liczby x>>5.

XII. Aksjomat Dedekinda. Jeieli zbiory A, B tworzq prze-
kréj liczb rzeczywistych, wéwczas albo w zbiorze A istnieje liczba naj-
wieksza (t. zn. wieksza od wszystkich innych liezb zbioru A), albo
w zbiorze B istnieje liczba najmniejsza.

XIII. Istnicjq co najmmniej dwie rééne liczby rzeczywiste.

Opierajac si¢ na aksjomatach I-XIII, mozemy okreslié pozo-
stale dzialania arytmetyczne, jak odejmowanie, dzielenie, potegowa-
nie it. d.

Mozemy réwniez okreslié liczby naturalne 1,2,..., calkowite
0,41, +2, ...

Liczbami wymiernymi nazywamy liczby postaci p/q, gdzie p i ¢
s liczbami catkowitymi, przy eczym ¢Z0. Liczby, ktére nie sg licz-
bami wymiernymi (jak np. V ﬁ), nazywamy liczbami niewymiernyma.

Liczby algebraiczng nazywamy liczbe, ktdra jest pierwiastkiem
jakiego§ réwnania

a0+ a1 2+ a0’ ...+ a0 =0,

gdzie ao,ai,...,a, 83 liczbami catkowitymi i a,=0.
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2. Zbiory liniowe. Kazdemu punktowi osi (t.]. dowolnej
prostej, na ktoérej obrany jest zwrot i punkt zwany poczatkiem)
mozemy przyporzadkowaé liczbe rzeczywista zwang wspotrzgdng tego
punktu.

Kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada wtedy dokladnie jeden
punkt, ktérego wspélrzedng jest ta liczba. 7Z tego powodu liczby
nazywamy eczesto punktami, zbiory liczb zbiorami liniowyms, 08
zas osiq liczbowaq.

3. Liczby nieskoficzone. Niekiedy wygodnie jest postugi-
waé sie bt.zw. liczbami nieskoticzonymi, ktore oznacza si¢ przez +oo
i —oo, pamigtajae, ze nie sg to liczby rzeczywiste w sengie aksjo-
matéw I-XIII.

Dla odréznienia liczby rzeczywiste nazywamy takze liczbami
skoniczonymi.

Dla liczb nieskoriczonych okre§lamy nieréwnodei i niektore

dziatania przez nastepujace wzory (w ktérych a oznacza dowolng
liczbe skonczong):

(1) —oo<a, a<<H- oo, —00<+ 00,
(2) +oo+ta=a+co=+-00, —-00+ = @—00=—00;

“ (o) (+ )Eoon c0)=+00,

(—o0)(+>0)=(+0)(—
(5)  a(+o0)=(4o00)a=-o00, a(—o0)=(—00)a=—o0, jezeli a>0;
(6) a(+oo)=(+4o0)a=-—20, @(-—0o0)=

Uwaga. Dla uniknigcia nieporozumien zaznaczamy, Ze ilekroé
méwimy ,liczba“ bez podania, czy to jest liczba skonezona c¢zy
nieskoniczona, to mamy zawsze na mysli liezbe skonczona.

20)==—00,

(—oo)a=-to0, jezeli a<<O.
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