ROZDZIAL 1

TEORIA ZBIOROW

§ 1. Algebra zbioréw.

1. Dzialania na zbiorach. Niech A i B beda dwoma zbio-
rami. Oznaczamy przez A+ B sume¢ tych zbioréw, czyli zbiér zlo-
zony z elementoéw, ktére naleza badz do A, badZ do Bj; przez A-B
oznaczamy iloceyn A i B, t.j. zbiér zlozony z elementéw, ktore
nalezg zaréwno do A jak do B; wreszcic przez A —B rdinice zbio-
6w A i B, t.j. zbiér elementéw, nalezgeych do A, lecz nie nale-
zgcych do B.

Jezeli np. A oznacza przedziatl 1<a<<3, zas B przedzial 2<w<4,
to A+ B, A-B i A—B oznaczaja odpowiednio przedzialy: 1<w<d,
Q<3 i 1<,

Piszemy ,xeA*“ dla oznaczenia, ze x jest elementem zbiorn A.
Wyrazenie ,, ACB“ oznacza, ze kazdy element zbiorz 4 jest ele-
mentem zbioru B, t.j., ze warunek x¢A4 pocigga za sobg warunek
zeB; mowimy wtedy, ze 4 jest podzbiorem zbioru B, lub ze zbior A
jest zawarty w zbiorze B, a takze, ze A jest czesciq zbioru B.

Oczywiscie, jezeli ACB i BCA4, to 4==B, co oznacza, ze zbiér 4
jest identyceny ze zbiorem B1).

Symbolem 0 oznaczamy zbiér pusty, t.]j. nie zawierajacy za-
dnego elementu.

Wprowadzenie zbioru pustego jest potrzebne, aby mnozZenie
i odejmowanie byly zawsze wykonalne; mianowicie, jezeli zbiory A
i B 83 rozlacene, t. zn. nie maja zadnego wspélnego elementu, wow-
czas piszemy A-B=0, podobnie, jezeli ACB, to A—B=0.

1) W szezegdlnoéci wiec ,,cze8¢* (w znaczeniu ,,podzbiér®) moze byé iden-
tyczna z ,calofeig*.
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[§1] Daziatania nieskohczone.

Czytelnik latwo sprawdzi wzory nastepujace:

(1.1) A-(B+C)=A-B+A.0, A+A=A4A=4-4, A—B=A—4.B,
(1.2) A-BCA+B.

W zastosowaniach Teorii mnogodci wszystkie rozpatrywane
zbiory stanowia zazwyczaj podzbiory pewnego stalego zbioru, zwa-
nego przestrzeniq. Tak np. w wielu dziatach Analizy role przestrzeni
gra zbior wszystkich liczb rzeczywistych lub (np. w Teorii funkey]
analitycznych) zbior wszystkich liczb zespolonych, przestrzen trdj-
wymiarowa euklidesowa 1it. d.

Oznaczmy przestrzenn symbolem 1, za$ réznice 1—A4, t. zw.
uzupelnienie zbioru A, symbolem —A.

Zbior —A sklada sie wiec ze wszystkich elementéw (rozwaza-
nej przestrzeni), ktére do A nie naleza. Widaé natychmiast, ze:

—(—A)=4, A(—A4)=0, A+(—4)=1, A (—B)=4A-B

i ze ACB jest rownoznaczne z —B C—A4.

Zachodzg wzory de Morgana: .
(13) —(A+B)=(—A4)(—B), —(A-B)=(—4)+(—B).

Udowodnimy pierwszy z nich (dowdd drugiego jest analogi-
czny). Niech x<[—(A+ B)]. Znaczy to, ze & nie nalezy do A+ B,
t. j. ze @ nie nalezy ani do A4, ani do B, czyli ze # nalezy do uzu-
pelienia 4 i do uzupelnienia B. Ostatnie zdanie zapisuje si¢ symbo-
licznie we[(—A)-(—B)]. Udowodniliémy w ten sposob, ze x nalezy
do —(A+B) wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do (—A4)-(—B).
A zatem —(4+ B)=(—A4)-(—B).

Zbiory zbioréw, t.j. vakie zbiory, ktorych elementy same &3
zbiorami, nazywamy takze rodzinami zbioréw; podobmie zbiory
zbiorow zbioréw nazywamy klasam: rodzin.

Elementy (o ktérych nie zaklada sie wyraznie, Ze s zbiorami)
oznaczamy zwykle literami malymi, zbiory duzymi, rodziny gru-
bymi i t. d.

W dalszym ciggu tego paragrafu zakladaé bedziemy, ze wszyst-
kie rozwazane zbiory sg podzbiorami pewnej przestrzeni (nie pustej).

2. Dzialania nieskonezone. Ze wzgledu na prawa lgeznodci
dodawania i mnozenia, t. j. na wzory A+ (B+ C)=(4+ B)-+( oraz
4-(B-C)=(A-B)-C, dzialania te zdefiniowane sa dla dowolnej skon-
czonej ilodei skladnikéw A;+ ...+ A, lub czynnikow Ayo- A,
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Mozna jednak definicje dodawania i mnozenia rozciagnaé na
oo

s . , . . . . Al .
sumy i iloczyny nieskonczone: mianowicie do zbioru > A, zaliczamy
n=1

element z, gdy « nalezy do jakiego$§ A,, zas x zaliczamy do
zbioru ﬁA,,, gdy x nalezy do kazdego A4,.

Je;;(lzze ogélniej okreslamy sume >'A;, gdy wskaznik t prze-
| biega jaki§ dany (zresztg dowolny) zbi(’:r T; mianowicie, D 'A. jest
to zbiér tych x-6w, ktére naleza do jakiegos$ A, zas @'loc[zyn {14,
jest to zbiér tych xz-6w, ktére naleig do kazdego A (czyli ctz@s‘é
wspdlna wszystkich 4,).

W szezegblnodei, gdy T jest zbiorem wszystkich liczb natu-
ralnyeh (1,2,3,...), otrzymujemy rozpatrywane przed chwila sumy

i iloczyny A4, i []A..
n=1 n=1 .
Niech np. A; oznacza okrag kola x?4y?=t? zad wskaznik ¢
(,parametr®) niech przebiega przedzial 0<t<1l. Woéwezas A4,
¢

oznacza tarcze kola o §rodku 0 i o promieniu 1, z ktdrej usunieto
drodek i obwod.

Podobnie, jak dla dzialan skonezonych, mozna wyprowadzié
szereg wzoréw rachunkowych dla sum i iloczynéw nieskonczonych.
Np.

(2.1) [14,CA,CYA;  dla kaidego wskainika i,;
t t

spelnione 83 tez uogdlnione wzory de Morgana:

(2.2) —(Zt:Az)=!;l (—A4), —(UA'\) =2/(—4.,).

3. Znakowanie logiczne. Niech ¢ i § beda dwoma zdaniami.
Pisaé bedziemy o8 zamiast ,,a lub g%, a-f zamiast ,.a i f“ wreszcie
»—a" dla oznaczenia zaprzeczenia zdania a.

Jezeli np. a oznacza zdanie .2 jest liczba naturalng“, to —a
oznacza zdanie (w danym wypadku falszywe) ,2 nie jest liczbg
naturalng”.

Kaide zdanie posiada jedna z dwoch wartoées 1 lub 0, w za-
leznodei od tego, czy jest prawdziwe, czy falszywe.

Dwa zdania a i 8, majace te sama warto$é, nazywamy row-
nowasinyms; réwnowaznosé te wyrazamy, piszae a=p.
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Z podahych definicyj wynikaja natychmiast réwnowaznosei
nastepujace, ktore spelnione sg przez kazda pare zbioréw 4 i B
i kazdy element x:

(3.1) [(wed)+ (ze B)]=[we(A+ B)],
[(xed) (weB)]=[weA-B],
—(we d)=[we(—A)];

t. j.: zdanie ., nalezy do A lub z nalezy do B“ réwnowazne jest
zdaniu ,,x nalezy do A+ B*; zdanie ,x nalezy do 4 i « nalezy do B*
réwnowazne jest zdaniu .o nalezy do A.B“; zdanie ,x nie nalezy
do A“ réwnowazne jest zdaniu ,x nalezy do —A*.

Po lewej stronie tych réwnowaznosci dziatania +, - oraz —
majg sens logiczny, po prawej matematyczny; uzycie tych samych
symboléow w tak réznych na pozoér znaczeniach uwydatnia dwoi-
sto$é, zachodzaca miedzy t.zw. Algebry logiki a Algebrg zbioréw.

Twierdzeniom o zbiorach odpowiadaja twierdzenia o zdaniach
(t.zw. prawa logiczne); wymienimy ich kilka:

—(—a)=a (prawo podwodjnego przeczenia),

a-(—a)=0 (zasada sprzecznosci: zdanie i jego zaprzeczenie nie
mogg byé¢ réwnoczesnie prawdziwe),

a-}- (—a)=1 (zasada wylaczonego srodka: albo dane zdanie, albo
jego zaprzeeczenie jest prawdziwe),

a(f+y)=afptavy,
—(a+p) = (—a)-(—p),
—(af)=(—a)+(—§) it.d.

Odpowiednikiem stosunku zawierania sie miedzy zbiorami
(ACB) jest w Logice stosunek wynikania miedzy zdaniami: piszemy
a—f, dla oznaczenia, ze zdanie a pociaga za sobgy zdanie g, czyli
ze ze zdania o wynika zdanie §.

Zachodzg rownowaznosei:

[(xed)—(weB)}=[ACB], (a-+/3)§(—a+ﬁ)*=‘[(v—ﬂ)—>(—a)],

t. j. zdanie ,xeA pociaga xeB* (czyli ,jezeli zeA, to xeB*) réwno-
wazne jest zdaniu ,zbidér A zawiera si¢ w B“; ,,a pociaga f“ réwno-
wazne jest kazdemu ze zdan: ,zaprzeczenie a jest prawdziwe lub g
jest prawdziwe“, ,zaprzeczenie f pociaga zaprzeczenie a“.



8 ROZDZIAL I. Teoria zbiordw.

Niech ¢(x) bedzie funkcjq zdaniowq zmiennej x (przebiegajace]
dang przestrzen) jest to wyrazenie, ktére staje sie zdaniem, gdy
na miejsce zmiennej x podstawimy dowolna jej warto$é.

Np. wyrazenie x>0 jest funkcja zdaniowg (nie jest ono
zdaniem, lecz staje si¢ zdaniem — prawdziwym lub falszywym —
gdy @« zastapimy np. przez 2, —1).

Funkeja zdaniowa wyraza wiec pewien warunek, ktory jest
spelniony przez niektére (lub wszystkie lub zadne) elementy rozwa-
zanej przestrzeni, a przez inne nie. Np. warunkiem, wyrazonym przez
funkeje zdaniowsy z poprzedniego przykladu, jest, aby # bylo liczbg
dodatnig.

Zbiér elementéw, ktore spelniaja funkeje zdaniowa ¢ (. j. spel-
niajg warunek przez nig wyrazony), oznaczamy symbolem [ ¢(z)

Np. E (>0} jest zbiorem wszystkich liczb dodatnich, F —31+2=0)

sklada si¢ z pierwiastkow tego réwnania t.j. z d\\u elementdw:
1 oraz 2 (przestrzenia w przykladach powyzszych jest zbiér wszyst-
kich liczb rzeczywistych).

A zatem, na to, aby element x, nalezal do zbioru JFo(x), po-

trzeba i wystarcza, aby zdanie g(x,) bylo prawdziwe; krétko mo-
zemy to wyrazi¢ w postaci réwnowaznogci
(3.2) [”()F w)| = p(2,).

Na podstawie tej 1‘6WnowaZnoéci z latwoscia dowodzi sie
nastepujacych wzoréw (o rozdzielnodei operacji J wzgledem

dzialan —+,. oraz —):

{«][w(w) 2)]= F¢ +Fw I () p(w)]= Ff/) Ew(w)
(3.4) ]:][ﬂp [I z)|.
Oto np. dowéd pierwszego z tych wzoréw:
woe{y’[w(w)+ )] = [p(2y) +(2,)] —*Lfmew )]+ ["foffw =
| E%e[@w +Ew ),

na podstawie (3.1).
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Odpowiednikiem dziatan nieskonczonych na zbiorach sa dwa
nastepujace dzialania na funkejach zdaniowych:
> Np(x)¢ oznacza, ze jakie$ x, spelnia funkcje zdaniows ¢;

,,[](p )¢ oznacza, Ze kazde x spelnia funkcje zdaniows g.

UZYtb w tym znaczeniu D i [] noszg nazwe Lwantoréw lo-
gicznych.

Np. ” (@+1>w), 2(@*=w).

w mysl definicji dod&w&nu i mnozenia (nieskonczonego) zbio-
ré6w, mamy przy kazdym a réwnowaznosci:

(3.5) Dasd)= (anA )y I (aed)y=(ae]]Ay),

¢

gdzie, podobnie jak poprzednio, znaki Y i [] maja po lewej stronie
réwnowaznosei sens logiczny, a po prawej matematyczny.
W szezegblnosei, gdy zakresem zmiennej @ jest zbidr liczb na-

guralnych, piszemy zamiast Yo(n) i [Jp(n) zazwyezaj Yo(n) i [[e(n)
n n =1 n==1

lub \(p,, i [ ](p,, Mamy wiec wzory:

n—= =1

[s0) (el

Dlaedy)=(aec> 4,) i [7(aeA,,)E(aeﬁA,,).
n=1 n—1

n==1 n -1

Dodajmy, ze twierdzeniom o dzialaniach nieskonczonych z Teorii
mnogosei odpowiadaja twierdzenia o kwantorach w Logice; wymie-
nimy tu nastepujgce:

Dla kazdego w, jest ”¢(x)—>¢(w0)—+2(p(m),
[—=2e@)]=[][—¢x)]

(t.j. zdania: ,.nieprawda jest, ze istnieje x spelniajace warunek ¢
i ,zadne x nie spelia warunku ¢ sg réwnowazne);

[— ﬂfp = —qﬂ(:v)];
[Z e +2 Sy(x)]= 2 (@) +y(2)];
§[¢ @) (@ ]—>§¢(W)~

b

p(@).

-
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4. Produkt zbioréw. Funkcje zdaniowe wielu zmien-
nych. Produktem zbioréw A i B nazywamy zbiér wszystkich par
(@,b), gdzie aeA i beB. Zbiér ten oznaczamy symbolem 4 x B.

Wystepujace tu pary traktujemy jako pary uporzqdkowane, t. j.
odrézniamy (a,b) od (b,a), chyba, ze a=b.

Analogicznie przez A X Bx O oznaczamy zbior tréjek uporzad-
kowanych elementéw (a,b,c), gdzie aed, beB i ceC; podobnie okres-
lamy produkt dowolnej skonezonej ilosei zbioréw.

PRZYKLADY. 1. Niech A= B=zbiér wszystkich liczb rzeczywistych;
woéwezas produkt 4 x B jest zbiorem wszystkich liczb zespolonych (,,plaszezyzna
liezb zespolonyeh); w tym przypadku piszemy a-bi zamiast (a,b).

2. Niech A=B= C=odcinek 0 <x <1; produkt Ax Bx C, ktéry moznaby
tez oznaczy¢ jako A%, jest szedcianem; produkt A2 jest kwadratem.

3. Niech A=tarcza kota, B=odeinek; 4x B jest walcem.

Niech Z=AXxY. Elementy z zbioru Z sa to wige pary (x,y).
Funkcja zdaniowa ¢(2) jest to funkeja zdaniowa dwéch zmien-
nych @ i y; zamiast ¢(z) piszemy tez ¢(x,y). Np. funkeja (zdaniowa.
lub o wartodciach rzeczywistych) zmiennej zespolonej z=wx iy jest
tym samym, co funkcja dwéch zmiennych (rzeczywistych)  oraz y.

Zamiast pisa¢ Jo(z) piszemy tez [Flo(x,y).

z Xy
Jezeli X=Y=zbiér liczb rzeczywistych, to J ¢(x,y) oznacza
X
pewien podzbidér plaszczyzny, mianowicie, zbior tyc}!; punktéw (x,y),
ktore spelniajg funkeje (zdaniows) ¢, t.j. dla ktorych ¢(x,y) jest.
zdaniem prawdziwym (p. str. 8).
Np. F/(#*+9?=1) jest to okrag o promieniu 1 zakre$lony

xy
z punktu 0, F'(z<y) jest to péiplaszezyzna potozona nad prosta x=y,.
xy
I/ (0<@<1) jest to ecze$é plaszezyzny lezaca miedzy osia ¥ a pro-

xy

stg w=1.
Niech dana bedzie funkcja zdaniowa ¢(xz,y) dwéch zmiennych;
wyrazenie Y ¢(x,y) jest funkeja zdaniowa jednej zmiennej x. Zro-
b
zumiale jest wiec wyrazenie > Y ¢(x,y); podobnie:

Xy

g{l]‘l’(‘wﬂ )s ]J%?‘P(wa?/); HZ”‘P(“/';?/,Z) it.p.

Xy z
Widaé natychmiast, ze

S3pwn=Ipwy) 1 [Ivlay)=[ll]pl)

g
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Zachodzi dalej wynikanie Y[]e(x,y)—[]3¢(®,y). Niech bo-
yx

Xy

wiem istnieje taka wartos$é m,, ze [[p(xg,y), t.]. ze dla kazdego y
y

zachodzi ¢(xy,Yy); wowezas dla kaZdego y isthieje takie @, ze ¢(,¥);
takim « jest mianowicie .

Wynikanie odwrotne, t.j. []Ye(@,y)—>Y[]¢(»,y), nie zachodzi.

y x xy
Niech np. ¢(z,y) oznacza stosunek z>y; zdanie [[Xx>y jest oczy-
X
widcie prawdziwe, orzeka ono bowiem, ze do kazdej liczby rzeczy-
wistej y istnieje liczba od niej wieksza; natomiast zdanie Mx>y
Xy

jest falszywe, bo nie istnieje liczba rzeczywista wieksza od wszyst-
kich liczb rzeczywistych.

Jak widaé z powyzszego, porzadek kwantoréw gra role bardzo istotna.
Zilustrujemy to jeszeze na paru przykladach:

1. Nieeh f(z) bedzie funkeja (o wartoSciach rzeczywistych) zmiennej x
i niech 0<w< 1. Zaltozenie, ze funkeja | jest ograniczona (dla danego zakresu
zmiennosei x), wyraza sig w znakowaniu logieznym jak nastepuje:

D Uf@)<yl
y x

W tym przykladzie przestrzenia X jest przedzial 0<la<ll, przestrzenia ¥
jest zbidr liezb rzeczywistych.

2. Niech dana bedzie, jak poprzednio, funkcja f(x). Ciagloéé tej funkeji
w punkeie x, (w sformutowaniu Cauchy’ego) oznacza, ze do kazdego £>>0 istnieje
takie 6>0, ze warunek |h|<(d pociaga za soba nieréwnosé |f(aw,+ h)—f(@o)l<e.
A zatem w symbolice logicznej warunek na ciagloéé funkeji | w punkeie x, daje
slg zapisaé jak nastepuje:

[12 U <81~ [|f(ao+ h)—f(wo)| <&l
& 6 h |

gdzie zakresem (przestrzenig) zmiennych e i d jest zbiér liezb rzeczywistych do-
datnich, zaé zakresem zmiennoséci h zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.

Warunek ciagtogei funkeji f we wszystkich punktach rozwazanego za-
kresu (w danym wypadku we wszystkich punktach przedziatu 0<x<Cl) wyraia
sie wiee w taki sposdb:

””(’ZH (IRl< 91> [+ h)— ()| <&},
X £ h

lub, zmieniajac porzadek kwantoréw [] i [] (co, jak wiadomo, zawsze jest
dozwolone): x &

TS T k< s81-[f@+ hy—f(@)]| <l
h

& x 0
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Zmieniajac zad w ostatnim wzorze porzadek kwantoréw ]/[ i Z,otrzymu-
x [
jemy juz warunek inny (mocniejszy), mianowicie, warunek na ciagtosé jednostajng:

T2 TR <01=[if( -+ hy—f(@)]| <&l
e 0 x h

Jak wiadomo, réznica miedsy ciagloseiy zwykla a jednostajng polega na
tym, ze w pierwszym wypadku liczba § jest zaleina od i od z, za$ w drugim
tylko od e. Znajduje to w znakowaniu logicznym swéj wyraz w tym, e w pierw-
szym wypadku kwantor [ [ poprzedza ), za$ w drugim kwantor > poprzedza []

X El [

Widzimy wiee, ze przejseie od cigglodei zwyklej do ciaglodei ]eduostﬁu~
nej polega jedypie na zmianie porzadku kwantoréw I3 na 377 (przypomnimy tu,
ze funkeja ciagla w kazdym punkeie przedzialu 0<<z<'1 moze w nim nie byé
jednostajnie ciagla, jak Swiadezy przyklad funkeji f(w)=-1/x). Analogicznie rzecz
si¢ przedstawia dla zbieinoSci jednostajnej eingu funkeyj, zbieinosei jedno-
stajnej calek niewlasciwyeh itp.

3. Niech dany bedzie ciag liczb rzeczywistych a,,a,,... Warunek na to,
aby g=lim a,, daje si¢ w my$l definicji granicy zapisaé jak nastepuje:

n =00

11211 91

& mon
gdzie zakresem zmiennosei ¢ jest, jak poprzednio, zbidr liczb dodatnich, zad
zakresew zmiennoéci m i n zbidr liezb naturalnych.
Wynika wige stad, ze warankiem na to, aby dany ciag funkeyj f(z), fo(x)
byl zbiezny do funkeji g(x) dla kaidego ® (rozwaizanego zakresu) jest, aby

T T @) —g@)<e,  t.35. f[[]z[]v,,,M —g(@)|<e.

X & m n Xomn

Zmieniajac w ostatnim wyrazeniu kolejuosé kwantoréw [] i 3, otrzy-
B X m
mujemy warunek na zbiesnodé jednostajnag ciagu funkeyj f,,f,, ...

Uogoluimy obecnie wzory (3.3) na dziatania Y i []:

(4.1) EZ‘P (@) = _ L@@, y), E{J(p(% y):[/]_lviyq’(”yy)

R X
Udowodnimy pierwszy z tych wzorow. Niech aye ) No(x,y).

Xy
Znaczy to, na podstawie (3.2), ze Nop(zy,y). Na mocy tegoz wzoru,

y
zachodzi rownowaznoié ¢(ry,y)=wz,e [p(r,y). A zatem:
X
(@, y)= _Ll0€f¢ (@, y)]=wzyed ] o(

Y i y x

na mocy wzorn (3.5), w ktorym ¢ zastepujemy przez y i bierzemy
Ay=Fo(x,y).
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Zastosujemy wzory (4.1) do nastepujacego przykladu:

Warunek Cauchy’ego na zbieznodé ciagu a,,a,, ... orzeka, ie do kazdego ¢>>0
istnieje taki wskaZnik m, ze dia kazdego n jest [ame a,|<e. Jak wiadomo,
zakres zmiennej ¢ mozna ograniczyé do odwrotnoéei liczb naturalnyeh; warunek
ten przybiera wtedy postaé nastepujaca: dla kaidego k (naturalnego) istnieje

takie m, ze dla kaidego n jest la, , —a, [<1/k. W znakowaniu logicznym

warunek ten zapisuje si¢ jak nastepuje:
S
[I.Z[[ ia’m«i—n a’m|<l/k
k m n

gdzie &k, m i n przebiegaja zbidr liczb naturalnyech.
A wiee dla ciggu funkeyj fy(®),fy(®),... warunkiem na to, aby punkt =z,
byl punktem zbieinosci tego ciagu (t.]. zeby clag liezb fy(2g), fa(%g),s ... byt

zbiezny), jest zeby
1]211‘”11 }-1n @) —/ (wo)] =1 /k}.

m n

Oznaczajac przez Z zbidr punktéw zbieznosei ciggu funkeyj f,,f,,..., mamy

zatem:
Z= F[]Z[l‘vn—f—m m () =<1/k}.

x k mn

Stosujac trzykrotnie wzory (4.1), otrzymujemy stad:

(42) Z= r[ Z rl E‘[fll4—nl m w)isl/k}

k=1 m=1 n=1 «x

Wizér ten pozwala sprowadzié badanie whasnosci zbiorn Z do badania
wlasnodei zbioru A, mn:E{lfn+ln(x)—fnl(x)\gl/k. Zastosowania stad plynace
X

znajdziemy w dalszych Rozdziatach.

5. Interpretacja geometryczna kwantora 3. Niech X1 ¥ 0ZNACZA|
zbiér liezb rzeczywistych. Wéwezas:

(5.1) Zbiér EZq)(x,y) jest rautem zbiorw Flo@,y) na o x-dw ).
x oy xy

Istotnie, warunkiem na to, aby punkt = nalezal do rzutu zbioru plaskiego P,
jest aby istniato takie y, ze punkt o wspéirzednych » i y nalezy do P. A zatem
x nalezy do rzutu zbioru Egn(w,y) dokladnie wtedy, gdy Z l Z,Y)e qu (2,9) ],

Xy xif
t.j. (na podstawie (3.2)), gdy qu>(x,y), a wiec gdy meEZgJ z,9).
y x g

1y Twierdzenie to pozostaje prawdziwe, gdy X 1 ¥ cznaczaja dowolne
zbiory. Nalezy wéwezas rozumieé przez rzut punktu (w,y) ne 0§ X punkt .

Zastosowania powyzszego twierdzeunin opierajs si¢ W znaczuym stopniu na
tym, ze rzutowanie jest operacjq ciggla.
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Zilustrowaé to rozumowanie mozna na przykladzie nastepujacym.
Napiszmy w znakowaniu logicznym, ze warunkiem na to, aby liczba = byla
nieujemna jest, aby byla postaci x=y?:

@=0)=Y(@=y?, skad J(@=0)=F Y@=y,
y X x y

3 wiec na mocy twierdzenia (5.1) zbiér E(w}O) jest rzutem na oé x-6w paraboli

=y, *

X,
Czestokroé stosowane w Analizie okreslanie krzywych (lub powierzchni)

w postaci parametrycznej moze byé¢ geometrycznie interpretowane jako okre-
§lanie danej krzywej (plaskiej) w postaci rzutu pewnej innej krzywe]j (przestrzen-
nej). Istotnie, krzywa, dana w postaci parametrycznej w=g(2), y=y(2), gdzic
2 jest parametrem, jest to zbidr EZ[w:zp(z)]-[y:«p(z)], a wiec — na Imocy

Xy z
twierdzenia (5.1) — jest to rzut krzywej If][w=gv(z)]- [y=v(2)], potozonej w prze-
strzeni tréjwymiarowej. xyz
Np. okreslajac okrag kola w postaci parametrycznej: x=asinz, y=acosz
(¢ parametr), definiujemy okrag jako rzut krzywej srubowej.

§ 2. Odwzorowania zbioréw, pojecie ciagu, produkt
nieskoniczony zbiorow.

1. Odwzorowanie (funkcja). Niech beda dane dwa zbiory
A i B. Jezeli kazdemu elementowi aeA przyporzadkowany jest
dokladnie jeden element beB, wéwezas powiadamy, ze mamy
odwzorowanie (jednoznaczne) zbioru 4 na zbiér B. Odwzorowania
takie oznaczamy przez f, ¢, v it.p. Jezeli odwzorowanie f przy-
porzadkowuje elementowi ae¢A element be¢B, woéwcezas b oznaczamy
przez f(a) i piszemy b= f(a), nazywajac b obrazem elementu a, zas
element o —f '(b) przeciwobrazem elementu b. Piszemy:

f”’(Y)zE[f(»’v)eY]-

Jezeli A'CA, wowezas zbiér wszystkich obrazoéw elementéw
ae A’ nazywamy obrazem zbioru A’ i oznaczamy przez f(A'). Jezeli
kazdy element beB przyporzadkowany jest jakiemus elementowi
zbioru A (czyli jezeli f(A)=B), wéwczas odwzorowanie nazywamy
odwzorowaniem zhioru A na caty zbiér B. Jezeli ré6znym elementom
zbioru A sg przyporzadkowane rézne elementy zbioru B, wéwezas
odwzorowanie nazywamy wzajemnie jednoznacznym.

Odwzorowanie zbioru A na zbiér B nazywamy takze funkejq,
okredlong w zbiorze A, ktérej wartosci nalezg do B.

W szczegoélnoded, gdy A i B sg zbiorami liczb rzeczywistych, jest
to funkcja zmiennej rzeczywistej, przyjmujaca wartosci rzeczywiste.
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. 2. Ciag. Jezeli liczbom naturalnym (od 1 do »n lub wszystkim)
przyporzadkowane s3 elementy jakiego$ zbioru 4, wowezas odwzoro-
wanie to nazywamy ciggiem elementéw zbioru A.

Cigg jest wigc funkcjy zmiennej naturalnej, a jego elementy —
wartodciami tej funkeji.

Cigg nazywamy skohczonym o n wyrazach, lub nieskosnczonym,
zaleznie od tego, czy elementy zbioru A przyporzadkowane sg tylko
liczbom naturalnym od 1 do n, czy tez wszystkim liczbom natu-
ralnym.

Jezeli a; jest elementem przyporzgdkowanym liczbie i, wowczas
oznaczamy ciag skoriczony przez {di,ds,...,@n) b {@fi=12,..ny 228
cigg nieskonczony przez {ai,day...,@ny...; b {@ii=12,....

Ciggi skoticzone {a,, ay', {ay, gy @3}, {0y, Gy, gy}, b, j. ciagi o dwich
trzech, czterech i t. d. wyrazach, nazywamy parami, tréjkami, czwor-
kami it. d. uporzadkowanymsi.

Np. produkty Ax A4, Ax Ax A it.d. (potegi zbioru A) sa
zbiorami wszystkich ciggéw o dwdeh, trzech it.d. wyrazach beda-
eych elementami zbioru A4 (por. str. 10).

3. Produkt nieskonezony. Produkiem nieskonczonym zbio-
réw czyli produktem nieskonczonego ciagu zbioréw {4.}, nazywamy
zbiér wszystkich ciggdéw nieskonczonych {a;}, gdzie a;e 4; dla ¢=1,2,...

W szezegélnoscei, jezeli wszystkie zbiory A; sa identyczne ze
zbiorem A4, woéwczas produkt zbioréw A, jest zbiorem wszystkich
ciagéw nieskonczonych, ktorych wyrazy naleza do A. Jezeli np. A
jest zbiorem liezb rzeczywistych, to produkt zbioréw A; jest zbio-
rem wszystkich ciggéw liczbowych. Jezeli A; jest przedziatem
—1<a<1, to produkt zbioréw A; jest zbiorem wszystkich ciagéw
liczbowych {x;} speliajacych warunek |zj<1 dla i=1,2,...

§ 3. Moce zbioréw.

1. R6wnos$é mocy. Dwa zbiory 4 i B nazywamy zbiorami
réwnej mocy, ¢O Wyrazamy wzorem
A=RB,
jezeli istnieje odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne zbioru 4 na
caly zbiér B. Z powyzszego okredlenia wynika latwo, Ze:

Il

(1.1) Jeseli A—B i B=0, to A=C.
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PRZYKLADY. 1. Dwa zbiory (skorczone), majace te sama;
liezbe elementéw, sa réwnej mocy. Np. zbior [2, 5, 8], t.j. zlozony
z trzech liczb 2, 5, 8, jest réwnej mocy ze zbiorem liter [a,b,c].
Mozemy bowiem utworzyé¢ nastepujace przyporzadkowanie wza-
jemnie jednozuaczne f:

2=fla),  5=fb), 8=fe),
t. zn. ze literze a przyporzadkowaliémy liczbe 2 1it. d.
2. Zbior liezb naturalnych nieparzystych jest réwnej mocy
ze zbiorem liczb naturalnych parzystych, jak to widaé z odwzoro-
wania wzajemnie jednoznacznego:

1=(2),  3=f(4), ...,  a=fntl),

Przy tym odwzorowaniu liczbie nieparzystej » odpowiada
wiec liczba parzysta n--1.

3. Zbidr wszysthkich liczb naturalnych jest réwnej mocy ze zbiorem
liczb nmaturalnych parzystych.

Mozemy bowiem utworzyé¢ przyporzadkowanie:
1=¢(2), 2=9(4), 3=¢p(6), ey n=@(2n), L)

ktore jest wzajemnic jednoznaczne, bo przy tym przyporzadkowaniu
kazdej liczbie naturalnej n odpowiada dokladnie jedna liczba parzysta,
mianowicie 2n, i na odwrot, kazda liezba parzysta k przyporzadko-
wana jest dokladnie jednej iiczbie naturalnej, mianowicie liezbie k/2.

4. Zbidr liczb przedziatu 0<{rx<1 jest rownej mocy ze zbiorem
liezb przedziatu 0<{y <2. Funkcja bowiem y = p(x)= 2 prayporzadko-
wuje kazdej liczbie  przedzialu 0<{o<{1 liczbe y przedziatu 0<y <2,
przy czym kazda liezba y przedzialu 0<{y<{2 przyporzadkowana
jest tylko jednej liczbie przedzialu 0 <z <1, mianowicie liczbie r=y[2.

b. Zbidr liezb przedzialu 0<a<1 jest réwnej mocy ze zbiorem
wszystkich liezb rzeczywistych y. Odpowiednie przyporzadkowanie
y=yp(x) stanowi funkecja y=tgn(z—]).

6. Zbidr liczb naturalnych nie jest réwnej mocy ze zhiorem liceh
rzeczywistych x przedziatu 0<w<1.

Dowéd. Przypudémy, ze twierdzenie jest falszywe, czyli ze
kazdej liezbie naturalnej » mozna przyporzadkowaé liezbe rzeczy-
wistg, ktérg oznaczamy przez x, (0<w,<1), tak by kazda liczba
rzeczywista ¢ (0<<w<<l) byla prayporzadkowana jako w, jakiejs
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liczbie naturalnej ». Napiszmy liczby @1, %s,...,Tn,... W postaci utam-
kéw dziesietnych nieskonczonych. Dostaniemy wige:

— ) 1) A
x,=0, a ag) ag)...
2,=0, o a? aP...

(1) 2,=0, o a® of...

@, =0, af” af” af’...

gdzie a{?,al",...,a!”,... 83 cyframi rozwinigcia dziesigtnego liczby @,.
Oznaczamy przez a, dowolng cyfre rézng od af, 910, przez a, cyfre
rézng od of, 9 i 0, ogblnie przez an cyfre rézng od «?, 9 i 0.
Wezmy pod uwage liczbe #, ktérej rozwiniecie dziesietne ma postaé

(2) T=0,010:H3... G er.

Poniewaz cyfry a, sa rézne od 9 i 0, wiee 0<w<<1l. Zatem zx
jest wedlug zalozenia jedna z liczb @y,%s...,%u ... Jak wiadomo,
liczba dodatnia ma tylko jedno rozwiniecie dziesietne nieskoriezone.
Poniewaz rozwiniecie dziesietne (2) liczby « jest rozwinieciem nie-
skoriczonym, gdyz wszystkie cyfry a, sg réine od zera, zatem
z#+2;, bo a,4+al; podobnie w4z, bo a,%=a, i ogblnie w4z, bo
“a,Fa®. A wige liezby « nie ma wsréd liczb @1,@s, ..., n, ... Doszliémy
zatem do sprzecznosei.

Uwaga. Metoda, przy pomocy ktérej utworzylismy liczbe «,
nazywa sie przekginiowq.

Nazwa pochodzi stad, ze liczbe = otrzymali§my, obierajac po
kolei cyfry rézne od cyfr aiV,a,...,al, .., stojagcych na przekgtni w (1).

2. Moc produktu. Niech 4 i B bedg dowolnymi zbiorami.
Oznaczmy dla kazdego acA przez K, zbiér wszystkich par upo-
rzagdkowanych (a,b), gdzie be B, za$ dla kazdego peB przez K; zbior
wszystkich par uporzadkowanych (a, 8), gdzie aeA. Mamy oczywiscie:

(2.1) AX B=) K.=) K;,
aed 8eB
(2.2) . K.=B, EKs,=A.

Uwaga. Wzory (2.1) i (2.2) orzekaja, ze produkt mozna przed-
stawi¢ jako sume rodziny zbioréw rozlgcznych réwnej mocy, przy
czym rodzina ma moc jednego czynnika, za$ zbiory sg réwnej mocy
z drugim czynnikiem produktu.

M. Banach, Wstep do Teorii funkepj. 2
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Latwo zauwazyé, ze

(2.3) AX B=Bx A.

Kazdej bowiem parze nporzgdkowanej (a,b), gdzie acd i beB,
mozemy przyporzadkowaé pare (b,a); przyporzadkowanie to jest od-
wzorowaniem wzajemnie jednoznacznym produktu A X B na pro-
dukt Bx A.

Podobnie mozna udowodnié, ze jezeli ciagi zbioréw {4 i {B)
réznig si¢ tylko porzadkiem, to produkty zbioréw tych ciggéw

Ay X Ay X XA X... i BixXByx...xXB;x...

83 réwnej mocy.
Dla mocy produktu zbioréw zachodzi (podobnie jak dla mno-
“zenia) prawo lacznodei:

(2.4) AXBxC=(AxB)x C.

Produkt bowiem AX Bx C jest zbiorem tréjek uporzgdkowa-
nych (a,b,¢), gdzie aed, beB i ceC. Produkt za (AX B)x O jest
zbiorem par uporzadkowanych ((a,b),c). Przyporzadkowujace tréjce
(a,b,c) pare ((a,b),c), otrzymujemy odwzorowanie wzajemnie jedno-
znaczne produktu A X BXC na caly produkt (4x B)xC.

3. O poréwnywanin mocy zbioréw. Jezeli zbior 4 jest
réwnej mocy z czescig zbioru B, za$ B nie jest réwnej mocy z zadng
czescig zbioru 4, wowezas powiadamy, ze zbiér A jest mocy niiszej
niz B, lub ze B jest mocy wyészej niz A, co zapisujemy:

A<B lub B>A.

Z okreflenia wynika latwo, zZe:
(3.1) Jezeli Z:E ) §<5, wowezas i<5;
(3.2) Jeseli 4 <1§ i 1§< 5, wéwezas A < 5

PRZYKLADY. 1. Zbiér liczb (1,2,3) jest mocy nizszej niz
zbiér liter (a,b,c,d).

2. Zbiér liczb naturalnych mniejszych od jakiej$ liczby a (np.
od a=10) jest mocy nizszej niz zbiér wszystkich liczb naturalnych.
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3. Zbior liczb naturalnyech jest mocy wigszej niz zbior wszystkich
liczb rzeczywistych (por. str. 16).

Wystarezy dowiesdé, ze zbiér liczb naturalnych jest mocy niz-
szej niz zbidr liczb rzeczywistych przedziatu 0<z<1, to Za§ wynika
z twierdzenia udowodnionego na str. 16 (ob. przyklad 6) i z uwagi,
ze zbior liczb naturalnych jest réwnej mocy ze zbiorem liczb
1/2,1/2%,...,1/2",... (przy czym oczywidcie 0<<1/2"<1).

Twierdzenia (3.1) i (3.2) nie obejmuja przypadku, w ktérym
A jest réwnej mocy z czeicig zbioru B, za$ B jest réwnej mocy
z czescig zbioru A. Sprawe te rozstrzyga nastepujace

(3.3) Twierdzenie Bernsteina. Jeieli zbidr A jest réwnej mocy
2 ceesciq zbioru B, za$ tbidr B réwnej mocy z czesciq zbioru A, wow-
ezas zhiory A i@ B sq rownej mocy.

Dowéd. Niech 4=D’, gdzie B'CB, oraz B=A’, gdzie A'CA.
Oznaczmy przez ¢({a) dla aed oraz przez w(b) dla beB odwzoro-

wania wzajemnie jednoznaczne zbioru A na caly zbiér B’ oraz
zbioru B na caly zbior A’. Niech:

A=A —y(B), B=gp(4,),

M | |
Ay=y(By), B,=g¢p(4,) it.d.
Zatem: '
(2) B,=¢(d,) 1 depi=w(B,) dla n=1,2,3,..
Niech dalej:
(3) G=2:Any H=2Bn-
n--1 n==1

Przyporzadkujmy kazdemu elementowi aeA element f(a)eB

w nastepujacy sposob:
__Jola), jezeli aeG

(4) f(a)—‘{w“(a), jezeli aeA—G ).

Dla kazdego aed —G istnieje y'(a), gdyz na mocy (1) i (3)
jest A—GCy(B).

Okazemy teraz, Zze f(4)==B. Na mocy (3) i (2) mamy ¢(G)=H,
wiec z (4) dostajemy

(5) f(G)=H.

1y (a) oznacza preeciwobraz elemantu a (ob. str. 14).
2%
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Z (2) i (3) mamy p(H)=A>+As+...+A,+..., wiee
(6) G=A,+y(H).
Poniewaz y(B)=A—4, na mocy (1), zatem:

WB—H)=y(B)—y(H)=A—A,—yp(H)=A—[A,+y(H)),

skad y(B—H)=A—G na mocy (6). Zatem B—H=y '(4—G),
wiec na mocy (4) :

(7 : f(A—G)=B—H.

Z (5) i (7) wynika, ze
(8) f(4)=B.

A wiee odwzorowanie f odwzorowuje zbiér A na caly zbiér B.
Okazemy teraz, ze odwzorowanie f jest wzajemnie jedno-
znaczne. Jezeli bowiem a,a’'c@ lub a,d'¢ A—@G, to fla)==f(a’) na
mocy (4), gdyz odwzorowania ¢ i p 88 wzajemnie jednoznaczne.
Jezeli zas ae@, lecz a'e 4 —G, to f(a)eH na mocy (b), zas f(a’')e B—H

na mocy (7), wiee f(a)=+=f(a’).
A wiec f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym zbioru 4
na caly zbiér B, c¢. b. d. d.

(3.4) Wniosek. Jezeli CCA ¢ (7:2, wowczas dla kazdego zbioru B

takiego, ¢ CCBCA, mamy B=A.

Dowéd. Wynika to odrazu z twierdzenia Bernsteina, gdyz 4
jest réwnej mocy z czedciag B (mianowicie z C), zas B jest rownej
moey z czescig A (mianowicie z B).

PRZYKLAD. Przyjmijmy za A zbidér liezb rzeczywistych,
a za C przedzial 0<w<<1; z przykladu 5, str. 16, wiemy, ze fi:é
Jezeli B jest przedzialem O0<<z<(1l, wowczas CCBCA, skad na
mocy (3.4) C=B=A. A wiee:

(8.5) Przedeiaty 0<{ae<{1 i 0<z<<1 sq rdwnej mocy.

Jezeli zbidr A jest mocy mnisszej lub réwnej niz zbiér B, to.

piszemy o o
A<B albo B2>=A.
Latwo widzieé, ze:

(3.6) Jezeli E<]§ ) Ega woéweczas A
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Z twierdzenia Bernsteina wynika, zZe:
{3.7) Jeseli A jest réwnej mocy z cze$ciq zbioru B, to Egi}

Bo albo B jest réwnej mocy z jakas czedcig 4, a wtedy A _—_E,
albo B nie jest ré6wnej mocy z zadng cze$cig zbioru A4, a wtedy A7<§.

(3.8) Jezeli istnieje odwzorowanie (nmiekoniecanie wzajemnie jedno-
znaczne) czesci zbioru B na caty 2bidr A, wowczas A<B.

Jezeli bowiem kazdemu elementowi aed przyporzgdkujemy
jeden z jego przeciwobrazéw, woéwezas otrzymamy odwzorowanie

wzajemnie jednoznaczne zbioru A na cze$é zbioru B, wiec ;A<§.
{3.9) Jezeli rodziny zbiordw {A; ¢ {B, gdeie wskainik t przebiega
jakis zbior T (por. str. 6), spelniaja warunek Z,<§, dla kazdego
teT, przy czym zbiory B; sq rodlacene, wowezas suma 2biordw A, jest
mocy mie wyiszej niz suma zbiorow B;. .

Jezeli bowiem dla kazdego teT odwzorujemy wzajemnie jedno-
znacznie zbiér A4, na czedé zbioru B,, wéwezas otrzymamy odwzo-
rowanie czeéci sumy zbioréw B; na calg sume zbioréow A;.

W szezegdlnoscei wzor Z<§ zachodzi zawsze, gdy A jest cze-
$cig B, poniewaz wiedy A jest réwnej mocy z czescia zbioru B (t.j. z 4).

Z twierdzenia Bernsteina wynika ponad to, ze:

(3.10) Jeseli A<B i B<A, to A=B.

(3.11) Twierdzenie Cantora. Rodzina wszystkich podzbiorow zbioru
jest zawsze mocy wyiszej niz sam 2bior.

Dowéd. Niech P oznacza rodzine wszystkich podzbioréw pe-
wnego zbioru 4. Kazdemu elementowi aed przyporzadkujmy zbidr,
zawierajgcy tylko ten jeden element, mianowicie zbiér (a). Zatem
A jest rownej mocy z czeseig rodziny P, co dowodzi, ze P> A. Pozo-
staje do udowodnienia, ze réwnos$é mocy nie zachodzi.

Przypusémy, ze A i P sa ré6wnej mocy. Istnieje zatem odwzoro-
wanie wzajemnie jednoznaczne zbioru 4 na calg rodzine P. Oznaczmy
przez F(a) podzbiér zbioru A odpowiadajacy przy tym odwzoro-
waniu elementowi aeAd. Niech W oznacza zbiér tych elementéw
zbioru A, ktére spelniaja warunek aeF(4), t.j. same nalezg do
przyporzadkowanych im podzbioréw. Zatem:

(1) aeF(a) dla aeW, anoneF(a) dla aed—W.
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Niech b bedzie tym elementem zbioru 4, ktéremu jest przy-
porzagdkowany zbiér A—W. Wiee

(2) F(b)=A—W.

Gdyby beW, wéwezas na mocy (1) mielibySmy be#(b), eczyli
zgodnie z (2) beA—W, co jest niemozliwe wobec belV, Gdyby,
beA—W, to na mocy (1) byloby b non eF(b) czyli bnond —W, whrew
zalozeniu. Doszliémy zatem do sprzecznosci, wiec P i 4 nie s3 rownej
moey, ¢. b. d. d.

Wnioski. Z tw. (3.11) wynika, ze nie ma zbioru o mocy naj-
wyiszej.

Dla kazdego bowiem zbioru A mozemy utworzyé zbiér mocy
wyzszej od A ; zbiorem tym jest zbiér wszystkich podzbioréw zbioru A.

Niech E, bedzie dowolnym zbiorem. Oznaczmy przez E, zbiér
wszystkich, podzbioréw zbioru E,, przez By zbior wszystkich podzbio-
réw zbioru F,it.d. Otrzymamy w ten Sposob ciag {E,} zbioréw o mo-
cach coraz to wyzszych. Suma wszystkich tych zbioréw, t.j. zbiér

(>}

2B, jest oczywicie mocy wyzszej od kazdego ze zbioréw E,.

n=1

Niech w szezegélnosei E, oznacza zbiér liczb naturalnych.
Zbiory nieskoriczone, z ktérymi zazwyeczaj spotykamy sie w Analizie,
83 to zbiory réwnej mocy z E, lub z E, lub z E,.

4. Zbiory przeliczalne. Zbiorem skoficzonym nazywamy
zbiér majacy dokladnie n elementow, gdzie n jest liczbg naturalng
lub zerem. Zbiér pusty zaliczamy wiee réwniez do zbioréw skori-
czonych. Zbiory zas, ktére nie sa skonczonymi, nazywamy nie-
skorczonymi.

Zbiorami nieskoriczonymi sg wiee np. zbidr liczb naturalnych,
zbior wszystkich liczb rzeczywistyeh 1it. p.

Kazdy zbiér A, ktéry jest réwnej mocy ze zbiorem liczb na-
turalnych, nazywamy przeliczalnym, lub mocy %, co zapisujemy:

A=x,.

Jezeli wiec A jest zbiorem przeliczalnym, to istnieje odwzoro-
wanie wzajemnie jednoznaczne zbioru liezb naturalnyeh na caly
zbiér 4 (por. str. 15). Oznaczmy przez

(1) ALy 2y A3y aeayQpyans
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elementy zbioru A, przyporzadkowane w tym odwzorowaniu liczbom
1,2,3,...,n,... Widzimy stad, ze elementy zbioru przeliczalnego dadza
si¢ ustawi¢ w cigg (1). Na odwrét, jezeli elementy jakiego$ zbioru nie-
skonczonego A dadza sie ustawié w ciag (1) tak, by kazdy element
zbioru A wystepowal w tym ciggu dokladnie raz jeden, wowczas
A jest zbiorem przeliczalnym.

Jezeli niektore elementy zbioru 4 powtarzaja sie w ciggu (1)
skoriczenie lub nieskofczenie wiele razy, to wykreslajac w ciagu (1)
kazdy wyraz réwny jakiemu$ wezesniejszemu, otrzymamy (przy
zachowaniu dawnego nastepstwa wyrazéw) nowy ciag (skoriczony
lub nieskoriczony), w ktérym kazdy element zbioru wystepuje juz
tylko raz, a wigc ktéry stanowi odwzorowanie wzajemnie jedno-
znaczne zbioru liczb naturalnych lub jego czedei na caly zbior A.
Dowodzi to, ze zbiér A jest badz przeliczalny, badz skonczony.

Zbior taki nazywamy co najwysej przeliczalnym i piszemy A <Ny

PRZYKLADY. 1. Jezeli {wx,) jest ciggiem liczb rzeczywi-
stych, woweczas zbior liczb wystepujacych w tym ciggu jest zbiorem
skonezonym lub przeliczalnym.

2. Zbiér wszystkich liczb calkowitych jest zbiorem przeliczal-
nym; liczby calkowite mozemy bowiem ustawié w ciag nastepujacy:

0,1, —1, 2, —2,..., n, —n,...
3. Zbidr wszystkich liczb wymiernych jest zbiorem przeliczalnym.

Istotnie, zbiér ulamkéw (nieujemnych), w ktérych suma
lieznika i mianownika réwna sie danej liczbie naturalnej n, jest
oczywiscie skonczonym. Sg to ulamki:

’ 0 1 2 n—1

— ) —_

n w1 a—3 i

Mozemy wige utamki nieujemne ustawié w ciag, wypisujae
kolejno ulamki, w ktérych suma licznika i mianownika wynosi 1,2,3
it.d. Otrzymamy cigg:

(2) 9 0 1 o0 1 2 ¢ 1 2 3
T9 29 T2 39 29 19 4y 39 29 Ty eer
—_—— ———

Aby ustawié wszystkie liczby wymierne w ciag, wstawmy do
ciggu (2) po kazdym ulamku taki sam ulamek opatrzony znakiem
minus. Dostaniemy cigg:

(3) 0 0 __0 1 __ 1 0 _ 0 1 ___1
1 19 2y 2y 19 19 3 39 29 EERAY
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Latwo widzie¢, ze w powyzszym ciggu kazda liczba wymierna
powtarza sie nieskonczenie wiele razy.
Udowodnimy nastepujace twierdzenia ogélne:

(4.1) Kaida cegsé zbioru przeliczalnego jest zbiorem skoviczonym albo
przeliczalnym.

Dowéd. Niech A bedzie zbiorem przeliczalnym i niech BCA.
Zalézmy, ze B jest zbiorem nieskoriczonym. Ustawmy elementy
zbioru 4 w ciag (1). Oznaczmy przez b, pierwszy element ciagu (1)
nalezagey do B, przez b, drugi z kolei element ciggu (1) nalezgey
do B i ogélnie przez b, k-ty element ciagu (1) nalezacy do B.
W ten sposob elementy zbioru B ustawimy w ciag bi,b,..., b,
Zbiér B jest wige zbiorem przeliczalnym, ¢. b. d. d.

W szezegdinodei zbiorami przeliczalnymi sa zbiory: (a) liezb parzystych,
(b) meparzystych () liczb podazielnych przez dowolng liczbe naturalng k, (d) liczb
pierwszych, (e) kwadratéw liczb naturalnych.

Zbiory te bowiem sa nieskohczone i zawarte w zbiorze wszystkich liczb
naturalnych.

(4.2) Suma co najwyzej przeliczalnej rodziny zbioréw skovczonych
lub preeliczalnych jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym.

.

Dowé6d. Niech {4,),—12,.. bedzie ciggiem wszystkich zbioréw
danej rodziny, a wiec zbioréw skonczonych lub przeliczalnyech.
Mozemy oczywiscie bez uszczerbku dla ogélnosei zalozyé, ze zbiory
4, sg niepuste. Ustawmy elementy kazdego zbioru A, w cigg nie-
skoficzony. Otrzymamy ciagi:

Ai1y A2y A134000y Biky...
W21y Ao, W23g0vey B2py...
(4) 31y A32, A334.00y A3ky ...

Qnty Qp2y Ansyevny Gniey oo

gdzie anx 0znacza element zbioru A, wystepujacy na k-tym miejscu.
Wypiszmy teraz po kolei elementy a,; znajdujagce'si@ w ciagach (4),
piszgc najpierw a,;, potem te, dla ktérych n-k==3, nastepnie te,
dla ktérych n+-k=4, it.d. Otrzymamy cigg:

(5) Qq1y Qygy Qa1y Qygy Qggy gy o
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Poniewaz w ciagu (3) wystepuja wszystkie elementy nalezgce

co

do sumy X'4,, wiec suma wszystkich zbioréw A, jest skohczona
n—1
lub przeliczalna, c. b. d. d.

W szczegdlnosel, jezeli zbiory {A.)u—i», . sa przeliczalne lub
rozigezne 1 niepuste, woéwezas suma ich jest przeliczalna.

(4.3) Jeteli Ay As,..., A, sq 2biorami praeliczalnymi, wowczas produkt
Ay X AaX o X Ay jest zbiorem przeliczalnym.

o

Dowéd. Na mocy (2.1), str. 17, mamy A,X Ad;=YK,, gdzie
. n=:1

K, s3 zbiorami przeliczalnymi. Zatem z (4.2), str. 24, wynika, ze
A X A4, ]est Ablorem przehczalnym Na moey (2.4), str. 18, mamy

A X A ><A3_(A ><A )>< A3, wiee 4, x A o X A, jest zbiorem przeli-
czalnym. Postepujae tak jeszeze m—3 razy, otrzymamy przeliczal-
nos¢ produktu A;Xx Ayx ...x 4, c. b.d.d.

7 (4.3) i z okreslenia produktu (str. 10) wynika od razu twier-
dzenie:

(4.4) Jezeli P jest zbiorem przeliczalnym, za$ n dowolng licebg natu-
ralng, wowczas zbidr wszystkich ciqgéw, osonych z n elementow
rbioru P, jest zbiorem przeliczalnym.

(4.5) Jezeli P jest zbiorem przeliczalnym, wowezas zbidr ¢ wszystkich
ciggdw skonczonych, kidrych wyrazami sq elementy zbioru P, jest
zbiorem. przeliczalnym.

Dowdd. Oznaczajac przez O, zbidr ciaggéow zlozonych z »n ele-

[en)

mentéw zbioru P, mamy C=2}'C, Na mocy (4.2) i (4.4) zbiér €

n==1

jesﬁ wige przeliczalny.

PRZYKLADY. 1. Na plaszezyZnie zbiér punktéw o obu wspol-
rzednych wymiernych jest zbiorem przeliczalnym.

Kazdemu bowiem punktowi p, ktérego wspélrzedne z i ¥ sa
liczbami wymiernymi, mozemy przyporzadkowaé wzajemnie jedno-
znacznie pare uporzadkowans (x,y). Poniewaz zbiér liczb wymier-
nych jest zbiorem przeliczaloym (ob. przyklad 3, str. 23), wiec na
mocy tw. (4.4) zbiér par (z,y), a zatem i zbiér odpowiadajacych im
punktow, jest rowniez zbiorem przeliczalnym.
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Podobnie w preestreeni zbior punktéw, kidrych wspdlrzedne sq
liczbami wymiernymi, jest przeliczalny.

2. Na osi liczbowej (p. str. 3) zbidr odeinkéw o kodheach wy-
maernych jest przeliczalny.

Kazdemu bowiem odcinkowi o koricach @,b mozemy przy-
porzadkowaé¢ pare uporzadkowana (a,b). Stad jak poprzednio
wynika, ze zbidr tych odecinkéw jest zbiorem przeliczalnym.

3. Zbior wszystkich wielomiandw
(6) 'W(W)Z(J/J—F(M{D—{— a,2x2+'--+ a,,w", gdZie an:Jl: 0,,
ktorych wspdtezynniki sq liczbami wymiernymi, jest prezeliczalny.

Kazdemu bowiem wielomianowi (6) mozemy przyporzadkowaé
ciag skoficzony liczb wymiernych a,,ay,...,a,. Przyporzgdkowanie to
-jest oczywiscie wzajemnie jednoznaczne. Zatem zbiér tych wielo-
miandéw jest przeliczalny na mocy tw. (4.5) i przeliczalnosei zbiora
liezb wymiernyech (przyvkiad 3, str. 23).

4. Zbidr liceb algebraicznych jest przeliczalny.

Liczbg algebraicenq nazywamy kazdg liczbe, bedacy pierwiast-
kiem wielomianu o wspéleczynnikach wymiernych, z ktoérych nie
wszystkie 83 rowne zeru.

Ot6z ustawmy wszystkie wielomiany (6) o wspdlezynnikach
wymiernych w ciagg {w., (2)}n=1,,.. Niech A, oznacza zbiér pierwiast-
kow rzeczywistych réwnania w,(x)=0. Zbiér A, jest zbiorem skon-
czonym, gdyz réwnanie w,(r)=0 ma — jak wiadomo z Algebry —
co najwyzej r pierwiastkéw rzeczywistych, gdzie r oznacza stopien
wielomianu w,(x). Oczywiscie, zbiér liczb algebraicznych jest sumg
zbiorow A,. Z tw. (4.2), str. 24, 1 z uwagi ze zbioér liczb algebraicz-
nych jest nieskorviczony (liczba wymierna p/q jest bowiem pierwiast-
kiem réwnania gr—p=0, zatem jest liczbg algebraiczng) wynika, ze
zbior liczb algebraicznych jest przeliczalny.

Zbiér liezb rzeczywistych nie jest zbiorem przeliczalnym (ob. przyklad 3,
str. 19). Zatem zbiér liczb algebraicznych nie moze zawieraé wszystkich liczb

rzeczywistych. Wynika stad, ze istnieja liczby nie algebraiczne czyli preestepne
(jak e i =).

(4.6) Zbior H wszystkich podzbioréw skoneczonych zbioru przeliczal-
nego A jest zbiorem przeliczalnym.



[§ 3] Zbiory moey continuum, 27

Dowéd. Kazdemu podzbiorowi skonczonemu i niepustemu S
zbioru A przyporzadkujmy ciag skonczony, jaki otrzymamy, usta-
wiajgc elementy zbioru § w dowolnym porzadku. Zbiorowi za$ pu-
stemu przyporzgdkujemy pare (a,a), gdzie a jest dowolnie wybranym
elementem. Przyporzadkowanie tak okreslone jest oczywiscie odwzo-
rowaniem wzajemnie jednoznacznym zbioru H na czeéé (nieskon-
czong) zbiorn wszystkich ciggéw skonezonych, ktérych wyrazami
89 elementy zbioru 4. A wiec na mocy (4.5) zbiér H jest przeli-
czalny, c.b.d.d.

5. Zbiory mocy ¢ (continuum). Kazdy zbiér 4, ktéry jest
réwnej mocy ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych, nazywamy

zbiorem mocy continuum albo mocy ¢, co piszemy A==c.

PRZYKEADY. 1. Jezeli zbiér A, ktérego elementami sg
liczby rzeczywiste, zawiera jaki§ przedzial, woéwczas zbiér 4 jest
mocy c.

Niech bowiem zbiér 4 zawiera przedzial a<a<<b. Funkcja

7T
odwzorowuje wzajemnie jednoznaeznie ten przedzial na caty zbiér
liczb rzeczywistych. Zbior liczb rzeczywistych jest wiec réwnej mocy
z czescig zbioru A4, a poniewaz A jest z zalozenia sam czgscia
zbioru liczb rzeczywistych, wiee A=¢ na mocy twierdzenia Bern-
steina (str. 19). ’

W szezegolnosci: przedziat, suma przedzialéw, zbidr liczb
rzeczywistych dodatnich, zbidr liezb rzeczywistych ujemnych, sa
zbiorami mocy c.

2. Zbiér punktéw plaszezyzny (lub przestrzeni) jest zbiorem
mocy «.

Niech bowiem K bedzie kwadratem 0<<z<<1, 0<<y<<l. Udowo-
dnimy, ze K jest réwnej mocy z przedzialem 0<<w<<1. Niech (w,¥)
bedzie punktem kwadratu I{. Napiszmy wspodlrzedne x,y w postaci
utamkoéw nieskonczonych:

(1) x:07a17a27"‘7a”7“'? y:07ﬂl’ﬂ27“‘7ﬂ"7""

gdzie ay,0,,..., 0, Be ..., 58 cyframi dziesietnymi. Punktowi (a,y) przy-
porzadkujmy liczbe z, ktérej rozwiniecie dziesietne ma postaé

(2) 2=0, a1, f1,02, B2y seey @y Pryee
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Oczywidcie rozwiniecie liczby 2 jest réwniez nieskorczone
i O<<e<<l.
Obierzmy dowolny punkt o wspélrzednych:,

’ o ’ ’ ’ ’ ’ .
X :0,(11,(12,...,'1”,..., Y :O,ﬂl,ﬂz, ...,ﬁ,,, TS

zatem 2'=0,a1, f1,0 , B3 .oy By Buy... Jezeli z2=z’, to poniewaz rozwi-
nigeia liczb z i 2’ 83 nieskonczone, wiee ai=ai, Bi=p1, ,..., dn=0,
Po=pnit. d. A zatem x=z i y=y .

Wynika stad, ze odwzorowanie okrelone wzorami (1) i (2)
jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym zbioru K na czedé
przedziatu 0<z<<1. Poniewaz zarazem przedzial ten jest rownej
mocy z czeScia kwadratu K, mianowicie z przedzialem O<a<1
prostej y=/,, wige na mocy twierdzenia Bernsteina K jest réwnej
mocy z przedzialem 0<<z<<1. Zatem K jest mocy c.

Zauwazmy, ze funkeje &'=tgn(x—}), ¥y =tgn(y—1) okreslaja
wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie kwadratu K na cala plasz-
czyzng. Zatem zbidr punktow plaszezyzny jest mocy c.

Podobnie dowodzi sie, ze zbior punkidw przestrzeni (3-wymia-
rowej, ..., n-wymiarowej) jest zbiorem mocy c.

(5.1) Suma skonczonej lub przeliczalnej rodziny zbioréw mocy ¢ jest
zbiorem mocy c.

Dowéd. Niech {4,) bedzie ciggiem zbioréw tej rodziny. Od-
wzorujmy elementy zbioru 4, wzajemnie jednoznacznie na przedzial
n<x<<n+1. Otrzymamy w ten sposéb odwzorowanie cze$ci zbioru
liczb rzeczywistych na sume zbioréw A,. Zatem suma ta jest co
najwyzej mocy ¢. Nie moze byé jednak mocy nizszej, gdyz zawiera
zbiory 4, mocy c.

(5.2)  Swuma rodziny mocy ¢ zbiordw mocy ¢ jest zbiorem mocy c.

Dowdd. Niech rodzina R zawiera ¢ zbioréw K- mocy ¢. Przy-
porzadkujmy kazdemu zbiorowi K eR liczbe rzeczywista o w sposob
wzajemnie jednoznaczny. Elementy zbioru K odpowiadajacego
liczbie o odwzorujmy wzajemnie jednoznacznie na punkty plasz-
ezyzny lezgce na proste] x=a. W ten sposéb okrefliliSmy odwzo-
rowanie punktéw plaszezyzny na sume zbioréw K rodziny R. Zatem
suma ta jest co najwyzej mocy ¢. Nie moze jednak byé mocy nizszej
niz ¢, gdyz zawiera zbiory K mocy c.
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PRZYKLAD. Zbiér wszystkich przedzialéw o koncach a,b
(z koficami lub bez), gdzie a<<b, jest zbiorem mocy c.

Oznaczmy bowiem przez K, zbiér wszystkich przedzialow, kto-
rych lewym koricem jest a. Zbiér ten jest mocy ¢, gdyz zbidr liezb
b>a jest mocy ¢. Poniewaz rodzina zbioréw K, jest mocy ¢, zad
zbior wszystkich przedzialow jest suma zbioréw K., wiee z tw. (5.2)
wynika, ze zbior wszystkich przedzialow jest mocy c.

(5.3) Jezeli T<c i kaddy 2bior Ky, gdzie tcT, jest rowniez mocy
nie wysiszej nii ¢, wWOWCLas

DK <.

tel
Dow6d wynika od razu z twierdzen (£.2), (5.1) 1 (5.2).

W szezegolnosei, jezeli I' jest mocey ¢, zas zbiory K, s3 zbio-
rami niepustymi i rozlgeznymi, wéwezas suma zbioréw K; jest
mocy ¢. Suma zawiera bowiem zbiér mocy ¢, ktéry otrzymamy,
wyjmujae z kazdego zbioru K; po jednym elemencie (ob. odnosnik
do str. 40) i laczac te elementy w zbior. Wynika stad twierdzenie:

(5.4) Suma ¢ zbiordw rozlacznych © wiepustych, ktorych kaidy jest
mocy wie wyiszej niz ¢, jest zbiorem mocy c.

(5.5) Suma skotczonej liczby zbiordw mocy nizszej niz ¢ jest zbiorem
mocy nizszej nig c.

Dowéd. Udowodnimy to najpierw dla dwéeh zbioréw 4 i B
mocy nizszej niz ¢. W mysl tw. (3.3), A+ B jest zbiorem co naj-
wyzej mocy c.

Przypusémy, ze A-+B jest zbiorem mocy c. Istnieje zatem
odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne ¢ zbioru A+ B na zbiér
wszystkich punktow plaszezyzny P. Oznaczmy przez p(d) i ¢(B)
podzbiory plaszezyzny, ktére przy tym odwzorowaniu -odpowiadajg
zbiorom A i B. Zatem ¢(A)+ @(B)=DP.

Zauwaimy, ze na plaszezyinie tej istnieje prosta x==a,, roz-
laczna ze zbiorem @(4). W przeciwnym bowiem razie istnialby na
kazdej prostej w=a (gdzie —oo<la<oo) jaki§ punkt zbioru ¢(4),
co dowodziloby, ze @(A) zawiera zbiér mocy ¢, whrew zalozeniu,
Podobnie istnieje prosta y=y, rozlgczna ze zbiorem @(B). Wynika
stad, ze punkt (zg,¥,) nie nalezy do zbioru p(A)+¢(B), co jest nie-

mozliwe, gdyz jest to punkt plaszezyzny P. Zatem Z+B<c.
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Niech teraz A4i,A4,,...,4, beda zbiorami, z ktorych kazdy jest
mocy nizszej niz ¢. Zatem A,4 4, jest mocy nizszej niz ¢, wiec
A+ Ay A;=(A4,4 4,)+ A; jest mocey nizszej niz ¢, it. d.

(5.6) Jeseli A=c, BCA i B<c, to A—B=c.

Dowéd. Poniewaz 4=B+ (4 —B), wiec na mocy (5.5) A—B
nie moze byé mocy nizszej niz ¢, zatem jest mocy c.

PRZYKEAD. Zbior liczb niewymiernych jest moey ¢, gdyz
ofrzymujemy go przez usuniecie ze zbioru wszystkich liczb rze-
czywistyeh zbioru liczb wymiernych, ktéry jest przeliczalny (prazy-
klad 3, str. 23).

Z uwagi do wzoréw (2.1) i (2.2), str. 17, oraz z tw. (5.4) wy-
nika twierdzenie:

(5.7) Jeseli A=¢ i Egc, to AX B=qt.
Z tw. (5.7) i wzoru (2.4), str. 18, wnosimy, ze:
(5.8)  Produkt skoviczonej liczby 2bioréw mocy ¢ jest zbiorem mocy .
PRZYKLADY. 1. Przestrzen n-wymiarowa jest zbiorem mocy ¢
(p. str. 28).

Wynika to réwniez wprost z tw. (5.8), gdyz zbiér wszystkich
ukladow {1, @s,...,#,) liczb rzeczywistych jest produktem

AlxiAzx...XA,,,

gdzie A;==A,=...=4, jest zbiorem liczb rzeczywistych.

2. Zbiér wszystkich ciagéw liczbowych skonezonych jest zbio-
rem mocy c.
Oznaczmy bowiem dla kazdego naturalnego n przez C, zbiér

ciagéw {ai~1. .. Podobnie jak w przykladzie 1 widzimy, ze Cn=c.

Poniewaz suma D O, jest zbiorem wszystkich ciggéw liczbowych
n=1

skonczonyeh, wiee zbiér ten jest mocy ¢ na podstawie tw. (5.1).

3. Zbiér wszystkich wielomianéw jest zbiorem mocy c.
Przyporzadkujmy bowiem kazdemu wielomianowi

w@)=a+mar+a;22...+a,x", gdzie =0,
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0 wspétezynnikach rzeczywistych ciag skotczony {@o, @y, ..., a,). Po-
niewaz przyporzadkowanie to jest wzajemnie jednoznacznym od-
wzorowaniem zbioru wszystkich wielomianéw na czesé zbioru ciggéw
skoniczonych liczbowych, wiec zbiér wielomianéw jest co najwyzej
mocy c¢. Zbior ten nie moze byé jednak mocy nizszej niz ¢, gdyz
juz jego podzbiér, mianowicie zbiér wielomianéw w(w)=a,, jest zbio-
Tem mocy c.

(5.9) Produkt ciggu mnieskoiczonego zbioréw mocy ¢ jest zbiorem
mocy .

Dowéd. Niech {4,} bedzie ciggiem zbioréw mocy ¢, Odwzo-
rujmy kazdy zbiér 4, z osobna wzajemnie jednoznacznie na prze-
dziat 0<w<1. Latwo widzie¢, ze produkt zbioréw 4, jest rownej mocy
ze zbiorem C wszystkich ciggéw liczbowych nieskonczonych {x,},

gdzie 0<w,<<1 dla n=1,2,... Wystarczy wiee udowodnié, ze C=c
Niech {#.jeC. Zatem 0<w<<1, 0<w,<<11it. d. Rozwinmy liczby
@, na ulamki dziesietne nieskonczone:

.’L‘1=O, 1,1 A2 0135 oeu 25793 .
(1) PLyp== 07 A,1 022 A28 ... A2k ese

wn:‘—o, Und On2 Ay 3ees Uty hone

gdzie a,; oznacza k-ta cyfre dziesietng liczby .
Okreslmy liezby 2 przez rozwiniecie (por. (5), str. 24):

(2) 2= 0,011 @12 Qa1 13 oy Aoy evs AL Ao f—t A 2 vna Oy oo

Latwo widzied, ze przyporzagdkowujace ciagowi {z,, liczbe 2,
otrzymamy odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne zbioru € na
czesé przedziatu O<z<1, a wiee O<Cce. Zbiér O nie moze byé jednak
mocy nizszej niz ¢, gdyz zawiera ciagi {,®,...) o wyrazach réw-
nych dowolnej lezbie » przedziatu 0<w<1; zbi6r za$ takich ciggow
jest mocy c.

PRZYKLADY. 1. Zbidr wsaystkich ciqgow liczbowych nieskon-
czonych jest mocy c.

Zbiér wszystkich ciagéw liczbowych {On}n--12,.., jest bowiem
produktem ciagu nieskonczonego !4, zbioréw, z ktérych kazdy jest
zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych,

2. Zbidr funkeyj ciagtych f(z), okreslonych dla a<w<h, jest mocy c.
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Ustawmy wszystkie liczby wymierne przedzialu a<o<b w ciag
{wa) (por. str. 23). Kazdej funkeji f() przyporzadkujmy ciag {f(w,)}.
To przyporzadkowanie jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacz-
nym zbioru ¥ wszystkich rozwazanych funkeyj na czesé zbioru eig-
gow nieskoniczonych liczbowych, gdyz jezeli dla dwéch funkeyj f(x)
1 ¢(x) nalezgcych do zbioru F mamy f(wa)=@(w,) przy kazdym n,

to z ciaglodei wynika, ze f(2)=p(z) dla a<w<<h. Zatem ﬁgc. Zibior B
nie moze by¢ jednak mocy nizszej niz c, gdyz juz zbiér funkeyj
fw)=const. jest zbiorem mocy c.

(5.10) Zbidr wszystkich ciagéw nieskoriczonych ), Ktorych wyrazy
prayjmuje tylko dwie wartosci (np. 0 i 1), jest moey c.

Dowéd. Kazdemu ciagowi {a,,} przyporzagdkujmy liczbe 2, kt6-
rej rozwinigcie dziesietne ma postadé 2= 0,01 a3 ... a, ... Jest to oczy-
wiscie odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne zbioru ciagéw {a,} na
cz¢$¢ zbioru liczb rzeczywistych. Wiee zbiér wszystkich ciagéw {a,)
jest mocy nie wyzszej niz c.

Z drugiej strony, kazdej liczbie 2 przedziatu 0<z<1, ktérej roz-
winiecie dziesigtne nieskonczone ma postaé 0,a1,02,...,0,..., Przypo-
rzgdkujmy cigg {a,), w ktérym wystepuje kolejno najpierw (a;+41)
razy liczba 0, nastepnie (a,-1) razy liczba 1, potem znowu az}1
razy 0 it.d. Odwzorowanie to jest wzajemnie jednoznacznym od-
wzorowaniem przedzialu 0<<2<<1 na czedé zbioru ciggdw {a,). Z twier-
dzenia Bernsteina (str. 19) wynika zatem, ze zbiér Ciagow {a.; jest
mocy ¢, ¢. b. d. d.

(5.11) Jezels zbidr A zawiera co najmniej dwa elementy i jest mocy
nie wysiszej mi¢ ¢, wowezas zbidr € wszysthich ciagow nieskoriczonych
{an}, ktdrych wyrazy nalesq do A, jest mocy .

Dowéd. Niech # i y beda dwoma dowolnymi elementami
zbioru A. W mysl (5.10) zbiér wszystkich ciggéw nieskoriczonych
{a.}, ktérych wyrazy przyjmuja tylko wartosei = i y, jest mocy ¢
i jest zawarty w C. Zatem O>c.

Z drugiej strony, jezeli zbi6r 4 odwzorujemy wzajemnie jedno-
znacznie na czesé zbioru liczb rzeczywistych, wéwezas kazdemu
ciggowi {a,}e¢C bedziemy mogli przyporzadkowaé wzajemnie jedno-
znacznie cigg liczbowy {(z,) (gdzie z, jest liczba przyporzadkowang

elementowi an). Zatem (p. przyklad 1, str. 31) Egc. A wiec O=¢,
¢. b.d. d.
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‘ PRZYKLADY. Przyjmujac za A zbiér liczb (a) wymier-
nych, (b) naturalnych, (c) catkowitych, mozemy powiedzieé: zbiory
wszystkich ciagéw, ktérych wyrazy sa liczbami (a) wymiernymi,
(b) naturalnymi, (¢) calkowitymi, sa mocy c.

Z (5.11) wynika latwo wniosek:

(5.12) Jedeli kaidy ze zbiordw {A,) zawiera co najmniej dwa elementy
i jest mocy nie wyiszej miz ¢, wowezas produkt zbioréw {A,) jest zbio-
rem mocy .

(6.13) Rodzina wseystkich podzbiordw zbioru preeliczalnego jest zbio-
rem mocy .

Dowé6d. Kazdemu podzbiorowi skoficzonemu lub przeliczal-
nemu (n, Mg, ..., N, ...) zbioru liczb naturalnych przyporzadkujmy ciag
liczb {a.}, w ktérym Up, == Oy = ...= &y =...=1, 3 poza tym wystepuja
same zera. Jest to, jak latwo widzieé, odwzorowanie wzajemnie je-
dnoznaezne rodziny wszystkich podzbioréw zbioru liczb natural-
nych na zbiér wszystkich ciagéw {a.), ktérych wyrazy przyjmuja
tylko dwie wartosci 0 i 1; ten za$ jest mocy ¢ w mysl tw. (5.10).

(5.14) Wniosek. Rodzina wszystkich podzbiordw przeliczalnych zbioru
praeliczalnego jest zbiorem mocy c.

Dowéd. Na mocy tw. (4.1) rodzina ta jest rézmica A—B
miedzy rodzing A wszystkich podzbioréw zbioru przeliczalnego,
a rodzing B jego podzbioréw skoriczonych, ktéra na mocy (4.5)

jest zbiorem przeliczalnym. Zatem BCA4 i §<c. Poniewaz A=

na mocy tw. (5.13), wiec na mocy (5.6) jest A—E::c, ¢. b. d. d.

(5.15) Jezeli Z" =, to dla kaidej liczby naturalnej n rodeina L, wszyst-
kich podzbioréw zbioru A, majacych po n elementéw, jest zbiorem
mocy .

Dowéd. Mozemy oczywidcie przyjaé, ze A jest zbiorem liczb
rzeczywistych. Ustawmy liczby kazdego zbioru BeL, z osobna
w ciag rosngey. Otrzymamy w ten sposéb odwzorowanie wzajemnie
jednoznaczne zbioru L, na cze$é zbioru ciagéw liczbowych o n wy-
razach. Zatem L,<c. Nie moze by¢ jednak L,<c, gdyz juz zbiér
ciagéw mn-wyrazowych {w,2,3,...,n}, gdzie O<wx<1, jest zbiorem
mocy ¢.

S. Banach, Wstep do Teorii funkcyj.A 3



34 ROZDZIAL 1. Teoria zbhioréw.

7 (5.15) wynika latwo twierdzenie:

(5.16) Rodzina wszystkich podebioréw skovhczonych 2bioru mocy ¢ jest
zbiorem mocy c. ‘

[==]
3

Rodzina ta jest bowiem sumg 2L, wiec na mocy (5.1) i (5.15)
1

n==

jest zbiorem mocy c.

(5.17) Jezeli E:c, to rodzina wszystkich podzbiordw przeliczalnych
zbioru A jest zbiorem mocy c.

Dowéd. Zalézmy, ze A jest zbiorem liczb rzeczywistych. Kaz-
demu zbiorowi przeliczalnemu P liczb rzeczywistych mozemy przy-
porzadkowaé ciag liczbowy, ktéry otrzymamy, ustawiajge P w do-
wolny sposéb w ciag. Poniewaz tak okreslone odwzorowanie bedzie
wzajemnie jednoznaczne, wige (. przyklad 1, str. 31) rodzina wszyst-
kich zbioréw P jest mocy réwnej lub nizszej niz ¢. Oczywiste jest
jednak, ze nie moze byé mocy nizszej niz ¢, bo zawiera wiroéd swych
element6éw wszystkie podzbiory przeliczalne zbioru liczb naturalnych,
ktére w mysl tw. (5.14) tworzg zbidér mocy c.

6. Zbiory mocy f. Kazdy zbiér réwnej mocy z rodzing wszyst-
kich podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych nazywamy zbiorem
moecy f.

7 twierdzenia Cantora (3.11), str. 21, wynika, ze zbiér mocy f
jest mocy wyzszej niz ¢ (np. niz zbior liczb rzeczywistych).

(6.1) Zbidr @ wszystkich funkcyj g(x), okreslonych dla —oo<lw<4-00
i prayjmujacych wartosci 0 i 1, jest mooy f.

Dowéd. Kazdej funkeji ¢(x) ¢ @ przyporzadkujmy zbior tych =,
dla ktoéryeh g(z)=1. Przyporzadkowanie to jest oczywiscie odwzo-
rowaniem wzajemnie jednoznacznym zbioru @ na rodzing wszyst-
kich podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych. (Zbiorowi pustemu
przyporzadkowana jest funkcja @(2)= const.=0, zbiorowi wazystkich

liczb funkeja ¢(w)=-const.=1.) Zatem fl):f.

(6.2) Zbidr wseysthich funkeyj f(x), gdeie —oo<w<+-o0, Prayjmuje-
cych wartosei rzecaywiste, jest zbiorem mocy f.

Dowéd. Z tw. (6.1) wynika, ze jest to zbi6r co najmniej mocy f.
Przyporzadkujmy kazdej z funkeyj f(z) zbiér wszystkich punktow
plaszezyzny o wspélrzednych a, f(z). Jest to odwzorowanie wza-

-



1847 Zbiory uporzadkowane. 35

Jjemnie jednoznaczne zbioru tych funkeyj na cze$é rodziny wszyst-
kich podzbioréw plaszezyzny. Poniewaz zbiér punktéw plaszezyzny
Jest mocey ¢ (por. przyklad 2, str. 27), wiee rodzina wszystkich pod-
zbior6w plaszezyzny jest mocy f, zatem rozwazany zbiér funkeyj
jest zarazem mocy co najwyzej f, c. b. d. d.

§ 4. Zbiory uporzadkowane.

1. Porzadek. Zbiér E nazywamy uporzadkowanym, jezeli po-
miedzy jego elementami okreslony jest stosunek -2, zwany stosun-
kiem nastepstwa, stosunkiem porzadkujgeym lub porzadkiem, spel-
niajacy nastepujace warunki:

(i) Jezeli aek, bekE i asb, to albo a poprzedza b, albo b po-
przedza a, czyli albo a<lb, albo b<Za.

(ii) Jezeli a<<b, to nie zachodzi zwiazek b<la.
(iii) Jezeli a<<bd i b<<e, to a<le.

Uwaga. Zamiast ,,a poprzedza b“ méwimy tez ,a jest weze-
sniejsze od b“, .b jest péiniejsze od a“, ,b nastepuje po a“.

Zamiast a<b piszemy réwniez b>a.

PRZYKLADY. 1. Zbiorem uporzadkowanym jest zbiér liczb
naturalnych, ustawionych wedlug wielkosei, t. zn. gdy z dwéch liczb
naturalnych uwazamy za wezesniejszg liczbe mniejszg. Stosunkiem
nastepstwa jest tu stosunek mniejszodei <. .

2. Zbiorem uporzadkowanym jest kazdy zbiér liczb rzeczywi-
stych, uporzadkowany wedlug wielkosei.

3. Zbiér punktéw plaszezyzny mozemy uporzadkowaé w na-
stepujacy sposob. Dla dowolnych punktéw plaszezyzny p=(w,y)
i g=(2',y") przyjmujemy p<lgq, gdy w<a’, albo gdy z=a' i y<y'.
Latwo stwierdzié, ze warunki (i)-(iii) sa wtedy spehione.

2. Zbiory podobne. Dwa zbiory uporzadkowane A i B na-
zywamy podobnymi, jezeli istnieje odwzorowanie wzajemnie jedno-
znaczne zbioru 4 na caly zbiér B, zachowujace nastepstwo, t. zn.
ze jezeli elementom @ i a’ zbioru A przyporzadkowane sa elementy
b i b’ zbioru B, to warunek a-2a’ pocigga b<lb'.

Odwzorowanie takie nazywamy tez odwzorowaniem podobnym

Jlub podobiesistwem.

3%
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PRZYKLADY. 1. Zbiory: (a) wszystkich liczb naturalnych, (b) liczb natu-
ralnych parzystych, uporzadkowane wedlug wielkosci, s zbiorami podobnymi.
Liczbie naturalnej » mozemy przyporzadkowaé liczbe naturalnag parzysta 2n.
Warunek n<(n’ pociaga oczywiscie 2n<2n’.

2. Zbiory: (a) wszystkich liczb rzeczywistych, (b) liczb okreslonych nie-
réwnosecia —1<<w<C1, uporzgdkowane wedlug wielkosei, s3 zbiorami podobnymi.
Przyporzadkowujac liczbie x liczbe y:tg%x, widzimy, ze dla —1<<ew<<a'<<1
F4 T,
§w<tg—2x .

3. Zbiory: (a) liczb naturalnych, (b)liczb catkowitych ujemnych, uporzadko-
wane wedlug wielko$ci, nie sg podobne. Pierwszy zbiér ma bowiem element naj-
wezedniejszy, mianowicie 1, drugi za$ zbiér nie ma elementu najwcezedniejszego.

mamy tg

Z okreslenia wynika, ze dwa zbiory uporzadkowane podobne
sa réwnej mocy, nie jest jednak na odwrét (jak wskazuje poprzedni
przyklad). W szczegblnogei zbiory: (a) liczb rzeczywistych, (b) liczb
wymiernych, uporzgdkowane wedlug wielkosci, nie s podobne, bo
nie sg réwnej mocy.

3. Zbiory typu 5 i A. Zbiér uporzadkowany, podobny do
zbioru liczb wymiernych (uporzadkowanych wedlug wielkosei), na-
zywamy zbiorem typu 7.

Zbiér uporzadkowany, podobny do zbioru wszystkich liczb rze-
czywistych (uporzadkowanych wedlug wielkosei), nazywamy zbiorem
typu A

PRZYKLADY. Zbiér liczb wymiernych —1<ax<C1 jest zbiorem typu 7.

Wynika to z podobienstwa odwzorowania y:I_im, gdzie —1<<w<l.
Stosujac to samo odwzorowanie, widzimy réwniez, ze przedzial —1<<w<Cl jest
typu /.

Kazdy zbiér typu # jest zbiorem przeliczalnym, zas typu 4

jest mocey «.

4. Przekro6j. Niech F bedzie zbiorem uporzadkowanym.

Przekrojem zbioru E nazywamy podzial zbioru E na dwa zbiory
A i B o wlasnodeiach nastepujacych (por. Wstep, str. 2):

1° Kazdy element zbiorn FE nalezy albo do 4, albo do B, t.j.:

E=A+B,  A-B=0.

20 Kazdy element zbioru A jest wczedniejszy od kazdego ele-
mentu zbioru B.

30 Zbiory A i B nie s3 puste, t.zn. ze kazdy z nich zawiera
jaki§ element zbioru E. ’
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Przekrdj otrzymamy, biorgc np. dowolny element a,e¢F (nie
ostatni) i zaliczajac do zbioru A element a, oraz elementy a<la,, za$
do zbioru B elementy a > a,.

Jezeli w zbiorze A nie ma elementu najpézniejszego i roéwno-
czesnie w B nie ma najwczesniejszego, przekrdéj nazywamy luka.

Jezeli w zbiorze A istnieje element najpézniejszy o', zas w zbio-
rze B najwczesniejszy w'’, przekrdj nazywamy skokiem.

Oczywiscie nie istnieje wtedy zaden element a¢ E miedzy a’ i a”,
t. zn. taki, ze a'<a<la”

W zbiorze typu % nie ma skokéw, s3 natomiast 1uk1 Luke
otrzymamy, zaliczajac do zbioru 4 np. liczby wymierne w<V2,
za§ do zbioru B liczby wymierne @ >)2. Oczywifcie, nie ma naj-
wiekszej liczby w zbiorze 4, ani najmniejszej w zbiorze B.

W zbiorze typu 4 nie ma ani skokéw ani luk, jak to wynika
z aksjomatu Dedekinda (p. Wstep, XII, str. 2).

W zbiorze liczb catkowitych nie ma luk, natomiast kazdy
przekr6j jest w nim skokiem.

§ 5. Zbiory dobrze uporzadkowane.

1. Pojecie dobrego uporzadkowania. Zbiér uporzagdko-
wany, w ktérym kazda czedé niepusta ma element najwezesniejszy,
nazywamy zbiorem dobrze uporzqdkowanym.

Z okreslenia, wynika od razu, ze zbiér dobrze uporzadkowany
(niepusty) ma element pierwszy.

PRZYKLADY. 1. Zbiorami dobrze uporzadkowanymi sg:

(a) Zbidr liczb naturalnych uporzadkowany wedtug wielkosci. W kazdym
bowiem podzbiorze zbioru liczb naturalnych istnieje liczba najmniejsza. Np.
w zbiorze liczb naturalnyeh podzielnych jednoczeSnie przez 2 i 3 najmniejsza
liczbg jest 6.

(b) Zbiér wyrazéw ciagu {a,}, gdzie a,+ o dla i<j, uporzagdkowany wedle
nastepstwa w eciagu, t.zn. tak, ze ai<aj dla 1<<j.

(c ) Zbiér liczb a;, b;, gdzie i=1,2,..., uporzadkowany w sposéb nastepujacy:
“1’“2’ b b n, ., t.zn. tak, ze a<a i b<b , jezeli 1<Cj, oraz ze

b dla kMdego ii 7 (zaklada sie, ze wszy%tlﬂe a; 1 b sad rdzne).

(d) Zbior liezb a, g gdzie 4=1,2,..., j=1,2,... 1 gdz1e wszystkie a;; 83
rézne, uporzadkowany leksykogmfwzme, t . w sposob nastepujacy:

a11,a12, ...,a,zi,a.ﬂ, ...,a31,a32, ...,ail,a12, .oe
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Zatem a;<a, gdy i<<r, lub gdy i=r i j<{s. Jezeli mamy dowolny pod-
zbiér B zbioru liezb a,, uporzadkowanego leksykograficznie, to najwezesniejszy
element otrzymamy, wybierajae najpierw ze zbioru £ podzbiér utworzony z tych
elementéw, ktére maja pierwszy wskaznik najmniejszy, a z posréd nich ten, kto-
rego drugi wekaznik jest najmniejszy.

2. Podobnie do zbioru (d) z przykladu 1 uporzadkowany jest zbidr liczb
postaci @—1 (gdzie ¢ i sa dowolnymi liczbami naturalnymi), uporzadkowany
wedlug wielkodei.

3. Natomiast nie sa dobrze uporzadkowane zbiory:

(e) Zbiér liezb calkowitych, nie ma w nim bowiem elementu pierwszego:
t. zn. nie istnieje liczba calkowita najmniejsza).
] |

(f) Zbioér liczb odeinka 0<Cz<<1, bo jego czesé 0<<w<l nie ma elementn
pierwszego.

Jezeli zbiér E jest dobrze uporzadkowany, wowezas po kazdym
elemencie aeE (z wyjatkiem ewentualnie ostatniego) istnieje ele-
ment b bezposrednio nastepujacy, t. zn. taki, ze a<b 1 ze nie ma
takiego elementu ¢, ze a<sc<b.

Jezeli bowiem P jest zbiorem elementow pdzniejszych od a,
to najwezesniejszy element zbioru P jest elementem bezposrednio
nastepujacym po a.

W zbiorze liczb naturalnych elementem bezposrednio nastepu-
jacym po n jest n+1.

W zbiorze uporzadkowanym, ktéry nie jest dobrze uporzgdko-
wany, mogg istnie¢ elementy, nie majace bezposrednio nastepuja-
cych, a nawet — jak w zbiorze liczb rzeczywistych — moze zaden
element nie mieé bezposrednio nastepujacego.

2. Odeinki zbioru dobrze uporzadkowanego. Odcinkiem
zbioru dobrze uporzadkowanego E nazywamy kazdy zbiér I CE
o tej wlasnosei, ze jezeli ael, wowczas a'<<a pociaga a’'el, t. zn. ze
wowezas wszystkie elementy wezesniejsze od a nalezg réwniez do I.

Odecinkami zbioru E sg wigc:

(1) sam zbioér E,

(2) zbidr pusty,

(3) zbiér zlozony z pierwszego elementu a, ek,

(4) zbiér zlozony z elementéw a<la,

(5) zbi6r zlozony z elementéw a<<a oraz a, gdzie a jest dowol-
nym elementem zbioru E.

Na odwrét, kazdy odcinek I jest zbiorem jednego z typoéw
(1)-(B). Jezeli bowiem I==E, to oznaczajac przez a najwezesniejszy
element zbioru E—I, widzimy, ze I jest typu (4), t.zn. zbiorem
elementéw a—<<a.
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Zauwazmy jeszcze, ze odeinki typu (2), (3) i (5) (ten ostatni,
gdy nie jest rowny E) sg zarazem typu (4). Jezeli bowiem w (4)
przyjmiemy za @ kolejno a,, a, i a* (gdzie a, i a* oznaczajy odpo-
. wiednio elementy bezposrednio nastepujace po a, i po a), to otrzy-
mamy zbiory typu (2), (3) i (5).

Jezeli I, i I, sg odcinkami zbioru dobrze uporzadkowanego,
to albo I,CI,, albo I,CI,.

Jezeli dwa zbiory dobrze upori@dkowane A i B sg podobne,
wowezas przy odwzorowaniu zbioru 4 na B wzajemnie jednoznacz-
nym i zachowujacym stosunek nastepstwa, odcinki zbioru A4 prze-
chodza na odcinki zbioru B (i na odwrét), przy czym typy (1)-(5)
przy odwzorowaniu przechodzgsna siebie, b. j. sa niezmiennikami
tego odwzorowania.

8. Twierdzenia o podobienstwie. Zachodza twierdzenia
nastepujace:
(3.1) Dwa rééne odeinki zbioru dobrze uporzadkowanego nie sq nigdy
podobne.

Dowdéd. Przypusémy bowiem, ze dwa odeinki I' i I"” zbioru
dobrze uporzadkowanego E sa podobne. Istnieje zatem odwzoro-
wanle wzajemnie jednoznaczne g odeinka I’ na odecinek I, zacho-
wujace porzadek. Gdyby dla kazdego a'eI’ bylo ¢(a’)=a’, to oczy-
wiscie mielibySmy I'=1". Zakladajac wiec, ze I'==1", oznaczmy
przez a najwezesniejszy element w I’ taki, ze g(a)==a. Z podobien-
stwa odwzorowania ¢ wynika jednak, ze wtedy odcinek zlozony
z elementéw a<a przejdzie na siebie przy tym odwzorowaniu.
Zatem odcinek zlozony z elementéw a<la i z a przejdzie rowniez na
siebie, skad @(a)==a. Doszliémy wiec do sprzecznosci, co obala przy-
puszezenie podobieristwa miedzy I' a I” przy zalozeniu, ze I'5=1".

(3.2) Jezeli zbiory dobrze uporzaqdkowane A © B sq podobne, wéwczas
istnieje jedno tylko odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne A na B,
zachowujace porzadek. :

Dowéd. Przypusémy bowiem, ze istnieja dwa rézne odwzoro-
wania 4 na B, zachowujace porzadek: ¢ i y. Istniatby wtedy ele-
ment aed, ktory przy odwzorowaniu ¢ przeszediby na element
b'eB, za$ przy v na element b"’eB, przy czym b's=b". Wynika stad,
ze odcinek zlozony z elementéw b-<b" bylby podobny od odcinka
zlozonego z elementéw b<<b”'. Lecz to jest niemezliwe na mocy (3.1),
gdyz b'==b”.
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(8.3) Jedeli zbiory A i B sq dobrze uporzadkowane, wéwczas jeden
2 nich jest podobny do pewnego odcinka drugiego.

Dowé6d. Niech I bedzie zbiorem takich elementéw aed, ze
do kazdego z nich istnieje w B taki element b=g(a), iz odcinki
a<<a i f<<b sy podobne. Zbior I jest oczywiscie odcinkiem zbioru A,
zas @(a) Odwzorowamem, wzajemnie jednoznacznym i zachowumcym
porzadek, odecinka I zbioru A na pewien odeinek J zbioru B. Odcinki
IiJ sy zatem podobne. Przypuéémy, ze I+ A id==B. Niech a’'ed —1TI
i b’eB—J bedy najwczesdniejszymi elementami, nie nalezacymi od-
powiednio do I i J. Zachowujac poprzednie znaczenie ¢(a) dla a<la’
i przyjmujac ¢(a’)=»5', otrzymamy wzajemnie jednoznaczne i zacho-
wujace porzagdek odwzorowanie odecinkéw a<la’ i a<lb' na siebie.
Wynika stad, ze a’¢l, whrew zalozeniu, ze a'eA—I. Zatem nie
moze byé réwnoczesnie I+4 i J==B. Albo wigc I=4, a wtedy
zbiér A4 jest podobny do odcinka J zbioru B, albo J=B, a wtedy
zbiér B jest podobny do odecinka I zbioru 4, ec. b. d. d.

4. Twierdzenie o dobrym uporzadkowaniu. Nastepu-
jace twierdzenie znane jest ze wzgledu na swa podstawows role
w t. zw. Ogélnej teorii mnogosei:

(4.1) Twierdrenie Zermeli. Kaidy zbidr moina dobrze uporzqd-
kowaé.

Dowéd. Niech E bedzie dowolnym zbiorem. Przyporzadkujmy
kazdemu niepustemu podzbiorowi ACE dowolny element aed?!)
i oznaczmy go przez F(4). Zatem:

(1) F(4)eA.

Niech R bedzie rodzing wszystkich tych podzbioréw U zbioru E,
ktore daja si¢ dobrze uporzadkowaé w taki sposéb, zeby byly
speinione warunki:

10 pierwszym elementem w U jest F(E);

20 jezeli aeU i I jest zbiorem elementéw wezesniejszych od a
w U, to a=F(E—-1I).

; Rodzina R jest niepusta, zawiera bowiem zbiér dobrze uporzad-
‘kowany, zlozony z element6w a, i a,, gdzie a;=F(E <a2=F( (al)).

1) Istnienie przyporzadkowania o tej wlasnoéei opiera sie na t. zw. aksjo-
macie Zermeli (znanym tes pod nazwa aksjomatu wyboru),
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Rodzina E ma nastepujaca wlasnosé:

(2) Jeteli U,eR i UyeR, wowczas albo U, jest odcinkiem zbioru U,,
albo U, jest odcinkiem zbioru U,.

Opierajac si¢ bowiem na twierdzeniu (3.3), mozemy przyjaé, ze
np. U, jest podobny do pewnego odcinka J zbioru U,. Gdyby bylo
U,=%J, to istniatlby w U, najwczesniejszy element a taki, ze odpo-
wiadajacy mu element beU, bylby rézny od a, przy czym wobec 1°
oczywidcie a nie bytby najwezedniejszym elementem zbioru U,. Zbiér I
elementow wezesniejszych od ¢ w zbiorze U, bylby wiec identyczny
ze zbiorem elementéw wezesdniejszych od b w zbiorze U,. Na mocy 2°
mieliby$my zatem a=F(E—1I)i b=F(E—I), skad a=b wbrew zalo-
zeniu. A wige U, jest identyczne z odeinkiem J zbioru U,, czyli wlas-
nosé (2) jest dowiedziona.

Niech teraz S bedzie sumg wszystkich zbioréw rodziny K.
O zbiorze § udowodnimy nastepujgcg wiasnosé:

(3) Jezeli ae8, beS ¢ ce8, to:
(i) tstnieje zbior UeR zawierajacy elementy a, b, c.

(ii) w kazdym zbiorze UeR, zawierajgcym a i b, elementy te
wystepuja w tym samym porzgdku.

Dowdéd warunku (i). Istnieja bowiem zbiory Uy, U, Uz nale-
zace do R i zawierajace odpowiednio elementy a, b, ¢. Z wlasno-
§ci (2) rodziny R wynika, ze jeden z tych zbioréw, np. U,, posiada
odcinki identyezne z U, i U, Zatem U, zawiera a, b i c.

Dowdd warunku (ii). Jezeli zbiory U,eR i U,eR zawieraja a
i b, to poniewaz jeden z nich, np. Uy, jest na mocy (2) identyczny
z odcinkiem drugiego, wiec a i b muszg w obu zbiorach U, i U,
wystepowaé w tym samym porzadku.

Wlasnosé (3) jest zatem dowiedziona.

Uporzadkujmy teraz zbiér § w nastepujacy sposob: jezeli a
i b nalezg do 8, to niech a<b, gdy istnieje zbiér UeR, ktéry za-
wiera ¢ 1 b i w ktérym a jest wezedniejsze od b.

Z (i) i (ii) wynika, ze jezeli aib naleza do 8, to albo a<lb albo
b<a, oraz ze jezeli a<lb, to nie moze byé b<a. Spelnione sg wiec

pierwsze dwa warunki na to, by zbiér 8 byl uporzagdkowany (str. 35).
' )
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Speniony jest tez warunek trzeci, t.zn. ze a<b i b<le po-
ciggaja a<Sc. Istnieje bowiem UeR, zawierajacy a, b.ic. W zbiorze U
a jest wezesniejsze od b, za$ b wezesniejsze od e, zatem w U jest
a wezesniejsze od ¢. Tem samem a¢<c¢ w S na mocy okre§lenia.

Udowddniliémy wige, ze zbiér 8§ jest uporzadkowany.

Aby dowiesé¢, ze zbiér S jest dobrze uporzadkowany, weZmy
pod uwage dowolny zbiér niepusty GCS i dowolny element aeG-.
Istnieje wiec zbiér UeR zawierajacy a. Oznaczmy przez b naj-
wezesniejszy element zbioru U, nalezacy do G. Jezeli xe@, to
istnieje zbiér U,eR zawierajacy b i x. Jezeli zelU, to oczywiscie
b<# lub b=w. Jezeli za$§ ¥ nonel, to latwo widzieé, ze U jest
identyezny z pewnym odcinkiem I zbioru U,. Poniewaz bel, zas
weU,—1I, wige znowu b<<w lub b=x. Udowodnili{my zatem, ze b
jest najwczesniejszym elementem zbioru G. Poniewaz G bylo do-
wolne, wiec 8 jest zbiovem dobrze uporzadkowanym.

Udowodnimy teraz, ze S=UFE. Przypusémy, ze tak nie jest
i niech g=F(E—8). Na mocy (1) g nie nalezy do 8. Oznaczmy
przez V zbidr dobrze uporzadkowany, ktéry otrzymamy, dolaczajae
do zbioru dobrze uporzgdkowanego S element g jako nastepujacy
po wszystkich elementach zbioru 8.

Udowodnimy, ze V ma obie wlasnodei 1° i 2° rodziny R.

Wlasnosé 1° jest spelniona, gdyz F(E) jest najwezesniejszym
elementem zbioru 8, bo jest najwczesniejszym elementem kazdego
zbioru UeR. Z drugiej strony na mocy okreflenia elementu g:

(4). Jezeli aeV i@ a=g, to wlasno$é 2° jest spelniona dla V.

Zalbzmy wiec, ze acV i as=¢ oraz ze a4=F(E). Wezmy pod uwage
dowolny zbiér UeR zawierajacy a. Zbiér I elementéw wezesniej-
szych od a w § jest oczywidcie zbiorem elementéw wezesniejszych
od ¢ w zbiorze U, ktory jest odecinkiem zbioru dobrze uporzadko-
wanego S. Na mocy wiec (4) mamy a=F(E—1I).

A wiec zbior dobrze uporzadkowany V ma obie wlasnogei 1
i 2% zatem VeR, skad geS wbrew zalozeniu.

Dowiedlimy wige, ze S=FE, czyli ze E da si¢ dobrze upo-
rzadkowaé, c. b. d. d.

Z twierdzenia Zermeli wynika, ze:

(4.2) Dwa dowolne zbiory A i B sq poréwnywalne, t.zn. ze albo
sq réwnej mocy, albo jeden z nich jest mocy wyiszej miz drugi.
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Dowéd. Na moey bowiem tw. Zermeli mozemy zbiory 4 i B
dobrze uporzadkowaé. Z tw. zas (3.3) wynika, Ze jeden z tyeh zbio-
ré6w jest réwnej mocy z odcinkiem, a wiec podzbiorem drugiego.
To za$ na mocy tw: Bernsteina (str. 19) dowodzi ich poréwnywal-
nosei.

" 5, Indukeja pozaskoficzona. Zasadq indukcji pozaskonczo-
nej nazywamy nastepujace twierdzenie:

Niech E bedzie zbiorem dobrze uporzqdkowanym, za$ W pewnq
wlasnosciq, ktdra elementy zbioru E mogq mied lub nie. Wowczas:

Jeseli sq spetnione nastgpujgce warunki:
(1) pierwszy element zbioru E ma wlasnoéé W,

(2) jeseli z tego, e wszystkie elementy wezesniejsze od pewnego
elementu a 2bioru E majq wlasnosé 0, wynika, e o posiada
réwnies wlasnoéé W,

to wseystkie glementy 2bioru E maje wlasnosé .

Dowéd. Zalézmy, ze dla wilasnodei W zachodzy warunki
(1) i (2), przypusémy jednak, ze nie wszystkie elementy zbioru
dobrze uporzagdkowanego E maja wiasnosé .

Oznaczmy przez o najwezedniejszy element zbioru E, ktory
tej wiasnogci nie posiada. Na mocy (1) a nie jest w zbiorze E ele-
mentem pierwszym. Kazdy zaf element é<a ma wlasno$é W, zatem
z (2) wynika, Ze a ma réwniez wiasno$é W. Doszlismy wiee do
sprzecznodei i tym samym udowodniliSmy prawdziwosé zasady in-
dukeji pozaskonczonej.

Zasada indukeji pozaskonczonej jest uogélnieniem zasady in-
dukeji zupelnej dla ciagu liezb naturalnych, czyli t. zw. rozumowania
z n na n+1.

Zasada indukeji pozaskoniczonej, wraz z twierdzeniem Zermeli
o mozliwodei dobrego uporzagdkowania kazdego zbioru, jest wazng
i czesto uzywang metodg dowodu twierdzen. :




