ROZDZIAL II1

ZBIORY PUNKTOWE

§ 1. Zbiory liniowe

1. Zbiory zamknlete. Punkiem skupienia zbioru E nazy-
wamy kazdy taki punkt «, w ktérego kazdym otoczeniu istnieje
<o najmniej jeden punkt zbioru £ rézny od a.

Np. zbiér liczb postaci 1/n, gdzie n=1,2,...,, ma punkt sku-
pienia 0.

Z okre§lenia punktu skupienia wynika, ze w kazdym jego oto-
czeniu istnieje nieskoriczenie wiele punktéw zbioru K. Jezeli zad
punkt « nie jest punktem skupienia zbioru E, wéweczas istnieje
otoczenie punktu @, nie zawierajace zadnych punktéw zbioru E
poza ewentualnie punktem a.

Oczywistym jest, ze zbiory skonczone nie posiadaja punktu
gkupienia.

(1.1) Jezeli kres gérny (dolny) 2bioru liniowego jest liczbg skotczong
i do zbioru mie naledy, wéwczas jest jego punktem skupienia.

Dowéd. Jezeli bowiem gérnym kresem zbioru ¥ jest liczba K
skonficzona, wowezas dla kazdej liczby &>0 istnieje we¢E, spelnia-
jace nieréwnosé K —e<aw<K. Jezeli zatem K nie nalezy do E, to
w kazdym otoczeniu liczby K istniejg punkty zbioru E rézne od K.

(1.2) Jezeli a jest punktem skupienia zbioru E, wéwczas E zawiera .
ciqg punkiow {a,} réénych od a, zbieiny do a.

Dowéd. Ciagg {a.) otrzymamy, Wyjmuj@cv z otoczenia
>a—1/n, a+1/n

dowolny punkt a.eE, rézny od a. Punkt taki istnieje, gdyz kazde
otoczenie punktu a, jako punktu skupienia zbioru E, zawiera punkt
zbioru E rézny od a.
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Na ‘odwrét:

'(1.3) Jeteli a jest gramicq (skowczonag) ciggu punkiow zbioru E
réémych od a, wowezas a jest punktem skupienia zbioru E.

batwo widzieé, ze:

(1.4) Jezeli aneE dla n=1,2,... i a,—>azo0o dla n—>oco, to a jest
punktem skupienia zbioru E albo a¢E. Ten ostatni przypadek zachodzi
w szezegolnodci wowezas, gdy a,=a dla n=1,2,...

(1.5) Jezeli liceba skonczona a jest punktem granicznym ciggu {a.)
i a,=a dla n=1,2,..., wowczas a jest punktem skupienia zbioru liczb
wystepujacych w tym ciqgu.

(1.6) Twierdzenie Weierstrassa. Kaidy zbiér nieskoviczony i ogra-
niczony B ma co najmnie] jeden punkt skupienia.

Dowéd. Z zalozenia, ze zbiér E jest nieskonczony, wynika,
ze E zawiera ciag {a.}, zlozony z punktéw réznych. Poniewaz zad
E jest z zalozenia zbiorem ograniczonym, wiec i ciag {a.} jest ogra-
niczony, a zatem istnieje cigg czedciowy {an} zblezny i granica
ciggu {an, jest punktem skupienia zbioru E.

Uwaga. Zbiér nieskoniczony nieograniczony moze nie mieé
punktu skupienia. Przykladem takiego zbioru jest zbiér liczb na-
turalnych.

Z twierdzenia Weierstrassa wynika w szezegélnogci na mocy
tw. (1.2), ze

(L.7) Kaidy ciag nieskoticzony ograniczony zawiera ciqg zbieiny do
granicy skonczonej.

Punktem odosobnionym zbioru F nazywamy kazdy taki punkt
nalezgcy do E, ktory nie jest punktem skupienia zbioru F.

(1.8) Kaidy zbidor ma co najwyzej przeliczalng ilosé punktéw odo-
sobnionych.

Dowé6d. Oznaczmy dla kazdego naturalnego n przez E,
zbiér takich punktéw odosobnionych a zbioru E, ze w otoczeniu
[a—1/n,a-+1/n] nie ma oprécz a zadnego innego punktu zbioru K.
Kazdy punkt odosobniony zbioru E nalezy wiec do jakiegos zbioru E,,.
gdyz kazdy punkt odosobniony zbioru posiada otoczenie, nie zawie-
rajace poza tym punktem innych punktéw tego zbioru. Wynika.
stad, ze suma zbioréw E, zawiera wszystkie punkty odosobnione
zbioru E.
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Obierzmy dla kazdego punktu zbioru E, dowolne otoczenie
o dlugosei mniejszej niz 1/3n. Otoczenia te beda rozigezne. Gdyby
bowiem dwa takie otoczenia punktéw a i @' zbioru E, mialy punkty
wspélne, to odleglo$¢ punktéw a i a' od siebie bylaby mniejsza
od 2/3n wbrew okrefleniu zbioru E,. Poniewaz na mocy tw. (1.1),
str. 44, zbiér przedzialéw rozlacznych jest zbiorem co najwyzej
przeliczalnym, wige E, jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym. Stad,
na moey tw. (4.2), str. 24, suma zbioréw H,, czyli zbiér punktow
odosobnionych zbioru E, jest co najwyzej przeliczalny, c.b.d.d.

Zbiér zlozony z samych punktéw odosobnionych nazywamy
zbiorem odosobnionym.

7 (1.8) wynika w szezegdlnosei, ze 2bidr odosobniony jest zawsze
zbiorem co najwyzej przeliczalnym.

Przykladami zbior6w odosobnionych sg: zbidr liczb natural-
nych, zbiér liezb catkowitych.

Pochodng zbioru E nazywamy zbiér wszystkich jego punktow
skupienia (nalezacych don lub nie).
Pochodng zbioru E oznaczamy przez E'.

PRZYKLADY. Pochodna przedzialu otwartego jest przedzial
zamkniety o tych samych koncach. Pochodng zbioru liczb wymier-
nych jest zbior liczb rzeczywi,styeh. Pochodng zbioru liczb postaci
k+(1/n), gdzie k jest dowolna liczbg catkowity, za§ m naturalng,
jest zbiér wszystkich liczb calkowitych.

(1.9) Dla katdych dwdch zbioréw liniowych A i B zachodzi wzor:

(1) (A+B)=A4"+B,

t.j. pochodna sumy dwdch zbioréw réwna jest sumie pochodnych.

Dowéd. Jezeli bowiem ge(A4-B), to na mocy tw. (1.2),
str. 57, ¢ jest granica ciggu punktow {g.) nalezagcych do A+ Biréz-
nych od g. Poniewaz w ciggu {g.} istnieje nieskonczenie wiele wyra-
z6w nalezacych do A lub nieskoficzenie wiele wyrazow nalezgeych
do B, zatem geA’ lub geB’, wiee g:A'+B’. Udowodnilismy wiec,
ze (A+-B)YCA'+B'.

Na odwrét, jezeli ged'+ B, to oczywidcie ge(A+B)'. Zatem
(A+BYDA'+B'. )

Zachodzi wiec réwnosé (1), c. b. d. d.
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Tw. (1.9) zachodzi oczywiscie dla sumy dowolnej skoniczonej
ilosei zbioréw.

Natomiast analogiczne twierdzenie dla sumy nieskoncze-
nie wielu zbioréw byloby falszywe. "

Przykltadem jest zbiér liczb wymiernych, uwazany za sume
przeliczalnej rodziny zbioréw, z ktérych kazdy sklada si¢ z jednego
tylko punktu.

Zbior skonczony mie posiada punkiu skupienia.

Z okreglenia punktu skupienia wynika, ze jezeli g jest punktem
skupienia czesci zbioru B, to g jest réwniez punktem skupienia
zbioru B. A wiec:

(1.10) Jezeli ACB, wéwczas A'CB'.

(1.11) Pochodna iloczynu ilukolwiek zbioréw jest zawarta w iloczynie
pochodnych tych zbiordw. :

Dowéd. Poniewaz iloczyn zbior6w miedci sie w kazdym jego
czynniku, zatem z tw. (1.10) wynika, Ze pochodna iloczynu jest za-
warta w pochodnej kazdego czynnika, c. b. d. d.

Natomiast iloczyn pochodnych moze nie zawieraé si¢ w po-
chodnej iloczynu.

Np. zbiory {1/n} i {—1/n}, gdzie n=1,2,..., nie maja punktu
wsp6lnego, wiee pochodna ich iloczynu jest zbiorem pustym, majg
zaé wspélny punkt skupienia 0, a wige iloezyn ich pochodnych nie
jest pusty.

Druga, pochodng zbioru E nazywamy pochodng jego pochodnej,
trzeciq pochodng pochodna drugiej pochodnej i t. d.

Drugs, trzecia i t. d. pochodng oznaczamy odpowiednio przez
E', E" it.d.

Zbiorem zamknigtym nazywamy zbidér, ktory zawiera swojg
pochodng. Innymi stowy: E jest zbiorem zamknigtym wtedy i tylko
wtedy, gdy E'CE.

Zbiorami zamknietymi sa np.: przedzial zamkniety, zbiér wszystkich liezb
rzeczywistyeh, zbior nie majacy punktéw skupienia (gdyz wtedy E’ jest zbio-
rem pustym, zatem E’'(CE), zbiér Zlozony z liczb postaci 1/n, gdzie n=1,2,...
i z liczby 0, zbiér pusty.

(1.12) Pochodna kazdego zbioru jest zbiorem zamknigtym.

Dowéd. Niech g bedzie punktem skupienia pochodnej E'
zbioru E i niech I bedzie dowolnym otoczeniem punktu g. Z okres-
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lenia punktu skupienia wynika, ze I ~ jest otoczeniem jakiego$
punktu a'¢E’. Poniewaz a jest punktem skupienia zbioru E, zag
I jest jego otoczeniem, wiec w I istnieje nieskonczenie wiele punk-
téw zbioru E. Z uwagi na to, ze I jest dowolnym otoczeniem
punktu g, wnosimy stad, ze g jest punktem skupienia zbioru E,
t.j. ze geE'. Zatem E' zawiera wszystkie swoje punkty skupienia,
jest wiec zbiorem zamknigtym, c.b. d. d.
7Z tw. (1.12) wynika od- razu, ze
(1.13) Pochodne E", E'" it.d. sq zbiorami zamknigtymi, t. j.
(2) EDE’'DE"D...

(1.14) Zbior punktéw granicznych skoviczonych dowolnego ciggu {an}
jest zbiorem zamkwnigtym.

Dowéd. Oznaczmy przez G zbiér punktéw granicznych skon-
czonych ciagu {a,). Niech ge@'. Wewnatrz dowolnego otoczenia I
punktu g istnieje wiec jaki§ punkt g'e@, a zatem réowniez nieskon-
czenie wiele wyrazoéw eciagu {a, co dowodzi, ze g jest punktem
granicznym. A wiec ge@, c.b. d. d.

(1.18) Suma skoriczonej liczby zbz’or&w zamknigtych jest zbiorem zam-
knietym. '

Dowoéd. Wystarezy tego dowieéé dla dwoéch zbior6w zamknie-
tych A i B. Poniewaz A'CA i B'CB, wigc na mocy (1) mamy
(A+BYCA+B, a zatem A+ B jest zbiorem zamknietym.

Natomiast juz suma przeliczalnie wielu zbioréw zamknietych
moze nie byé¢ zbiorem zamknietym.

Przykladem jest zbi6ér liczb wymiernych, uwazany za sume
zbioréw jednopunktowych.

-(1.16) Iloczyn ilukolwick zbioréw zamknigtych jest zbiorem zamknietym.

Dowéd. Poniewaz dla kazdego zbioru zamknietego A jest
w my§l okre§lenia 4'CA, wiec na mocy tw. (1.11) wynika stad,
#e pochodna iloczynu zbioréw zamknigtych zawarta jest w tym
iloczynie. '

Zamknigciem zbioru nazywamy sume zbioru i jego pochodne;j.

Zamkniecie zbioru E oznaczamy przez E. Zatem na mocy
okreslenia:

(3) E=FE +E.



62 ROZDZIAL III. Zbiory punktowe,

(1.17) Pochodna zbioru rowna si¢ pochodnej jego zamkniecia:
(4) (HY=I.

Dowéd. Na moey wzoréw (3) i (1) mamy (E)=E"+FE,
z czego wynika (4), poniewaz E”CE na mocy wzoru (2).

Z (3) i (4) wynika od razu, ze:

(1.18) Zamknigcie zbioru jest zbiovem zamknigtym.

2. Zbiory brzegowe, otwarte, doskonale. Punkiem
wewnetrenym zbioru nazywamy kazdy taki punkt, ktérego pewne
otoczenie jest w tym zbiorze zawarte.

Np. punkty lezagce wewngtrz przedzialu sa punktami wewne-
trznymi tego przedzialu.

Z okreslenia wynika natychmiast, ze:

(2.1) Punkt wewnetrany zbioru nie jest punktem skupienia dopel-
nienta zbioru.

Na odwroét:

(2.2) Hazdy punkt zbioru, ktéry nie jest punktem skupienia jego
dopetnienia, jest punktem wewnetrznym zbioru.

Punktem brzegowym zbioru nazywamy kazdy punkt zbioru,
ktéry nie jest jego punktem wewnetrznym.

(2.3) Punkt brzegowy zbioru jest punktem skupienia dopelnienia
gbioru 1 na odwrot, kazdy punkt zbioru, ktory jest punktem skupienia
dopelnienia zbioru, jest punktem brzegowym zbioru.

Np. konee przedzialu zamknietego sg jego punktami brzegowymi.

Zbiorem brzegowym nazywamy zbiér, ktérego kazdy punkt jest
jego punktem brzegowym.

Np. zbidr liczb wymiernych jest zbiorem brzegowym.

Brzegiem zbioru nazywamy zbidr wszystkich tych punktéw,
ktore sg punktami brzegowymi albo samego zbioru albo jego dopel-
nienia.

Np. brzegiem przedziatu (otwartego lub zamknietego) jest zbiér
jego koncow, brzegiem zbioru liczb wymiernych — cala o hezbowa,
brzegiem zbioru liczb naturalnych —on sam,

Z okreslenia punktu brzegowego wynika latwo, ze oznaczajac
przez B(FE) brzeg zbioru E, mamy wzér

(5) : B(E)=E-(—E).
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Poniewaz zbiory B i —F sg zbiorami zamknietymi, zatem na
mocy (5):

(2.4) Breeg zbioru jest zawsze zbiorem zamknigtym.

Zbiorem otwartym nazywamy zbior, ktérego kazdy punkt jest
jego punktem wewnetrznym.
Np. przedzial otwarty jest zbiorem otwartym.

(2.5) Dopvelmenie Zbioru zamknigtego jest zbiorem otwartym; dopel-
nienie zbioru otwartego jest zbiorem zamknigtym.

Dowédd. Jezeli E jest zbiorem zamknietym i ae —E, wow-
czas @ nie jest punktem skupienia zbioru E. Kazdy wiec punkt
ac—FE jest punktem wewnetrznym zbioru —E, zatem —E jest
zbiorem otwartym.

Jezeli E jest zbiorem otwartym, to zaden punkt zbioru E
nie jest punktem skupienia zbioru —E. Wynika stad, ze zbiér —E
zawiera wszystkie swoje punkty skupienia, jest wige zbiorem zam-
knietym.

(2.6) Suma ilukolwiek zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym.

Dowéd. Jezeli aed i A jest jednym z rozwazanych zbiorow,
woéwezas pewne otoczenie I punktu a jest zawarte w A; zatem I jest
zawarte w sumie S rozwazanych zbioréw, a wiec a jest punktem
wewnetrznym tej sumy. S sklada sie zatem z samych punktéw
wewnetrznych, jest wige zbiorem otwartym c.b. d. d.

(2.7) Iloczyn skotczonej liceby zbiordw otwartych jest zbiorem otwartym.

Dowdd. Jezeli A i B sg zbiorami otwartymi i geAB, to istnieja
otoczenia I, i I, punktu g, zawarte odpowiednio w zbiorach A i B.
Poniewaz iloczyn otoczen I,I, jest réwniez otoczeniem punktu g
i jest zawarty w AB, zatem g jest punktem wewnetrznym zbioru AB.
Udowodniliémy wiee, ze iloczyn AB jest zbiorem otwartym. Wynika
stad, ze jest tak réwniez dla dowolnej skoriczonej rodziny zbiorow.

Natomiast juz iloczyn przeliczalnie wielu zbioréw otwartych
moze nie by¢é zbiorem otwartym.

Np. iloczyn przedzialéow >——%, %(, gdzie n=1,2,..., jest zlo-
zony z jednego tylko punktu 0.

(2.8) Zbidr otwarty liniowy jest sumq skotczonej lub przeliczalnej
ilosei preedziatéw (skohczonych lub nie) otwartych i rozlacznyoch.
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Dowéd. Niech E bedzie zbiorem otwartym. Dla kazdego ael
oznaczmy przez I, sume wszystkich przedzialow otwartych (skon-
czonych lub nieskonczonych), mieszezacych sie w E i zawierajacych
punkt a. Oczywidcie I, jest przedzialem otwartym skonczonym
lub nieskoficzonym. Dwa przedziaty I, i I, sa albo identyczne
albo rozlgezne. Jezeli bowiem I, i I, maja jaki§ punkt wspélny,
wowezas I, +1I, jest przedzialem otwartym (skonczonym lub
nieskoriczonym) zawierajacym a, i a, i zawartym w E. Zatem
I,+1,CI, oraz I,+1,CI,. Wynika stad, ze Io=1,,.

Poniewaz E jest sumg przedzialow I, dla wszystkich aek,
a przedzialéw otwartych rozlagcznych moze byé co najwyzej przeli-
czalnie wiele (p. tw. (1.1), str. 44), za$ nieskonczonych co najwyzej
dwa, wiec E jest suma co najwyzej przeliczalnej ilo§ci przedziatéw
otwartych rozlgeznych, e. b. d. d.

Tw. (2.8) charakteryzuje zbiory otwarte liniowe. Z (2.6)
i z uwagi, ze przedzial otwarty (skoficzony lub nie) jest zbiorem
otwartym, wynika bowiem, ze:

(2.9) Suma skoticzonej lub preeliczalnej ilosct preedziatéw (skonczo-
nych lub nie) otwartych i roztacznych jest zbiorem otwartym.

Zbiorem doskonatym nazywamy zbiér zamkniety, zawarty
w swojej pochodnej, t.j. ktérego kazdy punkt jest punktem sku-
pienia. Innymi stowy: E jest zbiorem doskonatym wtedy i tylko
wtedy, gdy E=E'.

Zbiorami doskonatymi sg np.: przedzial zamkniety, suma skon-
czonej liczby przedzielow zamknigtych, zbior wszystkich liczb rze-
czywistych. :

(2.10) Warunkiem koniecznym © wystarczajacym na to, by zbior liniowy
byt doskonaly, jest, by jego dopelnienie bylo sumg prezedziatow (skon-
czonych lub nieskoriczonych) otwartych i nie stykajacych sie koncams.

Dowéd. Jezeli E jest zbiorem doskonatym, to jego dopel-
nienie jest zbiorem otwartym, jest wigec na mocy tw. (2.8) sumg
przedzialéw otwartych i rozigeznych, skoficzonych lub nie. Dwa takie
przedzialy nie mogg mieé¢ kornica wspdlnego, gdyz koniec ten bylby
punktem odosobnionym zbioru E, wbrew zalozeniu, ze ECFE. Wa-
runek jest wiec konieczny.

Dostatecznoéé warunku wynika z tw. (2.9) i (2.5) oraz z uwagi,
ze jezeli jaki§ punkt aeF jest punktem odosobnionym zbioru F,
to w dopelnieniu —F istniejs dwa przedzialy otwarte, majace @& za
koniec wspdlny.
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Zbiér Cantora jest to zbiér doskonaly, nie zawierajacy
zadnego przedzialu. Bedziemy go oznaczali przez C.

Zbiér ten otrzymuje sie w sposéb nastepujacy:

Pddzielmy przedzial zamkniety I=<0,1> na 3 réwne czedci
i wyrzuémy srodkows, otwarta, tj. przedzial »1/3,2/3¢. Z pozosta-
lymi dwoma przedzialami zamknietymi <0,1/3> i <{2/3,1> uczynmy
to samo co poprzednio z przedzialem <0,1>, tzn. podzielmy kazdy
z nich na 3 réwne ezedei i wyrzuémy czedé §rodkows bez koncow.
Postepujae tak dalej z pozostatymi przedzialami, wyrzucamy w ten
sposob za k-tym razem z przedziatu {0,1> zbiér P, zlozony z 2k—!

(o]

przedzialéw. Zbiér 3 P, jest wiec suma przeliczalng przedzialéw
=1

otwartych. Oznaczmy przez C dopelnienie tej sumy do przedziatu I.
Zbior C nie jest pusty, gdyz zawiera punkty 0, 1 i korice przedzia-
16w rozlgeznych, ktérych sumg jest P, (dla k=1,2,...). Zauwazmy,
ze przedzialy te nie stykaja sie ze sobg i ze ponadto 0 ani 1 nie jest
konicem zadnego z nich. Oczywidcie zbior —C jest sumg tych prze-
dzialéw oraz przedzialéw otwartych > —oo, 0 i >1,-+oc<. Poniewaz
wszystkie te przedzialy nie stykaja sie ze sobg, wiec na mocy
twierdzenia (2.10) C jest zbiorem doskonalym.

Zhiér C nie zawiera zadnego przedzialu. Istotnie, po pierwszym
wyrzuceniu kazdy z pozostalych przedzialéw ma dlugosé 1/3. Po
drugim wyrzuceniu pozostale przedzialy majg dtugosé 1/32. Ogoélnie,
po n-tym wyrzuceniu kazdy z pozostalych przedzialéw ma dlugosé
1/3". Gdyby wiec C zawieral jaki$ przedzial, to dlugosé jego mu-
sialaby byé mniejsza od 1/3" dla n=1,2,..., co jest niemozliwe.

Zauwazmy, ze za m-tym razem wyrzucamy 2" ' przedzialow,
z ktoryeh kazdy ma dlugosé 1/3". Suma dlugodci przedziatéw, ktorych

suma rozlaczng jest zbiér Y Py, wynosi zatem 3 4(3)n=1.
k=1 n=1

3. Gestosé. Zbiorem w sobie gestym nazywamy zbidr, ktorego
kazdy punkt jest jego punktem skupienia, tj. kazdy taki zbiér E,
ze FCEH'. .

Zbiorami w sobie gestymi sg np.: zbiér liczb wymiernych,
zbior liczb niewymiernych, przedzial (otwarty lub zamkniety), zbiér
otwarty, zbiér doskonaty.

*Zbidr A nazywamy gestym w zbiorze B, jezeli kazdy punkt
zbioru B jest punktem zamknigcia zbioru A4, tzn. jezeli BCA.

S. Banach, Wst¢p do Teorii funkcyj. b
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Np. zbior liczb wymiernych zawartych w przedziale <0,1> jest
gesty w tym przedziale (por. str. 59, przyklady).

W szezegblnosci zbiorem wszedzie gestym nazywamy zbior, dla
ktorego kazd y punkt jest punktem skupienia (inaczej méwige, kazdy
zbiér gesty w zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych).

Zbiorami wszedzie gestymi sg np.: zbiér liczb wymiernych,
zbior liczb niewymiernych, w ogéle kazdy zbiér, ktérego dopelnienie
nie zawiera punktu wewnetrznego.

(3.1) Kaidy zbior nieskoticzony zawiera podzbidr przeliczalny w nim
gesty.

Dowéd. Ustawmy wszystkie przedzialy otwarte o koncach
wymiernych, zawierajagce punkty zbioru FE, w ciag I,,1,,...

Niech a, ¢ EI, dla n=1,2,... i niech P oznacza zbi6r zlozony
z punktéw a,. Zatem PCE. Udowodnimy, ze ECP. Istotnie, niech
I=[b,c] oznacza dowolne otoczenie punktu a e ¥ i niech w, i w
beda takimi liczbami wymiernymi, ze b< w, <a<w,<c. Z okredlenia
ciagu {I,} wynika, ze istnieje n, dla ktérego dw,w,{=1I, A wiec
an € [P. W kazdym otoczeniu punktu ¢ istniejg wiec punkty zbioru P,
a zatem a albo jest punktem skupienia zbioru P, albo jest jednym
z punktéw tego zbioru, c¢. b. d. d.

(3.2) Jeeli zbior B jest w sobie gesty, to kaidy punkt zbioru E jest
punktem skupienia kazdego zbioru D gestego w E.

Yatwo bowiem stwierdzié, ze wowezas D'=E'.

Zbiorem nigdeie nie gestym nazywamy zbiér, ktéry nie jest
gesty w zadnym przedziale. Z definicji tej wynika, ze:

(3.3)  Zbior jest nigdzie nie gesty wiedy ¢ tylko wtedy, gdy jego pochodna
nie zawiera Zadnego preedzialu, tj. gdy w kazdym przedziale istnieje
preedziat, ktory ze zbiorem E nie ma punktéw wspdlnych.

(3.4) Zbidr zamkniety jest nigdzie nie gesty wiedy i tylko wtedy, gdy
nie zawiera Zadnego preedeiatu.

(3.5) Zbior Cantora C jest zbiorem nigdzie nie gestym.

(3.6) Podzbior zbioru migdzie nie gestego jest zbiorem mnigdzie nie
gestym.
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4. Spéjnosé. Zbiér E nazywamy spéjnym, jezeli nie jest
sumg dwu zbioréw 4 i B njepustych i rozlgeznych, z ktérych
zaden nie zawiera punktow skupienia drugiego, tzn. jezeli nie moga
byé spelnione jednoczesnie zwiazki nastepujace:

(6) E=A+B, AB=0, AB'=0, A'B=0, A+0+B.

Zbiorem spéinym skonezonym jest oczywiscie tylko zbiér zlo-
zony z jednego punktu.

(4.1) Nastepujace zbiory sq spojne: przedziot (skoniczony lub mnie-
skoticzony ) © zbior otrzymany z przedzialu zamknigtego po odrzuceniu
jednego lub obu jego kowcow.

Zbiory te sa jedynymi zbiorami spojnyms liniowymi nieskon-
CRONYMA.

Dowdd. Niech E bedzie jednym ze zbioréw wymienionych
w twierdzeniu. Przypusémy, ze F nie jest zbiorem spojnym. Istnieja
zatem dwa zbiory 4 i B, spelniajace wzory (6). Niech ae A, be B
i a<b. Wowezas {a,b>CE. Oznaczmy przez K kres gérny iloczynu
A -La,b>. Oczywiscie K e<a,b>, zatem K e A+ B. Gdyby K eB, wow-
czas K bylby na meey tw. (1.1), str. 57, punktem skupienia zbioru 4,
co jest niemozliwe, gdyz A’'B==0 na mocy (6). Wiec KA -[a,b], za-
tem K <b. Wynika stad, ze jezeli K < K'< b, to K' ¢ B. Wiec K jest
punktem skupienia zbioru B, co na mocy (6) jest niemozliwe, gdyz

}K e A i AB'=0. DoszliSmy wiec do sprzecznosei z zalozeniem nie-
spojnosci zbioru K.

Na odwrot, niech E bedzie zbiorem nieskonczonym spdéjnym.
Niech a i b beda dwoma dowolnymi punktami zbioru K i niech a<b.
Udowodnimy, ze {a,b>CH. W przeciwnym bowiem razie istnialby
punkt ¢ nie nalezgcy do E i spelniajacy nieréwnosé a<ec<b. Jezeli
oznaczyé przez A i B odpowiednio iloczyny E->—oco, ¢ i E->¢, 400,
to zbiory A i B spelniatyby zwiazki (6). Zatem K nie bylby zbio-
rem spéjnym whrew zalozeniu. A wige E zawiera kazdy przedzial,
ktérego konce naleza do E. Stad juz latwo wynika, ze F musi by¢
jednym ze zbioréw wymienionych w twierdzeniu, c. b. d. d.

(4.2) Kaidy zbidr zamkniety niespéjny E jest sumq dwdch zbioréw

zamknigtych, roztacznych © niepustych.
5%
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Dowo6d. W przypadku, gdy B jest zbiorem zamknietym, zbiory
A i B spelniajace (6) sa zbiorami zamknietymi i rozlgeznymi. Mamy
bowiem na mocy (6) ACE, wige A’CE'CE. Poniewaz ponadto 4’B=0,
wiec A’CA i podobnie B'CB. Zatem A i B s zbiorami zamknietymi.

Zbi6ér ograniczony, zamkniety i spéjny nazywamy kontinuum.

7 (4.2) wynika, Zze:
(4.3) Zbidr ogramiczony, zamkwiety i nie bedqcey suma dwu zbioréw
camknietych roztacznych i niepustych, jest kontinuum.

Na mocy (4.1):
(4.4) Przedzial zamknigty jest jedynym Lkontinuum wéréd zbioréw
liniowych nieskonczonych.

Obszarem nazywamy zbiér otwarty i spojny.

% (4.1) wynika, ze obszarami liniowymi sg tylko przedzialy
otwarte (ograniczone lub nieograniczone).

5. Kategoria zbioru. Zbiér E nazywamy zbiorem I-¢j kategorii,
jezeli jest on suma skohczonej lub przeliczalne] rodziny zbiordéw
nigdzie nie gestych.

Zbiorami I-ej kategorii sg np. zbiory nigdzie nie geste, zbiory
przeliczalne.

Zbiér nie bedacy zbiorem I-¢j kategorii nazywamy zbiorem
I11-ej kategorii.

(5.1) Przedziat jest zbiorem Il-¢j kategorii.

Dowoéd. Praypuéémy, ze przedziat I jest zbiorem I-ej kate-

gorii, tzn. ze I= Z; F;, gdzie kazdy ze zbioréw E; jest nigdzie nie

gesty. 7 okres’lenié zbioru nigdzie nie gestego (str. 66) wynika, Ze
istnieje przedzial zamkniety I, zawwrty w I i nie majacy punktow
wspélnych ze zbiorem E,. Podobnie [, zawiera przedziat zamkniety I,
nie majacy punktéow wspélunych z K, Ogolnie, kazdy przedzial -
zawiera pewien przedzial rozlaczny z FE,. Na zasadzie indukeji
zupelnej mozemy wiec latwo udowodnié, ze istnieje taki ciag przedzia-
16w zamknietych {I,}, ze I,DI,yy 1 2e J, nie ma punktéw wspdéinych
ze zbiorem E, (dla n=1,2,...). Na mocy twierdzenia (3.1), str. 45,
istnieje punkt 2 nalezacy do wszystkich przedzialow I,. Otéz @ e— Ky
dla kaizdego n=1,2,..., gdyz «el,, a I, nie ma punktéw wspol-

nych z E,. 7 drugiej strony wel, zatem we D'E,. A wiec doszlismy

n=1
do sprzecznosei. Przedzial I jest wiec zbiorem II-ej kategorii.
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7 twierdzenia (3.6), str. 66, wynika, ze:

(5.2) Kasdy podzbidr zbioru I-ej kategorii jest réwnied zbiorem I-¢j
kategorii; kasdy 2bidr zawierajqey zbidr II-ej kategorii jest zbiorem
I1-ej kategorii.

(5.3) Kazdy 2bidr zamknigty I1-¢j kategorii zawiera przedzial.

Jezeli howiem zbiér zamkniety nie zawiera przedzialu, wow-
czas zgodnie z tw. (3.4), str. 66, jest zbiorem nigdzie nie gestym,
a wiec I-ej kategorii.

6. Pokrycie zbioru. Niech E bedzie zbiorem punktow,
a P rodzing przedzialow.

Rodzine P nazywamy pokryciem zbioru E, jezeli kazdy punkt
zbioru E lezy wewnatrz jakiego§ przedzialu nalezacego do tej rodziny.

Np. pokryciem zbioru liczb calkowitych jest rodzina prze-
dzialéw postaci [k—1/3, k- 1/3], gdzie k jest dowolng liczbg cal-
kowita.

(6.1) Kaéde pokrycie P dowolnego zbioru E zawiera pokrycie skon-
czone lub prezeliczalne tegoi 2bioru, ten. Ze istnieje skoviczony lub
nieskonczony ciag {I,} przedzialéw naleéqeych do P i taki, Ze kazdy
punkt zbioru E ledy wewnatrz co najmniej jednego z przedziatow I,.

Dow6d. Niech W bedzie rodzina wszystkich przedzialéw za-
wartych w przedziatach rodziny P i majacych oba kofice wymierne.
Rodzina W jest przeliczalna (p. przyklad 2, str. 26). Istnieje wiec
ciag {W,} utworzony ze wszystkich przedzialéw rodziny W.

7 okre$lenia rodziny W wynika, ze do kazdego przedziatu W,
istnieje taki przedzial I,e P, ze I,DW, Wykazemy, ze przedzialy
{I,} tworzg pokrycie zbioru E.

Jezeli bowiem x € E, wowczas v lezy wewnatrz pewnego prze-
dziatu I ¢ P. Mozemy zatem znalezé taki przedzial wymierny W,
ktory jest zawarty w I i zawiera wewngtrz punkt x. Wynika stad,
76 WeW, a wiee dla pewnego wskaznika # musi byé W=W,.
Poniewaz W,CI,, wiec = lezy wewnatrz I,, ¢. b. d. d.

7 twierdzenia (6.1) wynika, ze mozemy sie ograniczy¢ do po-
kryé, ktore sa skonczonymi lub przeliczalnymi rodzinami prze-
dzialéw.
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Nasuwa si¢ pytanie, czy twierdzenia (6.1) nie moznaby wzmoc-
ni¢, mianowicie, czy kazde pokrycie P zbioru E zawiera pokrycie
. zlozone ze skoinczonej liczby przedzialéw. Nastepujacy przyklad
wskazuje, ze byloby to falszywe.

Niech F bedzie zbiorem odosobnionym, zlozonym z liezb

1
1/n, a P rodzing przedzialow I, [ g o } gdzie n=1,2,... Oczy-
wiscie punkt 1/n lezy wewnatrz przedziatu I, gdyz

1 1
! < =< dla n>1.

n+i n n—14

Latwo zauwazyé, ze I, nie zawiera poza 1/n zadnego innego
punktu -zbioru E. Zatem zadna rodzina utworzona ze skonczonej
ilodci przedzialéw I, nie pokryje zbioru K. Skoinczona bowiem ilogé
przedzialoéw, nie nalezacych do pokrycia P, zawiera tylko skoticzenie
wiele punktéw zbioru E.

Okazemy teraz, ze twierdzenie (6.1) daje si¢ zaostrzyé w po-
dany wyzej sposob, gdy E jest zbiorem zamknietym i ograniczonym:

.

(6.2) Jezeli P jest pokryciem zbioru zamknigtego i ogramiczonego E,
lo istnicje skonczona liczha przedeialéw nalesqeych do P, ktére sta-
nowiq pokrycie zbioru E.

Powdd. Na mocy tw. (6.1) istnieje ciag co najwyzej przeli-
czalny przedzialow {I,} nalezacych do P, ktéry stanowi pokrycie
zbioru E. Wystarczy udowodnlé ze dla pewnego # juz rodzina zlo-
zZona z n pierwszych przedzxalow 1,,1,,...,I, pokrywa zbior E.

Przypusémy, ze takiego n nie ma, tj. ze dla zadnego n ro-
dzina zloZona z przedzialéw I,,1,,...,I, nie pokryje zbioru E. Wy-
nika stad, ze dla kazdego n istnieja punkty zbioru E, nie nale-

n
zgce do sumy Y'I,. Dla kazdego n oznaczmy wiec przez x, jeden
k=1
z takich punktéw. Punkt 2, nie lezy zatem wewnatrz zadnego
z przedzialow I, gdzie n>m.

Ciag {@,} jest ciagiem ograniczonym, gdyz jego wyrazy sa
elementami zbioru E, ograniczonego z zalozenia. Ciag {x,} za-
wiera zatem na mocy tw. (1.7). str. 58, ciag czedciowy {&n;},
zbiezny do pewnego punktu z,. Poniewaz punkty z, sa elementami
zbioru E, a E jest z zalozenia zbiorem zamknietym, wiec z,e .
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Wynika stad, ze dla pewnego wskaZznika n=m punkt 2, lezy
wewnatrz przedziatu I,. Zatem przedziat I, zawieralby w swoim
_wnetrzu nieskonczenie wiele punktéw ciggu {,,}, co jest niemozliwe,
gdyz — jak dowiedliSmy przed chwilg — punkty =,, gdzie n;>m,
nie mogg leze¢ wewngtrz przedzialu I,,. Przypuszezenie nasze pro-
wadzi wiee do sprzecznodei, c. b. d. d.

7. Odleglo$é, odstep, Srednica. Odleglosciq dwu punktow
a i b osi liczbowej nazywamy liczbe |a—b| i oznaczamy przez o(a,b).

Latwo sprawdzié, ze tak okreslona odleglodé o(a,b) spelnia dla
kazdych trzech liczb a,b,¢ tzw. nierdwno$é trojkata:

(7.1) o(a,h) < o(a,€) + o(¢,b).

Odstepem punktu a od zhiorw FE nazywamy kres dolny odleg-
logei punktu ¢ od punktow tego zbioru, tzn. kres dolny liczb
ola,x), gdzie x e K.

Odstep a od I oznaczamy przez d(a,Il).

7 okreglenia kresu dolnego wynika, ze odstep speilnia warunki:

(i) d(a,EY<o(a,x) dla wszystkich x < E,

(ii) jezeli d(a,E)<d’', wowczas istnieje punkt xe E dla ktorego
ola,x)<d’.

Warunki (i) i (ii) sa réwnowazne okregleniu liezby d(a,E)
jako kresu dolnego. Oczywiscie d(a,F)>>0 dla wszelkich a i H.

Jeieli a e E lub a e E' (czyli jezeli a ¢ k), to d(a,E)=0 i na
odwroét, jezeli d(a, E)=0, to a< E. Wynika stad w szczegélnosei, ze:
(7.2) Jedeli E jest zhiorem zamknietym i a ¢ —E, to odstep punkiu a
od zbioru B jest dodatni.

Odstgpem dww zbiordw A i B mnazywamy kres dolny liczb
o(a,b), gdzie a ¢ A i b e B; oznaczamy go przez d(A,B).
Odstep zbioréw spelnia zatem warunki:

(i) d(4,B)<<o(a,b) dla ae A i bebB,

(ii) jezeli d(A,B)<d', wowezas istniejq punklty ae A i beB,
dla ktorych o(a,b)<d’.

7 okreflenia tego wynika natychmiast, ze:

(7.3) Jeseli E jest ebiorem zamknigtym i a e —E, to istnieje taks
punkt b e K, Ze ola,by=d(a, ).
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Dowé6d. Na mocy warunku (ii) istnieje w zbiorze E taki ciag
punktow {ba}, ze o(a,b,)<dia,E)+1/n. Ciag {b,} jest wiec ograni-
czony, a zatem zawiera on na mocy tw. (1.7), str. 58, ciag cze-
seiowy zbiezny {b,}. Oznaczmy przez b punkt, ktéry jest granica
tego ciagu. Wowcezas b e E, poniewaz zbiér K jest z zalozenia
zamkniety. Mamy dla i=1,2,..,

1
0(a,0)<< 0(a,br,) -+ 0(bnyy b) < e, B)+ — + o(bn;, b),
skad
— |1
oo, h) <, )+ T |+ oty )
wiee o(a,b)<{d(a,E). Z drugiej strony z b ¢ H wynika na mocy (i)
ze d(a,H)<o(a,b). Zatem o(a,b)=d(a,E), c.b. d. d.

(1.4) Jezeli zbiory A ¢ B majg punkt wspdlny, wowczas ich odstep
jest zerem.

Zbiory A i B nazywamy oddalonymi od siebie, jezeli ich odstep
jest dodatni.
Zbiory oddalone sg oczywiscie rozlaczne, ale nie na odwrét.
" Np. zbiory {1/n} i {—1/n}, gdzie n=1,2,..., 83 rozlgczne, ich
odstep jest jednak zerem, gdyz o(1/n,—1/n)=|1/n—(—1/n)|=2/n—>0
dla n—oo.

(7.5) Kazde dwa zbiory A i B zamknigte © rozlaczne, 2 ktérych co
najmniej jeden jest ograniczony, sq od siebie oddalone.

Dowdd. Zalézmy, ze zbiér A jest ograniczony. Gdyby
d(4,B)=0, to istnialyby takie ciagi {a,}CA4 i {b,}CB, ze oy b)—>0
dla n—>oco. Ciag {a,}, jako ograniczony, zawieralby na mocy tw. (1.7),
str. 58, ciag czesciowy {a,}, zbiezny do pewnego punktu g. Po-
niewaz ¢(@n,yby)—0 dla i—oco, wige réwniez b,—g dla i-—>oo. Z zalo-
zenia, ze A i B sg zbiorami zamknietymi, wynika, ze ge 4 i g¢ B.
Zatem A i B mialyby punkt wspélny whrew zalozeniu. _

Z (74) i (7.5) wynika, ze: N
(7.6)  Dwa zbiory ograniczone A i B sq oddalone od siebie wiedy i tylko
wtedy, gdy ich zamkni¢cia A i B sq roglgeene.

Srednicq zbioru E nazywamy kres gérny odleglogci miedzy
punktami tego zbioru, tzn. kres gérny liczb ol(a,,a,), gdzie a, e B
i a, ¢ E. Srednice zbioru E oznaczamy przez §(E). ‘
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Np. drednica przedzialu [a,b] jest jego dlugosé (b—al.

Fatwo udowodnié ogoélnie, ze Srednica zbioru ograniczonego
jest roznica K —Fk, gdzie I i k oznaczajg odpowiednio kresy gérny
1 dolny tego zbioru.

Latwo tez dowiedé, ze:

(7.7) Jezeli AB==0, to §(A 4 B)<{d(A)+ 8(B);
(7.8) 8(A)=06(A) dla kaidego zbioru A;

(7.9) Na to, by zbior K byt ograniczony, potrzeba i wystarcza, seby
byto O(F)<oo.

§ 2. Zbiory w przestrzeni m-wymiarowej.

1. Definicje podstawowe. Przestrzenia euklidesowq m-wy-
miarowq nazywamy zbiér wszystkich ukladéw p=(xy,...,2n), zlozo-
nych z m liczb rzeczywistych. Przestrzen te oznaczamy przez &™.

Element p nazywamy punktem przestrzeni &" lub — gdy nie
ma obawy nieporozumienn — krotko punktem. Liczbe x, (1<{k<m)
nazywamy k-tq wspdl/zedng punktu p. Punkt (0,...,0) oznaczamy
zwykle przez 0. Punkt, ktorego wszystkie wspélrzedne sg wymierne,
nazywamy punkiem wymiernym.

Dwa punkty p=(xy,...,2n) i ¢=(Y;,...,¥m) UWazamy za réwne
whedy i tylko wtedy, gdy

Tr=Y1;, Ta=Yay-sy Tm=Ym-
Piszemy wowczas p=gq.
_ Odleglosciq dwu punktdéw p=(xy,..,2n) i ¢=(¥1,...,Ym) Drze-
strzeni & nazywamy liczbe
o0, )=V (& —y P+ -+ @ —ym)*-
(1.1) Odlegtosé o(p,q) ma nastepuiqce wlasnosei:

(1) o(p,q)="0 wtedy i tylko wtedy, gdy p=q;

(2)  eo(p,9)=o(g,p);

(3) emo<eolp,r)+olr,q).

Nierownosé (3) nosi nazwe nierdwnoses ti’o’jkqta.

Zanim przystapimy do dowodu nieréwnosei (3), ktéra jedynie

go wymaga, udowodnimy pewne nieréwnosei arytmetyeczne, ktére
beda nam przydatne réwniez w § 1,6, str. 115.
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(1.2) Nieréwnos$é¢ Héldera. Jeieli «>1 i f=al/(a—1), wéwczas
dla wszelkich licgb @,...%pm © Y ...,Ym =2achodzi nastepujacy wzor,
zwany nierdwno$ciq Holdera:

2 oy < (Zx (%jllyllﬂ)l/"".

Dowdd. Wezmy pod uwage funkeje (& ):1 tu+1 —&dla £0.
p a B

Obliezajgc jej minima podlug regul rachunku rézniczkowego, widzimy,
ze jedyne minimum przyjmuje ona dla £=1, a poniewaz ¢(1)=0,
wiec

1 1
E=é4— dla £>=0.
a f
W szezegélnodei dla &=— | i z tej nierownosci dostajemy

I ’1/(0! =Y
po obustronnym pomnozeniu przez |y

(4) ey < l”Ui‘“r—|7/1“’

Podstawiajac teraz w nieréwnosci (4) kolejno
Ty=aif(|@] o wm|Ve T g =y gy F oy, [0
zamiast @, i y, oraz sumujge wedlug i=1,2,....m, dostajemy, po

awzglednieniu, Ze %Jr%':l, nieréwnogé¢ Holdera.
Dla a=2 jest f==2 1 z nierdwnosci Holdera dostajemy tzw.

(1.3) Nierownosé Schwarza. Dla wszelkich Liczh xy,y ..., % © Y,y ¥,
zachodzi nastepujgey wzor

2[T4/f<(2/r2’/q( /21/
i=
zwany nierswnoscig Schwarza.
Obecnie mozemy udowodnié nieréwnogé tréjkata. Niech
pP= (‘7"17 "'79"’111); q= (f’/lv ""ylll)7 r= (zla "':Zm)'

Wowezas

2(:6—?/ i(,i

i=1

m

:1/1) ({I)i_zi) _i_E ('T,‘"?/l) (Zl_?/,)
i=1

— =
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Stosujac nierownosé¢ Schwarza do obu sum po prawej stronie,
dostajemy

m

3y P18 10 S 22 B (o e 8

i=1 =1

m
Dzielae obie strony przez [ (¢;—;)*]", otrzymujemy
=1

l\‘( Y [Z’ T—”W]’*Jr[Z — %1%,
fram fot
tj. o(p,q)< olp,r)+ o(r,q) czyli nieréwnosé¢ (3), e. b. d. d.

Jest widcezne, ze dla m=1 przestrzen &' mozna uwazaé za
identyezng ze zbiorem liezb rzeezywistych i ze odleglo$é obecnie
zdefiniowana jest réwna odleglodci zdefiniowanej na str. 71. Z tej
przyczyny przestrzen &' nazywamy tez liniq prosiq, a zbiory w niej
lezace — sbiorami liniowymi.

Przestrzenn &% nazywamy plaszezyeng 2-wymiarowq.

Ogolnie, w przestrzeni & zbiér punktoéw p=(ay,...,7,,), spel-
niajgcych réwnanie

Oy A oo Ay = b,

w ktérym nie wszystkie wspélezynniki ay,...,a, s réwne 0, nazy-
wamy plaszezyzng.

W szezegolnosei zbior punktéw spelniajgeych réwnanie x;=15b
jest plaszezyzng.

Zbior E, zawarty w jakiej$ plaszczyZnie, nazywamy plaskim.
(1.4) Pizez kaide m punktow przechodzi co najmniej jedna pla-
szeRyana.

Dowéd. Niech p,..,p, bedag dowolnymi punktami; niech
p,= (i, ...,2). Wezmy pod uwage uklad réwnan

a¥ +ta, 2t =

ax" .. ta am=bh.

o niewiadomych @y, ...,am, b. Jest to ukiad m réownan o m--1 nie-
wiadomych.
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Ma on wiec niezerowe rozwiazanie a,...,a,,,b takie, ze liczby a,,...,0n
nie sa réwnoczesnie réwne 0. Tym samym twierdzenie jest do-
wiedzione.

Wezmy pod uwage dwa punkty:

py=(x],.yxl) 1 py=(a},..a2).

Zbior punktéw p=(@,...,&,) takich, ze x;="dxi4(1—0)a2,
gdzie 0<9<1, nazywamy odcinkiem laczqeym punkty p, ¢ py, lub
krotko odcinkiem. Oznaczamy go przez p,p,.

Punkty p,,p, nazywamy koxicami odeinka.

Dla k& punktéw p,,p,,-..,p, zbiér p p,+..+p, p, nazywamy
tamang lgezacq punkty p,.p,....p, 1 oznaczamy przez p p,...p,.

2. Przedzialy. Niech dane beda w przestrzeni & takie dwa
punkty = (a,....a,) i b=(by,....,bn), ze a;<b; dla i=1,2,...,m.

Zbiér punktéw p=(x,...,x,), ktérych wspélrzedne spelniajg
warunki e;<a;<b; nazywamy przedzialem otwartym 1 oznaczamy
PYZEZ >y iyl byy oy bn 1ub przez Dag bid.

Zbior punktéw p=(»1,...,%m), dla ktérych sa spelnione wa-
runki a;<<2;<<b;, nazywamy greedziatem zamknigtym 1 oznaczamy
przez {ay, ..., @ byy ..., by lub przez {a;; b;>. Tak okreslone przedzialy
otwarte i zamkniete bedziemy tez oznaczali wspélnym symbolem
[y eees @m} byy ooy by ] TUD [ag5 by

Szerokosciq przedzialu I==[ay,...,ap; by,...,b,] Nazywamy liczbe
min (b;—a;), a dtugosciq przedzialn I nazywamy liczbe max (b;—a;).

i—=1,..,m i=1,...,m

Miarq przedzialn I=[ay,...,0p; by, ...,b,n] nazywamy liczbe
(by—a;) ..o (b —p).

Seciang przedzialu [a,,...,an: by, ..., b, nazywamy kazda czesé
wspllng przedzialu {dy,...,0y; by, ...,b,> 2z ktirgkolwiek z 2n plasz-
ezyzi 0 réwnaniach o= a;, x;=10;, gdzie i=1,2,...,m.

Brzegiemn przedzialu nazywamy sume (oczywiscie w  sensie
sumy zbiordéw) wszystkich scian przedzialu.

Whnetrzem przedziatu  [aq,...,0p; by, ..., b,,] Dazywamy zbior
punktéw p=(®y,...,on) takich, ze a;<x;<b; dla i=1,2,...,m.

Dwa przedzialy, ktérych wnetrza nie maja punktéw wspol-
nych, nazywamy niezachodzqeymi na siebie.
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Dwa przedziaty niezachodzgce na siebie, ktérych brzegi maja
punkty wspélne, nazywamy stykajgcymi sie.

(2.1) Kaidy =zbidr przedzialéw mniezachodzqeych na siebie jest co
najwysej przelicealny. .

Dowé6d. Mozemy kazdemu przedzialowi danego zbioru prze-
dzialéw przyporzadkowaé¢ pewien punkt wymierny nalezgcy do
wnetrza tego przedzialu. W ten sposéb otrzymujemy wzajemnie
jednoznaczne odwzorowanie zbioru przedzialdw na czes¢ zbioru
wszystkich ukladoéw (wxy,...,on), zlozonych z m liczb wymiernych,
a zbiér takich ukladéw jest przeliczalny na mocy tw. (4.4), str. 25.

(2.2) Jeseli cigg przedzialow zamknigtych {I,} jest zstepujacy
(4. katdy = wich zawiera nastgpny), wowczas istnieje co najmniei je-
den punkt maleiqey do wszystkich przedzialéw tego ciggu.

Dowéd. Niech I,=<af,...,am;b7,...,bn>; poniewaz 1,0 Iy,
wiec musitbyé a} << V<] dla 7_],2, ,m in=1,2,... Ozna-
czamc przez I} plyedzml liniowy <{ej,b;>, mamy zatem I7D T"J” dla

=1,2,... Na mocy twierdzenia (3.1), str. 45, 1stme;|ay takie 1107by @y
Ze a<ay<b] dla j=1,2,.,m i n=1,2,... Punkt p=(r,...,r.)
nalezy zatem do kazdego z przedzialéw [we €. bod.d.

Kazdy zbiér K nie zachodzgcych na siebie przedzialow, pokry-
wajacy lacznie przestrzen, nazywamy kraiq.

Liczbg charakterystycong kraty K nazywamy kres gérny diu-
go$cl przedzialéw tworzacych te krate; oznaczamy ja przez A(K).

Regularnym ciggiem krat nazywamy kazdy ciag {K,} krat
o tej wlasnodci, ze kazdy przedzial kraty K., jest zawarty w pew-
nym przedziale kraty I; oraz A(K;)— 0.

(2+3) Istnieje regularny ciag krat.

Dowdéd. Oznaczmy przez K, zbiér wszystkich przedzialéw po-

. /k km  ky+1 km+1 . -
staci —Z—}, SRR Ij; y ey 'j >, gdzie ky, ..., ky, sa dowolnymi liez-
bami catkowitymi. Widzimy odrazu, ze K; jest krata i ze A(K;)=1/21

Przedzialy kraty K., powstaja przez podzial pued/ulow kraty
K; na 2m czedei; wynika stad, ze kazdy przedzial kraty Kiq jest
zawarty w jakimg przedziale kraty K . Ciag krat {K,} jest wigc
regularny.
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3. Granice. Ciag punktéow {p } nazywa sie zbiesny do
punktu py, jezeli o(p,,p,)—0; piszemy to w postaci lim p =p, lub

n-»co
p ,,,_> po .

(3.1) Na to, by ciqyg {p,.)s gdzie p = (a2, ...,am), byt zbieiny do punktu
Po= (@), ..., %), potrzeba i wystarcza, eby
(1) lim 2= a9 dla i=1,2,...,m.
n—>»oo

Dowdd. Konieczno$é warunku wynika natychmiast z nie-
réwnosei |at—a%<Co(p,,p,). Dla dowodu dostatecznosci niech
pk == (a7, ,xk,1k+1 wad) dla k=1,2,..,m—1 1 niech pr=p .
Wi(iZlmy od razu, ze g(pﬁ,pﬁ“):[;rg iyl dla k=12, m—1
oraz g(po,p}'):]m;’—m‘l’[.

Stosujac m-krotnie nieréwnogé trojkata, otrzymujemy

(Do D)< 0(PysPY) + 0(PL s P2) + o A 0P, )=

— (e —ap] + gl .t |

m ml'

7 (1) wynika wiec, Ze o(py,p,)—>0.
(3.2) Nastepujacy warunek ijest konieceny 1t wystarczajgcy na to,
by ciag punktow {p} byt 2bieiny:

Warunek Cauchy’ego. Do kazidej liccby ¢>0 istnieje taka
liczba N, ze dla wszystkich v >N 1 s=N zachodzi nieréwnosé

o(pap)<e

Dowéd. Koniecznodé warunku wynika natychmiast z nie-
réwnosei  trojkata. Dostatecznosé za$ wynika 2z nieréwnosci
lor—ws|<o(p,,p,), gdzie p = (#7,...,a%), z twierdzenia (2.1), str. 48,
oraz 7z twierdzenia (3.1).

Ciag {p,} nazywamy ograniczonym, jezeli istnieje taka liczba M,
ze o(p,,0)< M.

7 latwodeia dowodzi si¢ nastepujacego twierdzenia:

(3.3) Na to, by ciag {p,}, gdeie p,=(@,...,2%), byt ograniczony,

potrzeba i wystarcza, by istniate taka liczba N, ze |at| < N dla i=1,2,...,m
oraz n=1,2,...
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Twierdzenia (3.1) i (3.2) pozwalaja sprowadzi¢ badanie zbiez-
nosei i ograniczonogei ciggdw punktow w & do badania ciggéw
liezbowych. Korzystajae z tego i ze znanych twierdzen o ciggach
liczbowych, dowodzi sie¢ latwo, ze
(3.4) HKasddy ciag zbieény jest ograniceony.

(3.5) Kaidy ciqg czesciowy clqgu zbieinego jest zbietny do tej samej
granicy. '

(3.6) Cigg powstaly przez zmiane porzedku wyrazéw ciqgu zbieinego
jest zbiezny do tej samej granicy.

3.7) Twierdzenie Weierstrassa dla przestrzeni &". Kaidy
ciag ograniczony zawiera ciqq ceesciowy zhieiny.

4. Otoczenie. Niech r bedzie liczbg dodatnig.

Kulg otwartq o $rodku p, i promieniu r nazywamy zbiér pun-
ktow p, spelniajacych nieréwnosé o(p,py)<#, a kulg zamkniglq
o tymze srodku i promieniu nazywamy zbiér punktéw p spelniaja-
cyeh nierdwnosé o(p,py)<r.

Kule otwartg oznaczaé bedziemy przez K(pg,7), a zamknigtg —
przez K(pg,r):

K (py,7) E{Q Py Po) <7}, K(po,7) E{Q (P, po) <7}

(4.1) Jedeli K= K(p,y,r) jest kulq otwartq © pe K, to istnieje prze-
zial ICK, do ktérego wnelrza naledy punkt p.
Dow6d. Niech d= 7'—~g(p0,p); latwo widzieé, ze d>0. Niech
P=(Lyy..crlp) OT2Z = > I it < Oczywiscie punkt p na-
Ym

lezy do wnetrza przedziatu I. By okazaé, ze IC K, weZzmy pod uwage
inny punkt p=(%,,....Zm) € I i niech 29,...,2° beda wspolrzednymi
punktu p, Mamy

m

0Py P) << 0(Poy )+ ¢(P, D) =0(Pps D) + 21 i — Ti)
2
< opyyp)+ ?(V—) Mo(po,p)+d "

zatem P ¢ I,
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Roéwnie latwo dowodzi sie twierdzenia:

{4.2) Jedeli I jest dowolnym przedziatem otwartym i p e 1, to istnieje
taka kula KCI, 3¢ pe K.

(4.3) Dla kazdych dwdch roinych punkiow p, ¢ p, istniejq takie kule
zamknigte K, © K,, ¢e p, e K,, p, e K, i K, J{,=0.

Dowéd. Wystarczy przyjaé r=¢(py,ps), Ki=K(p,,7/3)
i Ky=K(psr/3).

Otoczeniem punktu p nazywamy kazda kule otwarta zawiera-
jaca punkt p. ‘

Punktem skupienia zbioru F nazywamy kazdy punkt p, w kto-
rego kazdym otoczeniu istnieje co najmniej jeden punkt zbioru K
rézny od p.

Zauwazmy, ze w Rozdziale 111 (§ 1) definicje zbioru odosobnio-
nego, pochodnej zbioru, zbioru zamknietego, zamkniecia zbioru,
zbioru otwartego, zbioru brzegowego, hrzegu zbioru, zbioru w sobie
gestego, gestego w drugim zbiorze, kontinuum, zbioru wszedzie
gestego, doskonatego, nigdzie nie gestego oraz zbiorow I-ej i 11-ej ka-
tegorii zostaly tak sformulowane, ze mozemy przenie$é je bez zmian
na zbiory w przestrzeni &™. W dalszym ciggu bedziemy wiec uzywali
tyech samyeh pojeé¢ i symboléw co w Rozdziale IT1, w szezegolnosei
symbolu E’ dla oznaczenia pochodnej zbioru k, symbolu £ dla
oznaczenia jego zamknjecia itd.

Whnetrzem zbioru FE bedziemy nazywali zbior punktow we-
wnetrznych tego zbioru i oznaczali je przez W(FE).

Zbior W(E) jest oczywifcie otwarty i rowno$é¢ E=W(F) cha-
rakteryzuje zbiory otwarte.

Mozna obecnie przenied¢ twierdzenia Rozdzialu 111 na zbiory
przestrzeni &", czynige pewne drobne zmiany formalne w niektérych
dowodach. W ten spos6b mozna z latwoscia dowiedé nastepujacych
twierdzenn dla zbioréw w przestrzeni &™:

(4.4) Kaidy zbidr ma co najwyiej przeliccalng ilosé punktéw od-
vsobnionych.
(4.5) Dla wszelkich zbioréw A © B mamy:
(1) (A+B)=A"+B; A+B=A+B;
(2) jeseli ACB, to A'CB’;

(3) A=4.
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(4.6) Pochodna iloczynu ilukolwiek zbiordw jest zawarta w iloczynie
pochodnych tych zbiordw.

(4.7)  Pochodna Lkaidego 2biovu jest zbiovem zamknigtym.

(4.8) Iloczyn ilukolwick zbiordw zamknigtych jest zbiorem zamknigtym.
Suma skonczonej liczby =2bioréw zamkwigtych jest zbiorem zamkniglym.

(4.9) Suma ilukolwiek zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym.
Tloczyn skotczonej liczby zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym.

(4.10) Jezeli zbidr E jest otwarty, to zbior —E jest zamkniety. Jeieli
zbior E jest zamkniety, to zbidr —E jest otwarty.

(4.11)  Kazdy 2bidr nieskonezony zawiera podzbidr przeliczalny, w nim
gesty.

(4.12) Preedzial jest zbiorem I1I-ej kategorii.

Poniewaz kazdy zbiér zawierajacy zbior Il-ej kategorii sam
jest oczywiseie zbiorem IT-ej kategorii, wiec
(4.13) Kaidy zbidr otwarty niepusty (a wice ¢ cala przestrzen &™)
jest zbiorem I1I-ej kategorii.

(4.14) Kaidy zbidr zamknigty 11-ej kategorii zawiera kule.

Wiynika stad na mocy twierdzenia (4.1), str. 79, ze:

(4.15) Kazdy zbidy zamkniety I1I-ej kategorii zawiera przedzial.
(4.16) Suma preeliczalnej ilosci zbioréw I-ej kategorii jest zbiovem
I-¢j kategorii. ‘

W szezegdlnosci wiee zbidr preeliczalny jest I-ef kategorit.
(4.17) Jeseli zbidr E jest I-¢j kategorii, to zbior —I jest 1I-ej
kategorii.

Twierdzenie (2.8), str. 63, dla przestrzeni ™, gdzie m > 1, byloby
falszywe; latwo np. okazad, ze kula nie da sie przedstawi¢ jako

suma przeliczalnej mnogosdci przedzialéw otwartyeh rozlgeznych.
Prawdziwe jest natomiast nastepujace twierdzenie:

(4.18) Kaidy zbidr otwarty G jest sumq co nmajwyie) praeliczalnej
mnogodei przedziatéw zamknigtych, nie zachodzqeych na siebie.
Dowdéd. Niech {K;} bedzie regularnym ciggiem krat, a H; —
suma tych przedziatéw kraty K;, ktore sa zawarte w zbiorze G.
S. Banach, Wstgp do Teorii funkcyj. 6
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oo
Okazemy, ze G=D H;. Jest jasne, ze
=1

(2) fH,.CG.

=1

Niech p bedzie dowolnym punktem zbioru @; istnieje wiec
— 7

kula K=K(p,r)CG; istnieje tez takie i), ze A(K,)< W Jezeli dwa
punkty p,,p, naleza do jakiegos przedzialu I ¢ K, to

(3) o(Pro o) < V n (—_):
Ve

Istnieje taki przedzial IeK;, ze pel; wobec (3) jest
o(p,q)<<r dla kazdego punktu qel, skad ICKC@, a wiec peH,.
W ten sposéb okazalismy, ze

GC) H;,
i=1

fee]
co lacznie z (2) daje réwnosé G=2 H,.
i=1

Ustawmy teraz wszystkie przedzialy, ktére wchodza w sklad
zbiorow H; dla i=1,2,..., w ciag {I,}. Mozna to uczynié, poniewaz
Jest ich przeliezalnie wiele na mocy tw. 2.1, str. 77. Jezeli usuniemy
z tego ciagu przedzialy, ktére sa zawarte w poprzedzajacych (a tylko
ten wypadek jest mozliwy, bo ciag krat jest z zalozenia regularny),
to otrzymamy ciag przedzialéw mnie zachodzacych na siebie, ktérego

e

sumg jest nadal Y H;, a wiec zbiér G.
i—

(4.19) Kaidy zbior otwarty G jest sumaq co najwyiej preeliczalnej
tlosci kul otwartych (wiekoniecenie roztacznych).

Dowé6d. Niech py,p,,... bedzie zbiorem wszystkich punktéow
wymiernych, nalezacych do G. Dla kazdego p, istniejy takie liczby r,
dla ktorych K(p ,r)C@G. Niech 7, bedzie ich kresem gérnym.

Okazemy, ze K(p,r)CG. Istotnie, gdyby istnial punkt
Py € K(p,,r,)— G, to byloby 0(pys P,) <7, 1 po no1 € &, skad dla
r=4[r,+ o(pyp,)] mielibysmy r,>r>0(p,p,), @& wiec punkt
Py e K(p,7) 1 tym samym kula K (p,,7) nie bylaby zawarta w zbio-
rze (. Tym bardziej zadna kula K(p,.7), gdzie 7>r, nie bylaby
zawarta w G, co jest sprzeczne z okresleniem liczby 7.
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oo
oy 7 - vy 7 K y_ e e S " T
Okazemy leraz, ze G=YK,, gdzie K =K(p,7,). Jasne jest,

n=1
M K,CG. Wystarczy wiec dowie$é, ze G CJ K, Niech
n=1 n=1

p=(Ta, ..., Tm) € G. Istnieje wice taka kula K(p,7r)CG 1 takie liczby wy-

MIEINe Wy, ..oy Wy Ze |w—2y] < <oy dla i=1,2,...,m. Dla p=(1w0y,...,00m)

l/m

( —):l/ g(u — )< l/m T 2: r
NPy ; 10— ¢ p— =
app =1 ! 2me 27

)CK(p, )C@, albowiem dla

mamy wiec

wm

a zatem p e K(ﬁ, ?l;—:) Nadto K (p,
2¥m

kazdego punktu p’e K(p, Q—) jest
m

olp,p") < o(p, D)+ 0(D,p") < +0W<¢~

Punkt p wystepuje w ciggu py, P, ... Niech wiec =p . Musi by¢
" y
—— <1, gdyz K{p = C@, a zatem pek(p,r). W ten sposéb
QW\,gy (2 V) 5 peli(p, p

okazalidmy, ze GCZ‘,K,,.
ne

PRZYKLADY. 1. Zbiory zamkniete i doskonale.

(a) Zbidér pusty jest zamkniety, gdyz mnie posiada zadnych
punktéw skupienia; pochodna jego jest wiee zbiorem pustym, zatem
jest w nim zawarta.

(b) Cala przestrzeni & jest zbiorem zamknietym.

(¢) Kasdy przedzial zamkniety I=-ay,...,0m; by, ..., by jest zbio-
rem doskonatym.

Istotnie, niech p = (&7, ..,2%) el 1 p, —>py= (9,...,20 ). Wowezas
mamy «,<<x?< b, a na moecy tw. (3.1), str. 78, jest hm an=2? dla

n-—»oo

i=1,2,...,m. Wynika stad, ze a,<a?<b,, a wiec xyel.
(1) Kazdy odeinek pq jest zbiorem zamknigtym.
. G+
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Jest to oczywiste, gdy p=y¢; zaldzmy wiee, ze p==q. Jezeli
cigg {p,} punktow odcinka pq dazy do punktu po=(19,...,20), 1 jezeli
P=(&y5 o0y Ban)s q=Y1y--yYm)s pnz(w;lr“r%f,,) to mamy ‘Z'?zﬁnwi“{_(]‘_ﬁ'n)yﬁ

gdzie 0<{9,<1 oraz lim z"= 0. Istnieje poza tym takie iy, 7e , 3, ;
. ; o ’ 0 0

o 0
“i(, Y mia Y
—>

Y, %, Y,

(]

wowezas O, = =19, 1 jasne jest, ze 0<<9,<1.
Stad @ — 9y2,+ (1—0)y,= ), wiee p, € pqg.

Latwo mozna okazaé, ze plaszczyzna jest zbiorem zamknielym.

(e) Lamana jest zbiorem zamknigtym, jako suma skonczonej
liczby odcinkéw, ktére sa zamkniete.

(f) Jeseli 2 przedzialu zamknietego I usuniemy przeliczalny
ebidr przedzialéw otwartych, nie zachodzqeych na siebie, otrzymamy
2bidr doskonaty.

Niech bowiem {I,} bedzie ciggiem przedzialow otwartych
1hng p B ?

o0
ktore usunelismy z przedzialu I, i nicch E==1-21,. Na moecy -
1

n
tw. (4.10), str. 81, zbiér F jest zamkniety.

Pozostaje do okazania, ze ECFE'. Niech p € K. Jezeli p nie jest
punktem skupienia zbioru I—F, to oczywilcie p e F'; jezeli zas
pe(l—EY, to 1stnlejg taki ciag {p,} punktow zbioru I —E, ze p —p.
Do kazdego n istnieje taka liczba kn, Ze p, € Iy . Widzimy, ze od-
cinek dnz'ppn nie moze by¢ zawarty w zblor.ze 1 by gdyzip nonely .

Jezeli wiec pel, , to p nalezy do jednej ze Seian § prze-
dziatu I ; mamy wowczas SCH, gdyz przedzialy [, nie zacho-
dzg na siebie. Seiane S mozemy uwaza¢ za przedzial w prze-
strzeni ™Y, wiee SCS, a stad p e S CH.

Jezeli zag pnonel, , to na odcinku dn musi istnie¢ punkt

1 « -6 (75 - l7 Ty y
q, ¢ b, a wowezas o(p,q,)<olp,p,) i z p,~>p wynika ¢ —p, skad
p e li’. Zatem KCFE’, ¢. b.d.d.

(g) Zbiér Cantora C, w &% jest zhiorem doskonalym nigdeie

nie gestym.
Zbior ten tworzy sie w sposob nastepujacy. Dzielimy przedzial
zamkniety [=<0,0;1,1> na 9 rownych przedzialow <ay,a,;b,0,>,
dzie a,,a, przebiegajg liczby 0, 4, 2, a by=a,-}+ 1 by=a,-+1. 7Z I usu-

- B B r 33 1 1 3 2 2 3

wamy przedzial otwarty frodkowy, tj. przedzial DL, 1; 2, 3. Kazdy
z pozostalych 8 przedzialéw dzielimy znow na 9 réwnych przedzialow,
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z ktérych usuwamy przedzial otwarty srodkowy. Postepujae tak
dalej, usuwamy za k-tym razem z przedzialu I zbiér P zlozony
(o]

z &1 przedzialdw otwartych. Zbhiér H :1«21 P, jest wiee zbiorem
otwartym. Zbiér Cy= I —H nazywamy zbiorem Cantora w &*. Zbiér
ten jest doskonaly na moey (f). Dowdd, ze jest on nigdzie nie gesty
przebiega podobnie jak dla zbioru € na linii prostej.

W analogiczny sposob buduje sie zbiér Cantora C, w &
dla m>2, ktéry tez jest doskonaly i nigdzie nic gesty.

(h) Kula zamknieta jest chiorem zamknietym (co uzasadnia
oznaczanie jej przez K(p,r)).

Yatwy dowdéd pozostawiamy czytelnikowi.

2. Zbiory otwarte.

(i) Zbidr pusty i przestrzen & sq zbiorami otwartymai.

Okazemy na str. 91, ze te dwa zbiory sa jedynymi, ktore
sg réwnoczesnie zamkniete 1 otwarte.

(j) Kula otwarta jest zbiorem otwartym.
: Jezeli bowiem p e K(pg, 1), to o(py,p)<r. Niech r,=1—og(py,p).

Jezeli g e K(p,ry), 10 0(¢, Do) <oly,P)+0(p: o) <r—0(po, P) H-0(Po,P) =7,

a wiec K(p,r)CK(py,r). W ten sposéb okazalismy, ze p jest punktem
wewnetrznym kuli K(p,,).

Podobnie dowodzi sig, ze

(k) przedzial otwarty jest ghiorem otwartym.

3. Zamkniecie, wnetrze, brzeg. Pozostawiamy czytelnikowi
do okazania, ze

(1) Zamknigciem przedzialuy [y, ...,@m; by, ..., 0] jest przedzial za-
mknigty <{ay, . 05 by, . bmy; wnetrzem tego przedeialu jest przedziat
otwarty Sy, ..., 0ms by, ..., b, brzegiem (zbiorem punktéow brzegowych)
tego przedziatu jest ebidr wszystkich punktow, ktére naleq do przedziatu
zamknieteqo gy ..y@m; byy.osbm> & do  Ektorejkolwiek = plaszczyzn
0 r6wnaniach x;=a;, y,=b,.

To uzasadnia nazwe breeg przedzialuw uzyta w § 2,2, str. 76.

(m) Zamknieciem kuli* K(p,r) jest zbioy

K(p,r)=[{elp,q)=r};
q
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wnetrzem kuli zamknigtej K(p,r) jest kula K(p,r); brzegiem kuli
K(p,r) jest zbior
Etep, @)=}
q
(n) Brzegiem odcinka pg w preestrseni & dla m >1 jest caby ten
odcinek. ‘
Stad wynika, ze odcinek i lamana sq¢ w & dla m>1 zbio-
rami breegowyma.

5. Odstep, Srednica. W Rozdziale TLI (§ 1,7, str. 71) zdefi-
niowaligmy odstep punktu od zbioru, odstep dwu zbiorow, frednice
zbioru dla zbioréw liniowyeh ovaz zbiory oddalone. Definicje
te sa tak sformulowane, ze mozna je przeniesé bez zmiany na
zbiory w przestrzeni &". Z latwoscig stwierdzamy, 7¢ i w tym
wypadku wszystkie ndowodnione tam {wierdzenia porzostaja praw-
dziwe.

PRZYKLADY. 1. Odstep punktu q od kuli K== HK(p,.r) jest
réwny 0, gdy o(py,@)<7, @ réwny o(poyQ)—7", gy o(Py, @) ="

Istotnie, w pierwszym wypadkun ¢ e K, w drugim zas jest dla
kazdego p' e K

Q(Qapl)?/ Ly q) —o(p'yPo) >0(Pos q)—"r,
skad

(4) d(g, )= o(pe, q) -
7 drugiej strony, niech 0 < e<#, p,== (23, .;@%); q=(2ys oy ¥,,).
7 —g

Polozmy =00+ (1—8)w, p'=(7, ..., a’ )i cbierzmy d=1—— .
! ' P q)
Wyliczamy latwo, ze o(p’,po)=r—e, Wigc p e K(py,t) oraz, ze

o(p', q)=0(py, q) — ¢, skad, wobec dowolnoscie, d(g, )<< o(py, q)-—r.

2. Srednica przedeiolu I=Lay, ..., 0m3 byy.oybm)> jest FOUWNA

m

o(I)= lgl {a;—bi)

r

Dla dewolnych bowiem punktow p'= (s oy t'm) TP = (2, )
przedziatu I jest |o;—ay|<b;—a;, skad
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MWmﬂzV?w~w Zb—m

=1
a wiec

5( )\: y(bl—ai) .

=1

Z drugiej strony, punkty p=(ay,...,0n) i ¢==(by,...,b,) naleig
do I, wiec

(1) = o(p,q)= 2

3. Sredwnica kuli K(p,r) jest réwna 2v,

6. Spojnosé. Zbiér I nazywamy spdjnym, jezeli nie jest
sumg dwoch zbioréw A i B niepustych, rozlacznych, i z ktorych
zaden nie zawiera punktéw skupienia drugiego:

(5) E=A-B, A+0, B+0, ABLAB +A'B=0.

(6.1) Suma dowolnej mmogosei zbiordw spojnych, z ktorych kaide
dwa majq punkt wspdlny, jest zbiovem spéjnym.

Dowéd. Niech E bedzie suma zbioréw rodziny H zlozonej
ze zbioréw spdjnych, z ktérych kazde dwa maja punkt wspdlny.

Przypusémy, ze zbiér E nie jest spéjny. Istnieja wiee zbiory
A 1 B, dla ktérych zachodzi (5). W szezegolnodei istniejg wérdd
zbiorow rodziny H dwa takie zbiory € i D, ze AC==0 i BD=0.
Wowezas CCA, bo gdyby byvlo CB=0, to dla zbioréw

Ay=AC i B,=BC
mieliby$my
O=A4,+B, 4,40, B0 i A, Bi+A{B,+4,B,=0
whbrew spojnosei zbioru C. Podobnie musi by¢ DCB. Na mocy za-

lozenia istnieje punkt pe 0D, a poniewaz CCA i DCB, wiec peAB,
skad wynika, ze AB=0 wbrew (5).

(6.2) Jezeli 2bicr K jest spéjny, to kaddy taki <hicr H, 2¢ ECHCE,
jest spojny.
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Dowdd. Przypusémy, ze zbiér H nie jest spojny. Istnieja wiec
takie zbiory 4 i B, ze

H=A+B, A=+0, B0, AB=0.

Niech 4,=AFE i B,=BE. Oczywiscie E=4,4 B,. Poniewaz
zbior K jest spéjny, to A4, lub B;, np. ., jest pusty, czyli AE=0,
skad ACH—ECE —E, a wiec kazdy punkt zbioru A jest punktem
skupienia zbioru E. Poniewaz za§ ECH—A= B, wigc kazdy punkt.
zbioru A jest punktem skupienia zbioru B wbrew zalozZeniu, Zze
AB'=0.

7 latwoscig dowodzi sie réwniez nastepujacego twierdzenia:

(6.3) Jezeli dla wszelkich dwdeh punktow p i q zbioru E istnieje pod-
2bidr spéjny H zbioru E, zawierajqcy te punkty, to zbidr E jest spdjny.

Niech teraz p bedzie dowolnym punktem zbioru K. Oznaczmy
przez S sume wszystkich podzbioréw spéjnych zbioru E, zawiera-
jacych punkt p. Zbiér § jest niepusty, gdyz zbior /]070ny Z samego
punktu p jest spdjny i zawarty w K.

Zbiér 8 nazywamy skladowq punkiu p w zbiorze K.

Ogoélnie zbiér S nazywamy skladowq zbioru F, jezeli S jest
sktadowsg jakiego§ punktu w zbiorze K.

Kazdy punkt p zbioru E nalezy do jakiejs skladowej zbioru £
(mianowicie do skladowej punktu p w zbiorze FK). :

(6.4) Kaida skladowa zbioru E jest zbiorem spéjnym.

Dowdd. Niech S bedzie skladowa punktu p w zbiorze K.
Na mocy (6.1) i definicji skladowej punktu w zbiorze, zbiér § jest
spojny.
(6.5) Dwie skladowe zhioru E sq albo roztaceme, albo identyczne.

Dowo6d. Niech 8, i S, bedyg skladowymi zbioru E i niech
8,8, 0. Istuieje wiec punkt ped,S,. Oznaczajac przez S skladowg
tego punktu w zbiorze K, mamy S§,C8& i S,CS, gdyz S jest sumg
wszystkich zbiorow spéjnych zawierajgeych punkt p, a zbiory S;i S,
83 spojne na mocy tw. (6.4).

7 drugiej strony S, jest na mocy definicji skladows jakiegos
punktu p, w zbiorze E, a poniewaz zbidr 8,48 jest spéjny, wiec

Sl—}—;SCSI, skad NCSI, podobnie SCS,. Wynika stad, ze §;=8,==8.
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W ten sposob — jak widzimy — kazdy zbiér E rozpada sie na
pewng mnogofé zbioréw spéjnyeh rozlgeznych, zwanych skladowymi.
Kazda skladowa zbioru E ma te wilasnosé, ze kazdy zawierajacy ja
podzbiér zbioru E albo jest z nia identyezny, albo nie jest spojny.
7 twierdzenia (6.2) wynika, ze '

(6.6) Kaida skladowa zbioru zamkniglego jest zbiorem zamknigtym.

Niech teraz ¢ bedzie dowolng liczbg dodatnig.

Bedziemy moéwili, ze dwa punkty p i ¢ zbioru K mozna potaczyé
w B laticuchem ¢, jezeli istnieje taki ciag skoniczony p,,p,,...,p, pun-
ktow zbioru E, ze ’

p,=p, pP,=4 i g(pl,p1+1)<e dla i=1,2,...,0—1.

(6.7) Jeseli zbiér E jest spdjny, to dla kazdego &>0 dowolne dwa
punkty 2bioru E moéna polaczyé w E lancuchem e.

Dowoéd. Przypusémy, ze istnieje takie ¢>0, dla ktérego pewne
dwa punkty p, i p, zbioru K nie dadzg si¢ polaczyé w E lanicuchem e.
Niech 4 bedzie zbiorem tych punktéw zbioru E, ktore daja sig
polaczyé w E z punktem p, laficuchem &. Niech B=FE—A. Wéwczas
E=A+B, p,eA i pyeB, wiec A=40, B0 i AB=0. Jasne jest,
ze dla dowolnych dwéch punktow ¢, e A i g.e B musi by¢ 0(q:,q.) =&
a zatem AB +A'B=0, whrew spojnosei zbioru E.

Warunek (6.6) jest tylko konieczny, ale nie dostateczny
na to, by zbiér E byl spéjny. Np. zbior punktéw wymiernych w &
nie jest spéjny, mimo ze kazde dwa dowolne jego punkty dadzg si¢
w nim polaezyé lancuchem ¢ przy kazdym &>0.

Zbior ograniczony, zamkniety i spojny, zawierajacy co najmniej
dwa punkty, nazywamy kontinuum (por. str. 68).

(6.8) Na to, by zbidr ogramiczony zamknicty K byt kontinwum, po-
treeba i wystarcza, by spelnial on nastgpujacy

Warunek Cantora. Dia kaidej liczhy e¢>0 dowolne dwa jego
punkty daja si¢ w wim polaczyé taricuchem e.

Dowéd. Koniecznosé warunku wynika z twierdzenia (6.7),
pozostaje wiec tylko okazaé, ze warunek jest dostateczny. Gdyby
zbiér E nie by! spéjny, to istnialyby zbiory A i B spelniajgce
wzory (5), str. 87. Gdyby bylo A'B'=0, to zo wzgledu na to, ze
A'B'CE'CE, byloby A'B(A+4B)+0, skad A'B+AB'+0 wbrew
ostatniemu ze wzorow (5).
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Zatem A'B'=0. Wynika stad dalej, ze AB=0, gdyz
AB=(A+A4') (B+B)=AB-+AB'+A'BLA'B"

Poniewaz zag
A+B=A+B=E=F,

wige zbior F bylhy sumg dwu zbioréw A 1B, zamknietych, ograni-
czonych, rozlgeznych i niepustych, a zatem oddalonych, czyli takich,
26 d(A4,B)=0>0. Jest jasne, ze zadne dwa punkty p,ed i p,e B
nie dadza sie polaczy¢ w FE lancuchem ¢ <8 whrew twierdzeniu (6.7).

Jezell w tw. (6.8) opuseimy zalozenie ograniczonosei, otrzy-
mane twierdzenie moze byé falszywe. Np. niech w plaszezyZnie &
zbiér E bedzie zlozony z osi « i hiperboli zy==1. Zhior ten jest za-
mknigty, kazde jego dwa punkty dadza si¢ w nim polagezyé lancu-
chem e dla dowolnego ¢>0, a mimo to zbiér E ma trzy skladowe.

(6.9) Kaide kontinuum dest zbiorem doskonatym.

Dowdéd. Poniewaz kazde kontinunm jest zbiorem zamknietym
na mocy definicji, wiec pozostaje do okazania, ze jest ono zbiorem
w sobie gestym. Ot6z gdyby jaki§ punkt p kontinuum FE nie byt
punktem skupienia tego kontinuum, to istnialaby taka kula K (p,r),
ze zadne punkty tej kuli, z wyjatkiem P, nie nalezalyby do E.
Zbiory A=E -K(p,r)=(p) i B=FE—K(p,r) spelnialyby wiec wa-
runki (5), a zatem zbiér E nie bylby spdjny.

Zbior otwarty i spéjny nazywamy obszarem (por. str. 68).

(6.10)  Na to, by =2bidr otwarty G byt obszarem, potrzeba i wystarcza,
by kazde dwa jego punkty p, i p, daly si¢ w nim polaczyé lamang.

Dowdd. Warunek jest konieczny. Istotnie, przypusémy, ze
zbiér & jest obszarem i ze punkt p, « @ nie da si¢ polgezyé z punktem
P, € G lamang lezgeg w G. Oznaczmy przez A zbiér tych punktéw,
ktoére daja sie polaczyé z punktem p. lamang lezacy w zbiorze @,
i niech B=G—A. Zbiér A jest oczywiscie otwarty. Zbiér B jest
tez otwarty. Gidyby bowiem jakis punkt p ¢ B nie byl punktem
wewnetrznym zbioru B, to w kazdej kuli K (p,7) zawarte] w @,
a takie kule istnieja na mocy tw. (4.19) str. 82, istnialby punkt
zbioru 4. Niech p,eK(p,r)A. Istnieje lamana P1Ds--. Py lezaca
w G i laczgea p; z py; lamana DiPs - Pop lezy tez w G i laczy
punkt p, z p. Byloby wiec ped, a nie p e B. Zbiér B jest zatem
otwarty.
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Zbiory A i B s niepuste, gdyz p; € Ai p, € B. Latwo zauwazy¢,
ze zbiory A i B czynig zado$é warunkom (5), zbiér & nie bylby
wige spojny. .

Dostatecznogé warunku wynika natychmiast z tw. (6.1) i stad,
ze kazdy odcinek (a wiece i lamana) jest zbiorem spdjnym (p. przy-
klady 1 i 2, str. niniejsza).

(6.11) Zamkniecie kaidego obszaru jest kontinwum.

Dowdd wynika natychimiast z (6.2).

(6.12) Jezeli zhior E jest réwnoczesnie zamknigty i otwarty, to albo
E=0, albo E=&".

Dowéd. Przypusémy, ze zbior E jest niepusty i ze E<4&";
zatem —FE=40. Ze spojnosci przestrzeni & wynika wiee, ze
E(—E) 4 E'(—E)==0; nadto zbiér —E jest réwnoczednie otwarty
i zamkniety, podobmnie jak K. Stad

0+FE(—E)+E(—FCE(—E)+E(—E)=E(—H)=0,
co niemozliwe.

7 (6.12) wynika w szczegolnosei, ze dla m>1 odcinek, a dla
m>2 plaszezyzna nic s zbiorami otwartymi w &".

PRZYKLADY. 1. Odcinek jest zbiorem spdjnym. Niech bowiem
p=(Zys ey @m) i q=(Y1,--+¥m) beda punktami odeinka I i nicch &
bedzie dowolng liczbg dodatnia. Poniewaz odcinek jest zbiorem
zamknietym i ograuiczonym, wystarczy okazaé, Ze punkty pig¢
mozna w nim polgezyé lancuchem e. Niech

2(9)="D0x; 4 (1—8)y; 1 p@)= (@), ¥m(9))-
Yatwo sprawdzamy, ze
p(@) el dla 091,
0 (p(9),p (9p) =0, — 2l o(p, @),
p(0)=¢q, p(l)=p.

Niech s> o(p,q)/e. Ciag punktéw p=p(i/s) dla s=0,1,..,¢

jest laficuchem e, laczacym punkty p i ¢ w L.

2. Famana jest zbiorem spdjnym. Wynika to przez latwa indukcje
7z twierdzenia (6.1) i ze spéjnosci odeinka.
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3. Kula (zamknieta i otwarta) jest zbiorem spdjnym. Wynika
to ze spojnosei odeinka, z tw. (6.3) i stad, ze jezeli p i ¢ sg punktami
kuli, to odcinek pg jest podzbiorem tej kuli.

4. KHula pozbawiona jednego punkiu jost zbiovem spdjnym.
Istotnie, niech p i ¢ beda dwoma punktami kuli K, z ktérej usunieto
punkt p,. Okazemy, ze punkty p i ¢ mozna polaczyé lamang Z.
lezgca w K—(p,). Jezeli punkt p, nie lezy na odeinku pg, to niech
L= pyq, jezeli zad p,epg, to niech p, bedzie dowolnvm punktem
kuli K, nie lezacym na odeinku pq i takim, ze

o(P1,Po) <min [o(p, Py, qyfo

Latwo obliczyé, ze wowezas punkt p, nie lezy ani na odcinku
PPy, ani na odeinku p,q. Wystarczy wiee wzigdé L:p—pl—l—m.

5. Brzeg kuli jest zbiovem spdinym. Przypusémy bowiem, ze
brzeg S kuli K rozpada sie na sume dwéch zbioréow E i H takich,
7ze E40, H40 i EH+ EH'+4+ E'H=0. Oznaczmy przez K* kule K
pozbawiona frodka p,. Zbior ten jest spojny (przyklad 4). Niech E*
bedzie zbiorem punktéw roéznych od p, i lezacych na jakimkolwiek
odcinku lgczgeym punkt p, z punktami zbioru E, a H* niech bedz'e
analogicznym zbiorem dla H. Woéwezas K*=—= E*- H*, skad wno-
simy z latwoscig, ze E*H*++ E*H*- F*H* =0, I*30 i H*==0.
Zbiér K* nie bylby wiec spéiny.

7. Zbiory wypukle. Zbior E majacy te wlasnodé, ze jezeli
dwa punkty p i ¢ nalezag do F, to i odcinek pg jest zawarty w E,
nazywamy wypuktym.

PRZYKLADY. 1. Zbior pusty ¢ przestrzen & sq zbiorami
wypuklyms. :

2. Odcinek jest zbiorem wypuklym. Wynika to natychmiast
z definicji.

3. Przedzial ¢« kula sy zbiorame wypukbymi. Dla dowodu p. przy-
klady 11 3, str. 91 i 92.

Z definicji zbioru wypuklego wnosimy z latwescig, ze

(7.1) Iloczyn dowolnej ilosci zbioréw wypuklych jest zbiorem wy-
puklym.
Z twierdzenia (6.3), str. 88, wynika od razu, ze

(7.2) Kazdy =bidr wypukly jest spdiny.
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Niech teraz EC&™. Oznaczmy przez conv(k) iloczyn wszyst-
kich zbioréw wypuklych, zawierajgcyeh zbiér E. Zbiory takie
istnieja, gdyz np. &™ jest zbiorem wypukiym, zawierajacym K.
Na mocy twierdzenia (7.1) zbior conv (E) jest wypukly; jest to zarazem
najmniejszy zbior wypukly zawierajacy zbior B, tj. conv(FE) jest,
podzbiorem kaidego zbioru wypuklego, zawierajgcego zbior K.

Zhiér conv (E) nazywamy powlokq wypukle 2biotu K.

Zajmiemy si¢ zbiorami wypukiymi w &™.

(1.3) Jezeli zbidr E jest wypukly i jeieli punkty p,—- (@, @),
gdzie i=1,2,..,n, naletq do E, to kaidy punkt p= (T y-eey @), Ktorego
wspolrzedne wyrazajq sie wzorami:

“’k:01xi+'“+’9nx27 gdzie k=1,2 .on, 9,20 ¢ 9+ ..+ 9 =1
réwnies naledy do E.

Dowéd. Udowodnimy to przez indukcje zupeing wzgledem
liczby » punktow p,. Dla n==1 twierdzenie to jest oczywiste. Zalozmy
wiee, ze jest ono prawdziwe dla n—1>1 punktéow, i niech
P,= (w;’,...,wfﬂ) eE dla i=1,2,...,n oraz 9,20 i ¢+ ...+ 9=1 Wy-
starczy wzia¢ pod uwage wypadek, gdy &+ ...+¥p1>0. Niech p
bedzie punktem o wspoirzedunych

x,== 1, .T}l Jek 19".1&,
a p — punktem o wspoéirzednych

T, = (Ol + . 19'1_1302—1)(?9‘ + 9,

Na mocy zalozenia indukeyjnego jest e K. Ale wspolrzedne
punktu p mozemy przedstawié w postaci @, = (9, + R L IP) £ s
zatem p e @Tp:C.E czyli p € E.

(7.4) Powloka wypukia zbioru K jest identyczna ze zbiorem wszystkich
punktow p=- (2, ...,xm), ktérych wspdlrzedne xy sq postact

(6) @ == a4 Dy (k=1,2,...,m),
gdzie n jest dowelng liczbg naturalng, 9,0, 9+ .. +9,=1 1 gdeie .
liczby (x%, @k, ..., xk) sq wspo’lmgdnymi jakiegos punkiu zbioru K.

m’
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Dowéd. Oznaeczmy .przez H zbiér punktow, ktérych wspol-
rzedne 83 postaci (6). Bez trudu stwierdzamy, ze zbiér H jest wy-
pukly, a poniewaz ECH, wiec convECH. Z drugiej strony, z tw. (7.4)
1z uwagi na to, ze convE jest zbiorem wypuklym zawierajacym E,
mamy HCeonvE. Stagd H=convE.

Niech bedzie danych m+1 dowolnych punktéw DyroosPompss
ktére nie lezg na jednej plaszezyznie. Powloke wypukly zbiorn
zlozonego z tych punktéw nazywamy simpleksem (rozpietym na
punktach p,...,p, 11/

PRZYKLADY. Simpleksem w & jest odcinek, w & irdjkat,
w & ceworoscian.

Dowéd przeprowadzimy np. dla plaszezyzny & Niech
p,= (@l,2i), gdzie 4= 1,2,3, nie leza na jednej prostej i niech § be-
dzie simpleksem rozpietym na tych trzech punktach. Okazemy, ze
zbidr S jest identyczny z tréjkatem 7' o wierzcholkach p,,pa,ps.

Istotnie, z geometrii elementarnej wiadomo, ze zbiér T jest

wypukly, a poniewaz p,,p,,pse T, wice SCT.
By zad dowiesé, ze TCS, zanwazmy naprzéd, ze odeinki p,p,,
PoPs, P3Py 53 podzbiorami simpleksu § jako zbioru wypuklego,
a zatem obwod trojkata T jest zawarty w S. Jezeli teraz punkt p
nalezy do tréjkata i nie lezy na obwodzie, przeprowadzmy przez p
réwnolegly np. do odcinka p,p, i oznaczmy przez pi,ps jej punkty
przeciecia z bokami p,p,, p.ps;- Na mocy udowodnionej juz czedei
twierdzenia jest pi.pi eS8, a poniewaz p e pips, wiec peS. Zatem
TCS, e.b.d.d.

(1.5) dJedeli punkty p,,...,p,, 1y Wie lezq na jednej plaszezyénie, to

dla kaidego punktu p=(@y,...,0n) przestizeni &™ istnieje dokladnie
jeden taki uktad liczb 9,...,0,11, 3¢

Oyt d =1 0 @Ol D, e,

m+1"4
gdeie liceby o1,...,a%  sq wspdlrzednymi punktu P,

Dowdéd. WeZzmy pod uwage uklad rownan

(7) x{§1+...+mjnfln+51n+1;0 (i=1,2,...,m--1).
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Gdyby uklad ten mial rozwigzanie &,...,&n 1 nie zloZone z sa-
mych zer, to juz ktéra$ z pierwszych m liczb musialaby by¢ rézna
od 0, bo gdyby bylo &=...={,=0, to rownanie (7) daloby tez &,41=0.
Gdyby jednak co najmniej jedna z liczb &,...,&, byla rézna od 0,
to z réwnai (7) wynikaloby, Ze punkty p,..,p,., leia w jedne]
plaszezyznie. Jedynym rozwigzaniem ukladu réownan (7) jest wiece

1T e S&m+1: O

Ze znanych twierdzenn algebry!) wiadomo, Ze wyznacznik
ukladu réwnan (7) jest rozny od 0. Wezmy teraz pod uwage uklad
réwnan

. 1e - N 1
plE 4 s =y (i=1,2,...;m),

®) Gt et b — 1.

Wyznaeznik ukladu (8) jest réwny wyznacznikowi ukladu (7),
a wiec tez rézny od 0, wobee ezego ?) uklad (8) ma dokladnie jedno
rozwigzanie 9,,...,¢,11, ¢. b. d. d.

7 twierdzenia (7.5) wynika, ze kaidy punkt simpleksu da si¢
w jeden tylko sposdb przedstawié w postaci (6).

Liczby &, ...,%mt1, ktorych istnienia dowiedlismy w twierdzeniu
(7.5), nosza nazwe wspdlrzednych barycentrycznych punktu p.

7 toku dowodu twierdzenia (7.5) i ze znanych wlasnosei wy-
znacznikéw wynika, Ze wspoélrzedne barycentryczne punktu p wy-
razaja sie w postaci 9;=d;/d, gdzie d jest liczba dodatnia, zalezna
tylko od wspétrzednych punktéw p,, a liczba d; jest kombinacja
liniowa wspélrzednyeh punktu p o wspdlezynnikach zaleznych
tylko od wspélrzednych punktéw p,. Wynika stad twierdzenie:

(7.6) Do kaidej liczby M isinieje taka liczba N, ée wspdlrzedne bary-
‘centrycene kaszdego punkiu, odieglego od punkiu O o mmiej niz o M,
sq mniejsze od N co do waitosci bezwzglednej.

(1.7)  Waetrze simpleksu S jest identycene ze 2biorem lych punktéw,
ktorych wszystkie wspdlrzedne baryoentrycene sq dodatwic.

1) Ob. np. W. Sierpinski, Zasady algebry wyésiej, Monografie Matema-
tyczne, Warszawa-Wroectaw (1946), str. 50, tw. 6.

2) Ob. tamze, str. 40, tw. 2.
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Dowdd. Oznaczmy przez ¢ zbior tych punktéw, ktorych
wspoirzedne barycentryezne sg dodatnie. Oczywiscie QCS. Okazemy,
ze kazdy punkt p zbioru @ jest punktem wewnetrznym zbioru S.
Niech punkt p ma wspélrzedne barycentryczne dy,...,0mps1. Gdyby
punkt p nie nalezat do wnetrza zbioru &, to istnialby taki ciag {pn}
punktéw zbioru —S, ze p —p. Niech p, ma wspéirzedne barycen-
tryezne 97,...,9% 41 Z tw. (7.6) wynika, ze zbior liczb 9%, gdzie
=1,2,..,m 1 n=1,2,..., jest ograniczony. Istnieje wigc taki ciag
wskaznikéw {s,}, 7ze dla i{=1,...,m+}1 istnieje granica &= lim 9{~.

. n—->oo
Z (7.4) wynika, ze co najmniej jedna ze wspélrzednych o7 punktu p,
jest ujemna; mozemy zatem zalozy¢, ze dla nieskoriczenie wielu s,
zachodzi nierownosé 9in<0. Istnieje wiec taki ciag czesciowy {k,}
ciggu {s,}, 7e 9t < 0. Niech p,=Yr,yn) i p=(Y;s--9,,). Wowezas

yr =l 4 ._‘+ﬁgl+lx1{n+1, y,=,@;+ ...—|—19‘m+1x1{"+17

zatem -’/f"””§1m}+"'+‘§,,.+1x§"+l? co wobec jednoznacznosci wspol-
rzednych barycentrycznych daje 9;=19; dla i=12,..,m-+1. Jest to
jednak niemozliwe, skoro 9,<C0, a 9, >0. W ten sposéb dowiedlismy,
7e QCW(S).

Okazemy teraz, ze W(S8)CQ. Gdyby jaki§ punkt ¢ o wspol-
rzednych barycentrycznych 9y,...,0m,4, halezal do zbioru W(S)—@,
to co najmniej jedna z liczb 9y,...,d,,4, bylaby réwna 0; mozemy
przyjaé, ze 9,=0. Oznaczmy przez p, punkt o wspélrzednych bary-
centryeznych —1/n, 9,-F1/n, ¥, ..., Opeq. Latwo stwierdzamy, Zze

p,e—Nip —p, a zatem p e —N. Poniewaz p e 8, wigc p musi na-
leze¢ do brzegu zbioru S, a nie do wnetrza, whrew zalozeniu.

7 (7.7) wynika, ze brzeg simpleksu S jest identyczny ze zbhiorem
tych punktéw simpleksu, dla ktérych co najmniej jedna wspol-
rzedna barycentryczna jest rowna 0.

Zbiér T, tych punktéow simpleksu, dla ktérych i-ta wspol-
rzedna barycentryczna 9; jest zerem, nazywamy S$ciang preeciwlegle
do punktu p,, krotko - Sciang simpleksu.

Brzeg simpleksu sklada sie wiee z m-+1 scian.,

(7.8) Kazda Sciana simpleksu S w przestrzeni & ledy w jakiejs
plaszezyénie ™.
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Dowéd. Udowodnimy to np. dla dciany 7, przeciwleglej do
punktu p,. Mamy p,e T, dla i=2,...,m+1; na moey tw. (1.4), str. 75,
istnieje plaszezyzna = przcchodmca przez punkty p, 21" D +1; istnieja
wige takie liczby ay,...,am b, ze |ay|+...+lan| >0 i

(9) almiJra;_,w;rr}-— ...+a,,,cv};l—!— b=0 dla i=2,...,m41,

przy eczym, jak zwykle, p,=(ai,...,l). Niech p=(y,...,2n) €1}
i niech @,..,9p11 beda wspélrzednymi baryeentrycznymi tego
punktu. Zatem

(10) =004 ...+ +1L;"+1 9,=0.

Mnozge réwnania (9) przez ¢; i dodajac do siebie dla i=2,...,m,
oraz pamietajae, ze dp+...-+9,=11 §,=0, dostajemy

0Ty ot AT+ b= 0.

Zatem sciana T, jest czedeig plaszezyzny =

Wieloscianem *) bedziemy nazywali kazdy zbiér spdjny, kiory
jest sumg skonczenie wielu simpleksow.

Brzeg wielogeianu zlozonego z s1mplekbow S1,. 8, jest zawarty
w sumie 7' §eian poszezegélnych simpleksow S,, ..., 8, Zatem w mysl
tw. (7.8) brzeg wiclodeianu lezy na skorczonej liczbie plaszezyzn.

Tloczyn jakiejkolwiek $ciany nalezgeej do T i brzegu wielo-
fcianu nazywamy Scienq wieloscianu.

Zatem brzeg wielodcianu sklada sie ze skonczonej liczby Sciam,
2 ktérych kaida leiy w jakiejs plaszezyénie.

8. Pokrycie zbioru. Niech FE bedzie zbiorem punktow,
a P — dowolng rodzing zbiorow otwartych. Mowimy, ze rcdzina P
pokrywa zbiér E, jezeli kazdy punkt zbioru E nalezy do jakiegos
zbioru rodziny P (por. Rozdziat 111, § 1,6, str. 69).

(8.1) Twierdzenie Lindelifa. Jeieli rodzina P zbiorow otwar-
tych pokry'wa zbicr E, to istnieje taki ciag {Gn} bioréw rodziny P,
te BC 2 G,.

n=—=1

1) Ta definicja odbiega nieco od definicji z geometrii elementarnej, gdzie
wielo$cianaini nazywa sie zbiory, czynigce zadodé jeszeze pewnym dodatkowym
warunkom.

S. Banach, Wstgp do Teorii funkcyi. 7
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Dowo6d. Niech K bedzie rodzing wszystkich takich kul otware
tych o srodkach w punktach wymiernych i promieniach wymier-
nych, ktore sg zawarte w poszezegélnych zbiorach rodziny P. Ro-
dzina K jest przeliczalna; istnieje zatem ciag (K, »} wszystkich kul
rodziny K. Na mocy definicji tej rodziny, dla kazdej kuli K,
istnieje taki zbiér G, rodziny P, z¢ K,CG,.

Okazemy, ze FCZ G,. Jezeli bowiem p ¢ E, to istnieje taki

zbiér otwarty G ¢ P, ze P eG Istnieje tez kula otwarta K= K(p,r)CC¢
i taki punkt wymierny P, ze o(p,p)<r/4. Niech 7 bedzie taka
liczba wymierna, ze r/4<F¥<r/2. Wowezas K(p,7)CK(p,1); istnieje
wiec n, dla ktérego K(p,7)= K,. Poniewaz, jak latwo widzieé, p ¢ Ky,
wiec z okre§lenia zbioru G, wynika, Ze p € Gp.

(8.2) Twierdzenie Borela-Lebesgue’a. Jeseli rodeina P zbio-
réw otwartych pokrywa 2bidr zamknigty i ograwiczony K, to istnieje

taki uklad skohczony Gy,...,Gn 2bioréw rodziny P, Ze EC 2 Gy.
k=1

Dowdéd. Na mocy twierdzenia Lindelofa istnieje taki cigg {Gn}
zhiorow rodzmy P, ze EC Z Gp. Przypusémy, ze dla zadnego n nie

jest EC 2 Gy. Dla kazdego n istnialby woéwezas punkt p e H— Z G,.

Ciag {p } Jest ograniczony, zawiera wiec ciag czeSciowy {p, }Zbl@ZIIV
do pewnego punktu p, Poniewaz Pry € E i zbidr E jest zamkmety,
wiec p, ¢ E. Istnieje zatem taki zbiér otwarty Gm, 26 pge Gn; Wy-
nika stad, ze istnieje otoczenie K punktu p,, zawarte w G. Po-
niewaz p, =Py, wige Pr, e KC@G, dla >y, przy czym mozna przyjaé,
ze m,>m. Jest to jednak sprzeeczne z tym, ze dla m;=>m mamy

b, < B~ Z G,CE— ZG CE—
k=1

9. Pewne wlasno$ci ciggéw zbioréw zamkni¢tych.
Udowodnimy obecnie
(9.1) Twierdzenie Cantora. Jeicli {E,} jest ciqgiem zstgpuja-
cym zhioréw miepustych, zamknigtych i ogramiczonych, to istnieje co
najmniej jeden punkt p, nalesqey do wszystkich zbiordw FEi,.

Dow6d. Niech p, bedzie dowolnym punktem zbioru K,.
Poniewaz E,CE,, wiec {p,} Jest ciagiem punktéw zbioru F,. Po-
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niewaz zbiér E, jest ograniczony, wiee i ciag {p,} jest ograniczony.
Na mocy tw. (3.7), str.79, istnieje zatem cigg czesciowy {p_}, zbiesny
do jakiego§ punktu p,. Niech E, bedzie dowolnym wyrazem
ciggu {E;} i niech n;>n. Poniewaz ciag {E,} jest z zalozenia zste-
pujacy, wiec EnD EpD Enpt1D ...y & zatem ciag {pnj,pnﬁl,...} jest
ztozony z punktéw zbhioru FE,. Poniewaz ciag ten jest zbieiny
do p, i zbidr E, jest zamkniety. wiec p, e E,. Wobec dowolnosei n
wnosimy, ze p, nalezy do wszystkich zbioréw E,, c.b.d. d.

W twierdzeniu (9.1) wystarczy zalozyé, ze zbiory E, sa ogra-
niczone, poczawszy od pewnego wskaznika n; zalozenie to mozemy
tez napisa¢ w postaci S(E,)<oo (por. tw. (7.9) str. 73). Jezeli
wiee zbiory E, s zamkniete, K,D E,4 i 6(FE,)—>0, to spelnione sg
zalozenia tw. (9.1). Niech E=][] E,. Poniewaz ECE, wiec 6(E)<(E,),

n=1

skad 6(E)=0, a zatem zbiér F sklada sie¢ z jednego tylko punktu.
W ten sposéb otrzymujemy twierdzenie:

(9.2) Jeseli {E,} jest ciagiem zstepujacym zbioréw zamknietych
o $rednicach daiqcych do 0, to istnieje dokladnie jeden punki nale-
2qcy do wszystkich zbhioréw E,.

10. Struktura zbioréw zamkni¢tych. Punkt p nazywamy
punktem lkondensacji (lub punktem zageseczenia) zbioru E, jezeli
w kazdym otoczeniu punktu p znajduje sie nieprzeliczainie wiele
elementéw zbioru K.

Zbior punktéw kondensacji zbioru F oznaczamy przez EC.

Jezeli kazdy punkt zbioru F jest jego punktem kondensacji,
tj. jezeli ECEC, to zbiér E nazywa sie skondensowany (zageszczony).
(10.1) Dia kasdego zbioru E zbiér E—EC jest co najwyzej prze-
liczalny.

Dowdd. Kazdy punkt p e E—E° da sie pokry¢ kulg otwarta K,
ktora zawiera co najwyzej przeliczalnie wiele punktéw zbioru E.
Na mocy twierdzenia Lindel6fa istnieje ciag {K,} takich kul, po-

krywajacy zbiér BF—EC. Zatem zbiér E D K,, a tym bardziej za-

warty w nim zbiér E-—EC jest co nang;éj przeliczalny, c.b. d. d.
Z (10.1) wynika natychmiast wniosek:

(10.2) Kasdy <bidr nieprzeliczalny zawiera nieprzeliczalnie wiele

punktow kondensacji.
. -
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(10.3) Zbidr punktow kondensacji kaidego zbioru E jest skonden-
sowany.

Dowdd. Trzeba okazaé, ze KCCECC. Niech p e K¢ i niech K
bedzie dowolnym otoczeniem punktu p. Zbior K F jest wiee nieprze-
liczalny. Na mocy (10.2) istnieje zatem w K nieprzeliczalnie wiele
punktéw zbioru K€, c. b. d. d.

(10.4) Zbidr punktow kondensacji kaidego zbioru E jest doskonaly.
Dowé6d. Oczywiscie ECCHC i ECCECCCEC,
(10.5) Kazdy zbior doskonaly niepusty I jest mocy kontinuum.

Dowod. Istniejg co najmniej dwa punkty p,,p, ¢ £. Na mocy
tw. (4.3), str. 80, istnieja takie kule otwarte K, i K,, ze p,ec K,,
pre Ky i K,K,=0. Poniewaz punkt p, jest punktem skupienia
zbioru E, wieec w kuli K, istniejg dwa punkty pgo==p, i po zbioru E,
a wieci takie dwie kule otwarte K,CH i K, CH,, Ze pye Ko, pore Ky
i Ky Kp=0. Mozemy nadto zalozyé, ze §rednice kul K, i K, sa
mniejsze od §. Podobnie, istniejg takie kule K ,CK, i K,;CK,, ze
K, E+0, K, BE+0i Ky K,,— 0, i zné6w mozemy zalozyé, ze sred-
nice tych kul 83 mniejsze od 1. Wynika stad latwo przez indukeje,
7e dla kazdego skonezonego ukladu wskaznikow e,..., ¢n, zlozo-
nego z zer i jedynek, istnieje kula K, . o nastepujgeych wias-
nosciach:

(1) 1"’61...tnt,l+1CE7(—1...l—

(i) K....,B=+0,

n’

vee 13 . . 7 7 > o
(iii) jezell &= en, 10 Koy 4o, K. =0,

"
“fn-—1%n

(iv) érednica kuli K, .. jest mmniejsza od 1/n.

Niech ¥y . ., =EK,.. . .- Zbiér ten jest niepusty i zamkniety
jako iloczyn dwu zbioréw zamknietych.
‘ 7 (i) wynika, ze

(@) Jezell epaey. to Vo o LA Fe o 0
I . .
7 (iii) wynika, ze

. .
(b) ]1151...5'11-"_‘__1(?ﬁ‘ll...ln'
Z (iv) wynika, ze

(€) O(Fy. . .cp)<1/n.
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Niech {e,} bedzie dowolnym ciggiem nieskonczonym zer i je-
dynek. Na mocey (b), (¢) i twierdzenia Cantora (str.98) istnieje
dokladnie jeden punkt pgen € Ee Fiye Eifeyeg---

7 (a) wynika, ze jezeli {&} i {7} s réznymi ciggami zer i je-
dynek, to pgry = Py W ten sposéb ustalilismy przyporzadkowanie
wzajemnie jednoznaczne miedzy zbiorem & ciagéw zlozonych z zer
i jedynek a czesdeig zbioru E. Poniewaz zbiér & jest moey continuum,
na podstawie tw. (5.10), str. 32, wiee zbiér E jest mocy co naj-
mniej continuum. Z drugiej strony zbiér E jest mocy co najwyzej
continuum, bo cata przestrzeni & jest tej mocy. Zatem zbior E jest
moey continuum, ¢. b. d. d.

Zauwazmy, ze w tym dowodzie, majac dang dowolng kule K
taka, ze KE =0, moglismy dobraé¢ kule K., ., tak, by byly one
zawarte w K. Stad wynika, ze jezeli E jest zbiorem doskonatym,
a p dowolnym jego punktem, to w kazdym otoczeniu punktu p
istnieje continuum punktéw zbioru E. Zatem:

(10.6) Kazdy <bidr doskonaly niepusty jest skondensowany.

(10.7) Twierdzenie Cantora-Bendixsona. Kaidy zbidr za-
mhniety B moina przedstawic i to w jeden tylko sposdb w postaci sumy
dwdeh zbioréw roclacemych, ¢ ktérych jeden jest doskonaty, @ drugi
_conajwysej przoliczalny.

Dowédd. Niech E,= E¢ i E,=E—E°. Poniewaz zbior E jest
zamkniety, wiec KD E¢, skad E=E,+ E,. Na mocy (10.4) zbior E°¢
iest doskonaly, a na mocy (10.1) zbidr H, jest co najwyzej prze-
liczalny.

By dowiesé, ze rozklad ten jest jedyny, zatbzmy, ze K= Hf + E3,
gdzie zbiér Ef jest doskonaly, a zbior E¥ co najwyzej przeliczalny,
i niech EfEf=0. Gdyby istnial punkt p e Ef —HE,, to byloby p < K,
a wiee p bylby punktem kondensacji zbioru B W kazdym otoczeniu
punktu p istnialoby zatem nieprzeliczalnie wiele punktow zbioru I,
a poniewaz zbiér Ki jest co najwyzej przeliczalny, wiee bylyby to
punkty zbioru E—Fki=E}f, skad p « Ef. Poniewaz jednak Ki=E%,
wiec p e Ff, co niemozliwe, gdyz p  Bj. Okazalismy wiec, ze EfCE,.
W podobny sposéb E,C Ej, skad E,= K3, 2 wiec i E.= Ef, ¢. b. d. d.

7 twierdzenia (10.3) wynika, ze kaéde kontinuum jest zbiorem
mocy ContinUUM. )



102 Rozdzial III. Zbiory punktowe.

11. Zbiory F, i Gs. Zbior, ktory jest sumg przeliczalnej mno-
godci zbioréw zamknietych, nazywamy F,. Zbior, ktory jest ilo-
czynem przeliczalnej ilosci zbioréw otwartych nazywamy Gs.

Oczywiste jest, ze
(11.1)  Suma przeliczalnie wielu zbiotéw F, jest F,.

(11.2)  Iloczyn przeliczalnie wielu zbiordw Gy jest Gy. \
(11.3)  Na to, by zbidr E byl Fs, potrzeba i wystarcza, aby zbidr — E

(11.4)  Na to, by zbidr E byt Gs, potreeba i wystarcza, aby zbicr —E
byt I,.

Dowdd obu ostatnich twierdzern wynika natychmiast ze wzo-
10w de Morgana, str. 6, i z twierdzenia (4.10), str. 81.

(11.5) Kazdy zbior zamknigty E jest zarazem F, i Gs. Tak samo
Lazdy zbior otwarty.

Dowdd. Niech G, bedzie sumg wszystkich kul o promieniu 1/n,
ktorych srodkl nalezg do K. Zbidr @, jest otwarty na mocy tw. (4. 9)
zbidr H -= n Gy jest wige Gs i oczywiscie ECH. By dowiedé, ze HCE,

n==1
oznacziny przez p dowolny punkt zbioru H. Istniejs wiec takie

kule K,CG o $rodkach P, € B 1 promieniu 1/n, ze p e K,. Zatem
o(p,,p)—>0, co daje peE wobec zamknietodei zbioru K. Druga czesé
twierdzenia wynika stagd na mocy (11.3) i (11.4).

Przykladem zbioru F,, ktéry nie jest zamkniety, jest zbior R
punktow wymiernych przestrzeni &"; przykladem zbioru Gs, ktory
nie jest otwarty, jest oczywiscie zbiér —R. Zbior R nie jest jednak
Gs. Ogdlniej:

(11.6) Kagdy 2bidr prezeliczalny wszedzie gesty K dest F,, lecz wie
jest Ga.
Dowdd. Jako przeliczalny, innymi stowy jako suma przeli-

czalnej ilodei zbioréw jednopunktowych, a wiee zamknietych, zbiér K
jest oczywiscie Fj.

Przypusémy, ze zbior E jest Gs. Wowezas zbior — K byiby I’
Istmalyby wiec takie zbiory zamkniete F,, ze

(11) B z Py

n-
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Zbiér E jest I-¢j kategorii na mocy tw. (4.16), str.81; zbidr
—E jest wiee Il-ej kategorii na mocy tw. (4.17), str. 81, skad wy-
nika wobec (11), ze nie wszystkie zbiory F, s nigdzie nie geste.
Co najmniej jeden z nich — oznaczmy go przez Fn — musi wiec
byé gesty w pewnej kuli K, czyli K CF,,. a jest to zbiér zamkniety,
wiee musi byé KCF, . Ze wzgledu na (11) jest zatem KC—E, co
niemozliwe, bo zbiér B jest z zalozenia wszedzie gesty.




