ROZDZIAL 1V
" FUNKCJE W &"
§ 1. Funkeje ciggle.

1. Granica funkejfi. Niech w pewnym zbiorze K prze-
strzeni &™ okreslona bedzie funkecja f(p) o wartosciach rZzeczywi-
stych. Wartosé funkeji f(p) zalezy wiec od wszystkich wspéhrzednych
Zyy -y ®m punktu p, mozemy ja zatem uwazaé za funkcje m zmien-
nych rzeczywistych a,,...,ap,. Zaznaczamy to, piszae

Hp)= (..., xn,).
Niech p, bedzie punktem skupienia zbioru E.

Mowimy, ze liczba a jest gramicq funkeji f(p) dla p dazacego

do p, w zbiorze E, i piszemy a=lim f(p), jezeli dla kazdego ciggu
P>po
{p,}, ztozonego z réznych od Py punktéw zbioru Ei dazacego do Py jest

limg f(p,) = a.
n-»oo

(1.1) Na to, by liczba a byla granice funkeji f(p) dla p dgzacego do Do
w zbiorze E, potrzeba i wystarcza, ieby byt spelniony nastepujacy
warunek:

Do Lkaidej liczby & >0 istnieje taka liczha d>0, Ze nierdwnodd
0<o(p,po) <0 pociaga za sobq mierdwnods lf(p)—al<e dla kaidego
punktu p ¢ E.

Dowéd. Okazemy, ze warunek jest konieczny. Gdyby nie byt
on spetniony, to dla pewnej liczby g0 >0 istuialby w kazdej kuli
K(po,9) taki rézny od p, punkt p e K, zc lf(p)—a|>= ¢, Biorac ko-
lejno 6=1,1/2,... dostaniemy cigg {p,} punktéw zbioru F, réznych
od p, i takich, ze o(p,,p))<1/n, a|f(p,)—a|>¢, Ciag {p } dazylby
wiee do p, w zbiorze E, a mimo to ciag {f.(p)} nie dazylby do a,
wbrew zalozeniu.
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Dowéd dostatecznosci warunku pozostawiamy czytelnikowi.

Warunek twierdzenia (1.1) mozemy napisaé symbolicznie
w postaei:

I 2 0= o(p,po)< ) —>(f(p)—a| <e)].

£>0 >0 pe

Podobnie mozna latwo okazad, Oplera]@c sie na kryterium
Cauchy’ego (str.78), z

(1.2)  Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby istniata gra-
nica limgf(p) jest, by do kaidej liceby >0 istniala taka liczba >0,
P>po

ze dla kaidej pary punkiow p,,p, zbioru E nieréwnosci

0<o(py,p))<d i 0< 0(P2ypy) <6

pociqgaja za sobq nierdwnosé

() —£(ps)] <&

2. Ciaglos$é. Funkceja f(p) okreslona w zbiorze E nazywa sie
ograniczona w tym zbiorze, ]ezeh istnieje taka liczba M, ze |f(p)l <M
dla kazdego punktu p ¢ E.

Przez sug flp) 1 inff(p)') oznaczamy kresy gérny i dolny
D€ pek
funkeji w zbiorze F, czyli kresy gérny i dolny zbioru f(E) (p. str. 14).
Funkeja f(p) okreslona w zbiorze E nazywa sie ciagla w zbiorze B .
Iw punkcie pye E, jezeli dla kazdej liczby &>0 istnieje taka liczba
0>0, ze nieréwno$é o(p,p0)<<e pociaga za sobg dla kazdego pun-
ktu p ¢ E nier6wnosé

(1) f(p)—f(py)|<e 2).

Piszemy to symbolicznie:

2 H[@ (P, po) < 0) = ([{(p) —F(py)] < &)1.
e>0 >0 p

Z definicji tej wynika, ze kazda funkecja f(p) okredlona
w zbiorze F jest ciagla w tym zbiorze w kazdym jego punkcie od-
osobnionym.

1) Znaki sup i inf (supremum i infimum) zostaly wprowadzone przez F.
Hausdorffa.
2) Definicja ta pochodzi od Cauchy’ego.
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Gdy nie ma watpliwodei, w jakim zbiorze E funkeja jest
ciggla w punkcie py, to taka funkeje nazywamy krotko ciggla
w punkeie p,. Funkeje ciaglay w zbiorze E w kazdym jego punk-
cie bedziemy nazywali po prostu cigglq w zbiorze E. Funkcje ciagla
w catej przestrzeni &" nazywa si¢ ciqgla.

Na mocy twierdzenia (1.1)

(2.1) Na to, #eby funkcja f(p) byla ciggla w zbiorze E potrzeba
i wystarcza, seby dla kaidego punkiu skupienia p, 2bioru E zacho-
dzita rdwnosé
f(po)=1img f(p).
P>Po
Stad i z definicji granicy w punkcie p, wynika twierdzenie:
(2.2) Na to, by funkcja f(p) byla ciagla w ehiorze E w punkcie p,,

potrzeba i wystarcza, éeby dla kaidego ciagu {p,} punktéw zbioru E,
dazacego do p,, zachodzita réwnosé

f(p,)=lm f(p,)-
n->co |
Uwaga. Twierdzenie (2.2) rozni si¢ od twierdzenia (2.1) tylko

tym, ze w (2.1) musi byé p Fp,, podczas gdy w (2.2) moze byé

P,= Dy Warunek tw. (2.2) mozna uwaza¢ za inng definicje ciag-

odei 1).

Niech K bedzie taka kulg, ze EK=0.

Oscylacja funkeji f(p) w zbiorze E w kuli K nazywamy kres
gorny Q(f; K,E) liczb |f(p,)—f(py)|, gdzie p, i p, sa dowolnymi
punktami zbioru EK.

Jasne jest, ze jezeli K;CHK,, to Of; K., B)<Q(f; K,, E). Wynika |
stad, ze granica lim Q(f; K,, E) istnieje dla kazdego takiego cia:‘guj"’
Kul {K,}, 70 KopC Ky i B, 0.

Oscylacja funkeji f(p) w zbiorze I w punkeie p, nazywamy
liczbe Q(f; g, B)=1im Q(f; K, B), gdzie {K,} jest dowolnym ciggiem
kul o srodkach wn_i)o;nkcie p, i promieniach ¢, dazacych do 02).
Oseylacja Q(f; Do, K) jest zatem okreslona w kazdym punkeie zbioru B
i w kazdym punkcie skupienia zbioru K.

1) Jest to definicja Heinego.

3) Latwo widzieé, 7e liczba ta nie zalezy od wyboru ciagu kul {Kp}.
2(;py E) moze byé oo; zachodzi to wtedy, gdy dla kazdego ciggu {Kp} jest
Q(f; Kp, E)=o0 dla n=1,2,... Piszemy wowezas Q(f;po B)=00. /
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(2.3) Nato, by funkcja f(p) byla ciggla w zbiorze E w punkcie p,eH,
potrzeba i wystarcza, éeby Q(f;pq, E)=0.

Dowdéd. Zalézmy, ze funkcja f(p) jest ciggla w zbiorze E
w punkcie p, € F 1 niech ¢ bedzie dowolng liczbg dodatnig. Istnieje
wige takie 6 >0, ze dla kazdego p e E nieréwnosé o(p,p,) < 6 pociaga
za 80bg nieréwnosé |f(p) —f(py)| < ¢/2. Wynika stad, ze dla dowolnych
dwu punktéw' p,,p, € EK(p,,6) zachodzi nieréwnosé

lf(pl)_f(p2)l <|f(py) _f(po)l ‘|’|f(po)“f(p2>l <Z2gf2=g¢,

skad Q(f; K, E) <e dla kazdej kuli KCHK(p,,d5). Wynika stad od
razu, ze L(f;p,, K)=0.

Na odwrét, zalézmy, ze Q(f;p, E)=0, gdzie p, e K, i niech e
bedzie dowolng liczbg dodatnig. Istnieje wiee taka kula K= K(p,,9o),
ze (f; K, F)< e Wynika stad, ze dla kazdego punktu p ¢ £ nierdéw-
no$é¢ o(p,p,) <0 pociaga za sobg nierdwnodé [f(p)—f(py)| < e.

(2.4) Na to, by funkecja f(p) byla ciagla w zbiorze E, potrzeba i wy-
starcza, seby dla kaidej liczby a zhiory

(2) é?{f(p)>a} ¢ [iflp)<a}

I3
byty iloczynami zbiorw E i pownych zbioréw otwartych.

Dowdd. Warunek jest hkonieczny. Niech funkcja f(p) bedzie
ciggla w zbiorze L. Okazemy np., ze pierwszy ze zbiorow (2) jest
iloczynem zbioru F i zbioru otwartege. Niech pye E = F{f(p) >a};

p

zatem f(po) >a. Z cigglosci funkeji f(p) wynika istnienie takiej
liczby 6> 0, ze nier6wnosé ¢/p,p,) <96 pocigga dla kazdego punktu p
zbioru E nieréwnosé

(p)—FH(po)| < e=%[H(py) —al.

Z tej zas nieréwnosci wynika, ze f(p) > fip,) —e=1[f(p,) +a]>a.
Zatem dla kazdego p, ¢ I istnieje taka kula A, , ze p,e K, i ze
f(p)>a dla kazdego pe EK,. Wynika stad, ze peE,, a wiec
EK,CE,. Oznaczajac przez G sume wszystkich kul K,, gdzie
p € E,, dostajemy zbiér otwarty oraz mamy EG=L,.

Warunek jest dostateczny. Niech p, bedzie dowolnym
punktem zbioru E, a ¢ -—liczba dodatnig. Dla

a=[f(po)—e 1 b=f(py)+e
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zbiory

m—E{f >aj i E”zg{ﬂpkb}

sa z zalozenia postaci EQ, i EG gdzie ¢, i G sa otwarte. Oczy-
wiscie E,E*= EGQ,Gb wiec na mocy tw. (4.9), str. 81, zbidr ten jest
iloczynem zbioru E i pewnego zbioru otwartego G. Widzimy latwo, ze

(3) Bolr=E {a<f(p)<b}=E{l/p)—fpoll < e}.

Poniewaz p, e G, wiec istnieje kula K= K(py,0)CG. Ze wzoru
EKCEGCE.E? i z (3) wynika, ze jezeli pe B 1 g(p,p)<9, to
|f(p)—F(po)| < 8. Funkeja f(p) jest wiec ciagla w punkeie p, zbioru E.

7 twierdzenia (4.10), str. 81, wynika latwo twierdzenie:

(2.6) Na to, by funkeja f(p) byla ciagta w zbiorze E, potrzeba i wy-
starcza, seby dla kazdej liczby a zbiory

Elfpyza; i E{fp)<a;
P P
byly iloczynami zbioru E i pewnych zbioréw zamknietych.

(2.6) Jezeli f(p) jest dowolnag funkejq okreslona w zbiorze E, to dla
kaidej liczby a zbior

E{Q(f;p, B)>a}
p
jest zamknigty.
Dowdd. Niech Eg=F{Q(f;p,E)=>a},p eE,, p,—p, i niech K be-
)

dzie dowolng kulg o $rodku p,. Poniewaz p —p, wigc istnieje punkt
Dy, € K. Niech K, bedzie dowolng kulg o srodku w p_ 2 zawarta w I(.
Poniewas Qfsp,, E)=a, wige Q(f; Ky, K)>a, pomewaz za§ K,CH,
wiec Q2(f; K, Jy)>a Wobee dowolnogei kuli K o §rodku p,, wnosimy
stad, ze Q(f;py, E)>=a. Zatem punkt p, nalezy do zbioru F,, a przeto
zbiér ten jest zamkniety.

Kazdy taki punkt p, ze Q(f;p,E)>0, nazywamy punktem
nieciagtosci funkecji f(p) na zbiorze E.

7 definicji tej wynika, ze punkty niecigglosei funkeji f(p)
nie muszg nalezeé do zhiorn K.

(2.7) Zbidr D punkidw nieciqglosci dowolnej funkeji f(p) jest Fi.



[§1] I'unkeje ciagle. 109

Innymi stowy: zbidr punktéw w ktorych Q(f;p,E)=0, jest Gs.

» Dow6d wynika natychmiast z réwnosei ]):--‘_}]1 E {f;p,E)=1/n}
i z twierdzenia (2.6). ) "

Niech f(p) bedzie funkcja okreslong w calej przestrzeni &",
a D — zbiorem punktéw niecigglosei tej funkeji. Wowczas funkcja f(p)
jest ciggla w kazdym punkecie zbioru —D. Z twierdzenia (11.6),
str. 102, i (2.7) wynika, ze

(2.8) Nie istnieje funkecja okreslona w &™, dla kidrej zbidr punkiow
cigglosei bylby identyczny ze zbiorem punkidéw wymiernych.

3. Wlasno$ei funkeyj eciaglych. Z definicji Heinego
(p. str. 106) i z twierdzenia (3.1), str. 50, wynika, ze suma, réznica,
iloczyn i iloraz funkeji cigglych (o ile dzielnik nigdzie nie zeruje sie)
jest funkeja ciagla. .

7 nieréwnosei jla| —|#l|<<|a—b| wynika, ze bezwzgledna wartosé
funkecji ciaglej jest funkeja ciagla.

7 tozsamosci

max (a,b)=1(a—b|+a-+b) i min(a,b)=4}(a+b—ja4bl),
wynika, ze jezeli f(p) i g(p) s3 funkejami cigglymi, to funkeje
max (f(p), y(p)) 1 min (f(p), g(p)),

tez sa funkejami cigglymi.
Przez indukcje dowodzi sie z latwodeig, ze jezeli funkeje
F1(p), ..., falp) sa ciagle, to funkcje

max (fy(p)y .., fulp)) 1 min (fi(p), .. /a(p))
tez sa ciagle.

(3.1) Jezeli f(p) jest funkcja ciagla w zbiorze zambnictym i ogra-
niczonym FE, to zbidr f(E) jest zamknigty i ograniczony.

Innymi stowy: obraz ciggly zbioru zamknictego ograniczonego
jest zbiorem zamknigiym ograniczonym.

Dowd6d. Okazemy naprzod, ze obraz f(E) zbioru K jest za-
mkniety. Niech a,ef(E) i a,—>a,; trzeba dowies¢, ze a, e f(E).
Z a_ef(E) wynika istnienie takiego punktu Pack, ze a,=f(p,).
Ciag {p,}, jako ograniczony, zawicra ciag czesciowy {pni,- zbiezny
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do jakiegod punktu p, (p. tw. (1.7), str. 58). Poniewaz p, ¢ E
i E=F wiec p, ¢ E. Poniewaz funkecja 7(p) jest ciagla w zbiorze E,
wige }i{f f(p,)=1p,), & poniewaz f(p )=a,, Wigc a;={(p,). Zatem
agy € f(1).

Okazemy teraz, ze zbidr f(E) jest ograniczony. Gdyby bowiem
tak nie bhylo, to istnialby ciag nieskoriczony takich punktéw
bo e f(E), #e |b,|>n. Byloby wiec |f(q)|>n dla pewnego ciggu
punktéw ¢ e K. Poniewaz g, ¢ E, a zbiér E jest z zalozenia ograni-
czony, wiec istnieje ciag czesciowy {qnl} zbiezny do pewnego punktu
¢ € E. Z ciagglodei funkeji f(p) w punkeie g, wynika, ze Ii_>m fg,)=1(q,),

co jednak niemozliwe, gdyz lim |f(q, )|=o0.
i>00 i

(3.2) Jezeli f(p) jest funkeja ciagla w zbiorze spojnym E, to zbicr f(E)
jest spojny.

Innymi stowy: obraz ciagly zbioru spdjnego jest zbiorem spdjnym.

Dowéd. Przypusémy, ze istnieja dwa takie zbiory B i 8,
ze f(B)=R-+ S8, B0, S==0 i
(4) RS+ R'S+ RS =0.

Oznaczmy przez C zbior tych pe I, dla ktorych f(p)e R,
a przez D zbiér tych p e E, dla ktorych f(p)eS. Poniewaz ES=0,
wiec CD=0. Mamy dalej oczywiseie (40, D401 E=C+D. Gdyby
bylo ¢'D=£0, to dla pewnego punktu p,e D istnialby w C ciag
punktéw {p,} dazacy do p,, skad wynika wobec ciaglosei funkeji f,
ze lim f(p )=f(p,). Zarazem f(p,)eR i f(p,)e S, skad f(p,)eR'S
Wbl?g\; przypuszezeniu (4), z ktorego wynika, ze R'S=0. Zatem
C'D=0. Tak samo dowodzi sie, ze CD'=0, skad CD+ ¢'D+ CD'=0
wbrew zalozeniu, ze zbior E jest spdjny.

Poniewaz jedynym zbiorem spéjnym na prostej &' jest odcinek,
wiee z (3.2) wynika latwo twierdzenie:
(3.3) Jezeli f(p) jest funkcjq ciqgla w zbiorze spojnym L © jezeli
f(p)<a<f(q), to istnieje taki punkt r ¢ E, ze f(r)=a.

Udowodnimy teraz nastepujace

(3.4) Twierdzenie Weierstrassa dla funkcyj ciaglych. Je-
seli f(p) jest funkcja ciqgla w zbiorze zamknigtym 4 ogramiczonym A,
to istnieja w nim dwa takie punkty p, ¢ po, Ze

f(po)=sup f(p), f(po)=inf f(p).
ped peAd
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Dowdd. Jezeli f(p) jest funkeja ciggla w zbiorze zamknigtym
i ograniczonym A, to f(p) jest funkecja ograniczong na mocy (3.1).
Niech
m=inf f(p) i M=sup f(p).
peAd

peA
Okazemy, ze istniejg takie punkty p, i pp, ze
m=f(py) 1 M= f(po)-

Dowiedziemy tego dla M; dla m dowdd przebiega analogicznie.
Na mocy wlasnogci 2, str. 46, dla kazdego n istnieje taki punk®t

an € f(H), ze M——:’;< a, <M; dla kazdego n istnieje tez taki punkt

p, € B, ze a,=f(p,). Poniewaz zbiér E jest zamkniety i ograniczony,
wige istnieje ciag czesciowy {pni} zbiezny i granica p, tego ciggu
jest punktem zbioru E. Z ciaglodei funkeji f(p) w zbiorze E wynika,
ze }‘1;11 fp,)=1(p,); z oczywistyech réwnosei f(pnl)=an‘ i grg “n,=M

wynika, ze f(po)=M, c.b.d. d.

Jezeli funkeja f(z) jest ciagla, to liczbe f(p,) oznaczamy przez
max f(p), a liczbe f(py) — przez min f(p).
peA peA

Podobnie jak na str. 31, mozna latwo okazaé, ze zbiér funkeyj
ciagtych w &™ jest mocy continuum.

4. Ciaglo$é jednostajna. Funkeja f(p) nazywa sie jedno-
stajnie ciqgla w zbiorze B, jezeli do kazdej liczby ¢>0 istnieje taka
liczba 6>0, ze dla kazdych dwu punktéw p,p,eE nieréwnosé
o(py,ps) <0 pocigga za soba nieréwnosé |f(p,)—f(p.)|<e.

W symbolach:

(5) [ 3 11 1 {le(py,p)<d]— [f(p)—F(po)| < €]}

e>0 6>0 peE p,eE
Poréwnujac te definicje z definicjg ciaglodei w zwyklym sensie,
widzimy, ze r6znig si¢ one od siebie przestawieniem drugiego i trze-
ciego kwantora (por. str. 12).
Tatwo dowodzi sie nastepujgcego twierdzenia:

(4.1) Na to, by funkeja f(p) byla jednostajnie ciqgla w zbiorze E,
potrzeba i wystarcza, zeby dla dowolnych dwu ciggéw {p,} ¢ {q,}
punktéw tego zbioru 2biedno$é o(p,,q,) —0 pociagata za sobq zbieinosé
\f(p,)—F(g ) —0.
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(4.2) Kadda funkeja f(p) ciggla w gbiorze zambnictym 1 ogmmczo-
nym E jest w tym zbiorze jednostajnie ciqgla.

" Dowéd. Gdyby funkeja f(p) nie byla jednostajnie éi@gla
w zbiorze E, to istnialyby na mocy (4.1) takie ciagi {p,} i {q,}
punktéw zbioru K, ze o(p,,q,) —0, a ciag {f(p,)—f(g,)}, nie dazylby
do 0. Istniataby wiec liczba ¢>0 i taki ciag czesciowy {p"k}, ze
(6) [f(p,,)— g, )| >

np

Poniewaz zbioér E jest zamkniety i ograniczony, wiec istnieje
w ciggu {pnk} cigg czelciowy {pSk}, zbiezny do pewnego punktu p,
zbioru E. Oczywidcie 4,7 Po: Z ciaglodei funkeji f(p) w zbiorze E
w punkﬂif‘ po wynika, ze f(p,)—>1(p,) 1 flg,)—f(p,), skad
[f(p sk Sk)‘—+0, wbrew (6).

5. Funkcje o wartoSciach z &". Pojecie funkeji rzeezy-
wistej, okreflonej w przestrzeni &", moina uogélnié na funkeje
przybierajace wartodei z przestrzeni &". Niech g¢=g¢(p) bedzie
funkcjg okreslong w zbiorze KCE™, ktorej wartosciami sa punkty
z przestrzeni &". Jezeli y,,...,y, 53 wspOlrzednymi punktu ¢, to
wspélrzedna g, jest funkcja rzeczywista punktu p:

y=1{p) dla i=1,2,..,n

Funkeje ¢(p) mozemy wiec przedstawié jako uklad n funkeyj
rzeczywistych f(p),...,f,(p) zmiennej p. W ten sposéb badanie
funkcyj o wartosciach z &" sprowadza sie do badania ukladéw

fl ,]‘ p)) funkeyj rzeczywistych.

Funkcja ¢(p) okredlona w zbiorze K nazywa si¢ ciqgla w zbio-
rze B w pinkcie pye E; jezeli warunki p e F i p, —p, pociagaja za
sobg warunek g¢(p,)—@(p).

Latwo udowodnié nastepuiqce twierdzenie:
(5.1) Na to, by funkcja @(p)=(f,(p), -1, (p)) byla ciagla w 2biorze
w punkcie p,e B, potmeba ) wyetom c2a, z(by wszystkie funkeje f.(p)
dla i=1,2,....n byly ciqgle w zbiorze E w punkcie p,.

Twierdzenie to pozwala przeniesé wicle twierdzen dotyczacych

funkeyj cigglyeh o wartodciach rzeezywistych na funk(‘]x ciagle
o wartodciach z przestrzeni &". W szezegolnogei:
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(5.2) Na to, by funkecja ¢(p) byla ciggla w zbiorze E w punkcie p, € E,
potrzeba i wystarcza, zeby dla kaidego ciqgu {p,} punktow zbioru E,
2biednego do p,, bylo f(p,)—f(p,), dla 1=1,2, ..., n.

(6.3) Funkcja ciggla w zbiorze ogramiczonym i zamknigtym jest
ograniczona. Zbior jej wartodci jest zamknigly.

Wprowadzajac dla ¢(p) definicje jednostajnej cigglosei takim
samym wzerem jak dla f(p) (p. wzoér (5), str.111), otrzymujemy
twierdzenie analogiczne do (4.2):

(5.4) Funkcjo ciagla w zbiorze zamknigtym 1 ograniczonym jest
w tym zbiorze jedmostajnie ciqgla.

Jezeli ¢(p) jest funkejy ciggla o wartosciach z przestrzeni &,
okreslong w zbiorze E, to zbior H=¢(F) nazywamy obrazem ciggtym
zhioru K. Mowimy réwniez, ze wowczas funkeja ¢(p) odwzorowuje
zbiér K na zbiér H.

Tw. (5.3) mozemy wige¢ wyrazi¢, jak nastepuje:

(5.5) Obraz ciggly =bioru zamknigtego i ogramiczonego jesi zbiorem
zamknietym i ograniczonym.

Analogicznie do tw. (3.2), str. 110, otrzymujemy twierdzenie:
(5.6) Obraz ciagly zbioru spdjnego jest zbiorem spdjnym.

Dla funkeyj o wartosciach z przestrzeni &" mozna zdefiniowaé

oscylacje Q(f; K, ) wzorem
sup ol @(pr), @(DPa))-

pu:€KE
Podobnie mozemy zdefiniowaé oscylacje w punkcie. Twier-
dzenia (2.3), (2.6) i (2.7) o zwiazku miedzy oscylacja a ciagloscia
przenoszy sie bez zmiany na funkeje o wartodciach z &".
PRZYKEADY. 1. Niech ayy...,a, beda liczbami dodatnimi,
a ¢(p) — funkejg przyporzadkowujacg kazdemu punktowi p=/(ay,...,%m)
przestrzeni ™ punkt ¢(p)= (@21, ..., @mTm) przestrzeni &". Funkeja
ta jest na moey (5.2) ciagla.
Odwzorowanie przez funkeje ¢(p) nazywamy homotetycznym.
9. Niech H bedzie zbiorem punktéw przestrzeni &", spelnia-
jacyeh warunek
a? +w§n /
CARE A
Zbior ten nazywamy elipsoidg w &".
S. Banach, Wstep do Teorii funkcyj. 8
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Elipsoida w &™ jest zbiorem zamknigtym, spdjinym i ograniczo-
nym, a wiec kontinuum.

Istotnie, elipsoida powstaje z kuli K(0,1) przez przeksztalcenie
homotetyczne (p. przyklad 1).

3. Zbiér punktéw przestrzeni &, spelniajgcych nieréwnogé
x2 a2

1 m
-4+ =<1
ateta <

m

k)

(zwany czesto w geometrii analitycznej wnelrzem elipsoidy), jest
zbiorem zamknietym, ograniczonym i spdéjnym.

Powstaje bowiem z wnetrza kuli K(0,1) przez przeksztalcenie
homotetyczne.

6. Modul ciaglosci. Warunek Héldera. Niech f(p) bedzie
funkecjg okreslong w zbiorze E, § — liczbg dodatnia, & w(d)= w(4,f)

— kresem gérnym liczb |f(p,)—f(ps)|, gdzie p, i p, sa dowolnymi
punktami zbioru E o odleglodei o{py,p,)<d. '

Funkecje w(d,f) nazywamy modulem oscylacji funkeji f(p).

Jest jasne, ze 6,<d, pociaga za soba (0, f) <w(dy,f); istnieje
zatem lim o (4,f).
80

(6.1) Na to, by funkcja f(p) byla jednostajnie ciqgla w zbiorze E,
potrzeba i wystarcza, aby %im w(d,f)=0.
>0

Dowéd. Zalézmy, ze funkecja f(p) jest jednostajnie ciagla
w zbiorze E. Niech ¢ > 0. Istnieje takie n >0, ze dla wszelkich p,,p,e B
nieréwnosé g(p,,p.)<n pocigga za sobg nieréwnosé |f(p,)—f(py)|<e.
Zatem w(d,f)<e dla d< 7, skad gix?w(a,f):o.
»

Na odwrét, zalézmy, ze lim w(d,f)=0 i niech £>0. Istnieje
6->0

takie >0, ze w(d,f)<e dla 0<d<n, skad na mocy definicji fun-
keji w(6,f)

‘o(pyyP)<nm pociaga |f(p)—f(p)]<e dla wszelkich p,p, e E.

Zatem funkcja f(p) jest jednostajnie ciagla w zbiorze E.
Jezeli lim w(d,f)=0, to funkeje w(d,f) nazywamy modulem
350 .

ciggltoser funkeji f(p).
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Jezeli w(9,f)<ké®, gdzie 0<a<1 (i gdzie a oraz k nie zalezg
od 8), to méwimy, ze funkecja f(p) spelnia w zbiorze E warunek
Héldera z potega a i ze staly k.

Jezeli a=1, to méwimy, ze funkcja f(p) spetnia w zbiorze B
warunek szschztza ze stala k.

Jezeli zbidr FE jest identyczny z przcstrzemap &™, to méwimy
krotko, ze funkcja spelnia warunek Héldera lub warunek Lipschitza.

Jasne jest, ze na to, by funkeja f(p) spelniala warunek Hol-
dera z potega « i stalg k w zbiorze E, potrzeba i wystarcza, ieby

(7) f(p1)—F(p)| <k[a(p,p2)]*  dla wszystkich  py,p, € E.

W szezegdlnosei na to, by funkeja f(p) spelniala warunek
Lipschitza ze stala & w zbiorze E, potrzeba i wystarcza, zeby

[H(p1) —F(p2)] <Ko(py,p.) dla wszystkich py,p, € E.

Udowodnimy teraz, ze

(6.2) Na to, by funkeja f(p)= {2y, ...,Tm) spelniata warunek Lipschitea
w zbiorze FE, polrzeba 1 wystarcza, by dla kazdych dwuw punktow
p’:(w’l,...,x;,,) i p'=(xy,...,xn) zbioru E i pewnej stalej k zachodzila
nierownosé

Dowéd. Z nieré6wnodei Schwarza (str. 74) wynika, ze dia
dowolnych m liczb rzeczywistych ay,...,am:

Vo F a2 <l|a|+..+]|a,| <VmVd+ ..+,

Jezeli wiee funkcja f(p) spelnia warunek Lipschitza, to

]f(w'l,.,.,x;n)—_f(mi’,... Zm)| <kl/ (xy—ay) —}—...—{—(x;,,—w;;,)2§
[*7‘1”—'1’1!"*‘ _}_lwm_fcm

a wiec spelnia ona tez warunek (8).
Na odwrét, jezeli funkeja f(p) spelnia warunek (8), to istnieje
taka stata k, ze '

[F (24, ey V) — F (1 e )] SE (|2 —aY| - o | —Tm]) <
<Vmrl i —al P4 - (@2l

8*
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(6.3) Na to, by funkcja f(p)=f(xy,...,0m) spelniala w zbiorze E wa-
runek Holdera z polega o © 2 pewnq stalq k, potrzeba i wystarcza, Zeby
dla kazdych dwu punkiéw p'=(2},..,2p) i p’'=(af,...,xm) bioru H
zachodzila niercwnosé
|f(w’1,,w’m)——~f(m§’, x 'i‘ +lxm_“w )

Dowdd. Wezmy pod uwage funkcw (&)= (14 &r—1—§&,
gdzie £2>0 i 0<r<1. Badajac pochodng tej funkeji, widzimy latwo,
7ze funkcja ta jest malejgea, a poniewaz ¢(0)=0, wiec
(9) A+&r<C1+¢& dla £20 1 O<r< 1.

Podstawiajae &=a/f do (9) i mnozac obie strony przez f,

dostajemy (a+ )y <<a'+pr dla «,f=0 1 0<r<1. Stad przez mtwa
indukeje

(10) (al+...+am)’<a;+.,.+a;’l dla «,20 i O<r<l.

Podstawiajac w (10) «,=a? 1 r—= /2 dostajemy
(11) (a%—k...+a§n)“/‘l<\:a§‘+...—|—a§l dla  a,>0.

7 nieréwnodci Hoéldera (1.2), str. 74, wynika z latwoscig nie-
réwnosé
(12) , a§ 4 oo af<n' TP (o ah)”
7 nieréwnosei (11) i (12) wynika teza twierdzenia tak jak
w dowodzie twierdzenia (6.2).

12

(6.4) Funkcja f(p)=d(p,F) (p.str.71) spelnia warunek Lipschitza
ze statq 1.

Dow6d. Nalezy dowiesé, ze |f(p,)—f(pa)] < pl,po) Niech £>0.
Istnieje taki punkt g, ek, ze [(py) =0(ps,qa)—e; oOczywiscie
f(p) < o(p1y¢2)- Stad

Hp1) = F(P2) < 0 (P, a) — 0 (P2s Q)+ & < € 4 0 (P1s Pa)-
Zmieniajae role zmiennych p; i p,, dostajemy podobnie:
F(p2)—f(p1) <&+ o(Pe; Pa)s
f(p) —F ()] < &+ 2 (p1yp2)y

co wobec dowolnosei liezby &>0, daje nieréwnofé, ktérej nalezalo
dowies¢.

skad
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(6.5) Jezeli funkcja f(p) spetnia w zbiorze ograniczonym F warunek
Holdera z polega o @ jezeli f< a, to funkeja f(p) spetnia warunek Hioldera
w zbiorze B z polega f.

Dowdd. Z zalozenia istnieje taka stala k, ze jest
/(1) —f(p2)| <KL o(p1, p2)1".
Dla 0<&<1 zachodzi nierédwnosé¢ %< £ a zatem
H(p)—F (D) <k[o(p,p) ¥ dla o(py,pa) <1,

Rozbijajac zbiér E na n zbioréw o Srednicy mniejszej od 1,
otrzymujemy latwo |f(p,)—f(p,)] <2knlo(p,ps)F-

Niech F bedzie rodzing funkeyj okredlonych w zbiorze E.
Méwimy, ze funkeje tej rodziny sa jednakowo ciagle w zbiorze E,
tj. ze maja w nim wspdélny modul cigglosei, jezeli istnieje taka

funkcja w(d) okreslona dla 6>0, ze lim w(d)==0 i ze dla kazdej
850
funkeji f(p) rodziny F zachodzi nieréwnosé

o (d,f) < w(9).

7 tej definicji wynika, ze jezeli funkeja f(p) nalezy do rodziny
funkeyj jednakowo ciaglyeh w zbiorze H, to funkcja ta jest jed-
nostajnie ciggla w zbiorze FE (por. (6.1), str. 114).

(6.6) Na to, by funkcje rodeiny F byly jednakowo ciggle w zbio-
rze K, potrzeba ¢ wystarcza, ieby dla kaddej liccby >0 istniala
taka liczba 7 >0, Ze nierdwno$é o(p,,p,) <n pociaga

(A3) |f(p1)—F(py)| <& dla wszelkich p,,p,e E i kaidej funkeji f(p)e F.

Dowod. Koniecznod§é warunku jest oczywista. Dostatecznogé
wynika zaf stad, ze wobec nieréwnosei (13) istnieje dla kazdego
0>0 i dowolnych f(p) e F' kres gérny w(d) zbioru liezb w(4,f) oraz
ze w(d)<e dla d<9.

Z (6.6) wynika latwo, ze

(6.7) Na to, by funkcje rodziny F byly jednakowo ciqgle w zbio-
rze E, potrzeba i wystarcza, ieby dla kazdych dwu  ciggéw {p,}
i {q } punktow zbioru E zbieinosé 0(p,,9,)—>0 pociqgata za sobq dla
kazdego ciagu {f (p)} funkeyj rodeiny F zbieinosé

tim |, (p,)— ,(g,)|= 0.
n-»oo
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7. Przedluzanie funkeyj ciaglych. Przedluieniem funkeji
f(p) ze zbioru A na zbiér ACB nazywamy kazda taka funkeje f*(p)
okreg§long w zbiorze B, ze f*(p)= f(p) dla wszystkich punktéw p e A.

Zagadnienia, ktérymi bedziemy sie zajmowali, polegaja na
tym, by funkeja f*(p) spelniala pewne warunki, ktére spelnia
funkcja f(p), jak np. ciaglodé, warunek Holdera 1 warunek Lip-
schitza. '

(7.1) Kaidag funkcje f(p) ciagle w zbiorze E moina przediuiyé do
funkeji ciaglej w zbiorze punktow, w kidrych oscylacja funkeji f(p)
enika, t.§. do funkecji ciqglej w pewnym zbiorze Gs.

Dowéd. Niech ECE™ i E* bedzie zbiorem wszystkich takich
punktéw p e &™, w ktérych Q(f; p, B)= 0. Okazemy naprzod, ze dla
kazdego punktu ¢ e E*—E istnicje granica limgf(p). Istotnie,

P>
dla kazdego &>0 istnieje taka kula K-— K(q,r), ze Q(;K,HB)<e;
zatem |f(p')—f(p"')|<e dla kazdej pary punktéw op’,p"eK.
7 tw. (1.2), str. 105, wynika wiec, ze istnieje limpg f(p). Niech teraz
p>a

) [ f(p) dla pek
f*(p)={ limg f(q) dla pe E*—E.
9>p

Funkeja f*(p) jest okreslona w I* i f*(p)=/(p) w zbiorze K,
Zatem funkcja f*(p) jest przedluzeniem funkeji f(p). Pozostaje
do okazania, ze funkecja f*(p) jest ciagla w zbiorze E*. Niech
p, e B* poe B* i p,—p,y. Z definicji funkeji f*(p) wynika, ze jezeli
p, e B ip,~>py to fXp,)->f*(p,) zardwno dla punktéw p, e H, jak
i dla punktéw p, e E*—E. Wystarczy wiec rozpatrzy¢ przypadek,
gdy p,—~>p, i p, < B*—HE. Poniewaz f*(p,)=lim,f(q), wicc istnieja

Mq_)pn
takie punkty p, e E, ze
1

s -l : 4
(14) epppy) <o 1 [fw)—rm)l<,-

Z nieréwnosci (14) wynika, ze p/—p,, a poniewaz p) e E, wigc
f*(p,)=1lim f(p), skad lim f*(p )= f*(p,) na mocy drugiej z tych nie-
. n-yoo n-»oo
réwnosei.

(7.2) Kaidg funkcje f(p) jednostajnie ciaglq w zbiorze E moéna prze-
dbusyé do funkeji f(p) jednostajnie ciaglej w zbiorze E tak, by

(15) | »(8,f) = @ (8,f).
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Dowédd. Okazemy naprzod, ze oscylacja funkeji f(p) jest
zerem w kazdym punkcie p, zbioru E. Niech 6>0. Istnieje takie
6>0, ze |f(p,)—f(pg)l <6 dla wszelkich dwu punktéw p,p,e E o od-
leglosei o(pq,ps) < d. Niech K bedzie kula K(p,,d/2). Jezeli p,,p, € K,
to o(p,ps)<d, & wiee jezeli nadto py,pyel, to |f(p)—fp.)] <0.
W ten sposéb okazaliSmy, ze Q(f;.K,E)< e stad zas§ wynika, ze
Q(f;pe, B)=0

Okre§limy teraz funkeje f(p) tak jak funkcje f* w dowodzie
twierdzenia (7.1). Nalezy okazaé, ze funkeja f(p) jest jednostajnie
ciggla w E. Niech o(4d,f) bedzie modulem cigglosei funkeji f(p). Za-
tem |f(p;) —f(p.)| < 0(d,f) dla wszelkiej pary punktéw py,p, e o odle-
glodei o(py,ps) < d. Niech € >0, py, poe B i o(py,ps) < 0. Istniejg wéwezas
takie punkty p’l,p;eL' ze odleglodei @(p;.,pj) dla §=1 i 2 83 do-
wolnie male i |f(p)—f(p)]<e. '

Mozemy w1<gc w szezegdlnosei dobraé pj,p, tak, by

e(PpP)<ilo—e(py,py)] dla j=1 1 2.
Wéwezas

0 (P}, 0y) <o (py,p,) + 0(p,0,) + 0(py,py) <
< 0(pysp,)+ 2-4[0—0(p,, )] =,

|F(p; ) — Fp )| <IF(p) —F @D+ 1F(P) — F Pl 1 (9y) — F(po)] <
\28+1f pl — p2)|.

Poniewaz p; e B, p,e E 1 o(p],p,) <9, wiec |f(p})—F(p))|<e(d,]),
a zatem |f(p;)—f(p.)l<2e4w(d,f), co wobee dowolnodci liczby &
daje (6,f)<w(4,f)- .

Z oczywistej nieréwnosei o(4,f)<w(d,f) wynika wige rownosé
(15). Zatem funkcja f(p) jest jednostajnie ciagla w E i spelnia
te réwnosé, c. b. d. d.

Zauwazmy, ze przedluzenia, o ktérych mowa w twierdzeniach
(7.1) 1 (7.2), sa jedyne.

Udowodnimy teraz nastepujacy lemat:
(7.3) Do kazdej funkeji w(d) niemalejqce], okresloney dla wszustkwh
liceb 6>0 1 takiej, Ze lim w(8)=0, istnieje funkcja ciggla ¢ niema-
830

lejaca o, (9), dla ktorej w(d)<<w;(6) ¢ w,(0)=0.
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Dowdd. Niech
0 dla 6=0,

st

w(1) + 2[0(2)—o(1)] (a—%) dla %gégl

n-4+1 n+1 n
gdzie n=2,3,...

(a— 1 )dla 1<l

o,(0) =

ont+1)+{onrt2)—on+1)](—n) dla » <o n-}1,

gdzie n=1,2,...

Niech {I,} bedzie ciagiem zlozonym ze wszystkich przedzialow

<n_}r‘i’ ;1;>, <£,1> i k1>, gdzie n=1,2,... Fankeia o,(3) jest
liniowa na kazdym z przedzialéw I,, poza tym jest rosngca i w pun-
ktach konicowych tych przedzialow ljest w,(0)>w(d). Niech & bedzie
dowolng liczbg dodatnig. Istnieje takie J,=<az,by>, Ze Jel,.
Zatem w(ax)=w(by) i o (br)=w(be), skad w,(8)= w(bi)=w(d) dla
0 € I,. Funkcja w,(6) jest niemalejaca i w,(0)= w(d). Oczywiste jest,
ze funkeja ta jest ciggla dla 6540, a dla d==0 jest

) {go
U\t 1) VY A
¢o wraz z monotonicznodeig funkeji daje lim o, (d)=0.
850
(74) Koazda funkcje ciaglq w zbiorze zamknietym ¢ ograniczonym

E moina preediuiyé do funkcji ciqglej w calej przestrzeni.

Dowdéd. Niech w(d)= w(d,f) bedzie modulem ciaglodei funkeji f.
Funkeja o(d) jest niemalejaca 1 lim w(d)=0. Na mocy lematu (7.3)
-0 :

_)
istnieje wiec taka funkeja ciagla wy(9), ze ©,(6)= w(d) 1 lim w,(6)=0
>0
Niech
(16) J‘*(p)=811),1; {f(r)—wi(o(r,p))}. -
re
Jezeli p € E, to, jak latwo widziec,

f*(p)—1(p)=sup {f(r)—f(p)—oy(o(r,p)}
Ale ’
(1) —1{(p)—ow(e(r,p) <w(e(r,p))—w(e(r,p)) <

gdyz [f(r)—f(p)| < w(e(r,p)); zatem f*(p)—f(p)<0.



[§ 1] Przedluzanie funkeyj. 121

Z drugiej strony, f*(p)—f(p) = f(r})— f(p)— o (e(r,p)) dla kaz-
dego r ¢ E; podstawiajgc wiec do tej nierdéwnosei r—p, dostajemy
fX(p)—7f(p) =0, co wraz z poprzednia nieréwnoscia daje f(p)=f*(p)
dla p e E.

By okazaé, ze funkcja f*(p) jest ciagla, obierzmy dowolnie
liczbe dodatnig ¢ i punkt p. Niech d:su}; o(p,r). Poniewaz funkcja

re i
w,(0) jest jednostajnie ciggla w przedziale <0,d-+1>, wiec istnieje
taka liczba #>0, ze nieréwnodei 0<d <d-+1, 06 <d4-1
‘i |d’'—d""|<n pociagaja za soba nieréwnosé |w,(6')—w,(8"")] < e.
Niech ¢(p,q)<#n'=min (n,1). Istnieje taki punkt r,, ze
() < f(ro) — o (o(re,p)) + &
7 definicji funkeji f*(q) wynika, zZe

@)= f(r)) —w(e(re,9),

(@) —1*q) < w,(o(ry,0)) —wy(o(ry,p)) + €.
Ale o(rg,p)<d, o(ry,q)<e(ry,p) +o(p,@)<d+1 oraz
[o(re,q)—o(rg, )| < 0(p,q) <9,

wiec

zatem
w1(0(re,q)) —o,(0(rg,p)) <&,

() —1*(q) < 2e.
W ten sam spogéb dowodzi sie, ze

(@) —1*(p) < 2e.
Przeto

(17) [7*(p) =@ ] < 2e.

Okazalismy wige, ze dla kazdego punktu pe E nierdwnosé
o(p,q) <7’ pociaga nieréwnosé (17). Funkeja f*(p) jest wiec ciaglai
c. b. d. d.

(7.5) Kaida funkcje [(p), spelniajacq w zbiorze K warunek Holdera,
moina przedlusyé do funkeji f*(p), spetniajgcej w catej przestrzent,
warunek Holdera z tq samq potega o 1 ta sama stalq k.

skad

Dowéd. Niech f(p) spelnia w zbiorze E warunek Holderw
z potegy o (0<a<(1) i ze stala k. Funkcje f*(p) okredlamy wzorem
podobnym do (17) mianﬂowicie

J¥(p)=sup {f(r)—kle(p,n]}
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Dalej dowoéd przebiega analogicznie do dowodu (7.4). Nalezy
oprze¢ sie na nieréwnosei (1+ |#))* <14 |x|* dla 0<a<(1, skad

(@ +lyD* < ="+ 1y,
zatem [o(p,)]" <[e(p,) + e(q,)]* <[e(p,"]" +Le(g,)]".

§ 2. Ciagi funkcyj. Zbiory zwarte funkcyj.

1. Granica ciggu funkeyj. Niech {f (p)} bedzie ciagiem
funkeyj okredlonych w zbiorze E. Funkeje f(p) okredlong w E
nazywamy granicq ciqgu funkeyj {f (p)} w =zbiorze E, jezeli dla
kazdego punktu p ¢ E ciag wartoéei funkeyj f.(p) dazy do wartosei
funkeji f(p), czyli gdy

limf (p)=f(p) dla pel.
n->oo

Podobnie okreslamy granice gorna i delng ciagu funkeyj {7 (p)}:
Jim f,(p)=(p), Hmj (p)=7(®).

n—>»oo

Jezeli {f, (p)} 1 {p, (p)} sa ciagami funkey], zbieznymi w E do
funkeyj f(p)i ¢(p), to na mocy wzoréw (7)1 (8), str. 50, zachodzg réw-
nosci:

lim[f (p) £, (P)]=p)Lolp), lim[f(p)e,(p)]=/1Dp)¢(p),
n-»co n-»c

a przy dodatkowym zaloZeniu, zZe ¢ (p)=£0 dla n=1,2,... 1 ¢(p)=0
dla wszelkich p e E, zachodzi réwnosé

fip)  f(p)

] —_

noo $(P)  @(p)
Opierajac sie na twierdzeniach (6.7) i (6.8), str. 56, otrzymujemy
odpowiednie twierdzenia dla granicy goérnej (dolnej) ciagéw funkeji.
Ciag {f(p)} funkcyj okreslonych w zbiorze E nazywamy
wspolnie ograniczonym w E, jezeli istnieje liczba M >0, spelniajaca
nieréwnosei
lf,(p)| <M dla kazdego pel i n=1,2,..

(1.1) Jeseli P jest podzbiorem przeliczalnym zbioru L, to w kaidym
ciggu {f,(p)} funkeyj wspdlnie. ograniczonych w E istnieje cigg ocze-
Sciowy, zbieiny w kaidym punkcie zbioru P.
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Dowéd. Niech {p_} bedzie ciggiem wszystkich punktéw
zbioru P. Poniewaz ciag liczb {f (p,)} jest z zalozenia ograniczony,
wige na mocy twierdzenia (1.7), str. b8, istnieje w nim cigg cze-
Sciowy zbiezny; oznaczmy go przez {f(p,)}. Podobnie w ciggu
{{"(p,)} istnieje cigg czesciowy zbiezny {f®(p,)} itd., przy czym
ciag {frti(p, )} Jest ciagiem czeSciowym ciggu {fm(p +1)}"

Wezmy pod uwage ciag funkeyj {f®(p)}. Latwo widzieé,
ze wyrazy ciagu {fO(p,)} dla ¢>=m wystepuja w ciagu {f™(p )};
zatem cigg {f\¥(p,)} jest zbieziny dla kazdego m=1,2,..., a wiec
we wszystkich punktach zbioru P, ec.b. d. d.

2. Zbieinosé jednostajna. Ciag funkeyj {f (p)} nazywa sie
jedmostajnie zbieiny do funkeji f(p) w zbiorze E, jezeli do kazdego
¢>0 istnieje takie &, ze dla kazdego punktu p ¢ F i kazdego n >N
zachodzi nieréwnogé

) —fp)<e,

co piszemy symbolicznie (por. str. 12)~

Iy 1L 17— () <ce).

e>0 N pek

K.Md y ciag funkeyj {f (p)}, jednostajnie zbiezny w E do funkeji
f(p), jest w L zbiezny (i to do tej samej funkeji f(p)) w zwyklym
znaczeniu, ale nie na odwrot. Np. cigg funkeyj {a"} jest zbiezny
w przedziale zamknietym <0,1>, nie jest w nim jednak jednostajnie
zbiezny.
(2.1) Warunek Cauchy’ego dla zbieinodci jednostajnej.
Warunkiem koniecenym © wystarczajacym na to, by ciqg funkeyj {f (p)}
okre§lonych w zbiorze E byt w nim jednostajnie zbietny, jest, Zeby
do %aidego € >0 istnialo takie N, ze

1) =1, @) <e dla kaidego peE, >N oraz j=N.

Dow6d. Niech cigg {f (p)} bedzie jednostajnie zbiezny w E
do funkeji f(p). Na mocy okreslenia jednostajnej zbieznosci istnieje
wiee do kazdego £>0 takie N, ze

2) o) —fp)|<e2 dla kaidego peE i n>=N.
Poniewaz
If,(p) )< (o) —1(p)] +i(e) =1 (p)l,

'w*iec z (2) otrzymu;]emy (1). Warunek Cauchy’ego jest wiec konieczny.
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Na odwrét, niech ciag {f (p)} spelnia warunek @auchy’ego.
Wiynika stad, ze dla kazdego punktu p e E cigg liczb {f (p)} jest
zbiezny. Niech

(3) lim f_(p)=f(p)-

-0

Do kazdego ¢>0 istnieje wiec takie N, ze zachodzi (1), skad
na moey (3)

1 () —1, (@) <1F(0)—1,(0)] + I, () —F, )| < |F(B)—F(p)] +e
czyli, gdy ¢—>o0,

=

lfp)—f,(p)|<e dla peE ilx>N.

A wiec ciag {f (p)} jest jednostajnie zbiezny w E do f(p)
warunek Cauchy’ego jest tym samym dostateczny.

Z tw. (2.1) otrzymujemy w szezegélnosei nastepujacy wniosek:
(2.2) Jeteli ciag funkeyj {f(p)} okreslonych w zbiorze E spelnia
warunek :

f @) —1f _»I<e, dla kaidego peE ¢ n=2,3,..,

gdzie {e,} jest ciqgiem liceb nieujemnych ¢ szereg D e, jest zbieiny,
to ciag {f (p)} jest jednostajnie zbicdny w K. l

Mamy bowiem
- l o
dla pe E i N<k<l Dla kazdego ¢>0 istnieje takie N, ze f e &,
n=N
czyli 7ze
fulp)—f(p)<e dla peE i N<k<l

Ciag {f(p)} spemia wiec w E warunek Cauchy’ego, a przeto
jest w E jednostajnie zbiezny na mocy tw. (2.1).

(2.3) Jedeli ciag {f (p)} funkeyj okreslonych w zbiorze E 1 ograni-
czonych w B jest w tym zbiorze jednostajnie zbieiny, to funkeje f (p)
sq wspdlnie ograniczone w K.
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Dowéd. Niech M, bedzie kresem gérnym funkeji [f, (p)|
w zbiorze E. Przyjmujac e=1, i=N i j=n, otrzymujemy z warunku
Cauchy’ego |f,(p)—f,(P)|<1 dla pe B i a>N, skad

(4) o) <|fy(p)|+1 dla azN.

Oznaczmy przez M najwieksza z liczb My, M,, ..., My g, My 1.
Latwo widzieé, ze

(5) F|<M dla peBE 1 n=12,..

Gdy bowiem n<(N, to (5) wynika z okredlenia liczby M, gdy
zad n >N, to (B) wynika z (4).

Jako wniosek z tw. (2.3) otrzymujemy nastepujace twierdzenie:
(2.4) Jeseli fumkcje {f (p)} okreslone w zbiorze E sq w nim ograni-

czone 1 stanowiq ciqg jednostajnie zbieiny do funkeji f(p), to f(p) jest
réwnies funkejg ograwiczong w E.

Na mocy bowiem (2.3) istnieje M >0, spelniajagce warunek (5).
Poniewaz we wszystkich punktach p e E jest f (p)—f(p), wiec na
mocy (1) jest |[f(p)| <M dla kazdego p e K.

(2.5) Jeseli ciag {f (p)} funkcyj okreSlonych w zbiorze K i ciqglych
w pewnym punkeic py € E jest w E jednostajnie zbieiny do funkeji f(p),
to f(p) jest réwniet funkecja ciqgla w punkeie p,.

Dowéd. Niech &>0. Z warunku Cauchy’ego wynika istnienie
takiego ng, ze

(6) If,.(0)—(p)| <e/3 dla kazdego p e k.

7 ciaglodei za$ funkeji f (p) w punkeie p, wynika istnienie
takiego n >0, ze

(7) ]f"0 po )| <ef3 dla kazdego pel, dla ktdorego o(p,pe) <n-
7 nierownoseci
@) —Fp) | < [FP) =1, (P + 1, () — T, (o)l 1 1 (P) —F(D)]

wynika na mocy (6) i (7), ze |f(p)—f(p,)| < & dla kazdego p e K, dla
ktérego o(p,p,) <7, a wiec funkeja f(p) jest ciagla w punkcie p,,
¢. b.d. d.
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Z (2.5) wynika od razu wniosek nastepujacy:

(2.6) Jedeli ciqg {f (p)} funkecyj ciaglych w zbiorze E jest w nim jedno-
stajnie z2bietny do funkeji f(p), to f(p) jest funkcjq ciaglq w E. [

Udowodnimy twierdzenie nastepujace:

(2.7) Jezeli ciag funkeyj {f(p)} jednostajnie ciqglych w zbiorze E
jest w nim jednostajnie zbieiny do funkeji f(p), to f(p) jest réwnies
funkeja jednostajnie ciggla w zbiorze E.

Dowé6d. Niech £>0. Z jednostajnej zbieznosei ciagu funkeyj
{f(p)} w E wynika istnienie takiego n,, ze

(8) (D) —f(p)|<e3 dla kazdego p e B;

z jednostajnej za$ ciaglosci funkeji fn“(p) w F wynika istnienie
takiego 7 >0, ze

(9) 11, (p)—1,(»")]<e/3 dla tych p’,p”cE, dla ktérych o(p’,p”)<7.
Z nieréwnogci

(") = fp")<If(@)—1, )+ 11, (0) =1, @)+, (p") —F(p"")]

wynika na mocy (8) i (9), ze |[f(p')—f(p”')|< e dla wszelkich p’,p”eE;
dla ktérych o(p’,p"')<n. A wiec funkcja f(p) jest jednostajnie
ciggla w E,c. b.d. d.

(2.8) Jedeli ciag funkeyj {f (p)} jednostajnie cigglych w zbiorze E
jest w nim jednostajnie zbieiny, to do kazdej liczby ¢ >0 istnieje taka
liczba >0, ze

(10) ]fn(p’)——fn(p”)lgs dla tych p',p"’ e E, dla ktérych o(p',p")<9.

Dowéd. Na moecy warunku Cauchy’ego do kazdej liczby
€ >0 istnieje takie N, ze

(11) [.(p)—f,(p)|<e/3 dla peE, k=N i I>=N.

Z jednostajnej cigglodei funkeyj f,(p),...,f,(p) wynika istnienie
takiego #>0, ze

(12) If () —f (") <e/3 dla 1<n<N
i dla: tarklch p’,p” eE, 7e g(p/,p//)<7].
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Poniewaz dla dowolnego #n i wszelkich p', p"'¢ E zachodzi
nieréwnosé

I, @)1, @ NI () —F@) H p(p) — Fy (o) () — 1, ("),
wiee na mocy (11) i (12)
[f(p)—f(p")N<e/3+¢/3+¢/3=¢ dla n=N i dla takich p',p' € E,

dla ktérych o(p’,p"') <.
Stad i z (2) otrzymujemy (1).

Uwaga. Z tw. (2.8) wynika na mocy tw. (6.5), str. 117, ze
funkeje f (p) maja w E wspélny modul ciaglosei.
Z twierdzeniem (2.5) zwigzane jest nastepujgce twierdzenie !):

(2.9) Jezeli ciag {f (p)} dowolnych funkeyj okreslonych w zbiorze H
jest jedmostajnie zbieiny w tym zbiorze do funkcji f(p), a ciag
{Q(f ;p, B)} jest w kazdym punkcie ebioru E 2biedny do 0, to funkcja
f(p) jest ciagla w zbiorze E.

Dewdd. Niech p, bedzie dowolnym punktem zbioru ¥, a &—
dowolng liczbg dodatnia. W mys§l zalozenia przy dostatecznie wiel-
kich n jest |f (p)—f(p)|<e/6 dla wszelkich p ¢ Ei Q(f, ;p,, E)< &[6.
Istnieje wiec taka kula K=K(py,9), ze |f (p)—1,(p,)|<2¢/6 dla
Py,ps € EK. Jezeli teraz p ¢ EK, to .

11(p)—FP < |F@)—1 (D) + I (2) =1 ()| FH1F (2)) — (D) < &

a wiec funkeja f(p) jest ciagla w zbiorze E w punkcie p,.

Zauwazmy, zc twierdzenia (2.1)-(2.9) sa prawdziwe réwniez dla
funkeyj o wartogciach z przestrzeni &™.

Zbieznodé jednostaina ciggu funkeji cigglych jest tylko warun-
kiem dostatecznym lecz nie koniecznym na to, by granica tego
ciggu byla funkecja ciagla.

Dowodzi tego nastepujacy przyktad.

Niech F bedzie odcinkiem <0,1> i niech f (x)=a"(1—a").
Ciag {f ()} jest oczywifcie zbiezny do funkeji cigglej f(x)=0, ale

nie jednostajnie zbiezny, bo f (1/}2)=41—4=1.

1) Por. E. Marczewski i M. Nosarzewska, Colloguium Math. 1 (1948),
str. 15-18.



128 Rozdzial IV. Funkcje w &™.

Jednakze dla pewnych specjalnych ciagéw funkeyj ciaglosé
jednostajna jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by
funkcja graniczna byla ciagla. Zachodzi np. twierdzenie:

(2.10) Jezeli ciag {1(p)} niemalejgcy funkeyj ciaglych w zbiorze E
camknigtym ¢ ograniczonym jest zbieiny do funkcji f(p) ciaglej w 2bio-
rze H, to ciag {f (p)} jest jednostajnie zbieiny do f(p) w zbiorze K.

Dowédd. Niech
=E[|fn(p) —1(p)| = €] =E [—e< T (p)—f(p)]

Gdyby ciag {f (p)} nie byl jednostajnie zbiezny w zbiorze E,
to z zaprzeczenia warunku

2 1 11 1P) —Hp)< ]
>0 N pekEn
otrzymalibysmy
(13) 21 2 L) =) =el=3]] 2 (K, +0).
P€ n. + N n>N )
Zbiory E _ sa zamknigte na mocy tw. (2.5), str. 108, a z mono-

tonicznosei ciagu {f (p)} wynika, ze En.D Euin. dla n,k=1,2,...
Z (13) dostajemy zatem Y (Ep.=0)->Ey. =0, skad

n>N

>0 N
'Znaczy to, ze istnieje taka liczba ¢>0, Ze zbiory Ey, sa dla
N=1,2,... niepuste, a.pohiewaz sg one mmkni@te 1 ograniczone,
wiee na mocy tw. (9.1), str. 98, zbiér E*= I] Ey, jest niepusty.
Jezeli p, e E*, to
D) —1(pp)| = ¢  dla kazdego n,
co jednak niemozliwe, bo f (p,)—f(p,).

Nastepujace twierdzenie daje warunek konieczny i dostateczny
cigglodei granicy ciagu funkeyj ciaglych:
(2.11) Na to, Zeby granica f(p) ciagw zbieinego {f (p)} funkcyj ciag-
tych w zbiorze E byla funkcja ciqgla w zbiorze E, potrzeba i wystarcza,
by do kazdego punktu p, e E i kaidej liczby &> 0 istniata taka kula K
i taki wskaénik n, e pye K i

(14) f(p)—fp)i<e dla peEK.
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Dowo6d. Warunek jest konieczny. Istotnie, niech funkcje 7 (p)
i f(p) beda ciagle w zbiorze E i niech dana bedzie dowolna liczba
£>>0 oraz punkt p, ¢ K. Istnieje takie n, ze |f (p,)—/(p,)| < /2. Niech

6=£7Hf,,(p)— fip)] < =]

Poniewaz p,e E, wigc na mocy twierdzenia (2.4), str. 107,
istnieje taka kula K, ze p, e A i zachodzi (14).

Warunek jest dostateczny. Istotnie, gdy dana jest do-
wolng liczba &£>0 i punkt p,e E, to na mocy warunku (14)
istnieje taki wskaZnik # i taka kula K, ze zachodzi (14), w szcze-
gbélnosei wiee ‘

[H(pg)—1(py)| <& /3.

Poniewaz funkcja f (p) jest ciagla w punkcie p,, wige istnieje

taka kula K,CK, 7e

If.(p)—F (p) <&/3 dla peEK,.
Jezeli teraz p e EK,, to z (14) dla e=¢/3

)= <f(2)—F () + 1f ,(2) T (D)1 (po) — 1P| <
<eg/3-+e[3+¢e/3=¢.
Funkcja f(p) jest wiec ciagla w p,.
(2.12) Na to, 2eby gramica f(p) ciagu {f (p)} funkeyj ciagtych w zbiorze
zamknigtym 1 ograniczonym E byta ciagla w zbiorze E, potrzeba i wy-

starcza, by do kazdego >0 ¢ r>0 istnial taki wskainik s>r, Ze

(15) min |f,(p)—f(p)] <& dla kaidego p e k.

r<en<(s

Dowéd. Warunek jest konieczny. Istotnie, niech

¢ (p)==min |f (p)—f(p)|-

r<n<s
Ciag {¢(p); jest malejacy, sklada si¢ z funkeyj ciaglych i

limg(p)=0 w zbiorze K.
s>0

Na moey;tw. (2.10) ciag {¢(p)} dazy jednostajnie do 0. Dla
kazdego ¢>0 istnieje wiec taki wskaznik m, ze |¢ (p)|<e dla
kazdego p ¢ E. Biorac s=m, dostajemy nieréwnosé (15).

S. Banach, Wstep do Teorii funkcyj. 9
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. Warunek jest dostateczny. Istotnie, jezeli p, jest dowol-
nym punktem zbioru E, ¢ — dowolna liczbg dodatnia i r — wskaz-
nikiem takim, ze

!fn(po)_f(po)l <e dla n)r,
to na moecy warunku (15) istnieje liczba s>r, dla ktérej
min [f (p)—f(p)| < &/3.
r<n<s :

Poniewaz funkcje f(p),...,f(p) sa ciagle w punkecie p,, wiee
istnieje taka kula K, ze p, eK oTaz

f.@)—fp) <3 dla r<n<s i peEK.
Jezeli pe EK i r<n<s, to
1Hp)—fp)I<|f(p)—F p)l+lf — 1P|+ 1F () —F(P)] <

+|f —f2)l;
skad
[f(p)—1(py)| < + min |f (p)—f,(py)| <
r<n<s

3. Zbiory zwarte funkeyj. Dowolny zbiér F funkeyj ogra-
niczonych i jednostajnie ciaglych w pewnym zbiorze E nazywamy
zwartym, jezeli w kazdym eciggu {f (p)} funkcyj nalezacych do F
istnieje ciag czesciowy jednostajnie zbiezny w K.

PRZYKXAD. Niech ¢(x,t) bedzie funkejg ciagla dla a<w<b
i a<{i<p. Zbior P funkeyj zmiennej x e {a,b> postam f(z)=g(a,1),
gdzie a<(t<{f, jest zwarty.

Niech bowiem {f, (ac )} bedzie dowolnym ciggiem funkeyj nale-
zgeyeh do F. Ciag punktow {t,} zawiera ciag czedciowy {t,,i} 7b1ezny
do pewnego punktu ¢, przedziatu {a,{>. Poniewaz

Ift"i fto I I(f(ka "i (P(,’d”o)ly

wiec z jednostajnej ciaglosci funkeji ¢(a,t) wynika dla kazdego £>0
istnienie takiego 7> 0, ze nieréwncsé |t, —t,|<# pociaga za soba
nierdwnosé |¢(@,tn,) —@(®,1,)| <e. Ze zbieznosei ciagu {t,} wyrika
zag istnienie takiego N, ze dla i>N jest |t,,—1,l<Ce. Mamy wiec

o (D —fp(@| <e dla i>N w <o
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zatem ciag f; (x) jest jednostajnie zbiezny w <a,b> do funkeji
1
f,,(@). Zbidr F jest wiec zwarty.

(3.1) Jezeli funkeje f(p) sa jednakowo ciqgle w zhiorze ograni-
czonym E i sq zbieine we wszystkich punkiach pewnego zbioru G gestego
w B, to wéwezas ciqg tych funkeyj jest jednostajnic zbieény w E.

Dowd6d. Na moey tw. (4.11), str. 81, istnieje w zbiorze G zbior
przeliczalny punktow {p,}, gesty w G, atymsamym w E. Wedhug zalo.
zenia cigg liczb {f (p,)} jest zbieiny dla kazdego v=1,2,... Poniewaz
funkeje f (p) sa jednakowo ciagle, wiec dla dowolnej liczby &>0
istnieje taka liczba #>0, ze

(16) ]f"(p')wfn(p”)lge/:% dla tych p’,p" ¢ E, dla ktorych olp’yp") <.

/' Ciag punktoéw {p,} zawiera skornczong liczbe punktow py,...,p,
o wlasnogeci
min o(p,,p)<n dla kazdego p e K.
v=1,2,...,n
W przeciwnym bowiem razie dla kazdego k istniatby punkt ¢, € B spelnia-
jacy nieréwnodci o(p,,q,)>n dla i= 1,2,..,k. Ciag {g,} jest ograniczony, gdyZ E
jest zbiorem ograniczonym, posiada wige co najmniej jeden punkt skupienia. Ot6z
kasdy punkt skupienia g ciagu {g,} speinia oczywiscie nier6wnoéei o(p,, g} =7 dla
i=1,2,..., a zarazem nieréwnosé o(g, qk0)<n/2 dla pewnych (nieskonczenie wielu)
wartoéei k, wskasnika k. Z obu tych nieréwnofei wynika na mocy prawa tréj-
kata, Ze P(Qko'_pi)>’7/2 dla i=1,2,..., co jest jednak niemozliwe, gdyz ciag {p}
jest z zalozenia gesty w E.

Ze zbieznosei ciggu funkeyj {f (p)} w punktach p,..,p, wynika
istnienie takiego N, Ze :
@7) e —fp)i<e3 dla k=N, IZN 1 v=12..,n

Dld kazdego punktu p e B oraz wszelkich k i » zachodzi nie-
réwnosé '
a na mocy (2) dla pewnego y< n zachodzi niero6wnosé o(p,,p) <.
Na mocy (16) pierwszy i trzeci wyraz po prawe] stronie nieréw-

nosei (18) jest dla takiego »<{n nie wiekszy od e/3; drugi zaf na mocy
(18) jest dla k>N i I>N réwniez nie wickszy od &/3. Zatem

lfp)—f(p)l<e dla kazdego pek oraz k=N i I=N.
9*
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A wiec ciag {f.(p)} spelnia warunek Cauchy’ego w F i przeto
jest jednostajnie zbiezny w FE, c¢. b. d. d.

(3.2) Twierdzenie Avrzeli. Warunkiem koniecznym i wystarcza-
jacym na to, by gbicr F funkeyj jednostajnie ciagtych w zbiorze ogra-
niczonym E byl zwarty, jest, aby funkcje naledqee do zbioru F byly
wspdlnie ograniczone i jednakowo ciggle.

Dowdd. Przypuéémy, ze funkcje nalezace do zbioru zwartego #
nie 83 wspdlnie ograniczone. Dla kazdego n istnieje wiee funkcja
fn € Fipunkt p e I, dla ktérych spetniona jest nierdwnosé [f (p,)| =n.
Wynika stad, zZe zaden cigg czesciowy ciagu funkeyj {fu(p)}
nie jest wspélnie ograniezony. Zatem na moey tw. (2.3) ciag {fa(p)}
nie zawiera ciagu czedciowego jednostajnie zbieznego w FH, co sie
sprzeciwia zwartodei zbioru F.

Przypuéémy teraz, ze funkeje f, nie sg jednakowo ciggle. Na
mocy tw. (6.5), str. 117, istnieje wiee takie ¢,>0, ze dla kazdej
liezby n=1/n zbiér F zawiera funkeje f,, a zbiér F pare punktow
P, P, 0 wlasnosciach:

o (2)— TP = 1 elp,p)<1/n.

Na mocy tw. (2.8) ciag {f.(p)} nie zawiera ciggu cz¢dciowego
jednostajnie zbieznego w K, co jest sprzeczne ze zwartoscig zbioru F.
A wiec wszystkie funkeje feF sg jednakowo ciagle. Warunek
twierdzenia Arzeli jest przeto konieczny.

Na odwrét, niech funkcje feF bedg wspdlnie ograniczone,
tzn. niech istnieje takie M >0, ze

(19) fip)|<M dla wszystkich peF 1 felP,

i niech beda jednakowo ciagle. Wezmy pod uwage dowolny cigg
{fn(p)} funkeyj nalezgcych do F. :

Na mocy tw. (4.11), str. §1 istnieje zbior przeliczalny G punktow
{p,}, gesty w zbiorze E. Ciag {fu(p)} zawiera na mocy tw. (1.1) ciag
czesciowy {fn(p)} zbiezny dla kazdego p,, gdzie v=1,2,... Na
mocy wige tw. (3.1) ciag {/,,(p)} jest jednostajnie zbiezny w E. Zatem
F jest zbiorem zwartym i tym samym dostateczno§é¢ warunku
twierdzenia Arzeli zostala dowiedziona.

PRZYKLADY. 1. Kasdy zbior funkeyj wspdlnie ograniczonych
w zbiorze ogramiczonym E i spelniajqcych w E warunek Lipschitza
ze wspolng statq k, jest zwarty.
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Wynika to z tw. (3.2), bowiem funkecje spelniajace warunek
Lipschitza z ta samag stalg k majg wspolny modul cigglosci, mia-
nowicie w(n)= k.

, 0. Zbior F wszystkich funkeyj y=f(x), majacych w przedziale
La,b> pochodna i spelniajacych dla pewnej liczby k>0 i pewnej liczby
L>0 warunki:

10 |f(@)|<k dla ax<b, 20 |f(a)|< L,
jest zwm'ty;

Wynika to z tw. (3.2), funkecje fe B spelniaja bowiem warunek
Lipschitza ze stala k i sa wspolnie ograniczone. Istotnie, dla kaz-
dych dwéch punktéw 2’,a4" odcinka <a,b> mamy na mocy twier-
dzenia o wartogci sredniej

V(w/)_ﬂxu)lrz}(w/_wu)j/(g)lgk[w/__mul_

Ponadto

@) < (@) —f(a)| +[fta)| < kle—a| + L<kp—a| +L.
3. Jegeli q(x,y) jest ustalong funkcja ciagle w kwadracie
0<<z<l, 0=y<l,
a G jest zbiorem wszystkich funkeyj g(y) ciaglych na odeinku 0<y<1
¢ spelniajacych warunek :
(20) g1 dla 0<y<1,
to zbidr F wszystkich funkeyj y= f(x) postaci

1
(21) f(2)= [, y)g(y)dy,

gdzie ge@, jest zwarty.

Wiynika to z tw. (3.2); oznaczajac bowiem przez M kres gorny
funkeji |g(z,y)] w kwadracie 0<<o<1, 0<y<1, mamy na mocy
warunku (20)

. ]f(x)[<[|(p(m,y)]dy<M dla 0o,
0

A wiee funkeje feF sa wspolnie ograniczone. Z cigglosci zas
funkeji ¢(x,y) wynika dla kazdej liczby &> 0 istnienie takiej liczby
7>0, ze nieréwnos$é |o,—x,|<n pocigga nierdwnosé

}(,['(xlay)_‘}”(aﬂz,f‘/)E <e dla 0<y<l,
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a wiec — ze wzgledu na (21) i (20) — nicréwnosd

1 4
iHwn)— K| =] [To(@,y)— ¢l@ny))gy)dy|<
0

1
< [19t@,y) —glazv)| lgw)|dy < e.
0

A zatem funkeje feF maja wspolny modul cigglosei.

4. Kazdy zbidr funkeyj, wspdlnie ograniczonych w chiorze ogra-
niczonym B i spetniajacych w E warunek Hildera ze wspolna poteqq o
1 wspdlna statq k, jest zwarty.

Wiynika to z tw. (3.2), poniewaz funkcje te maja wtedy wspélny
modul ciaglodei w(n)=kyn®.

5. Zbior I wszystkich funkcyj y=f(x), majqgcych w preedziale
<{a,b> pochodng ciagla 1 spelniajacych dla pewnego k >0 ¢ pewnego L >0

warunki:
a

1 (@)Pde<k, 2 [f(a) <L,

b
jest zwarty.

Wynika to z tw. (3.2); jezeli bowiem a<<a' <z’ <b, to na mocy
nieréwnodei Schwarza mamy

1’

(@) — fla)|=| f /(@) da| < (v —a' )} f [f (@) ] ™ < 2 (0 —a' e,

A zatem funkeje feF spelniajg warunek Hildera z ta samag
potega a=1/2 i tg sama stalg kY2 Zarazem funkcje f ¢ F sa wspolnie
ograniczone, bo

(@) < (@) — (@) H-/(@)| < T o—af B L <M (b—a) R L dla a<w<D.

6. Niech funkcje fu(p),71(D),--.,fn(p) beda w zbiorze E ograni-
czone, jednostajnie ciagle i liniowo niezaleéne, tzn. takie, ze dla
wszelkich liezb ag,...,a, warunek

apfo{p)+ ...+ anfa(p)=0 dla kazdego pelk
pociaga za 80bg réwnosgé

Ug= Oy == ...= = 0.
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Niech M >0. Oznaczmy przez @ zbiér wszystkich funkeji ¢(p)
postaci

{22) P(p)= aofo(p)+ -+ anfu(p)
(gdzie ag,...,an 83 dowolnymi liczbami), spelniajacych nierdwnos¢
lp(p)| <M dla kazdego peE.
Przy powyzszych zalozenjach @ jest zbiorem zwartym.
Udowodnimy najpierw istnienie takiej liczby k, ze spolezyn-
niki ag,...,a, kazdej funkeji ¢ e E spelniajg nieréwnogé
{23) lag|+ .. |an| < K.

Gdyby bowiem taka liczba k nie istniala, to dla kazde} liczby
naturalnej r istnialaby funkcja ¢ (p) € @ postaci

(24) g ,(p)=aPf(p)+ ..+ aDf(P)s
spelniajaca warunek
(2b) a,=|a|+ o a@| =7

Poniewaz |¢ (p)| <M dla p e E, wiec

(26) lim & ¢ (p)=0.

r-»ooc YWr
Na mocy (25) mamy |aP|/e, <1 dla ¢=0,1,..,n ir=12..
Ciag {g(p)} zawiera wiec taki ciag czesciowy {quj(p)}, 7e clagi
{agj)/a/r.},...,{ag'j)/a/rj} sa zbiezne. Oznaczajgc ich granice przez
@gs -+ey Oy OtTZYMUjEMY Z (26)

1 .
hm—<p,j(p)=aofb(p)+...—l—a,,f,,(p):O dla kazdego p e E.
J.—>°° arj

Porniewaz zalozyliémy, ze funkeje fo(p), ..., fu(p) sa W zbiorze E

liniowo niezalezne, wiee ag=a,=...=ap="0. Lecz to jest niemozliwe,
gdyz na mocy (25)

a((fi) ayi)
o | |=1,
Ay, Ay
J i

skad |og|+ ... +Hlaa|=1 dla j—oo. Istnienie lezby k jest wice
dowiedzione.
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Niech teraz {g (p)} bedzie dowolnym ciggiem funkeyj postaci (24),
nalezgeych do @. Poniewaz na mocy (23) jest [0 <k dlai=0,1,...,n

1r=1,2,.., wiec ciag {pp)} zawiera taki ciag czesciowy {(p p)}, ze
ciagi {a((] ,1a( )} 8g zbiezne. Oznaczajac ich gramce przez

Qoo ooy tty 1 pr/y]mumc (22) etrzymujemy

|7 (@) =g ()< |afP = [fy@)]+ . +1a{D—a, | |f,(p)]
Poniewaz funkcje fy(p),...,f.(p) sa z zatozenia Wspélnie ograni-
czone, wiee przyjmujac |fi(p)l<< L dla peL i dla i=1 .1 0raz
oznaczajae przes 7, najwieksza z liczb ol —a, .. ,la(l)——a |, do-
stajemy

s (P)—g(p)| <y, L.

Dla j—oco mamy oczywiscie 7,—0, zatem ciag funkeyj {¢,(p)}
jest w E jednostajnie zbiezny do funkeji ¢(p). A wiec zbior @
jest zwarty. ‘

7. Dla kazdej liczby naturalnej n 2bidr wiclomiandw stopnia nie-
wigkszego od n wspdlnie ogramiczonych w przedziale ramknigtym <{a,b>
jest zwarty.

Istotnie, przyjmijmy w przykladzie 6:

fo(w):ly fl(w):x7 Y] fn(a"):xn'

Oczywiscie funkeje te sg ograniczone i jednostajnie ciagle na
odeinku <a,b>. 83 réwniez na nim liniowo niezaleine; jezeli bowiem
przy pewnych ag,ay,...,a, dla kazdego x € {a,b> zachodzi réwnanie

oty oo 007 = 0,

to — jak wiadomo ze znanego twierdzenia Algebry — wspotezynniki
Oy gy -y Uy 88 TOWDE zern.

Dla dowolnie danego M >0 zbiér @, okreslony jak w przy-
kladzie 6, jest w rozwazanym przypadkn zbiorem wszystkich wielo-
mianow stopnia co najwyzej n, nie wiekszych co do modutu od M dla
a<w< b, a wiee wspdlnie ograniczonych w <a,b>. Zbiér ten jest zatem
zwarty.
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Podobnie: |

Dla kazdego naturalnego n 2bidr wielomiandw trygonometrycsnych
stopnia co najwysej n, wspilnie ograriczonych, postaci

p(@) = ay+(a, cos x4 by sin x)-+ ... 4 (a, cos nr--b, sin na),
jest zwarty w prredziale nieskonczonym —oo<x<oo.

Dowé6d przebiega jak poprzednio.

§ 3. Przyblizanie funkcyj ciaglych wielomianami.
Wielomiany Bernsteina.

1. Lemat o linii lamanej. Niech p,=(z,y,), gdzie i=0,1,...,n,
beda dowolnymi punktami plaszczyzny, spelniajacymi warunek

A= 0y< Py <...<Tp=Db.

Funkcja y=q(x), ciggla dla a<x<b, ktdrej wykresem geometry-
cznym (tzn. zbiorem punktéw o wspélrzednych x i flw)) jest linia
lamana pyp,...pn, da si¢ przedstawic w postaci

n—1
(1) y=a+ Y ole—az| dla a<z<b,
i=0

gdzie a i a; sq odpowiednio dobranymi liczbams.

Dowéd. Oznaczmy przez g(x) prawa strone réwnosei (1). Dla
r<é<w,, i1=0,1,...n—1 mamy

g’(fl.):(a0+...+ai)—(ai+1—{—...—[~ a,_ 1),
Skad ¢'(E)+ (&, _)=2(ay+ .+ a), wiee

(@) a,=3[9'(&)+g'(¢, )], |
a,=§g'(&)—¢" (¢ )] dla i=1,2, .. n—1.
Przyjmijmy
(3) .g’(fi)zq)’(fi):%—;g—:=mi dla i=0,1,..,0n—1.

Zatem na mocy (3)

(4) ap=%§(my+mu—) i o=%m—miy) dla i=1,2,..,n—1.
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7 (3) wynika, ze ¢'()=g'(z) na odcinku <a,b) poza punktami
Loy @yyrey Tp. Zatem g(x)—g(x)=const. Jezeli wiec podstawimy w (1)
takie a, by bylo ¢(z,)=g(x,) czyli g(a)=g(a), wowczas otrzymamy
f@)=g(x) dla a<<x<b. Odpowiednie a otrzymujemy z (1) i (4),
biorage x=x,=a; zatem

n—1

(5) a=?!o_%12:(’"?fi—’mi—l)la‘—-'l’il,

skad
n—1

()= -+ 3 {(my+Mpy) |0 — a|+72(m, my—q) |®-—a

gdzie a okreslone jest wzorem (), a m; wzorem (3).

2. Przyblizanie funkeji |x|. Powiadamy, ze funkcje ¢
(nalezace do pewnego zbioru @) preyblitejq funkeje f(x) w zbiorze E,
jezeli do kazdéj liczby >0 istnieje taka funkcja ¢ € @, 7e\

lp(p)—f(p)|-<e dla kaidego pekE.

Rozpatrzmy przede wszystkim przypadek, gdy @ jest zbio-
rem wszystkich Wielomian(’)w, f=l2| i B=<{-1,1>.

(2.1) Dla kaidej l'wzby >0 istnieje taki wielomian w(x), ée - -

(6) lw(@)—|z|| <e dla —1<<o<<1

Dowoéd. Rozwirimy JT—¢& na szereg potegowy:
— 1/2 1/2 2(1/2\ .n
() Vl.——§=1—(/)s+(/) — (e

Szereg (7) jest jednostajnie zbiezny w przedziale 0< E<1.
Istotnie, szereg (7) jest zbiezny dla —1<f<1 i J1—¢& jest jego suma?).

Mamy dalej « =(—1)"(1/2) L Bﬂ:——l) Wyrazy szeregu (7), poczawszy od

2! -
drugiego, sa zatem ujerane dla 0<<§<C1. Wiec
0<a1§+a2§ Fdap 1Y dla 0<<i<l idla kazdego n.
Wobec ciaglodci wezystkich czlonéw nieréwnoéei otrzymujemy stad dla =1

ooyt ot <1 dla kazdego n.

1) §. Banach, Rachunek régniczkowy i calkowy, wyd. 2-e (niezmienione),
Ksigznica Atlas, Wroctaw 1949, tom I, str. 235.
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Zatem szereg o teayt...a,-... jest réwniez zbieiny, skad wynika
na mocey twierdzenia Abela, ze szereg (7) jest jednostajnie zbieiny dla 0<<E<C1.
Poniewaz suma tego szeregu jest dla 0<{g<C1 funkejs ciagla i réwnoéé (7)
zachodzi dla 0<{£< 1, wiec zachodzi ona réwniez dla &=1.

Dla kazdego &> 0 istnieje zatem takie n, ze
(8) [V].l‘g_( (]/2)54_ ..+(~1)"(19/f)5")]<s dla 0<E<l.

Biorge {=1-—a? i stosujgc tozsamodé

M Vl (1—a?),
dostaniemy stad

Iw|-[1——(1{2) (1—a?) ...+ (-—1)"(]7{2)(1—902)1

Wyrazenie w [ ] jest oczywiscie wielomianem.

<e dla —1<a<1.

(2.2) Wniosek. Dla kazdego y i kazdego M >0, piszac (z—y/M)
zamiast @ i ¢/ M zamiast e oraz mnozge przez M, otrzymujemy z (6)

(9)

M'w(w X) o — /ll\s dia —M+4y<e<M+y.

M

kazdego przedziatu {a, b istnieje takie >0, ze —M+y<a<b<M+y.
Zetem z (8) dostaniemy

Funkeja Mw(&l):fv(x) jest oczywisdeie wielomianem. Dla

(10) [o(@)—|z—z||<e dla ae<a<b.
14 Przyblizanie dowolnej funkeji ciaglej. Udowodnimy
obecnje nastepujgce twierdzenie ogdlne:

(3.1) Twierdzenie Weierstrassa., Jeseli y=jf(x) jest funkejq
ciagla w przedziale a<x<b, to do kaidej liczby e>0 istnieje taki
wielomian wix), Ze
(a1) ife)—w(x)|<e dla a<<a<b.

Dowdd. Poniewaz funkeja f(x) jest jednostajnie ciggla w prze-
dziale zamknietym <a,b>, wiec do kaidego z>0 istnieje takie
n>0, ze

(12) /(&' )—f(2")| <& dla wszelkich &, a"e{a, b, dla ktérych |o'—a”|<n.
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Wezmy pod uwage dowolne punkty gdzie z_(),l, "
tak, by a=@,<b;<...<Tp=0b 1 |ei— x| <y dla i=1,2,...,n. Zatem
na mocy (12

) |f@)—f@')|<E dla wszelkich #',2" e{zig,@p 1 i=1,2,... .

Oznaczmy przez p, punkt o wspdlrzednych &; oraz y, =f(x
Nijech y=g¢(x) bedzie’ funk(jae okredlong dla a<{x<b, ktore] Wykle-
sem jest linia lamana popl...pn. Na mocy lematu o linii lamanej
(p. §3,1, str. 137) funkeja ¢(x) jest postaci :

n—1 _

(14) ¢(@)=a+ Y ejo—x]| i ponadto l¢e(@)—f(2)]<e dla a<<e<h.
=0

Niech k=|uag|+...+|on-1]. Z tegoz lematu (i z wniosku (2.2),
str. 139) wynika, ze istnieja wielomiany w{x), gdzie i=0,1,...,n—1
spetniajace nierdwnosé :

(15) lwiw)—|a—r||<e/(k+1) dla a<e<b i i=0,1,..,n—1

H

Biorace
w() = a-+ agWe( )+ ... 4 tn—1Wn1 (L)
dostajemy z (14) i (15) )
lop( ) —w( |<k—{—l <<z dla a<<e<b.
Stad i z (14) otrzymujemy zatem
(@) —0(@)| < | f(z) —p(@)| (@) —w(@)| <25 dla e<a<d,

stad dla g=1¢ dostaqemy (11).

(3.2) Jezeli f(x) jest funkejd ciqglq w przedziale zamknietym {a,b),
to istniecje ciqg wielomiandw {w4(x)} jednostajnie zbiednych do f(w)
w tym przedziale.

~ Dowb6d. Na moey (3.1) istnieje dla e=1/n wielomian Wa( )y
spelniajacy nieréwnosé

[f(2)—wy(@)|<1/m  dla a<a<b.

/

Oczywiseie cigg wielomiandw {w,(x)} jest w <{a,b) jednostajnie
zbiezny do funkeji f(o)

Uwaqa. Twierdzenie (3.2) mozemy zaostrzy¢, zastepujac w jego
tezie wielomiany wp(z) przez wielomiany W(®), majqce wspolezynniki
wymierne.
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Niech bowiem w(z)=a,+ a, 2+ ...-+ apa* bedzie dowolnym wie-
lomianem. Dobierzmy liczby wymierne ay,ay,...,0, tak, by bylo
[a;—a|< e dla i=0,1,...,k.

Wezmy pod uwage wielomian W(z) = a, + ;@ + ... + axak.
Woéwezas

[W(2)—w(z)|< e(1+]e]+ ... |y <e M dla a<<a<b,

gdzie M=max (1+|e|+ ...-|z[*).
a<lx<b

Jezeli wige {w,(2)} jest ciagiem wielomianéw jednostajnie zbiez-
nym do flz) w {a,b>, to do kazdej liczby naturalnej n istnieje
na moey (14) wielomian W,{(x) ¢ wspélezynnikach wymiernych, spet-
niajacy nierdwnodé |Wy(x)—w,(x)|<l/n dla a<ao<b i n=1,2,..,
a wiec takich, ze ciag {W, (o)} jest réwniez jednostajnic zbiezny do
f(z) w {a,by.

4. Wielomiany Bernsteina. Niech funkeja y=f(x) okre-
$lona bedzie w przedziale zamknietym <0,1> i niech dla dowol-
\ego n naturalnego

(16) Walix) :2 (”;j) i (%) (1 =)k,

4

(4.1) Jezeli f(x) jest funkeja ciagla w przedziale zamknigtym <0,15,
to ciag {wa(x)} wiclomianéw (16) jest w tym przedziale jednostajnie
zbiesny do f(x)1). ~

Dowéd. Ze wzoru Newtona dla potegi dwumianu mamy

n

(17) 1= [ (1 +x>]n=2(“§j) (1L — syt
k=0

Piszac w powyiszym wzorze n—1 zamiast n, a | zamiast k
i mnozac obustronnie przez x, otrzymujemy

' n—t n—1
v i1 -1 n
— Al (1 pyp—1—1— (1 — 2yt
@ 5( ) )J( (1—x)" 5 " (l—l—l)% (1—ux)
. =0 =0

~

, 1) Twierdzenie to pierwszy udowodnil matematyk rosyjski 3. Bernstein.
Dlatego wielomiany (16) nazywamy wielomianami Bernsteina.
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Dla I4+1=Ek otrzymu]emy

(18) =—2 (”’) (1 — )k,

Mnozgees (17) obustronnie przez x* oraz piszgc n—2 zamiast n
i 1 zamiast k, otrzymujemy

' n—2 n-—2 R
22 :‘g(n ?2) a2 (1 — gyt 2 (l";(i)(_l;!—) 1__)(1_;’_7*2) 21 —g)n—2-1,

=0
skad dla k=142

2__}'._.“.,. ’—l' oA — n —— T i—
(19) x,_%(n_])éo k(k 1’)(79)#(1; 2k,

Mamy (k—na)2=n2x®—(2nz—1)k+ k(k—1), zatem

Z(k nx) ( )mk( ~x)"—k=Mﬁj'(ji)xk(l_m)n—h_

k=0

——(an—l)zn‘k(.k)wk(]—m,"*k—f—}n o (k— 1)(k)a:’*(1—~x)"—k.

(gl
p=0 p=0

Stad na mocy (17), (18) 1 (]?)

(20) Z(k—nwﬁ(ﬁ)wk(] — Y= 20— (2na0—1)n2-+ n,(%—il.)wzz np(l—ax).

k=0

7 zalozenia istnieje dla kazdego £>0 takic % >0, zZe

(21) [fle)—f@")|<ef2 dla a2 e0,15, dla ktérych |o'—a"|<7.
Nieech M >0 spelnia nieréwnogé

(22) [f)<M dla 0<<z<].
Na mocy (16) 1 (17) mamy

(23) L,
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f(cc)-—f(%—)

Jezeli natomiast |x—k/n|>n, to na mocy (22)

Jezeli [¢—k/n|<n, to na mocy (21) jest <eg/2.

(k-'rm)2

fo) ()| <2br <2 n"/”)

,n22

Zatem przy wszelkim # i k==0,1,...,n

A 9
f(a:)~f(‘£) <f + AM (k—ar2 dla 0<<w=1,

2 niyt

skad wobec (23)

n
_ EN k(] pyn—it . 2 ( V2 gk (] — i\ k
() —walo)l <5 (1 )at (1t 772,0 (k—na)ak(1—z)
k=0 k=0
Na mocy wiec (17) i (20)
2]
[7()— 10 l\ i‘fnx(l w)s%»{— :;f dla 0z <1.

Dla n >4 M/en? otrzymujemy 2.M /n?<e/2, skad |f(x) —wq(®)|<e
dla 0<e<<1. A wiec ciag wielomianéw {wn(x)} jest jednostajnie zbiezny
do funkeji f(x) w przedziale <0,1>, c. b. d. d.

Uwaga. Funkeje y= f(x), ciaggla w przedziale zamknietym <{a,b>,
mozemy przyblizaé¢ za pomocyg wielomianéw Bernsteina w sposob
nastepujacy.

Niech ¢(&)=f(a-+ E(b—a)) dla 0<<é<{1. Tworzae dla funkeji
@(&) wielomian (16), otrzymamy

(24) wn<s>:2 (1) () =g

k=0

Dla {={wv—a)}/(b—a) 1 vp(2)=w,[(x—a)/(b—a)] dostaniemy wiec

(25) 1’n($)=@i—wl§(2)f[a+%(b—a)](x——a)k(b—x)"—k.

Poniewaz wielomiany (24) daza jednostajnie do ¢(&) w prze-
dziale <0,1>, wiec wielomiany (25) daza jednostajnie do f(z) w prze-
dziale <a,b>.
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5. Funkecje 1-ej klasy Baire’a. Jezeli ciag {fn(p)} funkeyj
cigglych w zbiorze zamknietym F jest zbiezny w tym zbiorze do
funkeji f(p), to funkeja f(p) nie musi by¢ ciagla w zbiorze F.

Dowodzi tego nastepujacy przyklad.

Niech F bedzie przedzialem zamknietym <0,1)> przestrzeni &'
(t.j. linii prostej) i niech fo(2)=w" dla @< F. Latwo widzie¢, ze
ciag {f.(x)} jest zbiezny w F do funkeji

0 dla 0<La<1,

(@)=1
1 dla x=1.

Oczywitcie funkcja f(x) nie jest ciagla w punkeie z=1.

Klasa funkeyj f(p), ktére sa granicami ciagdw zbieznych
funkeyj cigglych w pewnym przedziale, jest wiec obszerniejsza niz
klasa funkeyj cigglych w tym przedziale).

TFunkeje okreslone w przedziale I, ktére sa w nim granicami
ciggoéw zbieznych funkcyj cigglych, nazywamy funkcjami 1-¢j klasy
Baire’a 1) (w tym przedziale).

Zatem funkcia f(p) jest 1-ej klasy Baire’a w przedziale I wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje taki ciag {fa(p)} funkey] cigglych, ze
lim fn(p)=f(p) dla kazdego p e l.

n->»oco

(5.1) Jezeli f(p) jest funkeja 1-ej klasy Baire’a w preedziale I, to
2bidr punktéw, w ktorych funkeja f(p) jest nieciagla, jest I-¢j kategorii;
ebior 'pzmkto'w cigglosci funkeji f(p) dest wiec gesty w przedziale I.

Dowo6d. Niech £ bedzie dowolng liczbg dodatnig. Ozhaczmy
przez E(e) zbior tych punktéw pge E, dla ktérych istnieje taka
kula K i taki wskaznik #, 7€ poe K i

[fa(p)—f(p)j<e dla peEK.
Niech J bedzie dowoln@ kulg zawartg w I i niech
Emn J €) E{ﬁ €J Ifn n+n1 )]{ 8/2}
Na mocy tw. (2.5), str. 108, zbiory FE,m sa mmkni«;te 2 Na

mocy tw. (4.8), str. 81, zamkniety jest tez zbiér B, (J; K) ][ Fom(J ;).

m=1

1) Matematyk francuski René¢ Baire pierwszy zbadal te funkeje.
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7Z réwnosci

J=D ] Eun(J;€)=2 En(J;e)

n=1 m=1 n=1

wynika, ze nie wszystkie zbiory F,(J;e) sa nigdzie nie geste, jeden
wiec z nich — oznaczmy go przez FEy(J;e) —musi zawiera¢ kule
K(J;¢), gdyz jest zamkniety. Kula ta jest oczywiscie zawarta w J.
Zauwazmy, ze kule K(J;¢) maja nastepujaca wlasnosé:

[p e K(J;¢)] %’H {(fn(p)—Twim(p) < &[2).
Poniewaz

JEpe Tilfu(e)—fwm(p)| < /21 E [lfn(p)—f(p)| < €],

wiec na mocy tej wlasnoscei
K(J;e)CE(e).

Niech G(¢) bedzie sumg wszystkich kul K(J;e), gdzie J prze-
biega wszystkie kule zawarte w I. Na mocy tw. (4.9), str. 81, zbior
‘@(e) jest otwarty; jest on nadto gesty w I. Zbiér I—G(e) jest wiec
nigdzie nie gesty, a zatem zbior H= 2 I —G(1/n), jest T-ej kategorii.

n=1
Jezeli teraz py e« [ —H=[[G(1/n)C[] £(1/n), to w punkcie p, speiniony
n=1 m=1

jest dla kazdego £ >0 warunek (1), str. 105. Zatem funkcja f(p) jest
ciggla w kazdym punkeie zbioru I—H.

PRZYKLADY. 1. Kazda funkecja f(z), ktéra jest pochodng
jakiej$ funkeji g(x) w przedziale {a,b>, jest w tym przedziale funkcja
1-ej klasy Baine’a. Ze znanych twierdzeri rachunku rézniczkowego
wynika bowiem, ze funkcja g(x) jest ciagla. Funkcje

n[f(wr%)—f(w)] dla a<o<b—1,

fn(m):
1 1

n[f(b)—f(b-—z)] dia b—> <w<b,

sg ciagle i cigg {fa(x)} jest zbiezny do f(z).
Widzimy wiec, ze jezeli funkeja f(z) jest pochodna pewnej funkeji
w przedziale I, to jest ona ciqgla w zbiorze gestym w tym preedziale.
2. Kaida funkcja f(x) okreslona w prezedeiale {a,b), kidrej zbior
punktow nieciqglosci jest skowiczony, jest 1-¢j klasy Baire'a.
S. Banach, Wstep do Teorii funkeyj. 10
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Istotnie, niech v <x,<...<wx, beda wszystkimi punktami nje-
ciaglosei funkeji; zalézmy dla prostoty, ze a<ax, i a,<b. Niech

20=min [(2,—x,), ..., (‘T’p_“p——l)y (2, —a), (b'—‘rp)]a '
n dé 3
12)”—‘(601:—;, Tyt ‘ﬁ>5

niech f,(x), gdzie n=1,2,...,p, bedzie funkcjg réwng f(x) na zbiorze
Loty by — (lﬁ”)—l-...—{—Iﬁ,")) oraz w punktach z=gz, dla k=1,...,p, a li-
niowg w przedziatach otwartych >y —0/n, a4, 1 Dy, 25+ 6/n<. Funkeje
fa() sa ciagle i ciag {f.(x)} dazy do f(x) w przedziale {a,b>.

3. HKazda funkcja f(x) okreslona w przedziale {a,b>, ktdrej zbidr
punktow nieciqglosci jest co najwyéej prazeliczalny, jest funkejq 1-ej
klasy Bazire’a.

Istotnie, niech F bedzie gestym w <{a, b> nadzbiorem przeliczal-
nym zbioru wszystkich punktéw niecigglodei funkeji f(x). Ustawmy
E w ciag y,&,, ... 1 oznaczmy przez E, zbidr (a,b,x,, @y, ..., #,). Dla
kazdego n=1,2, ... funkecja f () réwna f(x) na zbiorze K, i liniowa
w przedziatach ctwartych, z ktorych sklada sie zbiér <e,b>—E,,
jest ocxywiscie ciggla.

Udowodnimy, ze ciag {f.(#)} dazy do f(x) w {a,b>. Jest to
oczywiste dla xe B+ (a)+4(b). Niech wiec »gela,b> —FE —(a)—(b).
Na mocy ckrcslenia zbiotu E jest to punkt cigglodei; do kazdego
¢ > 0 istnieje zatem takie 6 > 0, ze |r —ay| < & pocigga |f(w)—f(z,)| < e.
Na mocy zag gestosci E w <a, by istuieja punkty a;e B-Dry—0, 2
1 @ye E-Dx4,2,+0<{. Niech

(%) n> N =max (i, j)
1 niech xp<<w, oraz x;>wx, bedg najblizszymi do », punktami
zbioru E,. Wobec (x) jest

To— 0Ty Lo <o <y <y < ¥y,
skad

flan)—flog)|<e 1 [fle)—fay)|<e,
a ze na mocy okreslenia funkeji fu(x) jest

,fn(xk):f(mk) i fn(xl):f(xl)y

wiec

5 Falre) —fl@o)|<e 1 |falx)) —Ff(@o)|<e;
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zarazem fu(wg) <o) <fal)) Tab folar) <fuly)<fa(az), na skutek H-
niowosci funkeji f(x) w przedziale (x4 x;). Wobec (}) jest zatem
[fa(o) — fl@g)|<e dla n >N, ¢.b.d.d.
(5.2) Gramica ciqgu jednostajnie zbieinego funkeyj I1-ej klasy jest
funkcjaq 1-¢j klasy.

Dowé6d. Niech {/.(p)} bedzie ciagiem funkey]j 1-¢j klasy, jedno-
stajnie zbieznym do funkeji f(p). Istnieje wiec taki wskaznik ng,

1
ze |fn, (p)—1(p |< ooon zatem

1 .
|,7‘,1k+l(p)——]‘,,k(p)[<-2—Iz dla k=1,2,...
Niech
g(p)="1, () g P)=1,P)—]

Ilk Ilk_l

(p) dla k=2,3,...;

zatem
1 .
lgp(p)l <z dla k=2,3,.., a,(p)+ .49, (p)=1

g

(p).

Funkeje ¢,(p) sa 1-ej klagy; istniejg wiec takie ciagi {g,,(p)}
funkeyj ciagtych, ze lim g, (p)=g,(p). Niech
n—oo

b P)=9. (D)

C 1
, !/k,,(p) ]ezeh ]glm(p)]<72 .
) in(D) = Vs
) L. o 1 ( )
-7 sign 9, (p) jezeli |g, (p |>_; Y,

Latwo widzieé, ze funkeje h, (p) sa ciggle 1 ze:

1
(26) hinpl <5z dla k=2,3,..
(27) lim 2, (p)=g,(p) dla k=1,2,..
n-»co

Niech hu(p)=hin(p) .-+ hna(p). Funkeje h,(p) sa oczywiscie
ciggle. Pozostaje wiee do udowodnienia, ze

(28) lim hyn(p)=f(p)-
n—»oo
- 1) sign a (2nak liczby a) jest funkeja liczby a okreslong wzorem

+1, gdy a>0,
sign a= 0, gdy a=0,
—1, gdy a¥0.

10%*
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Niech w tym celu e bedzie dowolng liczbg dodatnig, a s — liczbg
naturalng tak duza, by 1/2s<¢/3. Woéwezas dla kazdego punktu p
(29) l9u(p)+ ..+ gs(p P =lfnp)—f(P)| <1/2-25=¢/3.

7 (27) wynika istnienie takiej liczby N, ze dla n >N zachodzi
nierOwnosé

(30) . lgl '!‘ +gs( )—thn(p)++hsn(77)]l<e/3

Mozemy oczywiscie przyjaé, ze N >s. Wowczas

%, I*Ith,,(p +2h (p) Z!Jk(p)+29k(p)—f(p)l<
k= k—a-{—l = k=1
< P) =2 0|+ 0. 0)— 1)+ X 11, (p)
B—1 k=1 k=1 k=541

Na mocy (25), (29) i (30) jest zatem

e & o 1 2¢ 1
) —Ipll<zg+t3+ D m=F+5m==
k=s-+1
OkazaliSmy wiec, ze zachodzi réwnogé (28). Funkeja f(p) jest

zatem funkejg 1-ei klasy Baire’a, c. b. d. d.
Oznaczmy dla ciagu {f,(p)} funkeyj plzez sup fa(p) kres gérny,

a przez inf f,(p) kres dolny zbioru zlozonego z hczb Lp)falp), ...
n=12,... .

Latwo dowiesé, ze

_sup fn(p)='11i;§o max [fy(p), .., fa(p)],
inf fn(p)=hm min [fl(p)a ffn(p)]

n=1.2,.., n->co.

Wystepujace tu ekstrema sg funkcjami cigglymi (p. (3.0),
str. 109), a wiec:

(5.3)  Jeieli funkeje f.(p) sa ciagle i sup f,(p) jest dla kasdego p-liczba
skoticzong, to funkcja n=1_2,...

f(p)=sup fn(p)

n=1,2,...

jest 1-ej klasy Bairea.
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(5.4) Jezeli funkcje fo(p) sa ciggle i inf f,(p) jest dla kaidego p
liczbg skoviczong, to funkcja n=12..

f(p) = inf fu(p)

n=1,2,...
jest 1-ej klasy Bairea.
6. Klasyfikacja Baire’a. Funkcjami 2-¢j klasy Baire’a na-
zywamy granice ciggéw zbieznych funkeji 1-ej klasy.
Przykladem funkeji 2-ej klasy jest tzw. funkcja Divichlela,
okreslona w przedziale <0,1> przez wzor

0 dla x niewymiernych,
H(w)= o
1 dla @ wymiernych.

Niech {w,} bedzie ciagiem wszystkich liczb wymiernych prze-
dzialu <0,1> i niech
1 dla x=w.,...,w,,
fn(®)== )
0 dla pozostalych .

Funkeja f,(x) jest nieciagla tylko w punktach w,,...,w,, jest
wiec 1-ej klasy Baire’a (ob. str. 145, przykiad 1). Latwo widzieé, ze
fa(@)—f(2). Jezeli bowiem liczba x jest niewymierna, to f(x)=f,(x), a je-
zeli wymierna, to istnieje takie n, ze x= w,, skad f(@)=fr(r) dla k=n.

Funkeje f(x) mozemy tez przedstawié¢ za pomocg wzoru

' f(z)=1im {lim (cos n! 7z)*}.
n»@ koo

Zatem funkeja Dirichleta f(z) jest granicg ciagu funkceyj 1-ej
klasy, ale sama mnie jest 1-ej klasy, poniewaz na mocy tw. (5.1),
str. 144, kazda funkcja 1-ej klasy ma punkty ciaglodei, a funkeja f(x)
jest nieciagla w kazdym punkeie.

Przykiad ten wskazuje, ze funkecje 2-ej klasy Baire’a mogg
byé nieciggle w kazdym punkecie. '

(6.1) Jeseli funkeje fo(p) sq ciggle © w kasddym punkcie hm f,(p)
jest liczba skornczona, to funkeja oo

| f(p)=§5.fn<p>

jest 2-ej klasy Bairé’a.

(6.2) Jezeli funkeje fo(p) sa ciagle © w kazdym punkcie lim f,(p) jest
liczbq skotczong, to funkeja : e

n—>oo

jest 2-ej klasy Bairé’a.
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Dowadd. Twierdzenia te wynikaja natychmiast z twierdzen (3.0),
str. 109, i (6.4), str. 54.

Mozna udowodnié twierdzenie analogiczne do (5.2), orzeka-
jace, ze gramica ciqgu jednostajnie zbieinego funkeyj 2-ej klaey jest
funkecja 2-e¢j klasy.

Funkcje 3-ej klasy Baire’a okresla sie jako granice ciggéw
zbieznych {fn(x)} funkeyj 2-ej klasy; ogélnie, funkcje n-tej klasy,
gdzie n jest dowolng liczbg naturalng — jako granice ciggéw
zbieznych funkeji (n—1)-ej klasy. Z kolei definiuje si¢ funkeje w-ej
klasy jako granice ciagéw zbiezinych {f,(x)} funkeyj kias skoriczo-

nych #;-tych (przy czym moze byé limn;= oo), nastepnie funkeje
i-»o0
(w41)-ej klasy — jako granice ciagoéw funkeyj w-ej klasy itd., uzy-

skujac funkeje coraz wyzszych klas pozaskoiczonych.

Dowodzi si¢!), ze zadna z klas w ten sposéb zdefiniowanych
nie jest pusta, t.j. ze istniejy funkcje, ktore do tej klasy naleza,
leez nie nalezg do zadnej z klas wezedniejszych. »

Klasq wszystkich funkcyj Baire’a nazy wamy najmnicjsza z klas K
(t.j. czesé wspélng wszystkich takich klas), spelniajacych nastepu-
jace warunki:

19 funkcje ciagle naletq do klasy K;

20 jezeli f(p) jest gramica ciqgu zbieinego funkecyj naleZqeych
do Fklasy K, to funkcja f(p) nalety rowniet do klasy K.

Klasy funkceyj, spelniajgce warunki 1° i 29, istnieja: np. rodzina
wszystkich funkcyj zmiennej rzeczywistej jest taka kiasa. Widzimy,
ze w szezegllnosel funkeje klas 1-ej, 2-ej, 3-ej,... w-ej, (o 1)-€j,...
83 funkcjami Baire’a.

Podobnie jak w twierdzeniach (5.2) i (b.4), dowodzi sie
z latwodcia, ze jezeli funkeje f,, p) sa funkcjami Baire’a, to funkcje

sup fa(p), ]Ilf f,, nn f,(p), lim f.(p),

n=1,2 n=1,2 n->oo n-»oo

o ile tylk() 8q Ogr'a,nlczone, sg tez funkejami Baire’a.

§ 4. Krzywe w przestrzeniach &".

1. Definicje. Krzywq ciqagla w & nazywamy zbiér zlozony
co najmniej z dwéch punktow, ktory jest obrazem cigglym przedzialu
zamknietego w &'

1) P.np. W. Sierpifiski, Funkeje przedstarwialne analitycenie, Liwéw 1925,
gdzie wylozona jest szczegdélowo teoria funkeyj Baire’a.



I§ 41 Krzywe w przestrzeniach &" 151

Krzywa ciggta jest to wiec (str. 112) zbioér punktow g=(y,,...,¥,),
okreslony ukladem réwnan
(1) y=1,(t) dla i=1,..,n,

gdzie f,(t) sa funkcjami ciaglymi w przedziale {a,b>. Uklad réw-
nan (1) mozemy krocej napisa¢ w postaci p=g(t), gdzie ¢(f) jest
funkejg ciggla o wartodciach z &", okreS§long w przedziale <{a,b).
O punktach nalezacych do krzywej mowimy, Ze leiq na krzywej.

Uklad réwnan (1), okreSlajacy krzywa, nazywa sie opisem
parametrycenym krzywej.

Jest jasne, ze jedna krzywa moze mieé wiele opisOw para-
metrycznych. W szczegdélnosei, jezeli rtéwnania (1) sa opisern para-
metrycznym krzywej, a funkcja h(t) jest ciagla w przedziale a<(t < f,
gdzie h(a)=a, R(f)=0b i a<{h()<bh, to roOwnania
(2) y,=1,(M1)) : dla i=1,..,n
tez sg opisem parametrycznym tej krzywej.

Krzywa nazywa sie bikiem prostym, jezeli ma opis parametryczny
p=9(t) o tej wlasnodeci, ze ¢(i;)3=q¢(l,) dla i ==z,

(1.1) Przedzial przestrzens & nie jest lukiem prostym, gdy n > 1.

Dow6d. Przypusémy, ze pewien przedziat I przestrzeni &"
jest lukiem prostym. Wowezas istniatby w &' przedzial {a,b> i taka
funkeja ciggla

(74‘(t):(f1(t)7"'7](n(t))

odwzorowujaca przedzial {a,b> na I, ze ¢(<{a,b>)=1 oraz p(t)==q¢(ly)
dla a<<t,<l,<(b. Kazdemu punktowi p=(wx,...,#,) ¢ I odpowiada-
taby wéwcezas jedna i tylko jedna taka liczba t=g(p)=g¢(ry, ..., %),
ze @(t)=p. Oczywiscie

wg(p)=p, 9(fi(8),..,[alt))=1.

Niech
P(a)=py= (L1, sn)y, @(0)=Ds= (Y1, Ya)

iniech p(¢d) bedzie punktem o i-tej wspolrzednej (1—3)x,-+ 9y,. Funkeja

M3)=g(p(®) dla 0<IL1
odwzorowuje przedzial {0,1> na cze$é¢ przedzialu {a,b>. Jest ona
ciagla w przedziale <{0,1>, bo w przeciwnym razic istnialyby takie
e>01 9;¢<0,1> oraz cigg 9,—8,, ze dla n==1,2,... byloby
(3) () —h(Dp)| > &5
oczywiscie 9,9, Poniewaz 0L h(I)<1, wiec ciag {h(J,)} bylby
ograniczony i zawieralby na mocy twierdzenia (1.7), str. 58, ciag
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czesciowy zbiezny h(d,)— t,. Poniewaz za$ Pg(p(9))) =p (9),
P(0n)=>p(0) 1 g(g(1)) =1, Wiec ¢(p(9n,)) =p(0n,)—>p(D,); zarazem z cigg-
tosci funkeji ¢(t) wynika, ze P(M(Dny)) >(ty), skad p(dy)=p(t,), a wiec
Y(p00)=glgte), 1§ to=h(D,) i practo h(d,)—>h(#,) whrew (3).

Z dowiedzionej cigglodei funkeji A(9) wynika na moey tw. (3.2),
str. 110, ze zbidr A=h(<0,1>) jest spéjny. Ale aed i be A, wiec
na mocy tw. (4.1), str. 67, zhiér A jest odeinkiem. Zatem A=a,b>.
Stad wynika, ze ¢(<a,b>)=¢(h(<0,1>)). Jest to jednak niemozliwe,
gdy n>1, poniewaz ¢(i(<0,1>)) jest odcinkiem p,p, a ¢(La,b>)
jest przedzialem I przestrzeni &". '

2. Krzywa Peany. Okazali$my, ze przedzial przestrzeni &,
gdzie #>1, nie jest lukiem prostym. Okazemy teraz, ze kaidy
przedzial jest krzyws ciagly.

(2.1)  Kuwadrat jest kraywq ciqglq.
Dowéd. Niech K bedzie kwadratem o wierzchotkach
A=(0,0), B=(0,1), C=(1,1), D=(1,0).

Oznaczmy przez z=qy(t) i g=1yp,(f) dowolne funkcje ciagle
w przedziale zamknigtym I=<0,1>, ktérych wykresem jest prze-
katna AC (mozemy np. przyjaé ¢.f)=t i p,(t)=1).

Podzielmy kwadrat K na 9 réwnych kwadratéw K, K,, ..., K,
0 bokach 1/3 przedzialu, a I —na 9 réwnych przedzialéw I, vy

Oznaczmy przez x=g,(t) i y=my,(t) funkcje ciggle w prze-
dziale I, ktérych obrazami w przedzialach I,1,,..,I, sa kolejno
odcinki AE, EF, FG, GH, HE, EJ, JK, KH, HC (t. j. przekatne
kwadratow K, ..., Ky). Wykresem funkeyj o= f,(t), y=gy(t) W prze-
dziale I jest wiec linia tamana AEFGHEJKHC zlozona z prze-
katnych kwadratéw K,,...,K, (p. rys.1). Mamy oczywigcie

lga(t) —go(t)| <1 i lpa(8) —yp,(t)] <1 dla 01,

Postapmy teraz z przedzialami I,,..., I, i kwadratami K,, ey Ky,
podobnie jak poprzednio z przedzialem I i kwadratem K, a wiec
podzielmy kazdy z kwadratéw K; (gdzie i=1,2,...,9) na 9 réw-
nych kwadratow Ky, Ky, ..., Ky, a kazdy z przedzialow I; (gdzie
t==1,2,...,9) — na 9 réwnych przedzialéw I;; I,s,..., 1.

Oznaczmy przez x=q,(t), y=y,(t) funkcje ciaglte w przedziale I,
ktérych wykresami w przedziatach Iyy,...,I;9 sa przekatne kwadra-
tow K., K;p; tworzg one znowu lini¢ lamang (p. 1ys. 2).
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Poniewaz obrazem funkeyj x=¢(t) i y=uy(t) w przedziale I;
jest przekatna kwadratu K, obrazem zas funkcyj o= g¢,(f) 1 y=1(t)
W przedziale 7; jest linia lamana leigca w K, wige

i () —u)|<13 dla 0=t

[72(t) —e@a(t
Postepu]aéc tak dalej, otrzymamy ciggi funkeyj {¢ (1)} i {»,(t)}
cigglych dla 0<{t<1 i spelniajacych warunki:
(4) Wykresem funkeyj z=¢ (1), y=1v,(t) jest linia lamana prze-
biegajaca przez wszystkie kw adraty, jakie otrzymamy, dzielagec kwa-
drat K na $m réwnych kwadratow o bokach dlugosei 1/3;

(5) o, (1) ¢m_1 @</ iy, (0)—y,, (O]<1B™T dla 0=t

i m=1.2...
B G C
F H
"B K
|
A J D
Rys. 1. Rys. 2.

Z (1) wynika, ze ciagi funkeji {¢ (¢)} i {y (1)} sa jednostajnie

zbieine w przedziale zamknietym <0,1>, gdyz szereg 213" est
m==1

zﬁieZny. Oznaczmy przez z=qg(t) 1 y=1y(l) funkeje, ktore sg grani-
cami ciggow funkeyj {¢ (1)} i {p_(t)}. Udowodnimy, ze wykresem
funkeyj x=g(), y=my(t) dla 0<{t<{1 jest caly kwadrat K. Istotnie

lp(t) — g, (1) = ‘2 ‘Pz — ¢4 )

i=m-41 i=m—+1

—g, )] dla m=12,..,

staéd na mocy (5)

- 1
(6) lg(t) —@,, ()] < 5 g1’
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i podobnie
1

(7) (0 v, (0] < ey
Niech p=(2y,y,) bedzie dowolnym punktem kwadratu K.
Z (4) wynika, ze dla kazdego m istnieje taka wartosé tmy, dla ktorej

l%““?m(tm), < ]7/3111’ Iyo‘—wm(tm) < 1/3m7

skad na moey (6) i (7)

. _ 1 1 5 \ _ 5
e — ¢(tm)] = 3m —f*z—.:m =5 gm (Wo—(lm)| < T 3m

Zatem @(tn)—>x, i p(tm)—>y, dla m—oco. Cigg {tm}, jako ograni-
czony, zawiera ciag czesciowy zbiezny {tm, | Niech b=ty dla k—oo.
Mamy oczywiscie ¢(ty,)—x, i Y(tm,) =>4, dla k—oco. 7 cigglodei fun-
keyj o) 1 o(t) wynika, ze @g=q(t,) i yo=y(t,). A Wiee punkt p= (a,,u,)
nalezy do wykresu funkeyj o= q(t), y=1y(t). Zanwazmy jeszeze, ze na
moey (1) jest 0<g, (t)<1 i O<y, (1) <1, zatem 0<g(t)<1 i 0<yp(t)<1
dla 0<{I<C1. A wiec krzywa ciggla r=q(t), y=1yp(t), gdzie 0= t<1,
iest kwadratem K.

Pierwszy przyklad krzywej cigglej wypelniajacej kwadrat podat G. Peano
w 1890 roku. Inny przyktad podal Sierpinskil) w 1912 roku. Krzywa ciagla
Sierpifiskiego jest okretlona jako granica lukéw prostych. Oczywiscie krzywa
Peany, jak to wynika z okre§lenia (str. 151), sama nie jest tukiem prostym:
istnieja wartoSei ¢4 17, ktérym odpowiada jeden i ten sam punkt kwadratu.

3. Krzywa ciagla wypelniajaca przedzial w &" Udo-
wodnimy teraz ogdélnie, ze

(3.1)  Preeduial preestrzeni &" dla n>=1 jest krzywa ciqglq.

Dowdd. Niech 15”) bedzie przedziatem 0<<a,;<<1 dla 1= L2,..,n.
Na moey twierdzenia (2.1) twierdzenie (3.1) zachodzi dla n=1
i m=2. Zalézmy, ze twicrdzenie zachodzi dla n—1>>2. Istniejg za-
tem funkeje ciagle T=gt) dla 0<i<<1 i 4=1,2,..,n—1, ktérych
wykres jest przedziatem 1§, Niech w=p(t) i y=yp(t) dla 0<{t<<1
bedg funkcjami cigglymi, ktérych wykres wypelnia kwadrat 0<{e<1,
0<y<<1. Niech dla 0<t<1

@) w=glp)=F) da i=1,2,..0—1 i a=ypt)=F(1).

Yy W. Sierpinski: O kreywych wypetniajacych kwadrat, Prace Matema-
tyezno-Fizyczne, tom 23, 1912, str. 193-219.
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Udowodnimy, ze przedzial I jest wykresem funkeyj #;=F{t),
dla 0<t<1 i i=1,2,..,n. Wezmy pod uwage dowolny punkt
p=(&;,...,&x) przedzialu I, Poniewaz punkt q=(&,...,&—) nalezy
do I§™Y, wiec istnieje takie t, ze 0<f<1 i

9) ' E=qfty) dla i=1,2,...,n—1.
7 okreglenia funkeyj @) i v(9) wynika istnienie takiego 9, e

lo=g(o)y  Ea=p(dy),
skad na mocy (8) i (9)
Ei:Fi(ﬁ‘-,) dla @.:],2,...,’)’1
A wiec krzywa ciggla 2;=F{9) dla 0<<9<1 i i=1,...,n Wy-
peinia przedziat I®. Tym samym udowodniliémy przez indukcje,
ze przedzial I§” jest krzyws ciagla.
' Wezmy teraz pod uwage dowolny przedzial I=_ay,.. ey Qg3 byy ooy Uy
i przyjmijmy, zachowujge poprzednie znaczenie funkeyj w= Fl(z))

Of0) =t (bi—a)F9) dla 0<I<1 i i=1,2,..,m

Latwo stwierdzié, ze krzywa ciggla ;= @) dla 0<C1<1
ii=1,2,...,k jest przedzialem I, c. b. d. d.

Uwaga. Na mocy (8) krzywa okreslona funkcjami

e=¢[p®)], y=vyle@], 2=v@) dla 0<I<],

gdzie funkeje w==¢(9), y=1(9) okreslajg krzywg ciggly wypelniajgca
kwadrat 0<<a<{1, 0<{y <1, jest krzywg ciagla wypelniajgea szeseian
01, 0<y<1, 0<e<1.

4. Charakterystyka krzywych ciaglych. Nasuwa sig
pytanie, jakie s3 warunki konieczne i dostateczne, by zbiér punktow
przestrzeni &" byl krzywa ciagla.

Kazda krzywa ciggla jest wedlug definicji obrazem cigglym
odeinka zamknietego i ograniczonego, jest wiec na mocy tw. (3.1)
i (3.2), str.1091 110, kontinuum ograniczonym. Ten warunek nie cha-
rakteryzuje jeszeze — jak to dalej zobaczymy — krzywych cigglych.

Moéwimy, ze zbior E ma wlasnosé (8), jezeli jest kontinuum
ograniczonym i dla kazdego ¢>0 da si¢ przedstawi¢ jako suma
skoriczonej liczby kontinuéw o érednicy mniejszej od e.

(4.1) Dla kaidego kontinuum E majqoego wlasno(sc (8), kazdego
kontinuum FCE i kaidej liczby 5 >0 istnicie “taki zbidr HCE ma-
jacy wlasnosé (S), ¢e FCH i O(H)< 0(F)-+-9.
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D()W 0d. Niech 0<<e <. Istniejg takie kontinua K, B, ..., Fy,
ze E-MZ Ey i 6(Iy)< e/4. Niech H,,...,H,, beda tymi sposréd zbio-

réw Ky, ..., En,, dla ktéryeh E;F=4=0. Zbior ZH, jest kontinugm na
mocy tw. (6.1) i (6 3), str. 87 i 88. Z k01e1 1s‘rn1(=Jq takie kontinua
Ef, .., Ef, ze E= ZF,*i S(Ef)<e/8. Niech Hy,Hp,...,Hy,, gdzie

i=1,...,m;, beda tyml spesréd zbioréw E¥, dla ktorvch HE=0.
MoZemy przyjaé, ze p,=p,=..=p, = const=m, Wypisujac w ra-
zie potrzeby w kazdym z ¢ ciggéw {Hu, ..., Hy} jeden zbiér kilka

m, m,
razy. Z tw. (6.3), str. 88, wynika, ze zbiory Fy=2 H, i X F; sa
k=1 =1

spojne oraz

(10) PCY H, i HC)Y Hy.
=1 k=1

Postepujge tak dalej, otrzymujemy taki ciag liczb {m,} i ta-
kie zbiory Hpp nys gdzie ny<lmy, .., np< my, 2o

(11} zbiory H,,I_._,,k sg kontinuami,
(]2) }‘,111 ,..llkilnl...nknk+1:i: O)

(13) 6(.H,,1 ...nk) < 8!/2k+29

mpyty .
(14) Hnl...llkclg Hnl...nkl
Niech
Mppy My
Hyyoomg= 2 oo 2 Hagompayoey, dla s=0,1, ...

ay=1 ag==]

Kazdy z tych zbioréw jest kontinuum; wynika to latwo przez
indukeje na moey tw. (6.3), str. 88. Okazemy, ze

s \ ‘ 1 1
’)(-Hn]...nk)ga(Hnl‘..nk)‘{“Z'g (Tk——hl—*- +m2+8) .

Dla s=0 jest to oczywiste. Jezeli wzér ten zachodzi dla jakiej$

liczby s i jezeli p,qu,s[fl npy O 1stn1e]@ takie liczby o i of, ze
peHy i qgeHpy. Poniewaz

"k“l as%+1 "k“l “ +1

s N , s
Hnl...nkai...“;,_I_lHnl...llk:i:O 1 H"l“-"k“;,"‘“./s‘-}—l Hlll..,llk:‘:()’
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~

wiece (p. (7.7), str. 73)

S(H ! n) < Hy oyt 1)+ N Hng o)+ OH ol ) <

e 1 o1
<6(Hf’1"k)+zg(gm + “'+-2k+2+8) +282k+3+5

Z ostatniego wzoru wynika w szczegdlnosci, ze

Y Hy)<o(F)+e dla s=1,2,..

. m=1
Niech
=) m
* . s : *__
H"I"'"k—Z/;H”I"'”k 1 H - 2 Hf,l.
s ng=1

Latwo widzieé, ze zbiory te sa spdine; zatem na mocy tw. (6.2),
str. 87, zbiory Ex---nk i H*=H sa kontinuami. Nadto
. T & &
O(H)<O(IM+e i 6(}1:1...nk) < ke + 55
Ze wzordw (10) i (14) oraz z tw. (4.h), str. 30, wynika, ze
FCH i ze

ml nlk
i e
H=} .. Y Hi
nltl nk=1
Zbiér H ma wiec wlasnogé (S8). _ N

(4.2) Jezeli kontinuum ogranicsone FE jest suma skonczonej liczby
kontinuow Ky, ..., E;, to dla kazdych dwu jego punktéw p i q ist-
nieje taki ciaqg skonczony liczb naturalnych (nickoniecziie véinych)
Nyy ooy Mgy 20 :

(15) E:Enl“l—---"‘ J"k’ P e_E‘nl. ge .E,,k,
Ep By =0 dla i=1,.. k1.

Dowdéd. Oznaczmy dla danego punktu p e E przez P zbidr
tych punktéw g e E, dla ktorych istnieje ciag zbioréw Ep,,..., By,
spetniajgcy warunki (15). Zbiér P jest — jak latwo widzie¢ — sumg
pewnych sposréd zbioréw E;, jest wige zamkniety. Gdyby zbidr
E—P byl niepusty, to bylby sumg pozostalych zbiorow ciggu E,, ..., K,
bylby wiee tez zamknigty. Rozklad E=P- (E—P) bylby wiee roz-
kiadem kontinuum F na dwa zbiory zamkniete rozlaczne, co nie-
mozliwe na mocy tw. (7.5) str. 72.
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(4.3) Jezeli 2bidr Il ma wlasno$é (S), p ¢ q sq dowolnymi jego punktamsi
t &> 0 jest dowolng liczbq, to istnieje ciqg skonczony zbiordw Ey, ..., Ej,
majgeych wlasnodé (8) i takich, ze:

E= —f—-]ﬂs, P e E17 qe Esy (5(E,)< e i Eiﬂ'i—i-l == 0
dia - i=1,...,8—1,

Dowdd. Na moey wlasnodei (8) zbior F jest suma skonczonej
liczby kontinuéw H,,..., H, o srednicach mniejszych niz /2. Na
mocy tw. (4.1) istniejg takie zbiory Hjy, majace wlasnos$é (S), ze
H,CH{CE i 6(H})<e Wystarezy teraz zastosowaé tw. (4.2) do
ciagu H7,..,Hy. .
(4.4) Twierdzenie Sierpinskiego'). Na to by zbiér E byt kreywa
cigglq, potrzeba i wystarcze, seby miat wlasno$é (S).

Dowdd?). Warunek jest konieczny. Jezeli bowiem istnieje
tunkeja ciagla ¢(t) odwzorowujaca odcinek {a,b> na zbior E, to
na mocy tw. (5.3), str.113, jest ona jednostajnie ciagla. Przednal
<a,b> mozna wiec podzielié na skoniczona liczbe takich przedzialéw
zamknietych) 4,,..., 4z, ze |¢(t)—-p(t)|<e dla t,t, e 4; 1 i=1,...,k.
Zbiory ¢(4;)=E; sa kontinuami i §(F;) < e.

Warunek jest dostateczny. Jezeli bowiem zbiér F ma wiasnosé
(8), to na moecy tw. (4.3) istnieja takie zbiory K,..,E,, majace

n

wlagnosé (S), ze E= > E; oraz ER 1 +016(E)<1dlai=1,...n,—1.

=

Niech ¢; bedzie dowolnym punktem zbioru ;- E, 110 9o — dowolnym
punktem zbioru F, i U, — dowolnym punktem zbioru £, . Na moecy
tw. (4. 3) istniejg talne zhiory Ey,..., Fim,, majace W}asnosc (S), ze
ol <t dla k=1,..,m, If‘i:glEik, ¢ By 0, ¢

B .
iy mn,

Ge B, da i=1.—1 i Bp, +0 da k=1,..,m—1

oraz qeF, jezeli s=i41; w szezegélnosei wige EymFg =0, gdy
s=1-1.

1) W. Sierpifiski, Fundamenta Mathematicae 1 (1920), str. 44-60.

%) Dowod ten jest w gruncie rzeezy prostym uogélnieniem konstrukeji
krzywej Peany. Czytelnik zechce poréwnaé geometryezng strong konstrukeji
z drugiej czesei tego dowodu z konstrukeja krzywej Peany.

kS
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Mozemy zalozyé, ze = ...=mp =1m,, Wypisujac w ciggu
Ey, ..., Bim; W razie potrzeby jeden zbior kilka razy. Postepujac
tak dalej, otrzymamy ciag {m,} liczb naturalnych i takie zbiory
B, . nyy gdzie ny<<my, ... ,np<imp, Mmajace wlasnodé (S), ze:

8(Fny . ) <1k,

Mply
1 —
HngonpT Z Enl MRSy

s=1

Em--wk - E’"1-~-nk +1+=0 dla np<<my,

]gnl...nimi_’_l,..mk:Enl...(n,--f—l)l..,l dla Ng<<My.

Dzielimy przedziat {0,1> na n, réwnych czesci, nastepnie kazdy
z nich na m, réwnych przedzialéw itd. Za n-tym krokiem dzielimy
wige przedziat <0,1> na m;-m,-....m, réwnych czedei. Mozemy je
oznaczyé przez Ay ..mp 1 tak ponumerowaé wskaznikami n,,...,n,
(gdzie ny<<my, ..., np<imy), zeby:

Anl...nksc"/jnl...n 0e Al.nla 1e Aml..

k’ .Iﬂk?

~ myq
Anl eng T Z Anl...nksa
g==1

Anl,..nk/gnl...nk—f—l:%:o dla Np<Thp,

Anl e RjmMG ...Ink: "/jlli ...(Ilrl‘-l)l...l dl?“ <M.

Niech Ay ny=<CCny...nyy Bny...ny >, Di€Ch Pu, o, bedzie dowolnym

punktem zbioru Eyy...ny, 1 niech

| Pryny dla 8€0n; . nyy Bry...nppy JOZELE[Ay—m0 [ |0 g0 | 30

¥ (\t) — )
k pml...mk dla t€<(}m1...mk1 pml...mk>'

Poniewaz By, . npp, .. 0,C Eny..onpp Wige |q, (t)—q (0)] < 1/k. Zatem
ciag {g,(t)} jest jednostajnie zbiezny. Funkeje ¢,(t) sa ciagle
w kazdym pumkcie wewnetrznym przedzialow Any...nps
koncowych tych przedzialéw oseylacja funkeji ¢,(t) wynosi co
najwyzej 26(An1_,.nk)<2/k. Zatem na mocy tw. (2.9), str. 127, ich
granica ¢(t) jest funkejg ciagla. Zarazem FE=¢({0,1>), ponie-
waz zbiér P wszystkich punktéw pn,.., Jjest gesty zaréwno
w zbiorze F jak w zbiorze ¢(<0,1>), a oba te zbiory sa zamknigte,
wigc P=FK i P=¢({0,1>), c. b.d.d.

a w punktach
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Nastepujacy przyklad jest jednym z najprostszych przykladow
kontinuum ograniczonego, ktére nie jest krzywg ciggla. Niech 4 C&?
bedzie wykresem funkeji sin 1/ dla 0<x<{1, a B — odcinkiem
(0,—1) (0,1). Zbiér O=A +B jest na mocy tw. (6.2), str. 87, kon-
tinuum ograniczonym, poniewaz zbiér A jest na mocy tw. (5.5),
str. 113, spdjny, jako obraz ciagly przedzialu <0,1> i, jak latwo
widzie¢, 4= C. Gdyby zbiér O byl krzywa ciggla, mialby na
mocy tw. (4.4) wlasnosé (8); w szezegdlnosei dalby sie przedstawié
jako suma skonczonego ciagu kontinudéw o frednicach mniejszych
niz 1/4; oznaczmy je przez H,,..., E,. Poniewaz nie wszystkie zbiory
E, sg zawarte w B, bo C—B=A4=0, wiec z tw. (4.2) wynika, ze
jeden z tych zbioréw, np. K, musialby mieé¢ punkty wspélne z A
i B. Niech p=(0,y,) ¢ BE,, q=(2,y) ¢ AE,; wowczas zbiér E; bylby
zawarty w przedziale I=<0,y,—0; 2,y,- 0>, gdzie p=1/4.

Oczywiscie albo y,—¢>~1, albo y,+e<1. Zatézmy np., ze
9+ 0 <11 niech n bedzie takg liczbg naturalng, ze 2nx >x. Wowcezas
#,=1/2n7n <1z oraz sin 1/z,=1. Odcinek (x;,—1) (#,¥,+ ¢) nie zawie-
ratby punktéw zbioru CI, a wiec tym bardziej zbioru E,. Niech

L=y —05 B Yot o> 1 L=, 0,05 2,9, ¢
Widzimy od razu, ze
C,=1LE=+0, Co=1FE,+0, Il,=C+C, C;=0C,, C;=0C, i (,0,=0,
wbrew spéinosei kontinuum E,.

(4.5) Kasdy =bidr wypukly, zamknigty i ograniczony E jest krzywaq
ciagly.

Dowdd. Jako wypukty, zbior F jest spojny na mocy tw. (7.2),
str. 92. Jako zamkniety, zbior E jest wiec kontinuum. Poniewaz
ponadto jest ograniczony, wiec na to, by byl krzywg ciggla, wy-
starczy — w my$l twierdzenia Sierpinskiego — okazaé, Zze ma
wlasnosé (8). ‘ }

Wezmy pod uwage dowolne ¢>0 i krate, ktorej liczba cha-
rakterystyezna jest mniejsza niz e/l/ﬁ (p. str. 77). Wowcezas kazdy
przedzial wechodzacy w sklad tej kraty ma &rednice mniejszg
niz ¢. Na mocy tw. (8.2), str. 98, istnieje skonczonaliczba przedziatow
zamknietych I,,I,,...,I tej kraty, ktére maja punkty wspllne ze
zbiorem E. Niech E;,= EI,;, gdzie i=1,2,...,s. Zbiory E; s3 zamknigte
na mocy tw. (4.8), str. 81, oraz wypukle na mocy tw. (7.1), str. 92,
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a wiec spéjne; zarazem w my§l zalozenia jest 6(E;)<e. Zbiér F ma
wiec wlasnosé (8), ¢. b.d. d.

Z twierdzenia (4.5) wynika w szczegolnodei, ze kula, elipsoida,
simpleks sg krzywymi ecigglymi.

Z twierdzenia Sierpinskiego (str. 158) wynika natych-
miast twierdzenie nastepujace:

s
(4.6) Suma DO, gdzie O, C,, ..., Cq sq kraywymi ciggtymi i C;Ci13=0,
i=1 .

dla i=1,...,s— 1, jest krzywq cigglq.
Wynika stad, ze np. wielo$ciany sa krzywymi ciagglymi.
Z latwoscia dowodzi si¢ rowniez twierdzenia:

(4.7) Jezeli {C,) jest takim ciagiem krzywych ciqglych, é¢ CpCppi+0

dla n=1,2,... oraz D 6(C,)<oo, to 2bidr } Ch jest kraywa ciagle.

n=l1 n=1

S. Banach. Wstep do Teorii funkeji. 11



