ROZDZIAL V
CALKA RIEMANNA
§ 1. Calka pojedyncza

1. Podzial przedzialu. WeZmy pod uwage w przedziale
zamknietym <d,b> skoriczong liczbe punktéw a=w <z, <..<wx,=b.

Zbior przedziatdw zamknietych <ay 2y, ..., {p_1,&ny nazy-
wamy podziatem A przedzialu <a,b>. 4

Dlugosé przedzialu {x;_y,x;> oznaczamy przez ()J",

0= oy —0-1 dla i=1,2,..,n,

a przez |A| — najwieksza z liczb dx,, ..., 0x,.

Ciag podzialow {A4,} nazywamy normalnym, jeieli |Aa|— 0
dla n— oo, tzn. jezeli dlugodé najdiuiszego przedzialu podziatu 4,
dazy do zera, gdy n wzrasta nieograniczenie.

Jezeli np. 4, jest podzialem przedzialu <a,b> na n réw-
nych przedzialéw, to ciag {4,} jest ciagiem normalnym,’ gdyz
|4a]=(b—a)/n—0 dla n— co.

\
2. Calka Riemanna. Niech f(x) bedzie funkejg ograniczons,
okreflong w przedziale zamknietym <a,b>. Weimy pod uwage
w kazdym przedziale {r;_,,#;> podzialu 4 dowolny punkt &
i utwérzmy sume

(1) R=2 f(&)oa.
Jezeli dla kazdego ciggu normalnego podzialéw {4,} odpo-
wiadajace im sumy R, daza do jednej i tej samej granicy (nieza-

leznie od wyboru punktéw &;), to granice te nazywamy calkq Rie-
manna funkeji f(x) w przedziale (a,b> i oznaczamy przez

[H@)da
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Funkeje f(x) nazywamy woéwczas catkowalng R czyli catkowalng
w sensie Riemanna w przedziale {a,b).

Uwaga. Jezeli dla kazdego ciggu normalnego podzialéw od-
powiednie sumy (1) sa zbiezne, to sa zawsze zbieine do tej
samej granicy. Jezeli bowiem {4,} i {4,} sa dowolnymi ciagami
normalnymi podzialéw przedzialu <{a,b>, a {R,} i {R,} — ciggami
zbieznymi odpowiednich sum, to poniewaz ciag {4,414z, 45,...}
jest rOwnieZz ciagiem normalnym podzialéw, ciag {R;R;,RsR3, ...}
jest zbieiny. Zatem ciagi {R,} i {R,} sa zbiezne do tej samej
granicy.

1(2.1) Dla kazdej funkeji | calkowanej R w przedziale {a,b> zacho-
dzi wzor:

() m(b— a)(ff M(b—a),

gdzie m © M oznaczaja kresy dolny i gorny funkeji f(a) dla a<a<b.

Dowéd. Dla kazdego podzialu 4 i kazdej sumy (1) mamy
m<f(&) <M, gdzie ¢=1,2,..,n. Zatem

m(8x, -+ ...+ 0x,) < R< M (02, -+ ...+ d0xy).

. Poniewaz dx,+...-Féx,=b—a, wiec otrzymujemy nierdéw-
" noéé (2), e. b.d. d.

(2.2) Jezeli funkeja f(x) jest catkowalna R w przedziale {a,b>, to
b
(3) | [ 1(@) da| <Lb—a),

gdzie L oznacza kres gorny wartosci |f(z)] w tym przedeiale.
Nieréwnosé (3) wynika latwo z (2), gdyz —L<m<M<L.

(2.3) Jezeli funkcja f(x) jest calkowalna R ¢ nieujemna w preedziale

La,b3, to
ff(m)dw> 0.

Wynika to z tw. (2.1), gdyz m=0.
11*
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8. Calka sumy funkcyj. Okazemy teraz, ze:

(3.1) Suma oraz réimica dwn funkcji f(x) © @lx) catkowalnych R
w przedziale {a,b) jest catkowalna R 7

b b b
/ [/(z) % g(@)]dw= f f(w)dw+ f gla)da

Dowdd. Biorge 1ak1ek01W1ek punkty & w przedmalaoh po-
dzialu A i oznaczajae przez R, R’ i R” odpowiednie sumy dla fi+g,
fi @, mamy R=R'+R". Dla ciggu normalnego podziatéw {4}
mamy zatem R,= R,+ R;. Poniewaz R, i R, daza do calek z funk-
cyj f(=) 1 ¢(x), wiee R, dazy réowniez do gram(y ktorg jest suma
(réznica) catek funkeyj f i ¢.

Roéwnie prosto dowodzi sie, Ze:

(3.2) Iloczyn funkeji f(x) calkowalnej R w przedziale {a,b)> przez
liczbe stalg c jest fumkeja cotkowalng R w tym przedziale i

/bcf(x)dwz c/f(m)dx.

a a

(3.3) Jezeli fi(x),...,fa(x) sa funkcjami catkowalnymi R w przedziale
{a,b>, a ¢yy...,¢q 8q dowolnymi stalymsi, to

b b b
[lahi@)+ .t eafa)ldo= ¢, [ fy(@)dv-t ...+ cu [ fol2)da

Dowdéd wynika od razu z (3.1) i (3.2).

4. Sumy dolna i gérna. Oznaczmy przez m; i M; kresy
dolny i gérny funkeji f(w) w przedziale w2 podziatu 4.
Niech
(4) §=2 mow;, 8= Mpx,

i=1 i==1

Sume s nazywamy suma dolng, S za$ — sumaq gérna odpowia-
dajaca podzialowi 4.

Niech m i M oznaczaja dolny i gérny kres funkeji f(o) w prze-
dziale <a,b>; woéwezas mamy oczywiscie na mocy (3) i (1):

(5) m(b—a)<s<R<S<M(D—a).
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Udowodnimy, ze S jest kresem gérnym wartosci sumy R, odpo-
wiadajqcej podziatowi A dla wszelkich modliwych wyboréw punkiéw &;
(p. wzor (1), str. 162).

Niech bowiem &£>0. W i-tym przedziale podzialu A4 mozemy

wyznaczyé taki punkt &, by f(g,-)>M,-—~E£—a, skad:

RZZV(&W%?Z (M}—b_-éa) dxy= S —e.

n
i=1 i=t .
Poniewaz ¢>0 jest dowolne oraz R<_S na mocy (5), wiee §
jest kresem gérnym wartosei sumy R.
Podobnie dowodzi sie, ze s jest kresem dolnym wartosei sumy R
dla podzialu A.
Zauwazmy, ze na mocy (3)

S—s=D(M;—m;) ;.

i=1
Oznaczajac wiec przez o; oscylacje funkeji f(x) w przedziale
dx;, tzn. przyjmujac «;=M;—m;, dostajemy

n
(6) S"-SZZ(U,'(S{I,','.
=1

5. Calki gorna i dolna. Kres dolny sum gérnych 8 przy
dowolnych podziatach 4 przedzialu <e,b> nazywamy catkq gérng
funkeji f(x) w przedziale {a,b> i oznaczamy przez

v ff(w)dw.

a

Analogicznie kres gérny sum dolnych s nazywamy catkq dolng
funkeji f(x) w przedziale <a,b> i oznaczamy przez

b
_ff(w)dw.

Dla kazdego podzialu 4 mamy na moey okreslenia calek gérnej
i dolnej:

b
(7) s< [fw)de,  [fo)dz<s.
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PRZYKLAD Niech y=f(z) bedzie funkcjq Dirichleta okres-
0 dla  wymiernych,

1 dla « mewymlernych
Dla kazdego podzialu 4 mamy wéwezas s=0 i S=1, zatem:

1 —
Ff]‘(nr:)dm: 0, Off(m)dxz 1. &

(5.1) Do kazdego &> 0 istnieje takie n>0, e jeieli podzial A spelnia
nieréumosé
(8) [al<n,

lona w przedziale <0,1>, tzn. flx)= {

to sumy s © S spelniajag niercownosci

b b
(9) s>ff(x)dm—s, S<[f(m)dw+ .
a a
Dowéd. Udowodnimy drugg z nieréwnoici (9). Poniewaz catka
gorna jest dolnym kresem sum gérnych, wice do liczby &> 0 istnieje
podziat 4, dla ktorego suma goérna S spelnia nieréwnogé
b

(10) ' S< [i(a)do-t ef2.

Niech # spelnia nieréwnosé
(1) 0<y<|4]

i wezmy pod uwage podzial A spelniajacy nieréwnosé (8).

Niech I; bedzie dowolnym odeinkiem podzialu 4, a I 1y, ..., 1
odcinkami podziatu 4, ktére calkowicie leza w I, a wiec ktore
zawierajay kazdy punkt przedzialu I, odlegly od jego koneow
o wiecej niz |4|. Z (9) dostajemy zatem

i
(12) Ikai]I,'gzy,
Niech M i m oznaczaja kresy gérny i dolny funkeji f(x)
w przedziale <{a,b>, a M, i M, — kresy gérne tej funkeji w prze-
dziatach I i I,. Mamy
_ _ J _ J
(13) On( M —I ) = 20, M — M 4) 4 (0x—20¢) (M —M ).

r=i r=i
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Poniewaz M,>M,, wieec M—M,<M—M, dla r=14,4+1,...,5;
zatem na mocy (12) i (13)

(14) S M—BT3)< 36, M —DM )+ 2n( I —m).

Podobne nieré6wnosei zachodzg dla pozostalych przedziatéw
podzialu 4. Dodajac te nieréwnoéei stronami, otrzymujemy po
lewej stronie M(b—a)—S. W sumach po prawej stronie nieréw-
nogei (14) nie wystepuiag skladniki odpowiadajace tym odcinkom
podzialu A4, ktére nie mieszezg sie catkowicie w zadnym przedziale
podziatu A. Sumy te po dodaniu nie przekrocza wiec

/]
D6 M —My=M(b—a)—S.
r=1

Niech % bedzie liczbg odeinkéw podziatu 4. Ostatnie wyrazy
po prawej stronie nieréwnosei (14) nie przekrocza wige lacznie
2an(M —m). Tym sposobem w wyniku dodawania stronami wszyst-
kich nieréwnogci (14) otrzymamy

M(b—a)—8S<M(b—a)—S+2np( M —m),
skad '
(15) S< 8+ 2nn( M —m).
Przyjmujac zatem, ze » spelmia procz nieréwnosci (11) jeszeze
nier6wnosgé '
(16) 20n( M —m)< ¢]2,

lotrzymamy z (15) i (10) nier6wnosé S<ff(w)da7+ g, t.). drugg
a

z nieréwnosci (9), zachodzaca — jak udowodnilismy — dla kazdego
podzialu A spelniajacego nieréwnosé (8), gdy tylko » spelnia nie-
réwnosei (11) i (16).

Podobnie dowodzi si¢ pierwszej z nieréwnosci (9).

(6.2) Dla kazdego ciagu normalnego podziatow {A,} ciqg sum {S,}
dazy do calki gornej, a cigg sum {s,} — do calki dolnej.

Dowé6d. Niech dane bedzie dowolne £>0 i dobrane do
niego 7>0 wedlug lematu (5.1). Poniewaz {4,} jest z zalozenia
ciggiem normalnym, wiec istnieje takie N, ze n >N pociaga [4.]<7.
Na mocy (5.1) otrzymujemy zatem

. b
(1) Sngff(x)dx+e- dla n>N.
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Poniewaz catka gérna jest kresem dolnym sum gérnych 8, wiee

b
(18) /f(w)dm< Sae

Z (17) i (18) dostajemy
b
O<S,,-ff(m)dw<s dla n>N.
a

Wynika stad, ze 8, dazy do calki gérnej.
Podobnie dowodzi si¢ twierdzenia dla sum dolnych «,.
(5.3) Catka dolna jest niewicksza od calki gornej:

b ®
[iwde< [j(@)do.

a

Wynika to z (5.2), poniewaz s,<<S, dla dostatecznie wiel-
kich n.

6. Warunki calkowalno$ci funkeji wedlug Riemanna.
(6.1) Jezeli catki dolna ¢ gérna funkeji f(x) w przedziale {a,b> sq
rowne, to funkcja f(x) jest catkowalna R w tym preedziale i

b b K4
_ff(m)dm: / f() dw= / f(x)da.

Dowéd. Dla kazdego ciagu normalnego podzialéw {4,} mamy
$a<Bp<Sn. Poniewazs, i 8, dazag dla n—>oo do calek dolnej
i gbrnej, ktére wedlug zalozenia sy réwne, wiec R, dazy réwniez
do granicy. Wynika stad, ze funkcja f(«) jest calkowalna w przedziale
<a,b> 1 ze jej catka réwna sie calce gérnej i dolnej, c. b. d. d.
(6.2) Jedeli funkeja f(x) jest calkowalna w przedziale <{a,b>, to jej
catkt gorna ¢ dolna w tym przedziale sq réwne.

Dowdd. Niech {4,} bedzie dowolnym ciagiem normalnym
podzialéw. Poniewaz suma dolna s, jest wedlug okreslenia kresem
dolnym, suma za$ gérna S, — kresem gérnym sum R, odpowia-
dajgeych podziatowi 4,, wiec istnieja dla podziatu 4, sumy R, i Rj
dostatecznie wielkie, by

(19) R,<sp+1/n oraz S,—1/n<K},.
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Poniewaz R, i R, dazg do catki funkeji f(x), wiec s, 1 8, daza
na mocy (19) réowniez do catki toj funkeji. Na mocy tw. (5.3) calka
gérna i dolna funkeji f(x) sa wiec réwne catce funkeji f(x).

7 twierdzen (6.1) i (6.2) wynika od razu twierdzenie

(6.3) Warunkiem koniccznym i wystarczajqcym na to, by funkcja
ograniczona w przedziale <{a,b> byla w nim catkowalna R, jest, Zeby
jej calki gorna ¢ dolna w tym przedziale byly rowne.

Twierdzeniu (6.3) mozna nadaé¢ postaé nastepujaca:

(6.4) Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by funkcja ogra-
- miceona f(x) byla w .przedziale {a,b> calkowalna R, jest, Zeby do kaz-
dej liceby >0 istnial podziat A, dla ktdrego zachodzilaby nieréwnosé

(20) S~s———§;w,6w,< &
gdzie w; oznacza oscylacje funkeji f(x) w przédziale ox;.

Dowdd. Jezeli funkeja f(x) jest catkowalna w przedziale <a, b>, to
na mocy tw. {6.3) jej catki gérna i dolna w tym przedziale sg réwne.
Zatem dla kazdego ciggu normalnego podzialéow {4,} ciagi {S,} i {sa}
dazg do tej samej graniey, skad §,—s, —0. Wynika stad, ze do kazde]
liczby &>0 istnieje taki podzial 4, dla ktérego S,—s,<e, tzn.
dla ktorego zachodzi nierownosé (20). Warunek jest wiec konieczny.

Na odwrét, jezeli do liezby >0 istnieje podzial 4 o wlasnosei
_(20), to na mocey (7), str. 165

4 b
ng_f\w)dw-—ff(x)dx< .

Poniewaz £>0 jest dowolne, wigc wynika stad, ze calki gérna
i dolna sg réwne. Na mocy tw. (6.3) funkeja f(x) jest zatem catkowalna R
w przedziale {a,b>. Warunek jest wiec takze dostateczny, c. b. d. d.

PRZYKLADY. 1. Kazda funkcja f(x) ciggta w przedziale {a,b)
jest w nim caltkowalna R.

Z jednostajnej cigglodei funkeji f(z) w przedziale {a,b) (tw.(4.2),
str. 112) wynika bowiem, ze do kazdego >0 istnieje taki podziat 4
na odeinki I, I, ..., I, ze oscylacja ; funkeji f na odcinku I, spet-
nia nier6wnosé w;<eg/(b—a) dla i=1,2,...,n. Stad dla podzialu 4
Zn’ (Sﬂf'i-———- &

&
b—a =1

na mocy wiee tw. (6.4) funkeja f jest calkowalna w przedziale {a,b).

n
S—s= 2 wiéwi<
i=1
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2. Kazda funkeja f(x) monotonicena w przedziale {a,b> jest
w nim catkowalna R.

Niech bowiem f(x) bedzie funkeja niemalejaca w <a,b>, a 4
dowolnym podziatem tego przedziatu punktami cy=a <z, < ... <Xp=b.
Poniewaz oscylacja o; w przedziale Ij=<{x;_;,#;> jest niewieksza niz
@) — (@), wige

S—SZZ wiémi <2(L‘ild Ig [f(b)—f(a)] . IA l
i=1 i=1
Jezeli zatem do dowolnie danej liczby >0 dobierzemy A tak,
by {f(b)—f(a)]-|4]<¢, to otrzymamy S—s<{e. Na mocy tw. (6.4)
wynika stad calkowalnodé R funkeji f(x) w przedziale <a, b>.

7. Zbiory miary Lebesgue’a 0. Mowimy, ze zbiér liniowy E
ma miare Lebesque’a zero, albo ze jego miara £ jest 0, i piszemy
m(E)=0, jezeli do kazdej liczby &> 0 istnieje skonczony lub przeli-
czalny ciag przedzialow {I,}, spelniajacy warunki:

(i) RECYI,
(i) Don<e, gdzie 6,= 6(L,).

PRZYKLADY. 1. Punkt jest miary  zero. Punkt a miesci
sie¢ bowiem w przedziale {a— /2, a+¢/2> o dlugodci e, gdzie ¢ jest
dowolng liezbg dodatnia.

2. Kazdy zbidr skoticzony lub gprzeliczalny jest miary Q zero.
Jezeli bowiem E jest zbiorem skofczonym lub przeliczalnym zlo-
zonym z punktéw {a,}, a ¢ — dowolng liczbg dodatnig, to ozna-
czajae przez I, przedzial {a,— ¢/2n, an,+¢/27, stwierdzamy latwo,
ze spelnione sg warunki (i) i (ii).

3. Zbior Cantora C jest zbiorem wmiary @ zero. Przy konstruk-
cji bowiem zbioru Cantora (str. 65) po wyrzuceniu przedzialéw
otwartych srodkowych w = pierwszych przyblizeniach pozostaje
z przedzialu {0,1> 27 réwnych przedzialéw zamknigtych I, ..., Iyn
o lgcznej dlugosei 27 (L)m=(2)n. Oczywidcie CCI,+..+In Do
kazdej liczby ¢ >0 istnieje takie n, ze (2)" <e, skad Ao T pn e
Miara g zbioru C jest wiec zerem.
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Na mocy okreslenia
(7.1) Kasda czesé zbioru miary L zero jest zbiorem miary £ zero.
Np. kazda czeéé zbioru Cantora jest zbiorem miary zero.
(7.2) Jezeli zbidr E jest miary L zero, to do kaidej liczby ¢ >0 ist-
nieje skonczony lub prezeliczalny zbidr przedzmlow {1} spelniajacych
warunki (i) 4 (ii) oraz stanowiacych pokrycie zbioru K.
Dowé6d. Na mocy zalozenia istnieje skonczony lub przeli-
czalny zbiér przedzialéw {I,} spetniajacy warunki:
(i"y ECILi+Ix+ ...,
GiY) I+ el < g2
Oznaczajac przez I, przedzial zawierajacy w swoim wnetrzu I
i taki, by |[a|<2|L,|, stwierdzamy latwoy ze przedzialy {I,} spel-
niaja warunki (i) i (ii) oraz stanowia pokrycie (str. 69) zhioru E.
7 tw. (7.2) wynika w szczegdlnosei, Ze:
. (7.3) Jezeli E je8t zbiorem zamknigtym ograniczonym miary L zero,
wéwezas do kasdej liczby >0 istnicje skohozony zbior przedziatéw
1., 1, ..., Iy spetniajacy warunki (i), (ii) ¢ stanowiqey pokrycie zhioru K.
Jezeli bowiem przedziaty {I,; tworzg 'pokrycie zbioru K
i I+ |1, + ...<e, to na mocy tw. (6.2), str. 70, istnieje wirod tych
przedziatéw skoniczona liczba przedzialow Iy, ..., In stanowigcych
réwniez pokrycie zbioru E i oczywiscie mamy tym bardzie]
L]+ Iyl <
(7.4) Suma skoticzonej lub preeliczalnej ilosei zbioréw miary L zero
jest zhiorem miary L zero.
Dowo6d. Niech Ky, FEs,...,Fp,... beda zbiorami miary £ zero.
Na mocy tw. (7.2) do kazdej liczby e>0 istnieje wiee ciag prze-
dziatow I, I(‘) . pokrywajacy K, ciag przedzialow 19, 19,..
pokryw&japc} E, itd. tak, by :

(21) OO 4 <ef2,  IPHIR L <ef2t itd.
Przedziaty 1,19, ..., 1P, 1P, ... itd. pokrywaja oczywiscie sume
B+ Ey+ ... 1 ponadto na moecy (21)
(IO P+ )+ (TP P+ )+ <ef2+e/2°+ . <.

Poniewaz >0 jest dowolne, wiec miara £ sumy FE,+ Hp+ ...
jest zerem.

(7.5) Przedeial nie jest zbiorem miary £ zero.
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Dowdd. Przypusémy, ze miara  przedzialu <{a,b> jest zerem.
Zatem dla e=}(b—a) istnieje takie pokrycie przedziatu <(a,b>
przedziatami Iy, I, ..., I,, ..., ze

(22) L) L]+ oo [T+ o < (B —a).

Przedzial zamkniety <{a’,b"), gdzie a'=a+¢/4 1 b'=b—¢e/4, jest.
zawarty w <a,b>; zatem przedziaty I,,I,,... tworzg réwniez pokrycie
przedzialu {a’,b’>. Na mocy (7.3) istnieje wiec takie N, ze przedzialy
Iy, 1y ...,1, pokrywaja przedzial <a’,b">. Wynika stad, ze

UL F A L= —a =b—a—¢/2=}(b—a),

whrew (22). Doszli§my wiec do sprzecznosei.
(7.6)  Zbior miary L zero nie posiada punkidw wewnetrenych.
Dowéd. Gdyby bowiem punkt a zbioru E miary { zero byl
jego punktem wewnetrznym, woéwezas istnialby przedzial otwarty
>a',b’CCE. Poniewaz na mocy (7.5) przedzial nie jest zbiorem miary
8 zero, wige na mocy (7.1) miara £ zbioru ¥ tez nie moglaby byé
zerem.
W szezegélnodei
© (7.7) Zaden 2bidr otwarty wie jest miary L zero.

8. Warunki Lebesgue’a calkowalno$ci R funkeji.
(8.1) Warimkiem Loniecznym i wystarczajacym na to, by funkcia f(x)
ograniczona w przedziale {a,b>, bylta w nim catkowalna R, jest ieby
2bior punktow nieciqglosei fumkeji f(x) w tym przedziale byl zbiorem
miary & zero.

Dowodd. Zatézmy, ze funkecja f(x) jest calkowalna w <a,bd.
Oznaczmy przez o(x) oscylacje tej funkeji w punkeie x i przez E,
zbiér tych punktéw x przedzialu (a,b> w ktérych w(x)>=1/k. Na
mocy tw, (6.4) do kazde]j liczby ¢>0 istnieje taki podzial 4 prze-
dzialu {a,b>, ze

(23) Swidr<elk.
i=1

Wezmy pod uwage te sposréd odcinkéw I; podzialu 4, na
ktorych oscylacja funkeji f przybiera wartodei w;>1/k. Oznaczmy
te odcinki przez I3,I...I;, a oscylacje funkeji f na nich przez
®1, Wy ...y ¢ p. Zatem

- (24) , wi=1/k dla  i=1,2,...,7. h
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Pozostate odcinki podzialu A oznaczmy przez Ii,13,...,15,
a oscylacje funkeji f na nich przez of,ws,...,05. Zatem

n r 8 r
Swior;=Yoi|li|+ o |IT|=Ywi |1},
i—=1 i=t i=1 i==1
skad na mocy (23) i (24)
| LA . L
(25) = i<+ ezyli > <e.
. kizl k i=1

Poniewaz oscylacje funkeji f na odeinkach 1I7,I5,...,1; sa
mniejsze od 1/k, wiee w punktach polozonych wewnatrz tych od-
winkéw sg one réwniez mniejsze od 1/k. Wynika stad, ze kazdy
punkt zbioru Ej nalezy do jednego z odcinkéw I3, 15, ..., I.. Zatem
na mocy (25) miara & zbioru E, jest zerem, gdyz ¢>0 jest dowolne.

Niech H bedzie zbiorem punktow nieciaglodei funkeji f w prze-
dziale <{a,b>. Oczywiscie

(26) , H=3 £,

w kazdym bowiem punkcie nieciaglosei x oscylacja o(x) jest
dodatnia, a zatem punkt ten nalezy do jakiego$ zbioru FE,, mia-
nowicie do takiego, ze w(x)>1/k.

Poniewaz kazdy ze zbioréw K, jest miary € zero, wiec
na moey (26) i tw. (7.4) zbior H jest tez zbiorem miary £ zero.
Warunek jest zatem konieczny.

Na odwrdt, zalézmy, ze zbiér punktéw niecigglodei funkeji f(x)
na odcinku <a,b> jest miary € zero. Dla kazdej liczby naturalnej k
zbidr tych punktéow x, w ktérych w(z)>=1/k, tj. zbiér Ep, jest na
mocy (7.1) miary £ zero.

Poniewaz madto K, jest na mocy tw. (2.6), str.108, zbiorem
zamknietym i ograniczonym, wiec na moey (6.2), str. 69, istnieje do
kazdego &>0 skoneczony zbiér przedzialéw otwartych Iy,71,,...,I1,
tworzacy pokrycie zbioru Ep, przy czym |I|4-|Ia|+ ...+ |14 <e.

Utwérzmy taki podzial A przedziatu <{a,b>, by kazdy z od-
cinkéw Iy,...,I, byl suma skoriczonej liczby odeinkéw podziatu 4.
Oznaczmy przez I3, 15,...,I, odcinki podzialu 4 pokryte przez od-
cinki Iy,I,,...,I,, & przez wi,..., o, oscylacje funkeji f na tych od-
cinkach. Mamy

(27) ’ I3 4 [ 15] 4 .. | IH <.

Ay
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Pozostale odcinki podzialu A oznaczymy przez L,.. f
W kazdym punkcie  przedzialu zamknlgtego I,, gdzie j=1,2,.
oscylacja funkeji f spelnia nieréwnosé w(w x)<1/k, gdyz ®e Ek
Mozemy wiec podzielié odcinek I, na tak mate odecinki, by oscy-
lacja na zadnym z nich nie przekraczata 1/k. Dzielac w ten sposob
kazdy z przedziatéw I 1,I 2y <y Ly otrzymamv nowe odeinki 17,17, ..., I5,
na ktérych oscylacje of,«3,...,05 funkeji f spelniaja merownoécl

(28) o] <1k dla i=1,2,..,¢

Przedziaty 13,15,...,1;, I1,I5,...,I; tworza pewien podzial 4,
dla ktorego :

§—g= _Z?w}]I 143 Zw 17,

gkad na mocy (27) i (28) otrzymujemy
S-——s<w8—|—2(b-—a),

gdzie w jest oscylacja funkeji f w przedziale La,b>.

Poniewaz ¢ i 1/k mogg byé dowolnie matymi liczbami dodat-
nimi, wigc na mocy tw. (6.4) funkecja f(z ) jest calkowalna R w <a,b>.
Warunek jest zatem dostateczny, c.b.d.d.

PRZYKEADY. 1. Kaéda funkeja ciqgla w przedziale zamknie-
tym jest w wim catkowalna R.

Jest bowiem na nim ograniczona i jej zbiér punktéw niecigg-
lodei ]est pusty, zatem miary £ zero.

. Kada funkeja ograniczona w przedziale zamknigtym i majaca

w nim skoticzony lub przeliczalny zbior punkiéw nieciqggtodci jest
catkowalna R w tym przedziale.

Zbior skoniezony lub przeliczalny jest bowiem miary £ zero
(p. str. 170, przyklad 2).

9. Wlasnos$ci tunkeyj calkowalnych R. Uzyjemy teraz
twierdzenia (8.1) do dowodu nastepujacych twierdzen: R

(9.1) Wartosé bezwzgledna funkeji catkowalnej R w przedziale <a b>

jest funkcja catkowalng R w tym przedziale.

Dowéd. Jezeli funkeja f(x) jest catkowalna R, to punkty nie-
cigglodei funkeji |f(#)| sa zarazem punktami niecigglodci funkeji f(x).
Poniewaz zbiér ostatnich jest miary @ zero na mocy tw. (8.1),
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wiec zbiér punktow niecigglosei funkeji |f(w)] (jako czesé poprzed-
niego) jest na mocy tw. (7.1) réwniez miary £ zero. Na mocy tw. (8.1)
funkeja |f(x)| jest wigc catkowalna R, gdyz jest ograniczona.

(9.2) Iloczyn dwu funkeyj fi(x) ¢ fo(x) calkowalnych R jest funkejq
catkowalng R.

Dowéd. Niech H,,H, i H beda zbiorami punktéw niecigglodci
funkeyj fi(®), fol®) i fil®) fol@). Oczywiscie HCH,+H, Poniewaz
H, i H, s3 na mocy tw. (8.1) zbiorami miary £ zero, wiec na mocy
tw. (7.4) H jest miary £ zero. Poniewaz nadto f,(x) fo(x) jest funkeja
ograniczong, wige na mocy tw. (8.1) jest calkowalng R.

(9.3) Funkcja calkowalna R w przedziale {a,b> jest catkowalna R
w kazdym przedziale zawartym w <{a,b>.

Dowéd. Wowezas jej zbidr punktéw niecigglodei w calym
przedziale jest miary £ zero na mocy tw. (8.1). Tym bardziej wiec
miary & zero jest, na mocy tw.(7.1), zbiér jej punktéw nieciag-
losci w kazdym przedziale czesciowym.

(9.4) Jezeli funkcja f(x) ograniczona w przedziale {a,b> przybiera
w nim wszedzie warto$é 0 z wyjatkiem punktéw pewnego zbiory
zamknietego A miary L zero, to jest ona caltkowalna R w tym

’

b
przedziale | f flx)dz=0.

Dowdd. Jezeli jaki§ punkt x nie nalezy do A4, to z uwagi,
ze A jest zbiorem zamknietym, x nie jest punktem skupienia tego
zbioru i wobec tego istnieje pewne otoczenie punktu x rozlaczne z A
(p. tw. (7.5), str. 72). W tym otoczeniu funkcja f(x), jako tozsamo-
geiowo rowna 0, jest ciagla, w szezegdlnoseci wiec jest ciagla
w punkeie x. '

Punkty niecigglodei funkeji f(«) mieszeza sie zatem w 4 i przeto.
stanowig z zalozenia zbiér miary £ zero. Na mocy tw. (8.1) funkeja
f(x) jest wiec catkowalna R. '

Niech 4 bedzie dowolnym podzialem przedzialu <a,b>. Ponie-
waz A, jako zbidr miary & zero, nie zawiera na mocy tw. (7.6) zad-
nego odcinka, wiec w kazdym odeinku dx; podzialu A istnieje punkt
x; nie nahiz&cy do A. Oczywiscie f(x;)=0, skad E= Zf(w,)éwr——-(),,

a zatem ff(x)dx:(), e.b. d. d.
a
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(9.5) Jezeli ciag funkcyj {fo(®)} catkowalnych R w przedziale {a,b>
jest w nim jednostajnie zbiezny do funkeji f(x), to funkeja f(x) jest
catkowalna w tym przedziale i

b
lim f fal) do.

n—)ooa

b
(29) / Har)dw=

Dowdd. Niech H, bedzie zbiorem punktow nieciaglodei funkeji
fn(2) i niech H=H,+ H,+ ... Poniewaz zbiory H,, H,,... sa miary
L zero, zatem na mocy tw.(7.4) H jest rdwniez zbiorem miary  zero.
Jezeli wiec punkt z, przedziatu {a,b> nie nalezy do H, to wszystkie
funkeje ciggu {f.(x)} sa eiagle w x,, skad na mocy tw. (2.5), str. 125,
funkcja f(x) jest ciagla w x,. Zatem zbiér punktow nieciaglodei funk-
cji f(x) miesei sie w H, wiec jego miara £ jest réwniez zerem na
mocy tw. (7.1)”Poniewaz nadto funkeja f(x) jest na mocy tw. (2.4),
gtr. 125, ograniczona w przedziale <a,b>, wiec na mocy tw. (8.1)
jest ona catkowalna R w tym przedziale.

Wobec zatozenia, ze f(x)=1im f,(x) w przedziale {a,b>, istnieje

00

dla kaidego >0 takie N, ze [fo(x)—f(x)|<e dla n >N, skad

b b b
B0 | [ @) do— [ f@)de|=| [ Unl@) —(2)1da| < el —a]

a a

dla xe<{a,b> i n>=>N. Z nieréwnosdei (30) wynika (29\), poniewaz
£>0 bylo dowolne. '

10. Calka Riemanna a funkeja pierwotna. Mozemy te-
raz dowied¢ nastepujacych wlasnodei calki Riemanna:

(10.1) Jezeli funkcja flax) jest cotkowalna R w przedziatach {a,c)
i e,by, oraz a<c<b, to funkcja f(z) jest calkowalna w przedziale

<a,b i
b [ b
(31) [f@)de= [f@)dn+ [f)dn.

a ’ a c
Dowéd. Zbiér punktéw nieciaglodei funkeji f(x) w przedziale
{a,b> jest na mocy tw.(7.1) miary £ zero, jako suma zbioré6w punk-
tow nieciggtodei tej funkcji w przedzialach <{a,c> i <e,b), ktoére
sa miary € zero na mocy tw. (8.1). Zatem na mocy tw. (8.1) funkcja
f(x) jest calkowalna w przedziale <a,b).



1 Calka Riemanna a funkcja pierwotna. 177

Niech {4,} bedzie ciagiem podzialdw przedzialu <a,b) za-
.chowujacych stale punkt ¢ jako punkt podziatu. Oznaczajac przez E,
sume dla podziatu 4,, a przez R, i R, sume skladnikéw, ktore od-
powiadaja odcinkom podzialu 4, mieszezgcym si¢ w przedzialach
La,¢> i £6,by, otrzymamy KR,=R,+ER;. Otrzymujemy stad réw-
nosé (30), przechodzge do granicy dla n-—>oco.

Uwaga. Jezeli funkeja f(x) jest calkowalna w przedziale {a,b),
to przyjmujemy, ze

a b
ff(m)dx=—~ff(w)dm, . ff(x)da;:O.
b a a

Dowodzi sie latwo, ze w tym znakowaniu wzoér (31) zachodzi
dla dowolnych liczb a,b,c, byleby istnialy wszystkie catki wyste-
pujace w tym wzorze.

, Jezeli funkeja f(x) jest calkowalna w przedziale o koficach a,b
i K jest kresem gérnym funkeji |f(x)] w tym przedziale, to

(32) i fh f(m)dw‘glb——al](.

Gdy a<b, nieréwnosé (32) jest identyczna z nieréwnoseig (3),
str. 163. Stad wynika Wtwo nieréwnosé (32) dla az=b.

(10.2) Jeieli funkcja f(x) jest catkowalna R w przedziale a,b>,
to funkcja '

Fo)=[j@)dt, gdzie a<e<b i a<a<h,

jest ciqglta w przedziale {a,b>, a ponadio w kaidym punkcie x,,
w ktérym funkcja f(x) jest ciqgla, istnieje pochodna F'(xy) ¢

F'(a5)= f(a,)-
Dow6d. Oznaczmy przez K kres gérny funkeji |f(x)] w prze-

dziale {a,b>. Dla dowolnych punktéw &’ i @'’ tego przedziatu mamy,
stosujge tw. (10.1),

X X'’

Pl —F (|| [t ae— [ || [y [y — [y =

=|[ it <jo'—a"| K.

x!?

S. Banach, Wstep do Teorii funkeji. : 12
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Funkeja F(x) spelnia wiee w przedziale {a,b> warunek Lip-
schitza, a tym samym jest ciagla w {a,b). '

Niech teraz @, € <a,b) bedzie punktem ciggtosei funkeji f(z). Dla
kazdego x € {a,b)> oznaczmy przez K, kres gérny roznicy |f(x)—f(z,))
w przedziale {x,x>. Wowezas

F(x)—F(x,)

r—x,

0

;pme mm#«

Z ciaglodei funkeji f(x) -w punkeie x, wynika, ze K,—0 dla
r—>2, skad
. Fr)—F(z
tim T ZHE)_ g,

X% & — Ty

czyli F'(wy)=f{z,), ¢. b. d. d

Funkci¢ F(x) nazywamy funkcje pierwotng funkeji f(z) w prze-
dziale <a,b>, gdy w kazdym punkcie tego przedzialu F'(x)=f(x).
(10.3) Jeteli F(x) jest funkejq pierwotng funkeji f(x) caltkowalnej R
w przedziale {a,b>, to

b

(33) ff(m)dm:F(b)—F(a).

a
Dowdd. Niech 4 bedzie dowolnym podzialem odcinka <{a,b>
punktami a=x¢<®<...<< £,=b. Mamy
F(b)— F(a) = (F(a1) — F(@)) + (F(a)— F(@r)) + ... + (F(@n) — F(aps)).

Na mocy twierdzenia o wartodei §redniej

F(z)—F(x

i—1

)=F'(&) (2,—x,_,), gdzie @z, <¢, <,
Poniewaz F'(&)=[(¢), wige dla dx;=<@1, 2> otrzymujemy
F(b)—F(a) Zf

=1

Jezeli wiec {4,} jest dowolnym ciggiem normalnym podzialéw,
dostaniemy F(b)—F(a)=R,, skad otrzymujemy (33), przechodzac
do granicy dla n—oo0. °



[§ 2] Podzial przedziatu. 179

§ 2. Calki wielokrotne.

1. Podzial przedzialu. Niech I bedzie dowolnym prze-
dzialem zamknietym przestrzeni &".

Podziatem przedzialu I nazywamy dowolny skoriczony zbiér A
nie zachodzacych na siebie przedzialéw zamknietych Iy,...,.I,, kté-
rych sumg jest I.

Podzial przedzialu I=<ey,...,az; by,...,bp> mozemy otrzymac np.,
tworzge najpierw dla kazdego i=1,2,..,m dowolny podzial 4;
przedzialu <{a;b;> za pomocg punktéow

(1) - ai=x§°)<mﬁ-l)< ...<x§ki)=b,-.

Podzialem przedziatu I bedzie wéwezas zbiér wszystkich prze-
dzialéw postaci

( ji-+-1 fnt1
(2) Ko, . aliwy gDty

gdzie j, jest dowolng z liczb 0,1,..,k—1, a wiec gdzie <x§ji),a§ji+“>
jest dowolnym odcinkiem podzialu 4; odecinka <a;b;).

Taki podzial nazywamy siatkq przedziatu I.

Siatke prostokata otrzymujemy np., dzielac go na prostokaty
za pomocy prostych réwnolegltych do jego bokéw. Podobnie, siatke
prostopadtodcianu  I=<ay, ay, as; by, by, b,> dostajemy, dzielae go
na prostopadiodciany plaszezyznami réwnoleglymi do plaszezyzn
Ty, yz i zx. -

(1.1) Jezeli przedziaty Iy,...,1, (zachodzace na siebie lub nie) leq
w przedziale 1, to istnieje siatka A o tej wlasnosci, ze kaidy pree-
dzial I, gdzie l=1,...,m, jest sumaq pewnych przedzialéw tej siatki.

Niech bowiem I; bedzie postaci (2). Utwérzmy podzial 4,
odcinka <{a;b;> za pomocg punktéw (1). Siatka 4 otrzymana z po-
dzialéw 4; dla i=1,2,...,n spelnia oczywiscie teze twierdzenia.

Uwaga. W szezegblnosci, jezeli przedzialy I,...,I,, nie zachodza
na siebie, to doljczajac do nich te przedzialy siatki 4, ktére nie
83 w nich zawarte, otrzymamy siatke, w ktérej sklad wechodza
przedziaty I1,,...,7,.

Podziat 4, nazywamy podzialem nastepczym podziatu 4, jezeli
kazdy przedzial podzialu 4, jest zawarty w jakim§ przedziale po-
dzialu 4.

12*
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Oczywiscie
(1.2) Jedeli A4, jest podziatem nastepezym podziatu A4,, a A podziaty
Ay, to Ay jest podziatem nastepezym podzialu A,.

; 7Z (1.1) wynika, zZe )
(1.3) Dla kaidego podziatu A 1stnieje siatka A,, kidra jest jego po-
dzialem nastepczym.,

(1.4) Dla kazdych dwdéch siatek A’ i A" preedziatu I istnieje siatka A,
ktdra jest podziatem nasigpozym zaréwno siatki A’ jak siatki A".

Niech bowiem siatka 4’ powstaje z podziatléow odeinkéw
Cayby dla i=1,...,n za pomocy punktéw a;= &’ <&’ < .. <& =b,
a A" za pomocg punktéw =<y’ <. <yfP=0b. Wowezas
siatke A nastepczg siatek A4’ i A" otrzymamy, tworzac siatke po-
wstajaca podzialéw odecinkéw <a;, b;> za pomocy punktow
080, & O, g
t s>l » ’ ’ ? ’ ’

(1.8) Dla kazdych dwdch podzialéw A’ i A przedziatu I istnieje
siatka A, ktdra jest podziatem nastgpczym earéwno podziatu A’ jak
podziatu A4".

Na mocy tw. (1.3) istnieja bowiem siatki A" i A" nastepecze po-
dzialéw A’ i A”. Na mocy za$ tw. (1.4) istnieje siatka 4 nastepcza
siatek A’ i A", Oczywidcie siatka 4 jest na mocy (1.2) podziatem
nastepczym podzialéw A4’ i A".

Najwiekszg érednice przedziatéow I, ..., I, podzialu 4 oznaczamy
przez |A]:

| 4] = max d(1;).

Ciag podzialow {4,}u=12,. Dazywamy normalnym, jezeli|4,|—0
dla » —co.

Np. dzielac przedzialy <{a;b; na y=1,2,... rownych czesci
i tworzac do tych podzialéw siatki 4,, otrzymamy ciag normalny

podzialow. Mamy bowiem ]/J,,]z%‘/(bl——al)u,-...—]—(b,,—a,,)"—»O dla

Y —> 00.

2. Miara przedzialu. Mierq przedeiatu <amknigtego lub
otwartego I=[ay,...,an: by,...,b,] nazywamy iloczyn

3) || = (b1 —a3) (by—at) ... b—an) =[] (bi— ).

i=1
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W szezegolnodei wiee miarg przedziatu [a, b] linii prostej jest
jego dlugosé |b—al; miarg przedzialu [a,,a,; by, b,] plaszezyzny &
jest jego pole pole (b, —a,) (by—a,); miarg przedzialu [a,,aq aq; by, byybs]
przestrzeni &° jest jego objetosé (b,— a,) (by— as) (b, — ay) itd.

(2.1) Jezeli przedzial samkniety I jest suma skonczonej liczby prze-
dziatow I, ...,I1, nie zachodzacych na siecbie, to

(4) I|=|Ti|+ .+ Tul-

Dowé6d. Zalézmy najpierw, ze przedzialy te tworzg siatke 4
otrzymang z podzialéw punktami a=a0 << ... <2 = b;, gdzie
i=1,2,...,n. Wowezas |b;—a;| =[x’ —a®|+ ...+ — o) a zatem

na moey (3)
(L= (o —a o)) (ol 2] 4 faff -l ),

Skladniki sumy, jakie otrzymamy po wykonaniu mnozenia,
sg to miary przedzialéw I,,...,1, tworzacych siatke A.

Zalézmy teraz ogélnie, ze przedzialy te tworzg dowolny po-
dzial 4 przedzialu I. Utwoérzmy siatke 4’ bedacg podziatem nastep-
czym podzialu 4 (p. str.180). Kazdy przedziat I; dla j=1,...,m jest
sumg pewnej liczby przedziatéw siatki A’ (ktére, jak latwo widzied,
tworzg siatke przedzialu I;). Zatem miara przedzialu I; jest sumg
miar tych przedzialéw. Wynika stad, ze suma miar przedzialow
I,...,I, réwna jest sumie miar przedzialow siatki 4’, a wiec mierze
przedziatu I, c. b. d. d.

(2.2) Jezeli paﬂz%]zialy 1y, ..., 1, nie zachodzq na sichie i zawarle sq
w sumie przedzialow Ji,...,J;, to

(5) AT S EIF A NI )

Dowé6d. Niech I bedzie dowolnym przedzialem zamknietym,
. zawierajacym wszystkie przedzialy

(6) L, dm,  Ju,.ud.

Na moey tw. (1.1) istnieje siatka 4 przedzialu I o tej wlasnosei,
ze kazdy z przedzialéw (6) jest suma pewnej liezby przedzialow
siatki 4. A zatem miara kazdego z przedzialéw (6) jest sumg miar
tych przedziatéw siatki 4, ktore w nim lezg. Stad wynika juz tatwo (5).
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8. OkresSlenie calki wielokrotnej. Niech f(xy,...,x,) bedzie
funkejg ograniczong, okreflong w przedziale zamknietym

I={ay, ..., 00} byy ooy

Utworzmy dowolny podziat A przedziatu I, ztozony z przedzialéw

L,...,I,. Dla kazdego j=1,...,m wezmy pod uwage w przedziale I,

dowolny punkt p, o wspélrzednych 59’,&9’,...,&5‘,’) i niech

) B= 210,840, 0 [T = Zi(p)- |1
=1 = '

Jezeli dla wszystkich ciggéw normalnych podzialéw {4,} prze-
dziatu I sumy R dazg do tej samej granicy (niezaleznie od wy-
boru punktéw P woéwezas granice ta nazywamy a-kroing colkag
Riemanna funkeji f(ay,...,x,) w I 1 oznaczamy ja przez

f...ff(m1,...,x,,)dml...dm,, lub przez ff(p)dp.
1 R I

Funkeje f nazywamy wowczas calkowalng R (czyli cathowalng
wedlug Riemanna) w przedziale I.

Uwaga. Jezeli dla kazdego ciggu normalnego podzialéw sumy

(7) sy zbiezne, to s3 one zbiezne do tej samej granicy (p. str. 163).
(3.1) Niech f(p) bedzie funkcjq catkowalng R w preedziale I. Wowezas:
(i) Jedeli ki K sq kresami dolnym i gérnym funkcji f(p) w I, to

k< [f(p)dp<K|I.
T
(ii) Jezeli I jest kresem géf'%ym funkeji [f(p)| w I, to
\Iff(p)clp}<LlI ;
(ii1) Dla kazdej liczby ¢ funkcja ¢ f(p) jest catkowalna R w I i

[eitprap=rc [{(p)dp.
i I

(iv) Jezeli p(p) jest rowniez funkcjg ('alkowalnq R w przedziale 1,
to suma f(p)+¢(p) iest funkcja calkowalng R w I i

[t +e)dp=[i(p)dp+ [¢(p)dp.
I I I

Dowody przebiegaja podobnie jak dowéd tw. (3.1), str.164.
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4. Sumy dolne i gérne. Oznaczmy przez k; i K; kresy
dolny i gorny funkeji f w przedziale I;.
Sumeq dolng s i gorng S nazywamy wyraZenia (p. str. 164):

s=2k| 1], 8= KT
j=1 J=1

Oznaczajac przez k i K kresy dolny i gérny funkeji f w prze-
dziale I, mamy k;>k i K;<K, wieec

k[ <s<S<K|II.

Podobnie jak na str.165, mozna udowodnié, ze S jest kresem
géornym, s za$§ kresem dolnym sum R odpowiadajacych podzia-
towi 4 przedziata I i dowolnie obranym punktom p, € I;. Oznaczajac
oscylacje funkeji f w przedziale I; przez w;, t.zn. przyjmujac
wj=K;—k;, mamy (p. str. 165):

S—s=Jo|].
j=1

b. Calki dolne i gérne. Kres gérny sum dolnych s i kres
dolny sum gérnych S nazywamy odpowiednio catkqg dolng i calkq
gorng funkeji f w przedziale I. Calke dolng oznaczamy przez

f...ff(wl, wop)dry ... dz, lub ff(p)dp,
T

7

-calke zad gérna przez

/ ff &1y ey Xp)doy...dz, lub ff

Podobnie jak dla calek pojedynczych (str.166), dla calek
wielokrotnych zachodzi-nastepujaey lemat:

(5.1) Dla kaidego ¢ >0 istnieje takie n >0, 3e 7ezelv podzial 4 spetnia
nieréwnos$é |A|<y, to

) [imap—c<s oras S<[ip)dp+ e
J ]
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Dowdd. Dla kazdej liczby &> 0 istnieje podzial A, dla ktérego
suma gérna S spelnia nieréwnogé

(9) S< [1p)dp+ e/2.
I
Oznaczmy przez 7 najmniejszg szerokos¢ (str. 76) przedzialéw
podzialu 4 i niech
(10) 0<n<ny/2.
Utworzmy dowolny podzial 4 przedzialu I tak, by
(11) 4] <n.

Wezmy pod uwage dowolny przedziat I; podzialu 4 i oznaczmy
przez I,,...,I, przedzialy podzialu A zawarte w_f,. Przedzialy te
pokrywaja zatem wszystkie punkty przedzialu /; odleglte od jego
brzegu co najmniej o 7. Jezeli wiee I;=<ay,...,@n;b1,...,0,>, to
I+ ...+1, zawiera przedzial a1+, ..., an+ ;01— ..., bn—2). Zatem

‘_Z;lli|/>’(bl_a1—‘27/‘)'"~'(bn'—an_277)7
skad

=S <L) o G (b1 a1—20) - (Ba—at—21)] <
12 o 0
1) <(by—a1) ... (bp—an) [1-(1——b “77_)._”.<1_b 27 )]

Z okreslenia liczby n wynika, zZe

p<|by—ayl, ..., g<|ba—anl|.
Na mocy (10) mamy wiec
2n/(by—ay) <1 itd.

Opierajgc sie na nier6wnosei (1—e&)-...-(1—e,)>=1—¢;- ... godla
0<e <], ..., 0,1, otrzymujemy tedy z (12)

. ! _ 2 2 R
i=1 . n
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-Oznaczajac przez k i K kresy dolny i gérny funkeji f w I,
a przez K; i K; jej kresy gorne w I; i I;, mamy

K = By= 3|1l —R)+T= 311N - ),

a poniewaz K>K; dla i=1,..,r, wiec na moey (13)

2%]1] (K —F).

T\ —Fj) < 3 |L{(K — B) + ==
1=
Sumujge ostatnie dwa wzory stronami dla wszystkich % prze-
dzialéw I; podzialu 4 i stosujac podobne rozumowanie jak na
str. 167, otrzymujemy

K|I|—S<K|I|—S+ —n;nlll 0K —k),
skad
(14) s<ft 2L g g,

Dobierajac wiee liczbe # tak, aby proez nieréwnosci (10)
spetniona byla jeszcze nieréwnosé

(15) ”nm[][

WK —k)<

t»\m

otrzymamy z (14) i (9)
S< [fp)dp-+e
I

dla kazdego podzialu A spelniajgcego warunek (11) i dla kazdej
liczby 7 >0, spelniajacej warunki (10) i (15).

Podobnie wyprowadza sie pierwsza z nieréwnosci (8).
(5.2) Dla kaidego ciqgu normalnego podziatdw {A,} preedziatu I
ciag sum {s,} daty dla v—oo do calki dolnej, a ciqg {S,} do gornej.

(5.3) Calka dolna jest niewicksza od catki gornej:

[iwap< [fw)ap.
vi b

Dowody twierdzen (H.2) i (5.3) za pomocg lematu (5.1) sa
podobne do dowoddéw twierdzen (5.2) 1 (b.3), str. 167 i 168, za po-
mocg lematu (5.1).



186 Rozdzial V. Catka Riemanna.

- (5.4) Jezeli f(p) jest funkcja ogramiczonq w preedziale I, a A jest
dowolnym podzialem tego przedzialu na przedzialy Iy,...,1,, to

o) Jrmip=3 i, [iwip=3 [fprip.
T

1 i=11; =17,

Dowéd. Niech {24} bedzie eciggiem normalnym podzialéw
nastepezych podzialu 4. Oznaczajac przez S; sume gorng dla po-
dzialu 4;, a przez S§" skladniki (sumy goérnej) odpowiadajace
tym przedziatlom podzialu 4; ktore zawarte sa w przedziale I,
(gdzie i=1,...,m), dostajemy

m

{17) 8y=28 dla j=1,2,...

i=1
Poniewaz na mocy tw. (5.2) §; dla j—>oco dazy do lewej strony
pierwszej z réwnosci (16), a S;D — do catki gérnej / f(p)dp, wiec
i
z (17) otrzymujemy pierwsza z réwnosei (16) dla j—oco.’
, Podobnie dowodzi sie¢ drugiej z réwnosci (16) (dla ealek dolnych).

6. Warunki calkowalno$ei R. Nastepujagcych twierdzen
dowodzi si¢ podobnie jak twierdzen (6.1)-(6.4) dla catek poje-
dynczych (str. 168 i 169):

(6.1) Warunkiem Fkoniecznym i wystarcqucg}m na to, by funkcja
ogramiczona f(xy,...,x,) w przedziale I byla w tym prezedziale catko-
walna wedlug Riemanna, jest to, seby jej calki dolna i gérna byly
rowae. ’ \
(6.2) Jezeli funkecja f(xy,...,x,) jest calkowalna R w preedeiale I,
WOWCRA S
(18) [iw)dp= [f(p)dp= [i(p)dp.

va I i
16.3) Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by funkcja
f(@y, ..., xy) byla catkowalna R w przedziale 1, jest, seby do kazdej liczby
>0 astnial podeial A preedziatu I ne przedeialy Iy,...,1,, czyniaey
zadosé nieréuwnosei

(19) S—s=Sai|[|< ¢
i=1

(gdzie w, oznacza, jak poprzednio, oscylacje funkeji f w przedziale I;).
(6.4) Kaida funkeja ciqgla w przedziale I jest w tym przedziale
catkowalna R.
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7. Zbiory miary Lebesgue’a 0. Mowimy, ze zbiér E,
lezacy w przestrzeni &, jest miary Lebesgue’a zero lub miary L zero,
jezeli do kazdej liczby &> 0 istnieje skoriczony lub przeliczalny zbiér
przedzialéw {I,;}, dla ktérego

(i) ECJI, (i)  lli<e.

Twierdzenia (7.1)-(7.6), str. 171 i 172, dla zbioréw liniowych
miary £ zero zachodza réwniez dla zbioréw miary € zero w prze-
gtrzeni &" i dowodzg sie podobnie.

(7.1) Brzeg kaidego przedziatu ICE" jest zbiorem miary £ zero.

Dowdd. Niech I=<ay,...,a,; by,...,b,>. Oznaczmy dla kazdego
t=1,...,n przez A, zbiér punktéw (zi,...,a,) przedziatu I, dla ktérych
;= a;, a przez B; zbiér punktow przedzialu I, dla ktérych x;=1b;.
Brzeg przedzialu I jest oczywiseie sumg zbioréw A;i B, Wystarczy
zatem dowied¢, ze kazdy ze zbioréw A; i B; jest miary £ zero. Ze
wzgledu na symetrie zalozeri mozna ograniczyé dow6d np. do zbio-
TOW Ai.

Niech &> 0. Latwo stwierdzié, ze zbiér A; zawarty jest w prze-
dziale

4
Il-:<(lr17 ey iy Qi &y o0y Ay bl, ---7bi——17 b,+ Eyiiny bn>'

Poniewaz miara przedzialu I; jest réwna [I|2¢/(b;—ay), wiec
z uwagi na to, ze ¢>0 jest dowolne, 4; jest zbiorem miary £ zero,
e.b.d d.

Rautem punktu (wy,...,0nqq) przestrzeni &™' na &" nazywamy
punkt (zy....,x,) przestrzeni &", a rzutem zbioru ACE™™ na &" —
zbiér rzutéw punktéw nalezgeych do 4, t.j. zbior (p. Rozdziat I,
str. 13)

:"(A): E Z[-('Tb ...,m,,,:v,,+1) € A]
xl,...,xn x"+1
(7.2) Jezeli reut shioru ACE™ na & jest miary £ zero w &, to
A jest miary € zero w &
Dowdéd. Poniewaz zbiér r(A) jest z zalozenia miary £ zero
w &, wige do kazdego &>0 istnieje skoniczony lub przeliczalny
zbior przedzialéw {I;} przestrzeni &", spelniajacych warunki:

(i) r(A)Cth, (i) .?JILK e
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Dla dowolnego k=1,2,... wezmy pod uwage w przestrzeni &t
przedzial Ip=<{—k,...,—k; +k,...,+k> oraz przedzialy J,; zlozone
z punktow (&q,...0n41), dla ktorych (xy,..,ap) e l; i —k<app <kt

J E[ Ly .o a/,, € ],J l—‘—k<$n+1<1»]

X1seenr¥ -1

Oczywiscie |J;|=2k|l,|. Zatem na mocy (ii)

(20) DT <2k D)\ < 2ke.
i i

Poniewaz, jak latwo widzie¢, A-I,C2J;, wiec dla kazdego
i

k=1,2,... zbidr A-I, jest na mocy (20) miary £ zero w gt
(gdyz wzor (20) zachodzi dla dowolnego &>0). Z uwagi na to, ze
A=A-1,+4 -I+..., zbiér 4 jest réwniez miary £ zero w & jako
suma przeliczalnej rodziny zbioréw miary £ zero.

Wykresem lub wykresem geometrycznym funkeji o wartosclach
rzeczywistych f(xy,...,zn) okreslonej w zbiorze ACE" nazywamy
zbiér takich punktéw (@, ...,&,p1) przestrzeni &" 1 ze (@1 ey ®n) € A
i, —f(al, &n)y ti. zbidr

W= E[ Ly oo -s%n) ed]- [‘pn-i-l—f(wl’"'ywn)]'
LTI R |
Udowodnimy obecnie twierdzenie, z ktérego w szczegblnosei
wynika, ze wykres funkeji ciaglej nie moze zawieraé przedziatu
przestrzeni &"1.

(7.3) Jeseli funkeja f(xy,...,2,) jest ciagla w zbiorze zamknigtym A
przestrzent &", to jej wykres jest zbiorem wmiary £ zero w prze-
strzeni & '

Dowodd. Niech I bedzie dowolnym przedzialem zamknigtym
przestrzeni &". Iloczyn A-I jest wiec zbiorem ograniczonym zam-
knietym, a przeto funkeja f(ay,...,#,) jest jednostajnie ciagla w 4-1.
Dla kazdego &>0 istnieje wiec takie >0, Ze

(21)  olp,p")<n Dpociaga |f(p)—f(p")|<e dla p,pTed-I.

Utwérzmy dowolny podzial A przedzialu I i oznaczmy przez
1,...,I, te przedzialy podzialu 4, ktére maja punkty wspélne ze
zbiorem A. Niech k; i K; bedg kresami dolnym i gérnym funkeji f
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w I; i niech J; bedzie przedzialem przestrzeni &"'' zlozonym z pun-
ktow (ay,...,2p441), dla ktérych (o1,...,2,) € I; i ki<oppp1 <Hi+e:

H

Ji::E[(Tla cery mn) € Ii] ’ [ki<mn+1<Ki+'8]'

Oczywiseie |J,|=(K;—I;+ ¢)|[}] dla i=1,2,...,r. Jezeli przyj-
miemy |A4|< 7, to na mocy (21) bedzie K;,—ki<e, zatem |J,|<2¢(I}],
skad

(22) |Ta] 4 o | T < 26| Iy 4 4 L)) < 26 .

Yatwo widzieé, ze wykres geometryezny funkeji f dla zbioru
AT jest zawarty w sumie J;+...4J,. Na mocy wiee (22) ta czesé
wykresu funkeji f jest Zbiorem miary £ zero (gdyz >0 jest dowolne).

Jezeli teraz przestrzen &" podzielimy na przeliczalng mnogos$é
przedzialéw zamknietych I (por. pojecie kraty, str. 77), to czesci
wykresu funkeji f, odpowiadajace tym przedzialom, beds zbiorami
miary £ zero. Na mocy tw. (7.4), str. 171, caly wykres funkeji f,
jako suma przeliczalnej rodziny zbioréw miary L zero, jest wiec
zbiorem miary £ zero, c. b. d. d.

(7.4) Jezeli wspdlrzedne wy, ..,x, punktéw zbioru ogramiczonego A
lezqcego w przestrzeni &" spelniajq réwnanie

(23) a4 o+ o ap =0,

w ktérym przynajmniej jeden ze wspolozynnikow ay,...,an jest réény
od 0, to A jest zbiorem miary L zero w &".

Dowod. Twierdzenie jest prawdziwe dla n=1, gdyz w tym
przypadku zbiér A redukuje sie do jednego punktu =—a/q,.
Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n—1.

Jezeli ap=0, to punkty rzutu zbioru 4 na &"' spelniaja
réwnanie a-+ta;#,4-...ay12,-1=0, zatem rzut jest zbiorem miary £
zero w &" !, wobec czego na mocy tw.(7.2) zbiér A jest miary £
zero w &".

Jezeli za$ a,#0, to zbiér A jest zawarty w wykresie geome-
trycznym funkeji @, = (@ + o, 2,4 ...+ ape1Ta—q)/0an, ciaglej w &
wobec czego na mocy tw.(7.3) A jest zbiorem miary £ zero w &".

Na mocy zasady indukeji twierdzenie zachodzi wiec dla kaz-
dego n=1,2,...,, c. b. d. d.

Z tw. (7.4) wynika od razu dla zbiorow plaskich (p. str. 75), Ze

(7.5) Kazdy #bior plaski w &" jest miary & zero w &".
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W szezegdlnosei zbiorem miary £ zero jest linia prosta w &"
dla n>2, plaszezyzna w &" dla n>3 itd. Na mocy tw. (7.5), zbio-
rem miary £ zero jest wiec takze odecinek w &" dla n>2, wielokat
plaski w &" dla n>3 itd. Wynika stad, ze linia lamana w &" dla
n>>2, brzeg wielodcianu w &" dla n>3 itd. s3 réwniez zbiorami
miary £ zero w tych przestrzeniach.

PRZYKLADY. 1. Wykres funkeji y=f(x), ciagltej w przedziale
liniowym <a,b>, jest zbiorem plaskim miary & zero, gdy tymczasem —
jak widzieliSmy (p. tw. (2.1), str. 152) — wykres dwéch funkeyj
ciaglych w przedziale liniowym (krzywa ciggla) moze zawieraé prze-
dziat plaski (kwadrat).

2. Powierzchnia, ktora jest wykresem geometrycznym funkeji
t=f(w,y), ciaglej w przedziale plaskim a, <o <b;, a, <y <by (t.j.
w przedziale {a,, as; by, b,>), jest zbiorem miary 8 zero w przestrzeni
tréjwymiarowej.

3. Okrag kola a2+ y2=1 jest zbiorem miary £ zero w plasz-
czysnie, gdyz jest suma wykreséw funkeyj y=—)1—a? i y=)1—2?,
cigglych w przedziale {—1,1>, a wige sumg dwu zbioréw miary 53
zero w plaszezyznie.

4. Powierzchnia kuli #2-}y2-22=1 jest zbiorem miary £ zero
w przestrzeni &2 jako suma wykreséw funkeyj e=)1—a2—y*
1g=— Vl.——wz—yz, ciggltych w kole a2+ y2<1.

8. Warunki Lebesgue’a calkowalnos$ci R. Nastepujace

twierdzenia dowodzg sie zupelnie podobnie do twierdzen dla calek
pojedyneczych:
(8.1) Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by funkcja
ograniczona f(p), okreslona w przedziale I preestrzeni &, byla w tym
przedziale catkowalna R, jest, zeby zbidr jej punktéw nieciqglosei byt
zbiorem miary L zero.

(8.2) Wartosé bezwzgledna funkeji catkowalnej R jest fqmlxcm catko--
walng R.

(8.3) Iloczyn dwdsh funkeyj calkowalnych R jest funkcjq catkowalng R.

(8.4) Funkcja cathowalna R w przedziale I jest calkowalna R w kas-
dym przedziale JCI.
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(8.5)  Funkeja ograniczona f(p), okreslona w preedziale I przestreeni &%
ktdra praybiera w nim wartosé 0 = wyjatkiem -zbioru zamknigtego
miary L& zero, jest funkcjq calkowalng R w I i jej calka réwna jest
zeru: ff(p)dp=().

I
Z tw. (8.5) otrzymujemy nastepuigcy wnicsek:

(8.6)  Jezeli wartodei funkeji ograniczonej ¢(p) catkowalnej R w pree-
dziale I zmienié dowolnie w zbiorze zamkniegtym miary L zero, tak
jednak, by otrzymana funkeja y(p) teé byla ograniczona, to w(p) bedzie
rownie funkejq catkowalng R w I 4 f r(p)dp= f w(p)dp.

I

I
Wynika to fatwo z twierdzenia (8.5), jezeli zastosowaé je do
funkeji f(p)=q(p)—yp(p).

9. Wlasnos$ci calki wielokrotnej. Poprzestaniemy tu na
nastepujaeyh trzech twierdzeniach:

(9.1)  Jezeli ciag funkcyj {f.(p)} calkowalnych R w preedziale T dasy
w nim jednostajnie do funkeji f(p), wéwezas f(p) jest funkejq catko-
walng R w I 1

(23) lim [ fu(p)dp= [f(p)dp.
I .

n-»co 7
Dowdd przebiega podobnie do dowcedu tw. (9.5), str. 176.
(9.2)  Jedeli przedeial 1 jest podzielony na preedziaty Iy, ..., 1 i funk-
cja f(p) jest w nich catkowalna R, to jest ona catkowalna R w catym
“przedziale I 4

(24) ff(p)dp=2mff(p)dp-

I i=11;
Dowdéd. Poniewaz dla kazdego i=1,...,m punkty nieciaglosci
funkeji f(p) w przedziale I; tworza na mocy tw. (8.1) zbiér H;
miary £ zero, wiec zbiér H=H,+ ...+ H, punktéw niecigglodci tej
funkeji w calym przedziale I jest réwniez miary @ zero.
Poniewaz ponadto funkeja f(p) jest ograniczona w I, jako ogra-
niczona w kazdym z przedziatow I,...,1,, wiec na mocy tw. (8.1)
jest ona catkowalna R w I.-Stad i z tw. (5.3) wynika latwo wzér (24).
(9.3) dJezeli funkcja f(p) jest ogramiczona w preedziale I, a poza
tym przedziatem wszedzie f(p)=0, wéwczas dla kasdego przedziatu JCI:

(25) [iap=[iw)ap,  [fw)ip=[ip)dp.
J I T

7

~ ~a

[y

e

)
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Dowéd. Utwoérzmy dowolny podziat A przedzialu J, tak
jednak, by I byl jednym z przedziatéw podziatu 4. We wnetrzu
kazdego przedzialu I; podziatu 4, réznego od I, funkeja f(p) jest
zerem. Poniewaz brzeg przedzialu I; jest zbiorem miary £ zero
na mocy tw. (7.1), str. 187, wiec na mocy tw. (8.1) funkcja f(p) jest
catkowalna R w I; i calka jej w tym przedziale jest réwna zeru.
Wzory (25) wynikaja stad na mocy tw. (5.3), str. 185. '

Uwaga. Jezeli do zatozen twierdzenia (9.3) dodamy zalozenie,
ze funkeja f(p) jest catkowalna R w I, woéwczas — jak to wynika

ze wzoréw (25) — funkcja f(p) jest calkowalna w kaédym prze-
dziale JDI 1
(26) [itp)ap= [{(p)dp

J I

10. Calka wielokrotna jako calka iterowana. Niech
dany bedzie w przestrzeni &" przedszial

(27) I=Las, .., @} sy brp,
a w przestrzeni §'CE", gdzie k jest jedng z liczb 1,...,n, przedzial
(28) J':(al,...,ark; bl,-~-7bk>;

wreszcie, w przestrzeni &" *C&" zmiennych @gyy,..., 4, — przedzial

(29) J"=<ak+1,...,a,,; bk+1,.. 7bn>-

(10.1) oJezeli funkcja f(ay,...,2,) jest calkowalna R w przedziale I,
wowezas funkeje:

(]) (P(QH, . f ff TR dxH_] d.I'n,
(ii) P(Lpt1, ...,wn)zf...ff(ml, ey X)Xy . dy,
JI

sq catkowalne R: pierwsza w J', a druga w J'', i ponadio

/ Ydp = f f [ f / F(@1, orry @n) Ap . g |ty .. A=
I
—f /f /f L1y e (Za’j dwk]dwk+1 fl.l'n,

pray czym catki gorne we wzorach (i)-(iii) moéna zastqpic dolnymi.

(iii)
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Dowaéd. Niech 4’ bedzie dowolnym podziatem przedzialu J’ na
przedzialy Jy,...,Jy,, a A’ podzialem przedzialu J'' na przedziaty
J1,...,J5. Oznaczmy przez I, przedzial przestrzeni &", zlozony z pun-
ktow p== (@1, ..., Ty Tpt1,-..,%n), dla ktérych (ay,...,2) eJ; oraz
(@rt1y -+ Tn) € § . Wizystkie tak okredlone przedzialy I; dlai=1,2,...,u
ij=1,2,..,» tworzg pewien podzial A4 przedzialu I i miary ich
spelniaja réwnosei

(30) [Lyl =T 7],

a Srednice ich czynig zado$é nieréwnogciom

ATy =VaT) P+ a7 <V A B+ [a"F

czyli
(31) 1| <V B+
Wezmy pod uwage dla kazdego ¢=1,2,...,u dowolny punkt
(&0, ..., &0) ¢.J; i utwérzmy sume
(32) R:fﬂg@, o E0)- 1.
Na mocy tw. (9.2) -

PED, ey 60V = [ [IED, oy 60, 0y oy ) i, =
(33) ’ ”

=3[ [P, 80, @y g0 )ty
J

Niech my i My oznaczajg kresy dolny i gérny funkeji f(2y,...,2,)
w przedziale I; Wowcezas na mocy okreslenia przedziatu I

miJ[J"|<f ff s &0, By ey @), M),

skad na mocy (33)
Zm A< p(ED, ..., £D) <2MU|J”

a stagd wobec (32)

woow
X <R<)) [;;MUIJ}'HIJ?I-

=1 j=1 i=1 j=

v
’”

S, Banach, Wstep do Teorii funkcii. ' 13
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Na mocy wiec (30)

Z ZWI,J!I,JI<R\2 ZM'J”’JI

i=1 j=1

Lewa strona powyzszej nieréwnosci jest sumg dolng s, a prawa —
suma goérng S dla funkeji f(zy,...,x,), dla podzialu A przedziatu I.
Zatem
(34) s<R<S.

Niech teraz {4;} i {47} beda ciagami normalnymi podzialow
przedziatéw J’ i J"". Utwérzmy za ich pomocg ciag podzialéw {4}
przedziatu I tak, jak poprzednio utworzyliémy podzial 4 za po-
mocg podziatéw A’ 1 A"'. Z (31) wynika, ze ciag {4;} bedzie ciagiem
normalnym podzialéw przedzialu I i na mocy (34) otrzymamy
(35) 81§ZR1<A§11 dla 1= 1,2’...

Poniewaz sumy s;1 8; daza dla l— oo do calki funkeji f(wxy, ..., 2,)
w przedziale I, wiec na mocy (35)

R,_>f SH@ycyaday.de,  dla 1—oo.

Wynika stad calkowalnosé R funkeji ¢(ay, ..., 25) W przedziale J”,
a ponadto pierwsza czes¢ wzoru (iii). Podobnie dowodzi sie drugiej
czesei wzoru (iii), jak réwniez analogicznego twierdzenia dla catek
dolnych.
(10.2) Jezeli funkeja f(ay,...,xq) jest ciagla w przedziale zambnig-
tym I, wowczos

f Ydp = f f f ff 1y ooy Ln) AUpg1 - d:r,,]dxl cday=
. I
() / f[f ff Dy ey L)y .. dxk]dle drg.

Wzor (iv) wynika ze wzoru (iii) twierdzenia (10.1), w kto-
rym dzieki zalozeniu cigglosei mozemy calki gorne zastapié calkami
zwyklymi (p. tw. (8.1), str. 190).

Uwaga. Wzoér (iv) zachodzi przy zatozeniach ogolniejszych.
Wystarezy zatozyé, ze funkeja f(y,...,®,) jest catkowalna w Iize
istnieja calki wystepujace w nawiasach [ ]: pierwsza dla kazdego
ukladu wartodei (ay,...,a4) eJ’, a druga dla kazdego uktadu wartosei
(Thaty ey @n) €.
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Wzér (iv) wyraza rowniez twierdzenie o ezmianie porzqdlu
calkowania.

(10.3) Jezeli funkeja f(21,...,x,) jest ciagla w przedziale

’ I=Lay,...;0n; byy..., B>,
WoWezas
by b b,
(v) /f(p)dp:/...f...ff(ml,...,w,,)dafl...da?,,.
} ay a; an
We wzorze tym granice a; i b;, gdzie i=1,2,...,n, odnoszg sie
oczywiscie do zmiennej a;, przy eczym calki pojedyncze mozna
napisaé w dowolnym porzgdku. '
Dowdd polega na zastosowaniu wzoru (iii) nie do calki w prze-
dziale I, lecz do calek w przedzialach J' i J' itd., az sie dojdzie
do calek pojedyneczych.

PRZYKLADY. 1. Jezeli f(x,y) jest funkeja ciagla w prosto-
kacie a<<o<h, e<<y<d, tj. w przedziale plaskim I=<La,c; b,d>,

wowezas
b d d b
[ Jitwpdeay=[[ [1(wy)dy]az= [| [12,y)de] dy.
I a ¢ [

2. Jezeli f(x,y,2) jest funkejg ciagla w prostopadlodeianie I
a<o<h, e<y<id 1 e<<e<f, to

d f

/fff(w,y,z)dmdydzszfff(m,y,z)dydz]dx:
I a

c e

bd f b d f
= [ orashian= f1]] e, 0,000 o

§ 3. Miara Jordana. Calka % na zbiorze.

1. Miara zewne¢trzna J. Niech A bedzie zbiorem ograni-
czonym w przestrzeni &", a Iy,..,I; dowolng skonczona rodzing
przedzialéw tej przestrzeni, ktérych suma zawiera (pokrywa) zbiér 4.

Kres dolny sumy miar przedzialéw dla wszelkich takich rodzin
nazywamy miarq zewnetreng Jordana lub miarg rewngtreng J zbioru A
w przestrzeni &" i oznaczamy przez m,(A). Zatem:

(1.1) dJezeli ACI,+ ..+ I, to

mo( ) <|L]+ .+ | L.
13%
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(1.2) Do kaidej liceby e>0 istaieje taka skonczona rodzina prze-
dzmldw Il,...,Ik, ze

(i) ACL+ ...+ Ig (i)  md)+e>|Ii|+ ...+ |1kl
W szezegdlnosei:
(1.3) Dla preedziatéw (otwartych i zamknietych) miara zewnetrena J
i miara (w sensie okreflonym w Rozdziale III, § 2, str. 76) sa

rowne:
my(I1)=|I|.

Istotnie, ICI, wiee m(I)<|I|. Z drugiej strony, jezeli I Clt... 41
to ||+ .+l & zatem [[[<<mo(T).

7 okre$lenia mijary zewnetrznej J wynika bezposrednio, ze:
(1.4) Jezeli 2bidr A sklada si¢ 2 jednego punktu, to m(A)=0.
(1.5) Jezeli ACB, to m(A)<myB).

2. Miara wewnetrzna . Niech Ij,..,I; bedzie dowolng
skoriczong rodzing niezachodzgcych na siebie przedzialow prze-
strzeni &", zawartych w zbiorze A.

Kres gorny sumy miar przedzialow dla wszelkich takich ro-
dzin nazywamy miarq wewnelrzng Jordana lub miarq wewngtrzng 3
zbioru A w przestrzeni &" i oznaczamy przez M4 ).

Przy tym, jezeli A jest zbiorem brzegowym w &7, a przeto
(p. definicje str. 62 1 tw. (4.1), str. 79) nie zawierajacym zadnego
przedziatu, woéwezas przyjmujemy my(A)=0. Zatem:

(2.1) Jezeli Ii+..+LiCA ¢ preedziaty I,..,I; nie zachodzq na
siebie, to
T3]+ .. T <l 4).

(2.2) Jeteli my(A)=0, to do kaidej liczby &>0 istnieje taka skoti-
ceona rodzina miezachodzacych na siebie przedziatéw Iy, ..., I, Ze:
{in Ii+..+IiCA, Gy | > ma(A)—e.
W szczegolnosei:

(2.3) Dla przedziatéw (otwartych zamknietych) miara wewnetrena J
i miara (w sensie okreflonym w Rozdziale II1, §2, str. 76) saq

réwne:
mo(I)=|1|.
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Istotnie, ICI,wiec |I|<m,(I). Z drugiej strony, jezeli 1{4-...+I}CI
i przedzialy I,...,I; nie zachodza na siebie, to [Ii|+ ...+ |I}|<|I|,
a zatem m,(I)<|I|.

Z*okredlenia miary wewnetrznej J§ wynika wprost, ze
(2.4) Jezeli ACB, to my,(A)<<myuB).

3. WilasnoSei miary Jordana. Miedzy miarami zewn@;
trzng J a wewnetrzng J dowolnego zbioru A zachodzi zwigzek

(3.1) mu(4)<my(A).

Dowdd. Jezeli my(4)=0, nieréwnosé (3.1) jest oczywista.
W przeciwnym razie do kazdego &> 0 istnieja na moey (1.2) i (2.2)
przedziaty Iy,...,I; oraz Ij,..,1; czynigce zado$¢ warunkom (ii)
oraz (ii’), skad na moey tw. (2.2), str. 181, |[Ii|+ ...+ 1| < |I4| -+ ...+ |T4),
wiee my(Ad)—em A)+ . Stad wobec dowolnofei liczby ¢ wynika
nieréwnosé (3.1), e¢. b. d. d.

Poniewaz dla kazdego zbioru A mamy oczywidcie m(4)>0
1 mu(4)>0, wiec wnosimy stad na mocy (3.1), ze '
(3.2) Jeteli my(A)=0, to réuwniez my(Ad)=0.
(3.3) Dla kaidej rodziny skoticzonej 2biordw ogramiczonych A, ..., A,
zachodzi wezir

'mz(Al + .. '+‘J4r)<"nz(Al)+ et mz(Ar)

Dowdd. Wystarczy oczywifcie dowiesé, ze.

(1) M Ay Ag) < m(As)+mo(Ay).

Do kazdego ¢ >0 istnieja na mocy tw. (1.2) przedzialy I, ceey I,
i Ipq1,...,1p o wlasnociach:

(2) A CLit o4 Iy, AsClygi+ o1,
3) L+l <mu Ay ey [Lapa+ oot ] < ma(da) - e.
Na mocy (2) jest A+ A4,CIi+ ...+ 1, skad

M A1+ o) < |y 4 ... +| 1,
a stad na mocy (3)

mz(A1+fl2)<mz(Al)+mz(A2) 2e.

Wobec dowolnosei liczby ¢ wynika stad nieréwnogé (1 )ye.b.d.d.
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(3.3") Dia kazdej rodziny skotnczonej zbioréw ogramiczonych rozlgoz-
nych A, ..., A, zachodzi wzér

My A1)+ . + Ml Ay <My(A14- .. +4,).
Dowoéd. Wystarczy oczywiseie dowiesé, ze '
(1) () gl An) Sm( A1+ 4.

Do kazdego &>0 istnieja na mocy (2.1) niezachodzace na sie-
bie przedziaty Ij,...I; i niezachodzgce na siebie przedzialy Ij44,...,15,
o wiasnodeciach:

@) it ..+ 1,CAy,  Ingst+ ..+ 1,C4y,
(3 mold)—e<|Ti|+ .+, Malde)—e<|[Tigal+ | TE]-

Wobec roztgeznosei zbiorow A, i A, wnosimy z (2'), ze prze-
dzialy catej rodziny Ii,...,I; nie zachodza na siebie, a ponadto ze
4+ 1,CA+ 4, skad [+ .+ L <mp(d1+42), a stad na
mocy (3')

Mg A1) Mmp(dz)—2e< My A +As).

Wobec dowolnoseiliczby & wynika stad nieréwnosé (1°), ¢. b. d. d.
(3.4) Dla miar 5 dowolnego zbioru ograniczonego A i jego pochodnej
A’ (p. str. B9) zachodzi wzdr
' Mp(A) <mp(A)<mfA")=m,(4).

Dow6d. Pierwsza z niero6wnogei wynika stad, ze jezeli prze-
dzial jest zawarty w zbiorze, to jest zawarty takie w jego pochodnej.
Druga jest bezposrednim wnioskiem z (3.1).

Niech I,,..,I, beda takimi przedzialami zamknietymi, ze
ACI; + ...+ I, Poniewaz suma tych przedzialéw jest zbiorem zam-
knietym, wiec A'CIi+ ...+ I;. Zatem

(4) Mo A" )< mo(A).

7 drugiej strony, dla kazdego &>-0 istnieja takie przedzialy
otwarte Jy,...,J,, Ze

(5) A'CI, 4+ by,
(6) | 1]+ oo T <mo(A")+e.
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Na mocy (5) zbiéor A nie ma punktéw skupienia poza
przedzialami oJy,...,J,, a wiee poza tymi przedzialami lezy co naj-
wyzej skoriczona liczba punktéw zbioru 4. Punkty te mozna tedy
pokry¢ skonczong liczbg przedzialow o,iy,...,Js 0 sumie miar nie
przekraczajacej e. Poniewaz ACJ;-+...+J, wiec

mAA)<|J | ...+ |T | K m( A7)+ 26
na mocey (6). Wobec dowolnodci ¢ mamy zatem
(7)  mfA)<my(4)).
Z (4) i (7) wynika r6wnodé m,(A'j=m,(4), ¢. b. d. d.

PRZYKLADY. 1. Zbiér liczb postaci 1/n, gdzie n=1,2, ...,
ma miarg¢ zewnetrzng J réwng zeru, taka jest bowiem miara po-
chodnej tego zbioru, jako zlozonej z jednego punktu (punktu 0).
" 2. Zbi6r liezb wymiernych przedziatu <0,1> ma miare ze-
wnetrzng J rowng jednodei, czyli mierze tego przedziatu (jako swej
pochodnej), miarg za§ wewnetrzng J réwng zeru, poniewaz jest
zbiorem brzegowym.

To samo dotyczy zbioru liczb niewymiernych przedziatu {0, 1>.

3. Kazdy zbidr gesty w przedziale ma miare zewnetrzng
réwna mierze tego przedziatu.

(3.5) Jedeli A jest zbiorem ograniczonym, a B(A) jego brzegiem, to:
Myl B(4)]=0, M B(A)]=m(4)—my{A).

Dowéd. Pierwsza réwnosé jest oczywista, poniewaz zbiér B(A)
nie ma punktéw wewnetrznych.

Na mocy (i), (i), (i) i (ii") istnieja dla kazdego &>0 prze-
dziaty zamknigte Iy,...,Is, I4yy,...,I, i niezachodzace na siebie prze-
dziaty I,...,1; o wlasnodciach:

(8) L1+ ..+ ICACI+ ..+ 1o,

9)  mdd)be> Lt L, mad)—e< |+
(10) B(A)CIjps+ ..+ 1,

(11) ML B(A) |+ & > L]+ .| ).

L,
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Niech I bedzie przedziatem zamknietym, zawierajacym Iy, ..., 1,
a A podzialem przedzialu I na takie podprzedzialy, zeby I,...,I,
byly ich sumami.

Oznaczmy przez Jy,...,J, te sposréd przedzialow podzialu 4,
ktérych wnetrza zawarte sa w réznicy (Ii+ ...+ I)— 11+ ...+ 17),
a przez Ji,..,J, te, ktérych wnetrza zawarte s3 Ww réznicy
A —(I],+1+ —l—],) Zatem:

ACTi+ ot ot L+ o+ 1,

i na moey (8) i (10) po prawej stronie kazdego z tych WZOTOW WYy-
stepuja przedzialy nie zachodzace na siebie. Na mocy (9) i (11 ¥
otrzymujemy wiee:
) m(4)+ 8>|J1H‘+|Jul+ my(d)—e,
(12 ) ,
mA) ||+ ...+ [T+ m[B(4)]+e.

Poniewaz zbiér B(A), jako brzeg zbioru A, jest zawarty na
mocy (8) w Ji+...-+dJ,, wiee

(13) m [ B(A)J<| 1|+ -+ |y
a poniewaz wnetrza przedzialéw Ji,...,J) sa zawarte w 4, wiec
(14) M A) =+ .. |5
7 nieréwnofei (12), (13) i (14) otrzymujemy
M A)—mu(A)—e<m [ B(A)]<m(A) —myp(A)+2e
dla kazdego ¢>0, a wigc réwnosé, c. b. d. d.
(3.6) Jedeli A jest zbiorem ogramicconym, a W(A) jego wnetrzem, to
M W(A)]=my(A).
Istotnie, wobec W(4)CA mamy na moey (1.5)
muyl W(A)]<myu(4).

Z drugiej strony, kazdy przedzial otwarty, zawarty w A4,
jest zawarty w W(A), skad m,(A4)<m,[W(4)].
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4. Zbiory mierzalne J. Zbiér ogranjczony A nazywamy
mierzalnym w sensie Jordama lub mierzalnym J, jezeli jego miary
zewnetrzna J i wewnetrzna J sg réwne, t.]. jezeli my(Ad)=m(4).

Wspdlng warto$é obu miar nazywamy woéwezas miarg J
zbioru A i oznaczamy przez m{4).

PRZYKLADY. 1. Kazdy przedzial I jest zbiorem mierzalnym
S 1 m(I)=|I| (por.(1.3) i (2.3)).

2. Zbiér W liczb wymiernych przedzialu (0,1 nie jest mie-
rzalny 3, gdyz m,(W)=0 i m,(W)=1 (p. przyklad 2, str.199).

(4.1) Jezeli m(A)=0, to A jest zbiorem miary L zero.

o~

Wynika to wprost z okredlenia miary zewnetrznej J i miary
L zero.

o~

(4.2) Jedeli m(4d)=0, to A jest zbiorem mierzalnym J i m(4)=0.

 Na, mocy bowiem (3.1), str. 197, mamy wtedy mqu(4d)=0.

Natomiast zbiér miary £ zero moze nie by¢ mierzalny 3,
jak wskazuje przyktad zbioru liczb wymiernych, ktéry nie jest mie-
rzalny g, a jako przeliczalny jest miary £ zero.

(4.3) Kaidy =bior A zamknigty, ograniczony i miary L zero jest
mierzalny J i m(A4)=0. ¢

Istotnie, namocy tw. (@..2-),—@'&[’793’, dlg kazdego ¢ > 0 istnieje wow-
czas skoriczona liezba przedzialéw pokrywajacych zbiér 4, ktérych
suma miar jest mniejsza niz e. Zatem m,(A4)<e dla kazdego >0,
skad m,(A)=0. Zatem na mocy tw. (4.1) jest m(4)=0.

W szezegdlnosel, poniewaz brzeg przedzialu jest zbiorem za-
mknietym i ograniczonym o mierze £ zero (tw. (7.1), str.187), wige:

(4.4) Miara J brzegu pmedz'iah/, jest zerem.
(4.5) Jezeli A jest zbiorem mierzalnym J, to jego pochodna A’ jest
rowniez zbiorem wmierzalnym J ¢ m{4d)=m(A").

Wynika to wprost z tw. (3.4).

Uwaga. Twierdzenie odwrotne byloby falszywe: pochodna
A’ moze by¢ zbiorem mierzalnym J, a sam zbiér A moze nie byé
mierzalny J. Np. zbiér liczb wymiernych przedzialu <0,1) nie jest
mierzalny J (przyklad 2, str. 201), podezas gdy jego pochodna jest
przedziatem <0,1>, a wiec zbiorem mierzalnym 3.
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(4.6)  Warunkiem koniecenym i wystarczajacym na to, by zbidr ogra-
niczony byt mierzalny J, jest, deby jego brzeq byl zbiorem miary 3 zero.
Wynika to z tw. (3.6).
Uwaga. Poniewaz brzeg jest zbiorem zamknietym, wiec
tw. (4.6) pozostaje prawdziwe, gdy miare I brzegu zastapié miarg Q.
Z tw. (3.7) wynika, ze
(4.7)  Mierzalnodé J zbioru A jest réwnowaina mierzalnoscei jego

wnetrza W(A)
m(A)=m[W(4)].

PRZYKLADY. 1. Wielokat jest zbiorem mierzalnym <.

Brzeg jego jest bowiem linig lamana, a wigc zbiorem miary £
zero (p. tw.(7.3), str. 188).

2. Kolo #*4-y><r? jest zbiorem mierzalnym .

Brzeg jego jest bowiem sumg wykreséw funkeyj y=)r2— a3,
y=—lr2—a?, ciaglych W przedziale (—r,#>; na mocy tw. (7.3),
str. 188, jest on wigc zbiorem miary ¢ zero,

Podobnie, kula jest zbiorem mierzalnym <.

3. Kaidy wieloscian w przestrzeni &" jest zbiorem mierzalnym <.
Brzeg wielogcianu tworza bowiem jego §ciany, a kazda $ciana
jest zbiorem miary £ zero (p. str.190).

(4.8) Suma skoviczonej liczby zbioréw Ay, ..., A, mierzalnych 5 jest

gbiorem mierzalnym 3 i

A+ A A <mA) -+ oA m(4,).

Mierzalno$¢ sumy A;+-..+4, wynika z tw. (4.6), poniewaz
brzeg sumy zbioréw A4,,...,A, zawarty jest w sumie brzegéw tych
zbioréw. Wzor za$ wynika z tw. (3.3), str. 197, przez zastapienie
W nim miary zewnetrznej J przez miare .
(4.9) Jezeli zbiory Ay,..,A, sq mierzalne J ¢ rozlgezne, to
(15) m(Ay+ ...+ A )=m(dq)+ ...+ m(4,).

Istotnie, zastepujac w tw. (3.3’), str. 198, miare wewnetrzng 3
przez miare J, dostajemy
(16) (A ...+ A > m(A)+ . m(d),
a nieré6wno$é¢ odwrotnag mamy z tw. (4.8).

Uwaga. Tw. (4.9) zachodzi juz przy zalozeniu, ze zbiory 4,4, ...,4,
mierzalne J majg wnetrza roclacene.
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Mamy bowiem wobec tw. (3.3")
(A7) m W(A)+ ..+ W(A )= mu WAL+ ... mo W(AL)]-

Poniewaz na mocy tw.(4.6) jest m,[W(d4;)]=mu(4d;)=m(4;)
dla i=1,2,...,r oraz W(4d,)+...4+W(4,)Cdy+...+4,, wiec

mo[ WA )+ ...+ W(A)]<m(A1+ ...+ 4;).
Stad na mocy (4.7) dostajemy (16), a z (4.9) ré6wnosé (15).

(4.10) Tloczyn skoviczonej liczby zbioréw mierzalnych J jest zbiorem

o~

mierzalnym J.

Wynika to z tw. (4.7), poniewaz brzeg iloczynu zbioréw jest
zawarty w sumie ich brzegéw.

(4.11) Dopetnienie zbioru micrzalnego J do przedziatu jest chiorem
mierzalnym JI.

Dowéd. Jezeli zbior A jest zawarty w przedziale I, to brzeg
zbioru I—A jest zawarty w sumie brzegu zbioru A i brzegu prze-
dzialu I. Poniewaz oba brzegi sa zbiorami miary £ zero na mocy
tw. (4.1) i (4.6), wiee ich suma, a tym bardziej brzeg zbioru I—A4,
jako jej cze$é, ma miare & zero. Na mocy tw. (4.6) zbiér I—A jest
wiec mierzalny J.

(4.12)  Jezeli zbiory A i B sq mierzalne 3, to véénica A —B jest zbio-
rem mierzalnym J.

Jeseli ponadto- BCA, wowezas

m{A — B)=m(A)—m(B).

Dow6d. Niech I bedzie przedzialem zawierajagcym A+ B.
Woéwezas A—B=A-(I—B) i roznica A—B jest zbiorem mierzal-
nym § na mocy tw.(4.10), jako iloczyn zbioréw A i I—B, z kto-
rych pierwszy jest mierzalny J z zalozenia, a drugi na mocy
tw. (4.11).

Jezeli ponadto BCA, wowezas A= B4 (4 —B), skad
m(4)=m[B+ (4 —B)]=m(B)+ m(4 —B),

gdyz zbiory A i A—B sg rozlgczne.
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5. Przesunigcie r6wnolegle. Niech E bedzie dowolnym
zbiorem ograniczonym w &% a (a,...,¢p) dowolnym ukladem
n liczb. Niech kazdemu punktowi p={(a1,...,2,) zbioru E przypo-
rzadkowany bedzie punkt p'=(x,...,&y) za pomoca réwnan

(18) =+ o; (i=1,2,...,n).

Przyporzagdkowanie to jest odwzorowaniem wzajemnie jedno-

znacznym i ciaglym zbioru E na zbiér B’ punktéw p'. :
Odwzorowanie (18) nazywamy przesunieciem (réwnoleglym ).
Z okreflenia wynika, ze odwzorowanie odwrotne

(19) Ty= Xj—ay (t=1,2,...,n)

jest przesunieciem (réwnoleglym) zbioru E’ na zbiér E.

Przez przcsunigeie réwnolegte przedziat I=Lay,....0p3 byy .oy bp>
przechodzi na przedzial I' ={ai+aty...an -+ ag; bi+ayy...,bp+ 0>
1 miara przedziatu zostaje zachowana, t.j. |I|=II'|. Ogélnie:

(8.1) Jezeli 2bidr ogramiczony E preechodzi przes przesuniecie réwno-
leglte w zbior E', to

Mol B)y=my(E'),  my(E)=m(E).

Dowdéd. Niech KECI++..+1,. Zbiér E’ jest  oczywiscie
zawarty w sumie przedzialéw I4,...,1I,,, na ktoére przejda przedzialy
Iy ..., 1, przez przesuniecie (18). Poniewaz przesuniecie réwnolegle
zachowuje miare przedzialéw, wiec ]11]+...+|Im]=]1’1|+...+[I;,,[,
skad m(E)=m(E'). Na odwrét, poniewaz przez przesuniecie (19)
E' przechodzi na K, wiec dostajemy m(E') > m,(E). Zatem
mAH)=m,(E’).

Podobnie dowodzi sie réwnosci miar wewnetrznych.

Wynika stad od razu twierdzenie nastepujace:
(5.2) Jezeli zbidr K jest mierzalny 5, to jego przesunigcie E' jest

réwniez zhiorem mierzalnym i miary J obu zbioréw sq réwne.

6. Calka R funkcji w zbiorze. Niech E bedzie zbiorem
ograniczonym w &", a f(p) funkejg ograniczong, okredlong w E.

Oznaczmy przez f* funkcje, ktéra jest przedluzeniem funkeji f
na caly przestrzen &, przyjmujac f*(p)= 0 dla P nie nalezgeych do E.
Zatem funkcja f*(p) jest okredlona w calej przestrzeni &" i ogra-
niczona w tej przestrzeni.
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Dla dowolnych dwéch przedzialéw zamknietych I' ¢ I, z kto-
rych kazdy zawiera FE, mamy

@) [rpdp=[rpdp,  [Fo)dp=[fp)dp.
i i 2 7

W przypadku, gdy I'CI”, wzér (20) wynika z tw. (9.3), str. 191.
‘W przypadku przeciwnym, oznaczajac przez I dowolny przedzial
zawierajacy I'+ I'’, widzimy, ze catki funkeji f* w I’ i I'" 53 réwne
jej calece w I, a zatem rowne miedzy sobg.

Catkq gérng (dolng) funkeji f(p) w zbiorze K nazywamy catke
gbérng (dolng) funkeji f*(p) w przedziale I zawierajgcym E i ozna-
czamy ja przez ‘

[itmdp — ([fp)ap).
E

E
Zatem wedlug okreflenia

(21) [iwyap=[1*p)ap,  [Hp)dp= [}*(p)dp,
E i E 7
przy czym catki gérna i dolna funkeji f w zbiorze E nie zalezg od
wyboru przedziatu I, zawierajacego ten zbiér.
Jezeli catki gorna i dolna w E s3 réwne, méwimy, ze funkcja
f(p) jest catkowalna R w zbiorze E i catke jej w tym zbiorze oznaczamy
przez
[#p)dp..
E
Na mocy (20) funkeja f*(p) jest wéwcezas catkowana R w kazdym
przedziale I zawierajacym ¥ i

[itprap=[1*(p)ap.
E I

Dla catek R w zbiorach zachodza niektére spodréd twierdzen
zachodzgeych dla catek R w przedziatach.
(6.1) Jezeli funkeje f(p) i o(p) sq catkowalne R w zbiorze ogramiczo-
nym E, to funkcje f(p)+ ¢(p), ¢ ¢f(p), gdzie c=const, sq calko-
walne R w E 1 :

(22) [tHp)£9)ap= [f(p)dp+ [¢(p) dp,
E E E

(23) [eiwydp=c[ip)ap.
E

»
Y
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Dowé6d. Wezmy pod uwage przedluzenia funkeyj f(p) i o(p)-

flp) dla pekE ¢(p) dla pe B,
f*(p):{ 0 dla pe—F, ‘p*(p):{ 0 dla pe—FE.

Latwo zauwazyé, ze woéwezas funkeja f*(p)- @*(p) jest prze-
diuzeniem funkeji f(p)+e¢(p) i ze réwniez H(p)Le*(p)=0 dla p
nie nalezacych do E. Na mocy okredlenia calki funkeji w zbiorze
wynika stad catkowalno$é sumy (réznicy) dwéch funkeyj i wzor (22)
na jej calke. Podobnie dowodzi sie pozostate] czedei twierdzenia
oraz wzoru (23).

7. Miara Jordana jako calka. Niech EC&" i niech f(p)
bedzie funkejq charakterystycana zbioru K, t.j. funkeija

« )_{1 dla peE,
10 dla pe—E.

(1.1)  Jezeli 2bior E jest ograniczony, to

(24) muB)=[1dp,  m(1)=[1dp.
i E

Dowéd. Niech &¢>0. Na moey tw. (1.2) 1 (2.2), str.196, ist-
niejg przedzialy zamknigte Iy,...,I, oraz Ii,...,I;, spelniajgce wa-
runki:

(25) Lit 4+ LICECIF ...+ 1,
(26)  mE)+ e> L]+ ...+ |14, mp(B)—e<|Ii]+4 ... 4|1}
Niech I bedzie dowolnym przedzialem zawierajacym sume

Lit o+ L+ 14 ..+ 1

Na mocy tw. (1.1), str. 179, istnieje taka siatka A przedziatu I
ze kazdy z przedzialéw wystepujacych w (25) jest suma pewnych
przedzialow tej siatki. Oznaczmy przez s i § sume dolng i gérng
dla funkeji f, odpowiadajaca podzialowi A. Suma dolna s jest
wige sumg miar tych przedzialéw siatki A4, ktore 83 zawarte w .
Poniewaz przedzialy Ii,...,I; sa zawarte w K i kazdy z nich jest
sumg przedziatow siatki 4, wiec na mocy (25)

(27) il < s <o ).
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Podobnie § jest sumg miar przedzialéw siatki 4, majacych
punkty wspélne z FE. Poniewaz przedzialy takie pokrywaja E,
a zarazem sg zawarte w Iy-+...+ I, wiec na mocy (25)

(28) mAB)< S<| L]+ o ATl
Z (27) 1 (28) dostajemy na mocy (26)

mlB)—e< [1p)ap<mo(E),  md )< [Hp)ap<mdE)+ e,
T 7

skad wobec dowolnosei liczby & >0

molE)=[{(p)dp,  m()= [1(p)dp,
I

I
co daje wzory (24) na mocy okreslenia funkeji f(p).
Otrzymujemy stad od razu twierdzenia nastepujace:
(7.2) Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by zbior E
byt mierzalny J, jest, seby funkcja charakierystycena zbioru E byla
catkowalnae w F.
(7.3) Jezeli zbior I jest mierzalny J, to

m(B)= [1dp.
E

8. Warunki calkowalnosci R funkeji w zbiorze. Udo-
wodnimy teraz, ze
(8.1) Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, by funkcia
ograniczona, okreslona w zbiorze F mierzalnym J, byta w nim catko-
walna R, jest, 2eby zbior punkiéw nieciqgloseci tej funkeji w zbiorze E
byt miary L zero. _

Dowod. Zalézmy, ze funkcja f(p) jest catkowalna R w zbiorze
ECI. Jej przedluzenie '

sy (D) dla p e E,
=10 dla pe—B

jest wiee funkcja catkowalng R w I, a przeto na moey tw. (8.1), str. 190,
zbiér H* jej punktéw nieciaglodci w przedziale I jest miary £ zero.
Poniewaz H* zawiera zbiér H punktéw niecigglosei funkeji f(p)
w zbiorze E, wiec i H jest miary @ zero. Warunek jest zatem
konieczny.
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Zatézmy teraz, ze zbiér H punktéw nieciaglosei funkeji f(p)
jest miary @ zero. Poniewaz zbiér E jest z zalozenia mierzalny 3, wiee
na mocy tw. (4.6), str, 202, jego brzeg B(E) jest miary £ zero. Poniewaz
funkcja f*(p) jest stala (bo réwna 0), a zatem ciagla w punktach
wewnetrznych zbioru I—FE, wiec H*CH + B(F). Wynika stad, ze
H* jest zbiorem miary zero, a zatem ze funkeja f*(p) jest catko-
walna w I, ezyli ze funkeja f(p) jest calkowalna w E. Warunek jest
wigc dostateczny.

(8.2) Jezeli ehiory Ay,..., A, ogramiczone i mierzalne § nie zachodzq
ne siebie i funkcja f(p) jest w kaédym 2z mich catkowalna R, to jest
ona caltkowalna R w sumie E=4,4 .. +4, 1

(29) [Hp)ap= [Hp)dp+ ...+ [f(p)ap.
E 4y Ay .
Dowéd. Wezmy pod uwage przediuzenia funkeji f(p):
o JHp) dla ped, .
(30) o= b (i=1,.0ym),

1 7
o ro e et

Poniewaz zbiory Aj,..., 4, maja z zalozenia wnetrza rozlgczne,
wiec funkcja

(32) PP)=1(p)—1Hp)—...—fh(p)

przybiera wartosé 0 we wszystkich punktach zbioru E, z wyjatkiem
by¢ moze punktéw nalezacych do brzegéw zbioréw A, ..., 4., a wiec
do zbioréw zamknietych miary @ zero, funkcja ¢(p) jest przeto
zerem wszedzie poza sumg tych brzegéw, t.j. poza pewnym zbio-
rem zamknigtym miary € zero. Wynika stad na mocy tw. (8.1), ze
catka R funkeji ¢(p) w kazdym przedziale zamknietym I istnieje
i jest réwna 0.

Niech teraz ECI. Poniewaz funkeje o(p), (D) ..., [ X (p) sa
catkowalne R w I, wiee wnosimy z (32) na mocy tw. (3.1), str. 182, ze
funkeja f*(p) jest catkowalna R w I, a stad na mocy tw. (6.1), ze
funkcja f(p) jest catkowalna R w E.

Wzér (32) daje zarazem

[1)ap= [fi(p)ap+ ...+ [Ia(p)dp,
I I I

skad wynika (29) na mocy okreslenia calki R w zbiorze.
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'9, Calka Riemanna jako miara Jordana. Nastgpujace
twierdzenia wyrazajg zwigzki miedzy calkowalnodeig R a mierzal-
nofcig J: '

(9.1) Jeseli funkcja y= f(p), okreslona w 2biorze ograniczonym ECE",

jest ogramiczona i nieujemna, a 2bior DCE™ sktada sig z punktow
G=(21, .oy Ly Tut1), KtOrych wspoltrzedne spetniajq warunki

(33) (1, ey te) € B, 01 < f(@1, -0y @),

to catkowalnosé¢ R funkeji f(p) w zbiorze E jest réwnowaina mic-
realnoset J zbioru D. ,

Ponadto, jezeli funkcja f(p) jest catkowalna R w H, to jej catka R
w tym zbiorze réwna sig mierze J shioru D w preesirzeni &

(24) [ fpydp=m(D).
E
Dow6d. Niech ECI i niech A4 bedzie podzialem przedziatu I
na przedziaty Ii,...,I, Przedtuzmy funkcje f(p) w przedziale I:

dla pe B,

(3R sy f (P)
(35) “T’)""{ 0 dla pel—E

i oznaczmy: przez k; i K; kresy dolny i gérny funkeji f*(p) w prze-
dziale I;, przez I; zbior tych punktéw g== (a1, ..., 0nq1) przestrzeni &
ktérych wspélrzedne spelniajg warunki

(wl,...,a',,) € I,', ngn+1<ki7
. ’ .2 7 . 1 7
wreszeie przez I7 zbidr tych punktoéw przestrzeni &, ktorych
wspolrzedne spelniaia warunki
(d’l, ...’;‘)’,‘n)‘e‘ Ii, 0<.’L‘,,+1.\§]{,-.

Wezmy pod uwage te zbiory I; dla ktoérych k;>0; zhiory te
83 niezachodzgcymi na siebie przedzialami o miarach w=4%&]|l|, za-
wartymi w D. Z okredlenia miary wewnetrznej wynika zatem, ze

(36) ‘ fk,-[[i} < mp(D),
i=1l

przy czym suma powyzsza dlatego mogla zostaé rozciggnieta na
wszystkie wskazniki i=1,...,m, ze dla k;=0 jest k;|[;]=0.

S. Banach. Wstgp do Teorii funkcji. 14
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Zauwazmy - teraz, ze ECI+ ..+ 1,,. Jezeli K,;>0, to I} jest
przedzialem o mierze h|I;, jezeli zad§ K,=0, to I{ jest zbiorem
mierzalnym J o mierze K;|I;)=0. Na mocy wiec tw. (4.8) mamy

(37) miAD)<ml L+ ..+ L) < K L),

Dki|l| jest sumg dolng, a YK ;|1 — suma gérng funkeji *(p)
i=1 =1

dla podzialu A. Poniewaz dla ciggu normalnego podzialéw sumy te
daza do calek dolnej i gérnej funkeji f*(p) w I, wiec z okreflenia
pojecia calki R w zbiorze dostajemy na mocy (36) i (37)

(38) /f D)< my(D </f

Wrynika stad, ze jezeli funkeja f(p) jest catkowalns R w zbio-
rze K, to zbiér D jest mierzalny J i miara jego wyraza sie wzo-
rem (34).

Na odwrét, zaldézmy, ze zbiér D jest mierzalny J i oznaczmy
przez J przedzial przestrzeni &' zlozony z punktéw g= (15 ooy Trt)y
ktérych wspolrzedne spelniaja warunki:

(0}1,...’.1/',,)61, 0<£n+1<a,

gdzie a jest dowolng liczbg wieksza od kresu goérnego funkceji f(p)
w zbiorze FK:
a>K.

Niech x(g) bedzie funkcja charakterystyczna zbioru D.

Z okredlenia tego zbioru i funkeji f*(p) wynika, ze jezeli
(L1 ..., %0) € I, 0 y(@1, ..., Tpy Tny1) jest zerem lub jednoscia zaleznie od
tego, €zy 0<<@pp1<<f*(@yy ..., Tn)y, CZY fX(@1, ... %) < Xptr. Zatem

a f‘(xl-n:xn)

(39) fx(ml,...,m,,+1)dm,,+1:fda?,,.H:f*(xl,...,.’L‘,,).
0

0

Poniewaz zbiér D jest mierzalny J, wiec funkcja y jest catko-
walna R w D. Na mocy wiec tw.(10.1), str. 192, wynika z (39), ze
funkcja f* jest calkowalna R w I, czyli funkecja f w E, i ze za-
chodzi wzor (34).
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W szezegdlnosei, z tw. (9.1) otl:zymujemy nastepujacy wniosek:
(9.2) Jeteli funkecja y=Fx1, ..., 2,) jest calkowalna w E, to jej
wykres w & jest zbiorem miary 3 zero.

Wykres ten jest bowiem (p. str. 188) zbiorem punktéw, kto-
rych wspoélrzedne spelniaja warunki
(.’L‘], ...,.’lf,,) € E, wn+1=f(.’l}1, ...,CL',,),

a wiec punktéw lezgcych na brzegu zbioru 1) okreslonego
w tw.(9.1) 1 mierzalnego J na mocy tego twierdzenia; brzeg zas
zbioru mierzalnego § jest miary J zero namocy tw. (4.6), str. 202.

PRZYKELADY. 1. Jezeli funkecja nieujemna f(x) jest calko-
walna R na odcinku <a,b>, to zbiér plaski D, okredlony nieréwno-
seiami a<w<bi 0<y<<f(x), jest mlerzalny i jego miara J (plaska)

réwna sie f flx)dex. Wykres zas funkcp f(x) ma (réwniez wzgledem

plaszczyzny) miare J zero.

2. Jezeli funkeja f(x,y) jest nieujemna i calkowalna R w prosto-
kacie <a,,a,;b,,b,>, to zbiér punktéw, ktérych wspdlrzedne spet-
niajg nieréwnofci a,<a<h), a,<y<b, i 0<e<{flzw,y), jest mie-
rzalny J i jego miara J (przestrzenna) réwna sie catce funkeji f(z,y)
w tym prostokacie.

(9.3) Jegeli funkcje fr(@1,...,Tn) ¢ fa(®1, ..., %) 8@ calkowalne R w zbio-
rze ECE" mierzalnym J 1 jedeli

(40) F @y ooy ®n) 2 folny ...y ) dla  (x1,...,2,) € E,

wowczas ebicr RCE™ zloiony 2 punktdw o wspdlrzednych spelniajq-
cych warunki

(@1, ...y 2n) € B, fo(1y ooy ) < Tt <fr @1y ooy Tn)
jest mierzalny J ¢
(41) m(R)= / [f(p)—Fo(p)1dp.
Dowd6d. Niech %k bedzie kresem dolnym funkeji fy(p) w E.
Zatem z zalozenia

(42) f(p)—k=fop)—k= 0 dla pekB.
14*
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Oznaczmy kolejno przez D, D, i D zbiory punktéw

q= (Tl, ,,).’l‘,,+1>
przestrzem &, dlaktoryeh (ay,.. ,,)eE oraz 0< Wy < fi(ry,oo, @) = k,
0w < fol@n, .yan)—k 1
(43) fal@ry ooy p) —k < wppy <falwy, oy ) — k.

Poniewaz zbiér E jest mierzalny J, wi(;c funkcia y=const. jest
calkowalna R w E. Wobec tego funkeje f,(p)—k i fy(p)—Fk sa calko-
walne R w E; na mocy tw. (9 1) zbiory D, i D 8a wiec mleualne \5 i

(44) /m —kldp,  m( z—f[fg )—k]dp.

Oznaczajac przez W wykres funkeji y= /2( —k w przestrzeni
& mamy z (43)
(45) D=(D,—D, )—f—W

Na mocy tw. (9.2) zbiér W jest mierzalny J i m(W)=0. Zbiér
D,—D, jest mierzalny J jako réznica dwéch zbioréw mleualnych 3,
a stad wobec (45) réwniez zbiér D jest mierzalny S.

Poniewaz D,CD, i D;W=0, wiec na mocy (44) i (45)

(46)  m(D)=m(D,—Dy)+m(W)=m(Dy)—m(Dy)= [[f,(p)—Ta(p))dp.
' E
Eatwo zauwazyé, ze D przechodzi w R przez przesuniecie
rownolegte  @j=@y,...,0p=1rn, Tpt1=1n11-+k. Zatem na mocy
tw. (5.2), str: 46, zbiér B jest mierzalny J i m(R)=m(D), skad na
mocy (46) wynika (41), c. b. d. d.

PRZYKLADY. 1. Jezeli funk(,]'e fle)y i ¢(x) sz calko-
walne R na odeinku <a,b> i @(x)<f(x) dla 2 ela,b>, to zbiér
ptaski R, okreslony merownosmaml as x<b 1 ple)<y<fla), jest

mierzalny f [f(x x)|dx.

2. Jezeli funkc;e flx,y) i @(x,y) sa ciggle w zbiorze K mierzal-
nym J i f(#,9)>¢(x,y) dla (@,y) € E, to zbiér przestrzenny R, zlo-
zony z punktéw (z,y,2), dla ktérych (2,y)e B i o(z,y)<e<f(x,v),
jest mierzalny J i

()= [ [1Ha,) =y (e, )dody.

3. Kolo 2*4-y®<1 jest zbiorem mierzalnym J jako zbiér
plaski R zlozony 2z punktéw (z,y) spelniageyjeh nieréwnosei
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—1<<e<1 oraz ——V l_—;vzs;ygl/l —x*. Wynika to z zastosowania
przykladu 1 dla a=—1 1 b=1.

Podobnie kula - y*>+ 22<1 jest zbiorem mierzalnym S5,
jako zlozona z- punktéw, ktére spelniaja warunki (z,y) e E oraz

—Vi== —u2<z<l/1~x‘*1/4 gdz1e E jest kolem a2+ y2<1.

10. Calka w zbiorze jako calka iterowana. Niech E
bedzie zbiorem ograniczonym w przestrzeni &". Oznaczmy dla
j=1,..,m—1 rzut zbiorn E na przestrzen &’ zmiennych Xpy eeey Xy
przez R’y a na przestrzern &" 7/ zmiennych Tjfts gy — przez R,
Oznaczmy dalej dla kazdego punktu (a1, ...,2) e R’ przez A'(ay,...,x))
zbidr tych wszystkich punktéw (ay,...,a,) nalezgeych do E, ktérych
rzutem jest punkt p; podobnie, dla kazdego punktu ¢= (zp1,...,®,)
zbioru R niechaj A"(xjy,..,2,) oznacza najwiekszy podzbiér
zbioru K, ktérego rzntem jest punkt g.

(10.1)  Jeteli funkcja f(ay,...,x,) jest catkowalna R w E, to funkeje

Fayy .. )= | .. /f(;z'l,...,w,,)da'j.,,l...da',,,
A’(xl,...,xj)
Q)(:cj+1,...,w,,):f...ff(azl,..._,w,,)dwl...d:rj,
ANXjy 152X )
Fayy vy )= / ff Xiy ooy W) iy ... diry,
A(\’l, ,!‘

¢(IJ+1, W& / ff\h, d&l...d{l'j

A”(x,+1, wXp)
sq catkowalne odpowiednio w R’ ¢ K", a ponadto

/ dp—f f/ /(wl, ...,xn)dwj+1...daﬂ,,]dml...dwj:

(47) A’(rl,...,xj)

——f / f f (71, .’r")d.’lfl ves dwj]dwj+1.dx,,

R AT (X415 0%p)
Dowdd. Niech ECI={a,,...,an; by,...,bny. WoWeZAS
R'CJ’:(al, ey 03 })1, ~b]> i ]ﬁ”CJ”:-<aj+1, ey s bj+1, 7bn>
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Dla przedluzenia f*(p) funkeji f(p) wedltug wzoru (31), str. 208,
mamy
p)dp= E[ fp)dp,

f ff*(mh d.’))']+1 dwn:"f f.f(xly 'Tn dw}-{-l d.%‘,,,

f ff (@1, ...y @n) dwl . day = f ff(wl, ) Tn) Ay ... Ay,

skad otrzymujemy (47) na moecy tw. (10.1), str.192.

Uwaga. Jezeli funkcja f(xy,...,#,) jest calkowalna R w zbio-
rach 4’ i A", tw. (10.1) pozostaje prawdziwe, gdy w nim calki
goérne i dolne zastapié wprost jej calkami F(x) i @(x).

W szezegdlnodei jest tak zawsze, ilekroé zbiory E, R’ i R s
mierzalne J, a f jest funkcja ciagla w K.

PRZYKLADY. 1. Niech funkecje F(x) i @(x) beda ciagle
na odeinku <{a,b> i spelniaja dla a<<x<b nieréwnoié¢ @(x)<F(x),
a funkeja f(x,y) niechaj bedzie ciagla w zbiorze plaskim FE, okreslo-
nym nieréwnoéciami a<a<<b i @(x)<y<F(xr). Wowcezas

fff(w,’.'/)d??d?/=f[j(;)(ac,y)dy]dx.
E & 8

Rzut bowiem R’ zbioru E na of z-6w jest odcinkiem <a,b>,
a A'(x) czyli zbiér punktéw (x,y)e E, ktérych rzutem jest w,
jest odcinkiem <®(x), F(x)>.

2. Jezeli funkeja f(x,y,2) jest ciagla w kuoli a?-4-y?--22<1, to

Vi—s=¢
///f(ff v, dwdydz_f/ f fva, dz}dxdy_
w21 s U
1 Vie ==y
_/ f { / fle,y,2 dz}dy]
—t  —Ji== V1=

Kula jest bowiem zbiorem mierzalnym J (p. przyklad 2,
str. 202), rzut B’ danej kuli na plaszczyzne ay jest kolem a2+ y2<(1,
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a zbidr A’(x,y) (tj. zbiér punktow tej kuli, ktérych rzutem jest punkt
(,y) € R’) jest odcinkiem (—JT—a2—¢2, JT—2—2)>. Z tw.(10.1)
dostajemy wiee réwnosé pierwsza.

Poniewaz R’ jest zbiorem okreslonym nieréwnosciami —1 <o <1,
N =E<y<)T=4? wiec z przykladu 1 otrzymujemy réwnosé
drugg.

11. Miara (objetos$é) kuli w &". Kulg (zamknigtq) Ki(r)
0 $rodku py=(&1,...,&n) © 0 promieniu r >0 przestrzeni &" nazywamy
zbiér punktéw p=(zy,...,a,), dla ktérych (p. str.73)

(48) o(p, P <7
Wspélrzedne punktéw kuli (zamknietej) spelniajg zatem wzér
(49) (x1—51)2+‘...+(xn—gn)2—r2<(>.

Punkty kuli, dla ktérych we wzorze (49) zachodzi réwnosé,
tworzg brzeg (powierzchnig) kuli w &", pozostale zad punkty sa jej
punktami wewnetrznymi. Brzeg kuli K,(r) jest sumg wykreséw
geometrycznych w przestrzeni &" nastepujacych dwéch funkeyi:

v, =&+ (@ —e = @, —& Y,

z,= &=V —(@,— £~ —(@,_—&,
t.j. funkeyj okre$lonych w zbiorze &K,—.(r) zlozonym z punktéow
(@1, ...y Tny) przestrzeni &', ktérych wspélrzedne spelniaja nie-
ré6wnosé .
0) (&1 —&)+ (2, —&, ) 10,

1 cigglych w tym zbiorze. :

Zbior K,—(r), jak wida¢ ze wzoru (50), jest kuly w &
Z tw.(7.3), str.188, wynika, Zze brzeg kuli jest zbiorem miary  zero.
Zatem na mocy tw. (4.6), str. 202}
{11.1) Kula jest zbiorem mierzalnym J.

Przez przesuniecie réwnolegle aj=a,+ &, gdzie i=1,..,n,
kula (49) przechodzi w zbiér &K, okreélony nieréwnoscig

{H1) xF o fad =120,
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Jest to kula o pfomieniu 7 i érodku w punkcie 0. Na moey
tw. (5.2), str. 204, kule (50) i (51) maja zatem réwne miary J. A wiec

(11.2) Miara kuli w &" zalezy tylko od promienia v.
Oznaczmy przez v,(r) miare J kuli K, w &". Udowodnimy
za pomoes indukeji, ze ‘
(11.3) op(r)= anr",
gdzie o, jest liczba stala zalezng tylko od #.

Dowéd. Twierdzenie zachodzi dla n=1, gdyz kula I (r) '
jest odcinkiem {—7,r>; zatem vy(r)=2r i a,=2.

Zal6zmy wiec prawdziwosé twierdzenia dla n—1. Z tw. (7.1),
str. 207, mamy
(52) Pu(r)= f] dxy...dx,.

HKnl7)

Przyjmujac j=n—1 w twierdzeniu (10.1), widzimy, ze
zhior R, czyli rzut kuli (561) na o a,, jest odcinkiem <{—r,r>; zbior
zaé A'(x,) jest kula w przestrzeni &" ', okre§long nieréwnoscia

2 2 (p2— 2
Byt .Fa? | —(r2—a2)<0,

a wiee kulg K _ l(Vrl——ao2 ; zatem

f f f Vil g |y

K- 1('/7 05

Catka w [ ] réwna sie mierze kuli w & o promieniu Vrz—xz
Na mocy zalozenia prawdziwosei wzoru (11.3) dla n—1 calka
ta wynosi zatem a, | l/rz r2 " skad

—r

"f,,(r)—f ,,_1(l/1'2———wfl) ldg,sn_

Podstawiajac x,=7r cos ¢, otrzymujemy

g /2
V(1) == a,,_lr"fsin" @dg= 2:),,_1r"fsin"‘q) de.
0 0

Tym samym tw. (11.3) jest dowiediione.
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Udowodniliémy zarazem, ze v,{r) jest postaci (11.3), gdzie

7f2
(53) u,,::2(r,,~1fsin" pdp=20,_11,.
0
Udowodnimy teraz, ze
anyp2n on gpn y2n+1

(11.4)  voulr)=

dla n>=1.

PO L b WO SR Ty

n/2
Dow6d. Obliczajac calke J,= [sin" gdg, dostajemy?) dla n>1:
0

1-3-...-(2n—1) = 1-2-4-...-2n
5 =" = : Y P .
(54) L=1, In 2.4-..-9n 2° TWUT1.35-..-2n41

Podstawiajac w (6) n—1 zamiast n, dostajemy o, =20, I, 1,
skad na moey (6) a,=2%a,_ol,Tp 1, 7atém:

a2

dop= 22(12,,_2 1211 I2n—17 Jopt1 == «"0op—1 ]211+1 1211,

a wiec na moey (7)

1w = 4 1 n

92 u
5o = g2 Ognp1 =2"A2n—175 =0T
Snz on Y i " Ynt1 2n41

—_ D2
—=

O2n Qdon—2° don—1-

Poniewaz o,=2 i a,=ax, otrzymujemy z powyiszych wzo-
row redukeyjnych dla nz=1

T ongn

= G TR (2nt 1)

skad na mocy (11.3) wynika (11.4), ¢. b. d. d.

1) P. 8. Banach, Rachunek réiniczkowy ¢ caltkowy, tom I1, str. 158, Ksigz-
nica Atlas, Wroclaw 1949 (przedruk wydania z 1931 r.).




