D® STEFAN BANACH

PROFESOR UNIWERSYTETU JANA KAZIMIERZA WE LWOWIE

TOM I

OPERACJE LINJOWE

@ Biblioteka Glowna
Uni

T

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII



"DZIELO TO
POSWIECAM
MOJEJ ZONIE



DRUKARNIA M. GARASINSKI W WARSZAWIE



PRZEDMO WA,

Teorja operacyj, stworzona przez V, Volterre, zajmuje
sig badaniem funkcyj, okresionych w przesirzeniach o nieskoficze-
nie wieln wymiarach. Niema prawie dziedziny matematyki, gdzieby
teorja powyzZsza nie wnikala w sposéb istotny. Dosé wspomnieé,
ze rachunek warjacyjny i teorja réwnan calkowych okazaly sie
szczegblnemi przypadkami ogdlnych dzialéw, zawartych w teorji
operacyj. Pigkno$¢ teorji operacyj lezy gléwnie w tem, fe w niej
tacza sie w harmonijng calo$¢ metody matematyki klasycznej
z metodami matematyki nowozytne;j. Teorja operacy] pozwala ezesto
interpretowaé twierdzenia teorji mnogoéci lub topologii w spo-
s6b zupelnie niecczekiwany, Twierdzenie np. z topologji o sta-
tym punkeie daje sie (jak zauwazyli Birkhoff i Kellogg), przy
pomocy teorji operacyj przettumaczyé na twierdzenie klasyczne
o isinieniu rozwigzan réwnan rézniczkowych. Sa dzialy matema-
tyki, ktérych glebsze zrozumienie mozliwe jest iylko przy pomocy
znajomoscei teorji operacyj. Takiemi dzialami sa: teorja funkeyj
zmiennej rzeczywistej, réwnania calkowe, rachunek warjacyiny
it p. '

Jezell zwréeimy uwage na piekno, tkwigce w teorji operacyj,
to pomijajgc nawet jej liczne zastosowania {kidre sa nieistotine
dla oceny pickna samej teorji), mozemy ja slusznie zaliczyé do
najpigkniejszych teorji matematyki.

Po tem wszystkiem nie zdziwi nas zdanie p. J. Hadamarda,
ze teorja operacy] przedstawia najpotezniejsza metode badah mate-
matyki nowezytnej.

Tom pierwszy niniejszego dziela stanowi ustep z algebry
teorji operacyj. W tomie tym zajmuje sig badaniem t.zw. ope-



VIII

racyj linjowych. Odpowiada to w algebrze badaniu form linjo-
wych ksztattu: o, x, +a,x,4...4a,x,.

W odpowiednich ustepach podaje zastosowania, otrzymanych
twierdzen, do rozmaitych dziedzin matematyki jak np. do teorji
funkeyj zmiennej rzeczywistej, szeregéw ortogonalnych, teorji suma-
cyj, réwnan calkowych i t. p. Przy twierdzeniach podaje zawsze
autora, o ile tylko jest mi znanym.

Jest tylko kilka dziet, po§wigconych teorji operacyj. Oto naj-
wazniejsze:

1. V. Volterra: Lecons sur les fonctions de lignes, (Coll.
Borel), Gauthier-Villars, Paris, 1913,

2. V. Volterra: Theory of Functionals, Blackie, London
and Glasgow, 1930. ’

3. P. Lévy: Lecons d'analyse fonctionnelle, (Coll. Borel),
Gauthier-Villars, Paris, 1922.

W ksiazZce (2) podana jest rowniez literatura.

Przystepuje do milego obowigzku zlozenia podzigkowania tym
wszystkim, ktérzy stuzyli mi rada i pomocg przy redakeji tego
tomu, a w szczegdlnosci:

p. Dr. H. Auerbachowi za czedciows redakcje wstepu,

p. S. Mazurowi za wybitng pomoc uzyczong przy redakeji
tej ksigzki, a w szczegélno$ci przy redakeji uwag, znajdujacych sie
na koncu tego tomu,

p. Dr. 8. Saksowi, Docentowi Uniw. Warszawskiego za
cenne uwagi i poprawki, podane w czasie druku, ktére przyczynily
si¢ do uproszczenia i wyjasnienia wielu kwestyj, jakotez do usu-
niecia wielu bledéw i usterek,

Kasie im. Mianowskiego za podjecie sie wydania tego
dziela.

Stefan Banach

Lwow dn. 20. VII. 1931.



WSTEP.

Podamy tu pewne definicje i twierdzenia, z ktérych w dal-
szym ciggu bedziemy korzystaé¢. Przyjmujemy, Ze czytelnik po-
siada znajomos¢ teorji miary i calki Lebesguea®).

§ 1. Niektore twierdzenia z teorji cathi Lebesgue’a®).

Jezeli funkcje mierzalne x,.(¢) sqa wspdlnie ograniczone, a ciag
{x4(2)} jest prawie wszedzie zbiezny do funkeji x () w <a,b>,to

b b

Vim { xut) dt )( (¢ dt.
oo .

Ogolniej, jezeli istnieje funkcja calkowalna o (f) > 0, dla
kiorej |x.(t)) < ¢ (&) (n=1,2,..)), to funkecja graniczna jest réw-
niez calkowalna i spelnia powyiszy zwiazek.

Jezeli {x.(¢)} jest ciggiem, niemalejgcym funkeyj calkowalnych
w <a, b >, zbieznym do funkeji x (¢), to

b b

lim | xu(£) df = J? x (£) dt,
H~—>oo
o ile funkeja x (¢) jest calkowalna, za§ w przeciWnym razie:
b
Hm § x,(¢) df = + co.
H—roo

'y Por. np. C. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue.
Fonctions d’ensemble. Classes de Baire. Paris. G.-Villars, 1916, lub H. Lebes-
gu e, Lecons sur I'Intégration, 2 éd., Paris, G.-Villars, 1928,

% Por. np. Poussin, L e, p. 49.

Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych.
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Jezeli ciag {x.(¢)} funkcyj catkowalnych z p-tg potega (p > 1)
jest prawie wszedzie zbiezny do funkeji x (f), a nadto
b
ﬂx,,<t)|pdt<1< (n=1,2,..),
a
to réwniez funkcja x (¢) jest catkowalna z p-tg potegal).
§ 2. Nierownosci dla funkcyj catkowalnych z p-tq potegq?).
Klase funkcyj catkowalnych wraz z p-ta potega (p > 1),
w przedziale <a, b6 > oznaczamy przez (L®). Liczbie p przypo-
rzgdkowujemy liczbe ¢ zwigzang z nig réwnaniem%—i—}] =1, ktérg
nazywamy wykladnikiem sprzezonym do p. Przy p = 2 jest row-
niez g = 2.
Jezeli x () C (L®), y (&) C (L9), to funkcja x (£).y (¢) jest
catkowalna, a dla jej calki zachodzi nier6wnosé nast@pujaca:

Ijx ydt| < (Jﬁxpdt) (}\y th)

W szczegélnodei dla p = 2 mamy

& 1

lfx ydt| < x‘ dt) (fyi’ a’f)2

a

Jezeli funkeje x(¢), v (£) nalezg do (L"), to réwniez x (£)+ y (£)
nalezy do (L®) i

(fxﬂ;\pdt) (fx\r’dt) Ulyﬂat)

a

Tym nieréwno§ciom odpowiadajg nastepujgce nieréwnosci
arytmetyczue:

1y Por. E. W. Hobson. The Theory of Functions of a real variable
ete., 2 wyd., Cambridge, 1921/26, vol. I, p. 300.
%) Por. np. Hobson, L. ¢, L, p. 588.
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!}_a bl < (Z:avxp);(Zrbww)%,

v=1 v=1

Senrff <(Emefo(Furf

v=1

Dla p = 2 pierwsza z nich daje znana nieréwno§é Schwarza:

n

S (S (D)
=1

v=1 v=1

Do kazdej funkeji x (£) catkowalnej z p-ta potega (p > 1)
i dowolnego ¢ >0 istnieje funkeja ciagta o (¢) taka, ze
b

ﬁx“‘?i"’<sl>.

§ 8. Zbieznosc asymptotyczna.

Ciag {x.(?)} funkcyj mierzalnych w pewnym zbiorze nazywamy
zbieznym asymptotycznie, lub zbieznym wedle miary (en mesure)
do funkcji x (¢), okreslonej w tym zbiorze, jezeli

Hm m E (| x4(8) — x (£)[> ) = 0?)

dla kaidego = > 0.

Ciag {x(f)} zbiezny asymptotycznie do funkeji x (¢) zawiera
zawsze ciag czeSciowy zbiezny prawie wszedzie (w zwyklem zna-
czeniu) do tej funkeji.

Na to, by dany cigg {x.(?)} byt zbieiny asymptotycznie
do pewnej funkeji, potrzeba i wystarcza, by

Hm m E (| xp,(t) — %)= &) = 0
Py g—>oo

przy kaidem &> (3),

Y Por. np. Hobson, L ¢, II., p. 250.

) mE(|x,(0) — x @ | > s) oznacza miare zbioru wartosei ¢, dla ktérych
| ¥,(1) — x ()| > =. Podobnie nizej.
%) Por.np. Hobson i ¢ IL p. 242—244.



§ 4. Zbietnosc przecigtna.

Niech {x.(f)} bedzie ciagiem funkey] calkowalnych z p-ta
potega (p > 1) w przedziale <a,b>. Méwimy, ze cigg ten jest
zbieiny przecigtnie z p-tg potega do funkeji x (¢), réwniez catko-
walnej z p-tg potega, jezeli

b
tim |

A—oa
a

xu(t) — x (£)|Pdt =0.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym dla istnienia takiej
funkeji x (¢) jest:

4
lim {m(t; Xty |7 dt=0.

[, k—>oo

0%

a

Funkecja x (f) jest wowezas okreSlona jednoznacznie, poza
zbiorem o mierze zero.

Ciag zbiezny przeciginie do jakiejé funkeji jest do niej row-
niez asymptotycznie zbieiny, zawiera zatem zawsze cigg czedciowy
zbiezny do tej funkeji prawie wszedzie w zwyklem znaczeniu').

§ 5. Catka Stieltjesa?®).

Oznaczmy przez X (f) funkeje ciagla, zas przez « (t) funkcje
o wahaniu ograniczonem w przedziale < a, b 7. Jezeli podzielimy
przedzial <a,5> na przedzialy czeSciowe przy pomocy liczb

a:t0<tl<52< ..... <Ziz:b,

a w kazdym z przedzialéw czesciowych obierzemy dowoing liczbe
9;, to, podobnie jak przy definicji catki Riemanna, moiemy

utworzy¢ sume:

S :Z x @) [0 (@) —a )] > Yty
i=1

1y Por. mp. Hobson, L ¢, If, p. 245.
%) Por. np. Lebesgue, Legong, Chap. XL
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Udowadnia sig, Zze dla kazdego ciagu podziatéw, dla ktérego
najwiekszy przedzial czeSciowy dazy do zera, sumy S posiadaja
granice, zawsze tesama, ktérg oznaczamy przez

b
j % (t) d o (t)

a

i nazywamy catkg Stieltjesa.
Calka ta posiada nastepujace wlasnosci:
b a
fx(t)da(t): —[x(t)da(t),
a ?J
b c c

fx(t)da(t)—i—fx(t)doc(t): x(8) do(?),
a b a

b b b
(bt + ) @ 6y - [ty O+ [ anw.
Pierwsze twierdzenie o $redniej wartosci wyraza sie tu przez

nieré6wnosé:
b

ffx(t)da(t)KMv

przyczem M oznacza gérny kres bezwzglednej wartosci | x ()|, za$
V catkowite wahanie funkeji o (¢) w <a, b >,
Jezeli funkcja o (f) jest absolutnie ciagta, to calke Stieltjesa
mozna wyrazi¢ przez calke Lebesgue’a w sposéb nastepujacy:
b - b
fx @O da(t)=x@ @) adt.
a a ’

Jezeli « (¢) jest funkcjg $ciSle rosnaca [t. zn. o () <<a(t")
dla a <? <t'<b] wbéwezas, kladac dla kaidego s odcinka
<a(a), (b)) >: : .

B (s) = gérny kres wartodci ¢, dla ktorych s> oc(t) otrzy-
mujemy
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b a(b)
Jr@ae@=[xpeiasy
e a‘(a)
Dowdd.
Mamy Blo@® =t a<{t<<h e (1)

Poniewaz funkeja B (s) jest funkejs rosnges i przyjmuje wszystkie war-
tosci przedzialu <8 (o (@)] = a, 8o (B)] = b >, przeto funkeja B (s) jest ciagla.
Wynika stad, ze funkeja x [B (s)] jest réwniez ciggla.

Utworzmy dowolny podzial (3) odeinka (e, b)) przy pomocy liczb
a =1, <t ...<t,=b Poléimy a ) =49,

Mamy

S,

i

L :fx B®lds =@ —%_)x@®),
"

fel

gdzie 9, = B (s/), przyezem 9,_, <( s, < 9.

Oczywiseie B (¥,_;) <TB (s/) = 9,/ < B (8).
Na moey (1) B (9, ) =P la(t,_ ) = t;_y, oraz analogicznie 8 (¥) = ¢,

Zatem
FEME A
A wiec
L=x @) o) —a ).
Stad
a(b) n "
= U
f X [B ()] ds = E I = 2 X @) o () — o (¢l
ala) =1 i=1

b

Poniewaz ostatnia suma zdgza dofx (t) d o (t), gdy maximum dlugosci

a
przedzialéw, wchodzaecych w sklad podziatu (3), dazy do zera, przeto

(b} b
(x B (s)] ds :J/x {t) d a (D).

o
ofay

Jezeli teraz a (£) jest dowolng funkejg o wahaniu ograniczonem,
to mozemy jg zawsze przedstawi¢ jako réznice «,(¢) — a,(¢), gdzie

!y Por.Lebesgue, L c. p. 258 —260.. ...
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%,(¢) i ay(?) sg funkcjami $cisle rosnacemi. Oznaczajae, jak poprzed-

nio przez 3,(s), By(s) odpowiednie funkcje, otrzymamy
b

b b
} X () do () - fx (t) d ay(t) — ]" (t) d a(t) =

o (b) “2(.b)
{ x[By(s)]ds — j x [By(s)] ds.
a,(La) to{a)

Jezeli ciag {x.(¢)} funkeyj cigglych jest wspélnie ograniczony
i zdaza wszedzie do funkeji cigglej x (£), wowezas dla kazdej
funkeji « (#) o wahaniu ograniczonem mamy

b b
lim j nlt) d o (£) = f x () d o (),

Jest bowiem
oy (b) (b}

lim f ol ()] ds = f X [B,(s)] ds,

(@) o(a)

ay(b) - az(lj)
lim [ 5,[,(9)] ds = f % [By(s)] ds.

as(a) a. (@)



