ROZDZIAL 1.

Zbiory i operacje mierzalne (B) w przestrzeniach
metrycznych.

§ 1. O danym zbiorze niepustym E powiadamy, Ze tworzy
przestrzeri metryczng lub przestrzen (D), jesli kaidej parze upo-
rzagdkowanej jego elementéw x, y przyporzgdkowana jest pewna
liczba (x, y), spelniajaca nastgpujace warunki?):

1) (x, x)=0, (x, >0 przy x=y;
2) (x5 J’) = (yr .XI),
3) (x, 2) <(x, )+ (3, 2).

Liczba (x, y) nazywa sig¢ odlegiosciq punktéw (elementow)
x, y. Ciag punktéow {x,} okreslamy jako zbieiny?®), gdy

lim (x,, x4) = G; (1)

P, g—reo

powiadamy, Ze jest on zbieiny do punktu x,, piszac lim x, = x,,

skoro
lim (x,, x,) = 0. 2)

n—roo

‘ 1) Latwo zauwazyé, ze warunki 1 — 3 moznaby zastapié przez warunki:
1* (¥, ¥) =0 wtedy i tylko wtedy gdy x=y; 2° (x, 2) <(x, )+ (2. »).
) Ciggi zbieine nazywa sie zwykle ciagami speluiajgcemi warangk

Cauchy’ego t. j. warunek (1).
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Punkt x, nazywamy wiedy granicq ciagu {x.}.
Latwo widzieé, Zze relacja (2) pociaga za sobg (1); mamy
bowiem stale

(%p, Xg) < (xp, Xo) 4 (Xg, Xo).

Gdy wiec dany cigg punktéw jest zbieiny do pewnego pun-
ktu, to temsamem jest zbieZny; rozumie sig, Ze niezawsze na-
odwré6t. Przestrzen (D) o tej wlasnoséci, ze kazdy ciag punktéw
zbiezny jest zbiezny do pewnego punktu, nazywamy zupeinq. Prze-
strzenie euklidesowe stanowia proste przyktady przestrzeni D zu-
pelnych. Wyszczegbinimy tu szereg innych waiZnych przyktadéw
tego rodzaju.

1. Niech (S) oznacza zbi6ér funkcyj mierzalnych w przedziale
< 0,1 >, Przyporzadkujmy kazdej parze uporzadkowanej x, y ele-
mentéw tego zbioru liczbe ')

Oyt
(. 3) f1+1x(t)* o

Latwo sprawdzamy, Ze spelnione sg podane poprzednio wa-
runki 1 — 3. Co dotyczy warunkéw 1 i 2 jest to widoczne (nie
rozrézniamy przytem pomiedzy funkcjami réznigcemi sie jedynie
na zbiorze o mierze zero); aby przekonaé si¢ o tem, Ze warunek
3 jest réwnieZ spelniony, wystarczy zauwazy¢é, ze przy dowol-
nych liczbach a, b

la+b

P L BT L
U+la+o| 14ja] 148

Zbior (S) tworzy wiec przestrzen (D); jest ona zupelna.
Zbieznosé bowiem ciggu punktéw {x,} (do punktu x,) sprowadza
si¢ do zbiezno$ci wedlug miary ciggu funkeyj {x.(f)} (do funkeji
x,(8)) w <0,1>.

) Kladziemy x=x(f), y=y () oraz x, =x, (t), x, = x, (!); podobnie
w przykladach 2—5.
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2. Oznaczmy przez (M) zbiér funkeyj mierzalnych i ogra-
niczonych w < 0,1 >, Kladac dla kaidych dwéch elementow x,
y tego zbioru

(x, ) = max lstotne | x(®) — y(t) |,

\\

uzyskujemy przestrzen (D) zupelng. Zbieznoé¢ ciagu punktow
{x.} (do punktu x,) oznacza zbiezno$é jednostajna ciggu funkeyj
{x%:(¢)} (do funkecji x,(f)) prawie wszedzie w <0,1>.

3. Niech (L®) (p > 1) oznacza zbiér funkcyj catkowalnych
wraz z p-ta potega w przedziale <0,1>. Kladac

1

*x, ) = [ f | x(E) — () |7 dtr,

widzimy, e zbiér (L)) stanowi przesirzen (D) zupeing. Na to, by
ciag punktéw {x,} by! zbiezny (do punktu x,), potrzeba i wystarcza,
by cigg funkeyj {x.(¢)} byl zbiezny przecigtnie z p-tq potega (do
funkcji xo(?)) w <0,1 >,

4. Uwazajmy zbiér (C) funkeyj ciaglych w < 0,1 > i niech
dla kazdych dwéch jego elementéw x, y

(x, ) = max | x(t) — ).

Zbiér (C) jest przestrzenig (D) zupelns; przytem zbieZnosé
ciggu punktéw {x,} (do punktu x,) sprowadza si¢ do zbieZno$ci
jednostajnej ciggu funkeyj {x.(¢?)} (do funkcji x,(f)) w przedziale
< 0,1 >.

5. Niech (C®) (p dowolne naturalne) bedzie zbiorem funkeyj
posiadajacych p-ta pochodng ciagla w przedziale <<0,1>. Kladge

X0 (t) — yP @],

(%, ¥y) = max | x () — y (£) |+ max

o<t oL

uzyskujemy przestrzen (D) zupelna. Warunkiem koniecznym i do-

statecznym na to, by ciag punktéw {x.} byl zbiezny (do punktu x,),

jest to, by zaréwno cigg funkeyj {x.(f)} jak i {(x¥ )(t)} byl zbiezny
jednostajnie (odpowiednio do funkeji x,(¢), x. Py w <0,1>,
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6. Niech (s) oznacza zbiér wszystkich ciggéw liczbowych;
pol6ézmy dla kazdych dwéch jego elementéw x, y 1)

‘En_nnl .
9= Zzn 14 & — 2a|

Zbi6ér (s) stanowi przestrzen (D) zupelna. Zbiezno$é ciggu
punktéw {x,} (do punktu x,) oznacza, ze kaidy z ciagow {&n, m}
(m=1, 2,...) jest zbiezny (do &), gdzie x»= {&u m} (X, ={En}).

7. Oznaczmy przez (m) zbiér ciggéw ograniczonych i niech

(x, ) = kres g6rny &, — 1],
n=1, 2, ...

Zbiér (m) stanowi widocznie przestrzen (D) zupeing.
8. Niech (I (p > 1) bedzie zbiorem ciagéw liczbowych

{&,}, takich, Ze szereg Z[En l> jest zbiezny. Kladgc dia kaidych
‘ n—=1
dwéeh jego elementow x, y

@ y) = [i o \ﬂF,

nzyskujemy przestrzen (D) zupelna.

9. Oznaczajgc przez (¢) zbiér ciggéw zbieznych i okreslajgc
dla kazdych dwéch jego elementéw x, y liczbe (x, y) tak jak
w przypadku zbioru (m), wnioskujemy latwo, e zbiér (c) stanowi
przestrzen (D) zupelna.

§ 2. Niech E oznacza jakakolwiek przestrzen (D), za§ G
bedzie jakim$§ zbiorem punktéw tej przestrzeni. Powiadamy, Ze
punkt x, jest punktem skupienia zbioru G, jesli istnieje cigg punk-

tow {x.}, taki, ze x,( G, X.== %, oraz limx,= X, Zbior
H—>yos

wszystkich punktéw skupienia zbioru G nazywamy jego pockodnq,
oznaczamy ja przez G'; zbiér G = G+ G' nosi nazwe domknigcia
zbioru G. Zbiér G okreslamy jako zamkniety gdy G'(_ G, jako

1) Ktadziemy x = {En,} V= {*qn}; podobnie w przyktadach 7 —9.
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doskonaty gdy G'= G. O zbiorze G powiadamy, ze jest ofwarty,
gdy dopelnienie jego jest zbiorem zamknietym. Kazdy zbiér
otwarty nazywa sie ofoczeniem kazdego swojego punktu.

Zbior wszystkich punktéw x, takich, ze

(JC’ )CO) < rOy

gdzie x, oznacza dany punkt, zas 7, liczbe >0, nazywamy kulg;
X, jest jej Srodkiem, r, promieniem. Zbiér wszystkich punktéw x
takich, ze

przyczem X,, r, majg znaczenie poprzednie, okre§lamy jako kule
otwartq; x, nazywamy znowu jej srodkiem, 7, promieniem. O zbio-
rze U powiadamy, Ze jest wszedziegesty, gdy G = E; moéwimy, Ze
jest nigdziegesty, skoro domkniecie jego nie zawiera zadnej kuli.

Przestrzenn E nazywamy osrodkowq '), jezeli zawiera zbiér
przeliczalny wszedziegesty.

Zbiér G nazywa sie pierwszej kategorji, jesli jest sumg prze-
liczalnej mnogosei zbioréw nigdzi‘egestych; w razie przeciwnym
powiadamy, Ze zbiér G jest drugiej kategorji. Zbiér G jest pierw-
Szej kategorji w punkcie x,, gdy istnieje otoczenie O punktu x,
takie, ze zbiér G-O jest pierwszej kategorji; jezeli zadne otocze-
nie punktu x, wlasnosei takiej nie posiada, to méwimy, e zbiér G
iest drugiej kategorji w punkcie X,

Jest jasne, ze, gdy zbior G jest pierwszej kategorji, to jest
pierwszej kategorji w kazdym swoim punkeie; co wiecej — w kaz-
dym punkcie przestrzeni E. Zachodzi réwnies

Twierdzenie 1. Zbior G, ktory Jest pierwszej kategorji w kaz-
dym swoim punkcie, Jjest zbiorem pierwszej kategorji.

Dowéd. Uwazajmy klase wszystkich kul otwartych K o tej

) Klase przestrzeni tego rodzaju badal pierwszy p. M. Fréchet; ter-
min ,osrodkowa“ podal p- W. Sierpinski, jako polski sdpowiednik »8épa-
rable“,
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wilasnosci, ze zbiér G K jest pierwszej kategorji; ustawmy te kule
w ciag pozaskonczony
KO?KI""1<F,"" (é<a>.
Niech Pz = G K, oraz
Q, = P, Qg:Pg——ZKn dla 0<c¢<o. 1)
n<t

Wedtug zatozenia kaidy ze zbioréw P; jest pierwszej kate-
gorji; wobec (1) tg samg wlasno$¢ majg zbiory Q.
Niech tedy
G=> @&, @)
n=1

gdzie kaidy ze zbiorow Qg') jest nigdziegesty; poltézmy

Gn=z QF (n=1,2,..) (3
<o

GZZGn; 4)

twierdzimy, Zze kaidy ze zbioréw G, jest nigdziegesty. Istotnie
w przeciwnym razie istnialoby naturalne n,, takie, ze zbior G,
zawieratby jaka§ kule otwartg K. Niech ¢, oznacza najmniejszg
liczbe porzadkowa o tej wlasnosci, Ze

KK, # 0;

Latwo widzieé, Ze

liczba taka iétnieje, bo, gdyby stale byto KK;=0, to z uwagi na
0t
' E<la
mieliby§Smy G K =0, co jest niemozliwe, skoro K(_ G,, a we-

diug (4), G, (C G. Oznaczmy przez K™ jakakolwiek kule otwartg
zawartg w zbiorze KK:. Mamy

K*QM =0 dla &< o, &6, ®)
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Gdy bowiem & <§,, to KK; =0, a pozatem K* (_ K oraz, na
mocy (1) i (2), Qé"“)C Ky, w przypadku zas, gdy £> £, dostajemy
z (1) K, Q: =0, tak, ze wystarczy uwzglednié jeszcze to, ze
K* C Ky, i, wobec (2), Q™ C Q.. Z (3) i (5) wynika, ze

K* Gy, = K* Qf
oraz

K* Gay C Q875 (6)
z drugiej strony latwo sprawdzamy, Ze

K* C K*G,,. )
Relacje (6), (7) dowodza, ze kula otwarta K* jest zawarta
w zbiorze Qé’;"); jest to sprzeczne z tem, e zbidr Qg’;") jest nigdzie-
gesty.

Uwaga 1. Gdy zbior G jest drugiej kategorji, to istnieje
kula K o tej wiasnosci, ze w kazdym jej punkcie zbiér G Jjest dru-
giej kategorji. Istotnie, niech G, oznacza zbiér tych punkiéw z G,
w ktérych zbiér G jest pierwszej kategorji. Na mocy twierdze-
nia 1 zbiér G, jest widocznie pierwszej kategorji; temsamem
zbiér G — G, jest drugiej kategorji. Kazda kula K zawarta w dom-
knigciu zbioru G — G, posiada wlasnosé zadana.

§ 3. Zaléimy, ze E jest przestrzenig (D) zupelng. Udo-
wodnimy

Lemmat. Gdy dany jest ciag kul {K,}, taki, ze stale K,y K,

i przytem lim r, = 0, gdzie r, oznacza promieii kuli K,, to istnieje
oo

punkt wspolny wszystkim kulom K,.
Dowdéd. Niech x, oznacza $rodek kuli K, Dla p<<g mamy

xg Ky C Ky,
skad .
(xi?: Xq) < Tps (1)
co dowodzi, Ze ciagg punktéw {x,} jest zbiezny. Kladac

X, = lim x , mamy przy p <g, na mocy (1),
A—yoo

(X5, X0) < (%, Xg) + (Xg, X)) < 1y + (xg, X0},



a zatem
(Kp. X0) < Fps
wobec tego, ze p jest dowolne, punkt x, jest wspdiny wszystkim
kulom XK. '
Prostym wnioskiem z powyiszego lemmatu jest
Twierdzenie 2. Przestrzeri E jest zbiorem drugiej kategorji,
Dowé6d. Przypu$émy, ie

E= En, (1)

M

n=1

I

przyczem kazdy ze zbioréw E, jest nigdziegesty. Istnieje widocz-
nie cigg kul {K,} o wlasnoSciach nastepujacych:

a) Ky E, =0, promien kuli K| jest <1;

by Kiny1 (C Ky Kugs Engr = 0, promienn kuli K.y jest < S

€

a1

Na mocy lemmatu istnieje punkt x,, kiéry nalezy do wszyst-
kich K., a wiec, ktéry z uwagi na K, £,=0 (n=1, 2,...) nie
moglby nalezeé do Zadnego ze zbioréw Ej. Jest to jednak oczy-
wiscie sprzeczne z (1).

§ 4. Niech E bedzie przestrzenia (D), zas E* dowolnym nie-
pustym zbiorem punkiéw tej przestrzeni. Zachowujac dla ele-
mentow tego zbioru przyjeta w przestrzeni F definicje odleglo-
gci, uzyskujemy pewna przesirzen (D). Otéz, gdy zbiér G E®
jest nigdziegesty, skoro rozpatrujemy go w przestrzeni £7, to
powiadamy, Ze jest nigdziegesty wzgledem (zbioru) E*; jedynie
w tym przypadku, gdy £% = E, zwyklo si¢ opuszczaé przytem slowa
»wigledem (zbioru) E7. Analogicznie postepujemy, gdy chodzi
o inne okreslenia, ktére wprowadzilismy w § 2.

Z twierdzenia 1 wynika, ze gdy zbiér G jest pierwsze] kate-
gorji w kazdym swoim punkcie wzgledem zbioru E¥, to jest zbio-
rem pierwszej kategorji wzgledem E*. Podobnie z twierdzenia 2
wynika, ze, gdy przestrzen E jest zupelna, a zbiér E* zamkniety,
to zbidér E™ jest drugiej kategorji wzgledem siebie.
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§ 5. Niech E oznacza znowu jakagkolwiek przestrzen (D).
Uwazajmy najmniejszg klase K zbioréw w tej przestrzeni, spelnia-
jaca warunki nastgpujace:

1) kaidy zbiér zamkniety nalezy do K;

2) suma przeliczalnej mnogosei zbioréw, naleigeych do K;
nalezy do K;

3) dopetnienie zbioru, nalezgcego do K, nalezy do K.

Zbiory klasy K nazywamy zbiorami mierzalnemi (B). Pokazemy,
ze zbiory mierzalne (B) spelniajg t. zw. warunek Baire’a. O danym
zbiorze P powiadamy, Ze spelnia warunek Baire’a, jezeli kaz-
dy zbior doskonaty G (5 0) zawiera punkt x, o tej wlasnoseci,
ze conajmniej jeden ze zbioréw P U, G — P jest pierwszej kate-
gorji w punkcie x, wzgledem zbioru G.

Twierdzenie 3. Kazdy zbidr mierzalny (B) speinia warunek
Baire’a.

Dowéd. Latwo zauwazyé, ze kaidy zbiér zamknigty spelnia
warunek Baire’a oraz Ze dopelnienie zbioru, spelniajgcego waru-
nek Baire’a, spelnia warunek Baire’a. Wystarczy wobec tego
jeszcze okazaé, Ze suma przeliczalne] mnogos$ei zbioréw, spelnia-
jacych warunek Baire’a, spetnia warunek Baire’a. Przypus$émy,
Ze zbiory ciggu {P,} spelniaja warunek Baire’a i niech G ozna-
cza dowolny zbiér doskonaly == 0; niech

P =Z P,. Ne))
n==1 S

Jezeli zbiér PG jest piérwszej kategorji wzgledem G, to
w kazdym punkcie x, zbioru G jest pierwsze] kategorji wzgledem
-G, Zalézmy, ze PG jest drugiej kategorji wzgledem G: tem-
samem, wobec (1), jaki§ zbiér G P, jest drugie] kategorji wzgle-
dem G. Na mocy uwagi 1, istnieje kula otwarta K wzgledem G,
o te] wlasnoSci, ze w kazdym jej punkcie zbiér GP,, jest drugiej
kategorji wzgledem G. Z latwoscig sprawdzamy, ze zbiér K P,
jest drugiej kategorji wzgledem K w kazdym punkcie nalezacym
do K. Poniewaz zbiér K jest doskonaly (7 0), za§ zbiér P, po-

Dr. 8. Banach. Teorja operacyj linjowych, 2
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siada witasno§¢ Baire’a, wnioskujemy tedy o istnieniu punktu
x, CK, takiego, ze zbiér K — P, jest pierwsze] kategorji w tym
punkcie wzgledem K. Mo#na jednak widocznie zalozyé, e nietylko
x, C K, lecz, ze i x, (C K; temsamem zbiér G — P,, jest pierwszej
kategorji w punkcie x, wzgledem G. Poniewaz G — P G — P,
wedlug (1), widaé wiec ostatecznie, ze zbiér G — P jest pierwszej
kategorji w punkcie x, wzgledem G. Kazdy wigc zbiér doskonaly
G # 0 zawiera punkt x, taki, Ze conajmniej jeden ze zbioréw
PG, G — P jest pierwszej kategorji w tym punkcie wzgledem G;
oznacza to, Ze zbior P speilnia warunek Baire’a.

Fa— § 6. Niech E i E, beda dowolnemi zbiorami niepustemi. Je§li
. kazdemu elementowi x (C E przyporzgdkowany jest pewien
element (C E; to powiadamy, ze w zbiorze E okreslona jest operacja;
element odpowiadajacy elementowi x nazywamy warfoscig tej
operacji dla elementu x. Zbiér E okre$lamy jako dziedzing uwa-
zZanej operacji, zbiér za$§ wszystkich jej wartosei jako jej przeciw-
dziedzine. W przypadku szczegdlnym, gdy wartoSciami danej
operacji sg liczby, nazywamy ja zwykle funkcjonatem.

Zalozmy teraz, Ze zbiér E stanowi przestrzen (D), i niech U (x)
bedzie operacja, ktorej dziedzing jest E, za§ przeciwdziedzing
znowu jaka$ przestrzen (D). Powiadamy, ze operacja U (x) jest
ciggta w punkcie x,, jeieli dla kazdego ciggu punktéw {x.} zbieznego
do punktu x, zachodzi lim U (x,) = U (x,); méwimy, Ze operacja U(x)

n—yoo
jest ciggla w E, gdy jest ciggla w kazdym punkcie tej przestrzeni_
Gdy dany jest cigg operacyj {U.(x)} okreslonych w E, i operacja
Uyx) okreslona w tej przestrzeni—przyczem przeciwdziedzinami
ich sg czeéci jakiejS przestrzeni (D)—to powiadamy, Ze ten ciag
operacji jest zbieiny w punkcie x, do operacji Uy (x), jesli ciag
punktéow {Un(x,)} jest zbiezny do punktu Uy (x,); méwimy, Ze
cigg operacyj {Ux(x)} jest zbieiny w E do operacji Ufx), gdy
jest zbieiny w kazdym punkcie x te] przestrzeni do Uy(x). Jeli
cigg operacyj {Unx(x)} jest zbiezny w E do operacji Uyx), to te
ostatnig operacj¢ nazywamy granicq w E ciggu operacyj {U.(x)}
W przypadku, gdy wiadomo o jakiej przestrzeni mowa, uzy-
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wamy czesto terminu ,operacja ciggla® zamiast ,operacja ciqéla
w E£7”; analogicznie, jeSli chodzi o pozostate terminy. ... A

§ 7. Przypu$émy, Ze E jest jakas przestrzeniag (D). Niech
K bedzie najmniejszg klasa operacji, ktérych dziedzing jest E,
ktorych przeciwdziedziny zawarte sg znowu w pewnej danej
przestrzeni (D), i ktére przytem ezynia zado$é warunkom:

1) kazda operacja ciagla nalezy do K;

2) granica ciggu zbieZnego operacji, nalezgeych do K, nalezy
do K.

Operacje tej klasy nosza nazwe operacji mierzalnych (B).
O danej operacji U(x), ktére] dziedzing jest przestrzei £, za$
przeciwdziedzing réwniez pewna przestrzen (D), powiada sig, Ze
'spelnia warunek Baire’a, jesli dla kazdego zbioru doskonatego nie-
pustego G (C E, bedacego drugiej kategorji wzgledem siebie,
istnieje czes¢ G, zbioru G, pierwszej kategorji wzgledem niego
i taka, ze operacja U (x), rozpatrywana w przestrzeni G — G,, jest
w niej ciggta. Udowodnimy, Ze kaida operacja mierzalna (B)
speinia warunek Baire’a.

Przypusémy, ze w £ okreslone sg operacje Un(x) (n = 1,2,..)
oraz Uy(x); przeciwdziedziny ich niech mieszcza sie w pewnej
przestrzeni (D). Udowodnimy

Lemmat. Jezeli cigg operacyj {U.(x)} jest zbiezny do operacji
U,(x), i jesli dla kazdego n istnieje zbiér E, =~ E pierwszej
kategorji, taki, ze operacja U,(x), uwazana w E — E,, jest ciggta,
wtedy istnieje zbidr E, pierwszej kategorji, taki, ze

10 E—E,( F*=FE— E., 1)
2
2° warunki
x: (CE® (i=1,2,...), x, (C E— E; lim x; = x,
I—yoo
pociqgaja
lim Uy(x)) = Uy(x,).
[—>o0
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Dowéd. Dla kazde] pary liczb naturalnych m, 7, oznaczmy
przez L, » zbiér wszystkich punktéw x, takich, Ze

xCE, oran (Upo) Ue) <o dlap,g>n. @)

Z uwagi, ze ciag operacji {U.(x)} jest zbieiny, wynika, ze
E* :ZLn,m (m=1,2,...). 3

Poniewaz, wobee (1), stale E* (C E — E,, przeto kazda z ope-
racji U,(x) jest w E* (o ile zbiér ten jest = 0) ciaggla; ponadto
zbiér L, » byl okreslony jako zbidér tych punktéw x, dla ktérych
spelnione sg relacje (2), wiec

zn,m E* C Lo m (m, n=1,2,.. ) (4)

Niech K, » oznacza sume wszystkich kul otwartych, zawar-

tych w zbiorze Ly, m zbior Lum — K m jest oczywiécie nigdzie-
gesty. A zatem, jeZeli poloiymy

Hm :Z Ln,m Kn,m (m = 1,2, ...), (5)
n=1
to, wobec wynikajacej z (3) relacji:
EY—Hn (Lo, m — Ku, m),
2

kazdy ze zbioréw E* — H, jest pierwszej kategorji. Twierdzimy
obecnie, Ze, jeieli przy pewnem m,

x(CE"{i=1,2,..), Xy (C Hp, lim x; = x, (6)
oo
wowczas

Tim (Uy(x9), Uy(x0) < @

Istotnie, z (5), (6) wynika przedewszystkiem, Ze przy pew-
nem 7, naturalnem x, ( L., m, Kn, m,; poniewaz x, ( Kum, 1 Ky m,
jest zbiorem otwartym, a pozatem wedlug (6), lim x; = x,, przeto

ides
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istnieje liczba N, taka, ze przy i > N jest x;(C K, m,. Poniewaz
dalej Ko, m, C Lu,m, i x;(C E*, przeto z (4) wnioskujemy, ze

Xi (C Lyym, dla i > N. 3)
Mamy

(Uo(x2), Un(%0)) < (Up(%2), Un () + (Unf6), (Un X DAH(Un %0y Up(%,));

stad wobec (8) oraz uwagi, ze wedlug (2),

(Un(9), U < - dla £ C Lum,
0
dostajemy

(WUd, Ue) < 24 (U, Un) dla £ N

lecz X, ( Ln, m,(C E* wige, wobec (6), oraz cigglosci operacji Uy,(x)
w zbiorze EY, ostatnie nieréwnosci dowodza prawdziwosci re-
laeji (7). Niech

E,=FE —fEHm; 9)

okaiemy, Ze okreSlony przez powyiszy wzér zbiér E, posiada
wlasnosci zgdane. Dla dowodu zauwaimy przedewszystkiem, Ze,
wobec (1), zbiér £ — E£* jest pierwszej kategorji; poniewas kaidy
ze zbioréw E* — H, jest pierwszej kategorji, a pozatem — jak to
wynika z (9) —

E*—(E—E)C > (E* ~ Hy),
m=1
przeto réwniez zbiér E* —(E— E)) jest pierwszej kategorji.
Wystarczy teraz zauwazyé, ze

Ey CAE— E*) + [E* — (E— Ey)],

aby stwierdzié %e zbiér E, jest pierwszej kategorji. Przy-
pusémy, ze x; C E*, x,(E-—E, lim x; = x;;  wobec (9),

I—>co

Yo CHp(m=1,2,..), a poniewaz — jak wiemy — relacje (6) impli-
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kujg (7), wige lim Uy(x;) = Uy(x,). Pozatem, z uwagi na (3), (5)
I—>oo

i(9), mamy E— E, C E*.

Twierdzenie 4. Kazda operacja mierzalna (B) spelnia waru-
nek Baire'a,

Dowé6d. Jest jasne, Ze kazda operacja ciggla spelnia
warunek Baire’a. Wystarczy zatem dowie$é jeszeze tylko,
Ze granica zbieinego ciagu operacyj, spelniajgcych warunek
Baire’a, spelnia warunek Baire’a. Niech wiec dany bedzie ciag
operacyj {U.(x)}, spelniajacych warunek Baire’a, zbieiny do ope-
racjii Uy(x); zal6zmy, ze zbiér G jest doskonaly, niepusty,
drugie] kategorji wzgledem siebie. Dla kaidego n istnieje czesé
G, zbioru G o tej wlasnoéci, ze jest pierwsze] kategorji wzgle-
dem G i Ze operacja Uy(x) rozpatrywana w G — G, jest ciagla.
Na mocy lemmatun (przyimujac G = £ oraz G, = £,) istnieje czesé A
G, zbioru G pierwszej kategorji wzgledem niego, taka, Ze ope-
racja Uy(x) jest w G — (G, ciagla.

Zauwazmy, ze z dowiedzionego lemmatu wynika réwnieZ

Twierdzenie 5. Gdy operacja Uy(x) jest granicq ciggu operacyj
ciggtych {U.(x)}, to istnieje zbior E, pierwszej kategorji, taki, Ze
w kazdym punkcie x, (_ E — E, operacja Uy(x) jest ciggta.

Dowé6d. Istotnie mozna przyjaé £, =0 (n=1,2,...); wéwczas
E*=E.

§ 8. Podamy obecnie pewien zwigzek miedzy zbiorami oraz
operacjami mierzalnemi (B). Zakladamy stale, ze chodzi o operacje
okreslone w pewne] przestrzeni (D) — oznaczymy ja przez E —,
ktérych wartosciami sg elementy pewnej przestrzeni E*, réw-
niez (D).

Twierdzenie 6. Gdy operacja U(x) jest mierzalna (B), to
dla kazdego zbioru G* (_ E* mierzalnego (B), zbior G tyck punk-
tow x, w ktérych U(x) (C G*, jest mierzalny (B).

Dowé6d. Przypusémy naprzéd, ze zbiory G* sa zam-
knigte. O ile operacja U(x) jest ciagla, to, jak tatwo widzieé,
odpowiednie zbiory G sg takze zamkniete. Zalézmy tedy, ze
ciag operacyj {U.(x)} jest zbieZny do operacji Uy(x)1i ze dla kazdego
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n oraz kazdego zbioru zamknietego G* zbiér tych punktéw x,
w ktéryeh U,;(x) (_ G, jest mierzalny (B). Niech {c,} bedzie ciagiem
liczb dodatnich, zbieZnym do 0. Oznaczmy, dla danego zbioru
zamknietego Gi , przez G zbiér tak okreSlony: jesli y (C E*—Gj ,
woéwcezas kula o Srodku y oraz promieniu e, mieéci sie¢ w zbiorze
E* — (i . Kazdy ze zbioréw G7, jest widocznie zamkniety, a przytem

GE’=§EG§§.

Niech Gu,n (m,n=1,2...) bedzie zbiorem tych punktéw x,
dla ktérych Un{x) ( G ; wedle zalozenia zbiory G,,, sa mierzalne
(B). Z latwoscig sprawdzamy, Ze zbiér G, tych punktéow x, dla
ktérych Uy(x) (C G; , mozna okreslié przez wzér

G, = E ﬂ Z Gpq;
p=1 n—1 q—n
temsamem zbiér G, jest mierzalny (B). Widaé obecnie, Ze, gdy
G* jest zbiorem zamknigtym, to odpowiedni zbiér G jest w kaz-
dym przypadku mierzalny (B). Lecz, gdy, dla pewnego zbioru G*
oraz pewnej operacji U(x), G jest zbiorem tych punktéw x, dla
ktorych U(x) (C G*, to zbiér punktéw x o te] wlasnoSei, Ze
Ulx) C E* — G, jest identyczny ze zbiorem E— G; podobnie, gdy
przy pewnym ciggu zbioréw {Gj} oraz pewnej operacji U(x), G,
jest zbiorem tych punktéw x, dla ktérych U(x) (C G, to zbiér tych

punktéw x, dla ktérych U(x) CZ Gr, , jest identyczny ze zbio-

n=1

remz Gn. Z poprzedniego i powyzszych uwag wynika praw-
n=1
dziwo$¢ naszego twierdzenia.
Udowodnimy teraz
Twierdzenie 7. Jesli operacje U'(x), U'(x) sa mierzalne (B),
wowczas funkcjonat (U'(x), U'(x)) jest tez mierzalny (B).
Dowé6d wynika wprost z uwagi, Ze, gdy operacje U'(x),
U'(x) sa ciagle, to funkcjonal (U'(x), U"(x)) jest ciagly, oraz
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ze dla kazdego punktu y, C E£* funkcjonal (y,y,)= (¥, ) jest
w E* ciggly.

Z twierdzefi 6 i 7 wynika

Twierdzenie 8. Jesli {U.(x)} jest ciggiem operacyj mierzalnych
(B), wowczas zbiér G tych punktow, w ktorych ciqg ten jest zbiezny,
jest mierzalny (B).

Dowéd. Dla kazdych naturalnych p, ¢, 7 oznaczmy przez
Gp, g, zbiér tych punktéw x, dla ktérych

(Up(), Uyl)) < };

wobec twierdzen 6, 7 zbiory G, , , sa mierzalne (B). Lecz

o[ S oo

r=1 p=1 g—p
temsamem zbiér G jest mierzalny (B).
Zauwazymy jeszcze, ze zachodzi
Twierdzenie 9. Gdy {U,/(x)}, {U,"(x)} sq ciqgami operacyj mie-
tzalnych (B) i przytem stale lim (Ud (%), Un"(x)) <+ oo, to funkcjo-
Hi—poo

nat lim (U,/(x), U,"(x)) jest mierzalny (B).
N—»oa
Dowé6d. Niech dla kazdej pary liczb naturalnych p, ¢ oraz
dla kaidego punktu x

Fp o(x) = Max (U (x), U,"(x)).
n=p, p+1, ... p4-g—1

Jest widocznie dla kazdego x
E (Un’(x), Un”(x)) = lim lim Fp’ q(x);
A—yoo Preo oo

wystarczy jeszcze pokazaé, ze kazdy z funkcjonaléw Fp, (%) jest
mierzalny (B). Wedlug twierdzenia 7 kazdy z funkecjonaléw
Fp, (%) = (Uy(x), Uy"(x)) jest mierzalny (B); ponieway stale

2 Fp, g41(X) = Fp, o(x) + Fpyga(x) + | Fp, o(X) — Fpigi(x)],

przeto przez indukcje wnioskujemy, korzystajac znowu z tw. 7,

ze funkcjonaly F,, ,x) sa mierzalne (B).



