ROZDZIAL 1I.

Ogélne przestrzenie wektorjalne.

§ 1. Niech E oznacza jaki§ zbiér niepusty. Przypusémy, ze
kazdej parze uporzgdkowanej x, y elementéw tego zbioru przy-
porzadkowany jest pewien element x -y, nalezacy do niego —
nazwiemy go sumq elementéw X, y; zalézmy dalej, ze dla kazdej
liczby £ oraz kazdego elementu x zbioru F okreslony jest pewien
element ¢ x tego zbioru; nazwiemy go iloczynem liczby ¢ oraz ele-
mentu X. Niech dla tych dziatan, dodawania elementéw i mnoze-
nia liczb przez elementy, spelnione beda nastepujgce warunki
(gdzie X, y, z oznaczaja dowolne elementy zbioru E, zas a, &
— liczby):

D x+y=y+ux

2) x+(Y+a=Ex+y+z

3) x+y=x+2z pociaga y=2z;
4) a(x+y)y=axtay;

5 (a+bdx=ax-+0bx;

6) a(bx)=(ab)x

7 1 x=ux.

Przy powyzszych zalozeniach powiadamy, Ze zbiér L sta-
nowi przestrzeri wektorjalng. Ratwo widzieé¢, ze wtedy istnieje
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dokladnie jeden element, oznaczymy go przez O, taki, Ze stale
x+8=ux; ré6wnos¢ ax=>bx przy x =+ 0 daje a=05, pozatem
z réwnosci ax=ay, przy a5<=0, wynika x=y. Definjujemy
dalej:

—x=(—1x

X—y=x+

Gdy x ==y, to przez odcinek laczacy elementy x, y rozumie-
my zbiér wszystkich elementéw postaci fx+ (1 —¢)y, gdzie ¢
oznacza dowolng liczbe przedzialu <0,1>. O danym =zbiorze
G (C E powiada sig, ze jest wypukly, jesli zawiera kaizdy odecinek,
taczgcy dwa dowolne jego elementy.

Podane w § 1 rozdzialu I przyklady 1 — 9 przestrzeni (D)
stanowig widocznie zarazem przyklady przestrzeni wektorjalnych,
przy zwyklych definicjach dodawania elementéw oraz mnoZenia
liczb przez elementy. _

§ 2. Niech L, £* oznaczajg jakie§ przestrzenie wektorjalne;
przypusémy, ze f(x) jest operacjg okreslong w E, ktérej przeciw-
dziedzina mieéci si¢ w E*. Powiadamy, Ze operacja f(x) jest
addytywna, gdy dla kaidej pary elementéw x, y jest

f+n=7rx)+7);

nazywamy ja jednorodng, skoro dla kazdego elementu x oraz
kazdej liczby ¢
St xy=1tf(x).

Twierdzenie 1.!) Jesli p(x) jest funkcjonatem okreslonym w E,
takim, Ze stale

px+)<p)+py), pltx)=tpx) dia t>0

i jeSli w pewnej przestrzeni wektorjalnej?y G (_ E dany jest funkcjonat
addytywny oraz jednorodny f(x), o tej wilasnosci, e zawsze

F(x) <px),

1y Zob.; S. Banach, Sur les fonctionnelles linéaires II, Stud. Math.,
I, (1929), p. 223 —239, w szczeg. p. 226.
%) Rozumie sig, przy przyjetych w przestrzeni E definicjach dzialaad.
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to istnieje funkcjonal oddytywny i jednorodny F(x) w E, dla kto-
rego stale '
Ex)y <p({x)
oraz
F(x)=f(x), jesli x( G.

Dowdéd, Mozna zatozyé, ze G == E; niech x, (C E— G. Gdy
x, x" (@G, to

F) —f)y =f"—x) <p (' —x) =
Pl + Xo) + (— %' — x)] < p (X" + %) +p(— X' — %),
i temsamem
—p{— X — x) — fx) < p (e + X)) — F(x).

Niech m oznacza kres gérny liczb — p{— x — x) — f(x), za$
M kres dolny liezb p(x-+x,) — f(x) dla x(C G; wedlug poprzed-
niego m, M sg skoficzone i przytem m < M. WeZmy jakakolwiek
liczbe 7,, taka, ze m < r, < M; wowezas dla kazdego x (_ G

P X ) — () < o < p (% 50) — F (%), 1)
Uwazajmy zbiér G, wszystkich elementéw y postaci
y=x-+1tx, gdzie x G, at jest liczbg; 2)
G, stanowi oczywiscie przestrzefi wektorjalng. Poléimy
¢ (¥) =f(x)+try | (3)

gdzie element y jest okreslony przez wzér (2); poniewaz x, (_ £— G,
przeto kazdy element y (_ G, posiada dokladnie jedno przedsta-
wienie postaci (2), skad wynika, ze funkcjonal ¢(y) jest w G,
okreslony jednoznacznie. Widaé pozatem, Ze jest on addytywny
i jednorodny oraz pokrywa sie¢ z funkcjonatem f(x) w G; poka-

Zemy teraz, Ze
() <p(y) przy yC G 4

Istotnie, piszac y w postaci (2), mozna zalozyé, ze f 0.

. e iz - X .
Biorgc w nieréwnosci (1) 7 zamiast x oraz mnoZgc prawg, wzgl.
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lewsg, jej strong przez ¢, zaleinie od tego czy ¢ >0 czy tez £ <0,
dostajemy

tro<p(x+tx0)—f(x);

wobec (3) wynika stad relacja (4).

Widaé, ze wystarczy dobrze uporzadkowaé wszystkie ele-
menty zbioru E — G, aby rozszerzajgc kolejno funkcjonal f (x)
przy pomocy metody wyzej podanej, uzyskaé¢ w korcu fun.
kcjonat F(x) w E, spelniajacy %adane warunki.

Uwaga 1. Jesli p(x) jest funkcjonatem okreslonym w E, przy-
czem Sstale

px+y)<px)+p(y), ptx)y=tp(x) dla t>0,

wowczas istnieje w tej przestrzeni funkcjonat addytywny i jedno-
rodny F(x), taki, ze stale
Flx) <p(x).

Niech bowiem x, (C £ i weZmy zbiér G wszystkich elemen-
tow postaci ¢ x,, gdzie ¢ jest dowolng liczba; G stanowi przestrzeri
wektorjalng. Polézmy w niej

F (& x0) =t p(x0).
Woéwezas stale

St x) < p(txy).

Istotnie przy ¢ >0 mamy £p(x)=p(tx,), zas przy <0
dostajemy kolejno 0= p (0) <p(%,) +p(— Xo), p (%) > — p (— x,),
tp(x) < —tp(—x)=p(tx,). Wystarczy teraz uwzglednié twier-
dzenie 1, aby przekonaé sie o prawdziwoéci uwagi.

3. Oméwimy tu kilka interesujacych zastosowan twierdzenia
11 uwagi 1.

1. Niech E bedzie zbiorem wszystkich funkeji rzeczywistych
ograniczonych x(s), okreslonych na brzegu pewnego kola o ob-
wodzie 1; s niech oznacza przytem ltuk liczony od pewnego punk-
tu tego okregu w uméwionym zwrocie. Przy zwyktych definicjach
dziatan zbiér E stanowi przestrzen wektorjalng. Dla kazdego jej
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elementu x okreSlmy p(x) jako kres dolny wszystkich liczb
M(x; oy, a, ... 9;) postaci?)

(—o0 << 5 <o)

M(x; 04, a5, ... ap) = kres gérny 12 X (S + ap),
n k=1

gdzie oy, ... on jest dowolnym ukladem liczb. Funkejonal p (x)
spetnia wszystkie warunki uwagi 1. Przedewszystkiem jest wi-
docznie stale p (£ x) =1p(x) przy £t > 0.

Niech X, y beda elementami E, za§ ¢ dowolng liczba > 0.
Istniejg uklady liczb ey, a,,...a, oraz B, B,, ... B, takie, ze

M5 04, 0y, o 0p) <p(X) 5, M(D5 85, Bar - B <p (3) e (1)

Ustawiajgc wszystkie liczby o +8: (k=1,2,..,p; [ =1, 2, ..., q
dowolnie w cigg J;, J,, ... Jyy, mamy

P(x+y)<M(x+% J17J2;--'Jﬁq), (2)

przyczem tatwo sprawdzamy, Ze
M3 J1, Sy e Jog) < M5 04, %, 00 9) - M35 By, By ... 8. (3

Z (1), (2) 1 (3) wynika, ze p(x+y) < p(x) +p(¥) + 25 wo-
bec dowolnosci liczby dodatniej ¢, dowodzi to, ze p(x +1) K
p(x)+p(y). Na mocy uwagi 1 istnieje w przestrzeni £ funkejo-
nat addytywny i jednorodny F(x), taki, ze stale F(x) < p(x).
Gdy x(s)=1, to p(x)=1 i p(—x)=—1, a poniewaz F(y<p(x)
oraz [ (x)=—F(—x)>—p(—x), przeto ostatecznie F(x)=1.
Gdy x(s) > 0, to F(x) > 0; mamy bowiem p(— x) <0, a z drugiej
strony znowu [F(x) =— F(—Xx) > — p(— x). Funkcjonal F(x) po-
siada pozatem jeszcze te wlasno$é, ze, gdy s, jest dowolng liczbg,
to Flx(s+ s))] = Fx(s)]. Istotnie, ktadae y(s) = x(s + 5,) — x(s)
oraz a, =(k—1)s, (k=1,2,...), mamy, przy wszelkiem #:

P < M(;ay, o, .. ) — 711— kees gomy [x(s +n ) —x (9}

i temsamem p(y) < 0; analogicznie wynika, ze p(— y) < 0. Lecz

) Kiladziemy x = x (s) oraz y =y (s).
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F<pWiFW=—F(»>—p(—y), wige F(y)=0. Ozna-
czajac symbolemfx (s)d s funkcjonal —;~ [F(x(s))+ F(x(1—s))] do-
stajemy twierdzenie:

Kazdej funkcji x(s) klasy E przyporzqdkowac mozna liczbe
f x(s)ds, tak by spetnione byly warunki (gdzie x(s), y(s) sq do-

wolnemi funkcjami klasy E, zas a, b, s, — liczbami):
1) f{ax(sHby(s)]ds=afx<s>ds+ bfv(s)ds;
2) fx(s)ds%} gdy x(s) > 0;
3) fx<s+so>ds:fx<s>a’s;

4) fx(i—s)ds:fx(s)ds;

5) f1d5=1.

Yatwo sprawdzié, ze funkcjonal f x{s)ds, spetniajgc warunki

1 — b5, zawarty jest stale miedzy calka dolng oraz gdérnag funkeji
x(s) w sensie Riemann’a; temsamem wiec dla kazdej funkeji
calkowalnej (R) pokrywa sie z jej catky. Dla funkeyj catkowalnych
(L) nie pokrywa sie naogél z ich catke (L); lecz gdy wyjdziemy
z przestrzeni wektorjalnej G, jakg stanowi ta wtasnie klasa fun-
keji i okreslimy w niej funkcjonal f(x) jako catke (L) funkeji x(s),
to uzyskamy przy pomocy twierdzenia 1 w przestrzeni £ funkcjonat

F(x), posiadajgcy oczywiScie t¢ wlasnosé, ze funkcjonalj x{(s)ds =

% [F (x(s)) + F(x(1 — s))] spelnia wszystkie warunki 1 —5, a przy-
tem dla kazdej funkeji calkowalnej (L) pokrywa sie z jej catka.

Uwazajmy teraz klase K wszystkich zbioréow na okregu kola,
o ktérem mowa, sam zas okrag oznaczymy przez A, Kladgc dla
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kazdego zbioru A tej klasy p(A4) :fx(s)ds, gdzie x(s) jest fun-

keja charakterystyezng zbioru A, otrzymujemy twierdzenie:
Kazdemu zbiorowi A klasy K mozna przypisac liczbe p.(A),
tak by speinione byly warunki (gdzie A, B sq dowolnemi zbio-
rami klasy K):
1) p(A+ B =p(A)y+u(B), jesli AB=0

2) p(A) >0
3) p(4)=p(B) dla A=B5,
4y p(4y) = 1.

Funkejonal p(A), ktéry spelnia warunki 1 — 4, zawiera sig
miedzy miara wewnetrzng i zewnetrzng zbioru A w sensie Jor-
dana; dla kaidego zbioru miérzalnego (/) pokrywa sie tedy
z jego miarg. Dla dowolnych zbioréw mierzalnych (L) nie pokry-
wa sie naogél z ich miarg (L); lecz tak jak poprzednio mozna
uzyskaé¢ i to, aby warunek ten dodatkowy byl spelniony !).

2. Niech E bedzie zbiorem wszystkich funkeyj rzeczywi-
stych ograniczonych x(s) okresionych w (0, 4 oo); przy zwyklych
definicjach dziatant stanowi on przesirzei wektorjalna. Dla kaz-
dego jego elementu x oznaczymy przez p(x) kres dolny wszyst-
kich liczb %):

gdzie oy, o, ... o, jest dowolnym ukladem liczb dodatnich. Z 1a-
twoscig sprawdzamy, Ze okredlony tak w przestrzeni £ funkcjonat
p(x) spelnia warunki uwagi 1; istnieje wige w £ funkcjonat ad-
dytywny i jednorodny F(x) o tej wlasnosei, Ze stale F(x) < p(x).
Oznaczajgc funkcjonal F(x) symbolem Lim x(s)®) dochodzimy do
twierdzenia: T

') Por.. 8. Banach, Sur le probléme de la mesure, Fund. Math., 1V,
(1923), p. 7 — 33.

%) Kladziemy x = x (s).

¥ Symbol ,Lim“ oznacza tedy pewna ,granice“ uogélniong; znak ,lim*
zachowunjemy natomiast dla granicy w sensie zwyklym.
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Kazdej funkcji x(s) (C E przypisac mozna liczbe Lim x(8), tak

S—roo

by spetnione byly warunki (gdzie x(s),y(s) sq dowolnemi Sfunkcjami
z E, za$ a,b, s, — liczbami, przyczem s, > 0):

1) Lim [ax(s) 4 by (s)] = a Lim x(s) + & Lim y(s);
S—>cw §->oo S—rco

2) Limx(s) >0, jesli x(s)> 0;
S—>oo

8) Lim x(s 4 s,) = Lim x(s);
§>oo

S-d>oo

4) Lim1=1.

§—>ec
Funkcjonal Lim x(s), spelniajgc warunki 1 — 4, zawiera
S—Heo

si¢ stale miedzy lim x(s) oraz lim x (s); pokrywa sie tedy z lim x (),
H—Mf S—yoc S>oo

o ile tylko granica ta w zwyklym sensie istnieje.

3. Niech {£,} bedzie dowolnym ciagiem ograniczonym. Okresli-
my w przedziale (0, cc) funkcje x (s) zapomoca umowy: x (s) = &,
dlan—1<s<n (n=1,2,...). Funkcja x(s) nalezy do zbioru
E, o ktérym moéwiliSmy w ustepie 2. Kiadac %“l)m €= Isimx(s),
gdzie Lim x(s) posiada sens tam okre§lony, dostajemy twierdzenie:

ls(zzdemu clggowi ograniczonemu {§,} mozna przyporzqdkowac
liczbe Lim &,, tak by spetnione byly warunki (gdzie {&.), {1.} sa do-

—rco

wolnemi ciqgomi ograniczonemi, a, b — liczbami):
1) Lim [a&, +b7,] = aLim &, 4 & Lim &,

A—>o0 n—>oo oo
2) Limé&, >0, gdy stale §&,> 0;
oo
3) Lim .44 = Lim &,
n—>co n—roo
4) Limi=1.
A—co
Z warunkéw 1 — 4 wynika z kolei, Ze funkcjonal
Lim ¢, zawiera sie stale miedzy lim &, oraz lim &,; dla kazdego
n—>co A->oo H—ryco

ciggu zbieznego pokrywa si¢ tedy z jego granicg !).

) Por.: 8. Mazur, O metodach sumowalnosei, Ksiega pamigtkowa pierw-
szego polskiego Zjazdu matematycznego, Krakéw, 1929, p. 102—107, w szezeg. p. 108.



