ROZDZIAL III A.

O przestrzeniach typu (F)

§ 1. Niech £ bedzie jakas przestrzenia (D) wektorjalna,
spetniajagcg warunki nastgpujace:

1) (x,J}):(x*y, ®) (xs)’CE),
2) lim 2, =0 (4, —liczby) pocigga limi,x=0 (xC E);
fi~>co

Nn-yeo

3) limx,=6 (x,( E) pociaga lim 2x,=0 (& —liczba).
oo

1-»oo
Z powyiszych zatozen wynikajg odrazu nastepujgce wilasnosci
granicy:

a) Gdy limx,=ux, limy,=y, gdzie X, X, ¥, y(_E, woéwczas

n—>oo >0

Hm (X, =+ yn) = X + 3.

Ryeo
Dla dowodu wystarezy zauwazyé, ze zawsze (X, + Vi, X +-y) =
(n Fyn =% = 3,0) < (X0 — X+ Yn — 3, Yo — )+ (90 — 9, 0) =
(%n— %, 0) + (Yu — ¥, 0) = (x5, X) + (Y, V)
b) Gdy li’fn hy = h (R, k liczby), to linm hox=hx {x (E).

Istotnie mamy stale (%, x, 2x) = (1, — h) x, O).
Kiadac dalej, dla skrocenia,
x| =(x, 0),

Dr. 8, Banach. Teorja operacyj linjowych.
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tatwo sprawdzamy, ze zachodzag relacje (przyczem x,y sg do-
wolnemi punktami uwazane] przesirzeni):

a) (x7y):l‘x'_—y[;
b) x>0, gdy xz0; |0]=0

o |—x|=

d) |x|— |yl <Ix+y <ix|+]yl
Pozatem widoczne jest, Ze przestrzen £ jest doskonata oraz
spdéjna, t. zn. nie jest sumg dwdch zbioréw zamknigtych roz-
tacznych i niepustych.
Gdy dany jest ciag punktéw {x.}, to powiadamy, Ze szereg

2)@ jest zbiezny, skoro ciag {in} jest zbiezny; méwimy, Ze
o= i=1
jest on zbieiny do punktu x, albo, ze punkt x jest jego sumgq —

n

piszac Z x;=x, — gdy ciag { Z xi} jest zbiezny do x1).

=1

Uwaga 1. Gdy lewx to |x| < Z . Gdy bowiem

i=1
n

¢ jest liczbg > 0, to istnieje wskaznik n taki, Ze [x»——Z x| <e.

i=1

Temsamem | x| — ]Z X

\Zx,\\<2\x,[ Z\x, przeto}x}«a—}-z)xl, €O Wo-

i=1

<e oraz |x| <&+ le |; poniewaz za$

bec dowolnosci liczby dodatnie] ¢ dowodzi prawdz1w0s01 uwagi.

Uwaga 2. QGdy Z | x:| <4 oo, to szereg Zx; jest zbiezny.
= i=1

n

. 1 Jest jasne, jaki sens nalezy nada¢ przytem symbolowi E X;.
i=1
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n

Ktadgc bowiem S, :2:@- (n=1,2..), mamy, dla p<gq,|S,— S, =

i=1

q q
= JZ)@-J <foii; widaé stad, ze UI;{I}]J Sp— Sy =0, a wiec, ze

i=pt1 i=pt1

szereg 5 X: jest zbiezny.

i=1

Z uwagi 2 wynika, ze gdy przestrzen £ jest zupelna, wéwezas

kazdy sze‘regin, dla ktérego Z | x| <+ oo, jest zbiezny do
=1

i=1

pewnego punktu tej przestrzeni; pokazemy, ie naodwrét zachodzi

Twierdzenie 1. Jezeli kaZdy Szeregin taki, ze ZJ X |<deo,

i=1 i1
Jjest zbiezny do pewnego punktu, wéwczas przestrzei E jest zupelna.
Dowéd. Niech dany bedzie jaki§ ciag punktéw {y,) zbies-
ny. WeZmy cigg liczb dodatnich {en} o tej wlasnosci, ze szereg

co

an jest zbieiny. Poléimy n,=1 i dobierzmy cigg liczb natu-

n=1

ralnych {n;}, tak by stale

M 2> iy, | Yp ~Yg| <& dla P, q > n. 1)
Niech
Xy = Yu,, xl':yn[-yni_l dla l:2, 3, ceey

wéwezas wobec (1), | x:| =y, — I 1<

oo

2 [ Xi| < | Yn, | + 2 ¢. Szereg in jest zbiezny na mocy uwa-
i=1

i=1

gy dlai>1, i temsamém

i=1

gi 2, poniewaz foi[<+oo; niech y bedzie jego sumg. Dla

i=1
n>n (i=2,3,...) mamy

fy—ynl<fy~zxfl+lixf—ynl, 2y

j=t
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a poniewaz 2 Xj = Vn;, przeto, wedtug (1),
=1

> x| < ®)
j=1

Z (2) i (3) wynika natychmiast, Ze

lm |y —ya| < & (i=238...);

oo

lecz lim €, = 0, a wiec temsamem ciag {y., jest zbiezny do y.

n-yco

W dalszym ciggu ograniczaé si¢ bedziemy stale do rozpa-
trywania przestrzeni E, ktére poza wlasnoSciami, o ktérych mé-
wilismy na poczgtku tego §, posiadaja jeszcze i te, Ze sa zupelne;
nazywamy je przestrzeniami (F).

Podane w § 1 rozdzialu I przyklady 1— 9 przestrzeni (D)
zupelnych, stanowig — jak zauwazyliSmy w rozdziale II — przy
zwyklych definicjach dzialan, przestrzenie wektorjalne; poniewaz
za§ w przypadku tych przestrzeni spetnione sg sformutowane
poprzednio warunki 1 — 3, przeto sg one przestrzeniami (F).

" & 2. Niech E bedzie jaka§ przestrzenia (F), i x, jej pun-
ktem. Operacja U (x) = x4 %, okre§la pewne odwzorowanie wza-
jemnie jednoznaczne przestrzeni E na siebie; odwzorowania tego
typu noszg nazwe przesuniecia. Latwo widzie¢, Ze obrazem kuli
(kuli otwarte]) przy przesunieciu jest kula (kula otwarta) o tym sa-
mym promieniu; podobnie zbiory zamknigte, doskonatle, otwarte,
mierzalne (B), wszedziegeste, nigdziegeste, pierwszej, wzglednie
drugiej, kategorji przechodza na zbiory o tych samych odpowied-
nio wlasnosciach. Niech teraz /# oznacza dang liczbe # 0. Ope-
racja U(x) = hx okreSla znowu pewne odwzorowanie wzajemnie
jednoznaczne pzzestrzeni £ na siebie. Przy odwzorowaniach tego
rodzaju réwnieZ zbiory zamknigte, doskonale, otwarte, mierzalne
(B), wszedziegeste, nigdziegeste, piérwszej, wzglednie drugiej, ka-.
tegorji przechodza na zbiory o tych samych wlasnosciach. !
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Twierdzenie 2. Przestrzeri wektorjalna L (_E, mierzalna (B)
oraz drugiej kategorji, jest identyczna z E,

Dowd6d. Na mocy twierdzenia 1 rozdziatu I istnieje punkt
¥o (_ L, taki, ze w punkcie y, zbiér L jest drugiej kategorji. Niech
y (L i przypuéémy, ze w tym punkcie L jest kategorji pierwszej;
istnieje zatem kula G o $rodku y, taka, ze zbiér L G jest pierw-
szej kategorji. Niech G, oznacza kule, w jaka przechodzi kula G
przy przesunigciu U(x) = x 4 (y, — y); srodkiem kuli G, jest oczy-
wiScie punkt y,. Latwo widzieé, ze przy omawianem przesunigciu
zbiér L G przechodzi w zbiér L Gy; wystarczy zauwaiyé, ze, gdy
x(C L to U(x)y (L, bo y,—y (L. Zbior LG, jest wigc kategorji
pierwszej; jest to sprzeczne z tem, Ze w punkcie y, zbior L jest
drugiej kategorji. PokazaliSmy w ten sposéb, e zbior L jest dru-
giej kategorji w kazdym swoim punkcie; aby dowies$é¢ teraz, Ze
jest on drugiej kategorji w kazidym wogdle punkcie, wystarczy
oczywiscie stwierdzi¢ jeszcze, Ze jest wszedziegesty. Pochodna
zbioru L zawiera pewng kule G; mozna zalozyé, ze srodek jej y (C L.
Kula G, w jaka przechodzi kula G przy przesunigciu U(x)=x—y
zawiera sie w L' i przytem 0O jest jej Srodkiem. Gdy x jest do-
welnym punktem, to, z uwagi na to, Ze limlx: @, istnieje na-

n—yoo

turalne 7, takie, Zei x (_ G,. Mozna dobraé punkty x, (L wten
1,

. . 1 . .
sposéb, by lim x, = —x; temsamem lim 7, x, = x, co dowodzi

n—>oco ]’lO n—o0
tego, ze x (C L. Widaé ostatecznie, ze zbiér L jest drugiej kate-
gorji w kazdym punkcie przestrzeni. PoniewaZ zbiér L, jako mie-
rzalny (B), spelnia na mocy twierdzenia 3 rozdzialu I warunek
Baire’a, przeto zbiér £ — L jest w pewnym punkecie y, pierwszej
kategorji; temsamem jednak jest pierwszej kategorji w kazdym
swoim punkcie. Zalézmy bowiem, ze y (_ £ — L oraz ze zbiér
E — L jest w punkcie y drugiej kategorji. Niech G, bedzie kula
otwartg o Srodku y,. Weimy cigg punktéw {/,}, nalezgcych do L,
zbiezny do y, — y; poniewaz lim (y -+ /,) = y,, istnieje wiec wskaz-

n—yoo



nik n, taki, ze y + [,, (C G,. Istnieje dalej kula Gj o §rodku y -+ I,
zawarta w Gy; niech G oznacza kule, w jakg przechodzi kula G§ przy
przesunieciu U (x) = x — l,,. Srodkiem kuli G jest punkt y, a wigc
zbiér (E— L) G jest drugiej kategorji. Poniewaz zas zbiér (E—L) G
powstaje, jak tatwo widzieé, przez translacje U{x) ze zbioru
(E—L)G; , przeto i ten ostatni jest drugiej kategorji; tembardziej
zbiér (£ — L) G, jest drugiej kategorji, co — wobec tego, Ze G,
moze by¢ dowolna kula otwarta o srodku y,— oznacza, Ze zbior
E — L jest w punkcie y, drugiej kategorji, wbrew zaloZeniu. Zbior
E — L, bedac pierwszej kategorji w kazdym swoim punkcie, jest
pierwszej kategorji. Przypu$émy, ze y, C E— L. Zbiér L? po-
wstaly przez przesuniecie U(x) = x -+ y, ze zbioru L zawarty jest
w £ — L; zbiér L jest drugiej, zas E — L pierwsze] kategorji. Po-
wstata sprzecznos§é dowodzi tego, ze E— L =0, o co chodzilo.

§ 3. W ustepie tym zakladaé bedziemy, Ze £, E* sg prze-
gtrzeniami (F), i zajmiemy sie operacjami okreslonemi w E, kté-
rych przeciwdziedziny mieszcza sie w E*. Dang operacje U(x)
nazywaé bedziemy linjowg w przypadku, gdy jest addytywna oraz
ciggta 1),

Twierdzenie 3. Operacja linjowa jest jednorodna.

Dowéd. Widoczne jest, iz dla kazdej liczby wymierne] @ oraz
kazdego punktu x, U (wx)=wU(x), gdy U(x) jest operacja
linjowa. Jesli ¢ jest dang liczba, za$ {w,} ciggiem liczb wymier-

nych zbieznym do £, to limw,x =7¢x i temsamem lim U(w,x)=
n—oo 71—>00

U (¢t x); poniewaz zas stale U(w,x) = w, U (x), przeto lim U (w, x)=
R—>co
lim w, U(x) =t U{x).
n—yoo .
Twierdzenie 4. Operacja »addytywna, ciggla w pewnym pun-
kcie, jest linjowa.

1) Twierdzenia 3 — 5 w przypadku specjalnej klasy przestrzeni (F),
a mianowicie rozpatrywanych w rozdziale V przestrzeni (B), znajdujq sie w praey:
S.Banach,Surles opérations dans les ensembles abstraits et leur applications
aux équations intégrales, Fund. Math,, ITI, (1922), p. 133—181, w szczeg. p. 152—153.
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Dowéd. Zalézmy, ze operacja addytywna U(x) jest cia-
gla w punkcie x,. Niech x bedzie dowolnym punktem, oraz
{%n} ciggiem punktéw zbieznym do x. Wowcezas lim (x, — x + x,) = X,

A—reo

skad lim U(x, — x 4 x,) = U(x,) oraz llm U(x,) = Ulx).

f=>oo

Twierdzenie 5. Operacja addytywna, bedgca grmzzca ciggu
zbieznego operacji ciqgtych, jest linjowa.

Dowéd. Na mocy twierdzenia 2 oraz 5 rozdziatu I, operacja,
o ktorg chodzi, jest ciggta w pewnym punkcie; wystarczy wobec
tego uwzglednié jeszcze tylko twierdzenie 4.

Ostatnie twierdzenie zawiera si¢ w nastepujacem og6lnem
twierdzeniu:

Twierdzenie 6. Operacja addytywna oraz mierzalna (B) jest
linjowa.

Dowéd. Przypusémy, ze operacja U(x) jest addytywna
oraz mierzalna (B). Na mocy twierdzen 2 i 4 rozdziatu I istnieje
zbiér H pierwszej kategorji, taki, ze w zbiorze E — H operacja
U(x) jest ciagla. Niech {x,} bedzie ciggiem punktéw zbieznym
do 0. Przyjmijmy /7, = H i oznaczmy pozatem, dla kazdej liczby na-
turalnej n, przez , zbiér powstaly z / przez przesuniecie U, (x) =
X -+ xn; kazdy ze zbioréw /1, jest pierwszej kategorji i temsamem

wiasno$¢ te ma zbidr Z H,. Wedtug wspomnianego juz twierdze-

=0

nia 2 rozdzialu I zbiér £ — Zh’n jest niepusty (drugiej kategorji);
n=—0
zatéimy, ze pewien punkt x, nalezy do wszystkich zbioréw E— H,,.
Wowezas x, CE—H, x, —x, CE—~H (n=1, 2, ...), skyd, poniewaz
lim (x, — x4) = %o, mamy lim U(x, — x,) = U(x,) oraz lim U(x,)=0.
-0

Ao JiI—»co
Operacja U(x) jest ciagla w punkcie ©; wobec twierdzenia 4 jest
wiec linjowa.

Twierdzenie 7. Zbidr punktéw zbieznosci ciqgu operacyj lin-
jowych jest albo pierwszej kategorji albo identyczny z E.
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Dow6d!') wynika bezposrednio z twierdzenia 8 rozdzialu I
oraz twierdzenia 2. .

Twierdzenie 8. Jesli {U, ,(x)} jest ciqgiem podwdjnym ope-
racyj linjowych i istnieje ciqg punktow {x,}, taki, ze dla zadnego p
cigg {U,, ¢ (xp)} nie jest zbiezny, wowcezas zbior tych wszystkich pun-
ktow x,, dla ktdrych chocby jeden z ciggow {U, ,(x)} (p =1, 2,...) jest .
zbiezny, jest pierwszej kategoriji.

Dowdéd. Dla kazdejliczby naturalnej P oznaczmy przez f,
zbiér punktéw zbieinoSci ciagu {U, ,(x)}. Wobec twierdzenia 7
zbiory U, sg pierwsze] kategorji; te same wlasno§é ma wiec zbi6r

Z H, .
p=1

Twierdzenie 9. Jesii dla ciqgu {U,(x)} operacyj ciggtych jest
}L m | U, (x) | <+ oo na pewnym zbiorze H drugiej kategorji, wéwczas ist-

nieje kula K oraz taka liczba N, ze |U,(x)| << N w kazdym punkcie
xCK(n=1,2,..).

Dowé6d. Niech 7, bedzie zbiorem tych punktéw x, dla

ktérych |Ui(x)|<n (i=1,2,..). Poniewas /(" 2}1”, wiec ja-
n=1

ki§ zbiér Hy jest drugiej kategorji; z uwagi na to, Ze kazdy ze

zbioréw H, jest zamkniety, zbiér Hy zawieraé musi pewna kule,

ktora spelnia widocznie zadane warunki.

Twierdzenie 10. Przeciwdziedzina operacji linjowej jest albo
zbiorem pierwszej kategorji, albo identyczna z E*.

Dowéd. Zatéimy, ze przeciwdziedzina H operacji linjowej
U(x) jest drugiej kategorji. Pokazemy naprzéd, ze do kazdej liczby
¢>0 mozna dobraé liczbe 1> 0 o tej wlasnosci, ze obraz kuli
otwartej | x| <e, przy odwzorowaniu okreslonem zapomoca ope-
racji U(x), zawiera kule otwarty |y|<7%. Niech e bedzie liczba
> 0. Dla kazdego n naturalnego oznaczmy przez E, zbiér wszyst-

') Dla przypadku przestrzeni (B) twierdzenia 7, 9 znajduja sie w pracy
3. Banach et H. Steinhaus, Sur les principe de la condensation de sin-
gularités, Fand. Math., IX, (1927), p. 50 — 61, w szczeg. p. 53 — 55.
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kich punktéw/x postaci x = nx/, gdzie !x’f<%; H, niech bedzie

obrazem zbioru E, przy wspomnianem wyZej odwzorowaniu, a wiec
zbiorem wszystkich punktéw y, takich, ze y=U(x), gdzie
x (_ E,. Gdy x jest dowolnym punktem, to limix =0, istnieje

nHooo fl

. 1, e,
wiee naturalne #, dla ktérego ['xg<~§1 temsamem x (_E,. Wy-
n

nika stad, Ze E:Z E, oraz sz H,. Poniewaz zbiér /7 jest
n=1 n=1

drugiej kategorji, przeto pewien zbiér F1,, posiada réwniez te wia-
sno§¢. Niech G, bedzie kulg otwartg o Srodku y, oraz promieniu
7, zawarta w zbiorze /7,. Latwo widzieé, ze kula otwarta G,

. 1 . o1 = . . . .
o srodku —y, i promieniu-—v zawiera si¢ w zbiorze f1,'. Istotnie
n
u] 0

niech y (C Gy, t.. |y — ly1 i<17q; wtedy 7, y(_G,, bowiem |n, y—y,| =
1, N
1 1 - . - ;
|7, (y — — ) | <nyly— el | <'n. Istnieja punkty y, (C H,, takie,
(1] 0

. — .1 = 1 - ,
ze lim y, = n,y, temsamem lim — y.=y oraz — y, (_ H,,
A0 nyeo Hg ¢

skad y ( HA,'. Niech G, bedzie dowolng kulg otwarta, za-
warta w G,, o §érodku y,( f4, i promieniu p. Zbiér punktéw
vy —y przy y ( H, posiada te wlasnosé, Ze jego skupieniem jest
kazdy punkt kuli otwartej |y| < M. Gdy y, = U(xy), v = U(x),
Xy x (CEy, to |x,— x| < | x|+ |x][<e oraz U (x5~ x) =y, —y.
UdowodniliSmy w ten sposob, ze pochodna obrazu kuli otwartej

| x| <e zawiera kule otwarta |y| < 7. Niech teraz & = é (i=1,2..).
Wedlug poprzedniego dobraé mozna ciagg liczb dodatnich 7;— nie
przedstawia to ograniczenia, jezeli przypuscimy, Ze jest on zbiezny
do 0 — o tej wlasnoS$ci, ze pochodna obrazu kuli otwartej |x|<e
zawiera kule otwarta |y;| <. Niech |y|<w; = v; okredlimy przez
indukeje cigg punktéw {y;} w spos6b nastgpujacy:
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a) y, jest dowolnym punktem takim, e |y — y | <w,, ist-
nieje taki punkt x, iz U(x)) =y, [x | <s;

b) . jest dowolnym punktem takim, ze !y—z Ve | < N,
h=1
istnieje punkt x, taki, ze U(xn) = yu, |5, <& (2=2,38,..).

Mamy przedewszystkiem

iyn = V. )

. , s
Poniewaz stale |x,|<<s, = P przeto

S <3 @)

n=1

z uwagi 2 wynika, Ze szereg an jest zbiezny. Oznaczajge su-
n=1

me jego przez X, mamy, wobec (2) oraz uwagi 1, |x|<e, a przy-

tem U(x) = Z Uxy) = z}/ﬂ =y, wedlug (1). Widaé wigc, ze
n=1

n=1

obraz kuli otwartej | x| <e zawiera kule |y| <% Gdy y (C E* to,

poniewaz lim iy = 0, istnieje naturalne 7, dla ktérego liy [ <
. Ao I n

mozna znaleZé¢ wiec x o tej wlasnosci, ze U(x) ="y i temsa-
n

mem U(nx)=y. Oznacza to, ze /{ = E*, zgodnie z twierdzeniem.

Twierdzenie 11. Jesli operacja linjowa U(x) odwzorowije E
na E¥, wéwczas dla kazdego ciagu punktow { y,)} zbieznego do y,= U (x,)
istnieje ciqg punktow {x,} zbieiny do x,, taki, ze stale U(Xy) = yn.
Dow6d. Niech{z,} bedzie ciagiemliczb™>0,zbieznym do 0. Wedlug
wyniku uzyskanego przy dowodzie ostatniego twierdzenia obraz kuli
otwartej | x| <e, zawiera pewna kule otwarta |y| <%, (=1, 2..).



Weimy naturalne m, tak, by dla kazdego wskaznika m > m, ist-
niato naturalne 7, dla ktérego |ym — v,|< .. Przy m < m, wei-
miemy za X, jakikolwiek punkt, dla ktérego U(xn) = ym. O ile
m>m, lub y,=y, to niech Xm = X,. Gdy w koficu m>m,
i ¥m 5= ¥,, to, oznaczajac przez n, najwigksza liczbe naturalng 7,
dla  ktérej |ym — y, | < 1., wefmiemy za x, dowolny punkt
kuli |x —x,|<e, , dla ktérego y, = U(xm). Latwo sprawdzamy,
ze tak okreSlony cigg punktéw {x,} posiada wiasnosci Zadane.

Twierdzenie 12. Jezeli operacja linjowa odwzorowuje w spo-
86b  jedno-jednoznaczny E na E* wéwczas odwzorowanie to Jjest
obustronnie ciggfe. ,

Dowéd wynika bezpo$rednio z twierdzenia poprzedniego 1).

Twierdzenie 13. Jezeli przestrzers wektorjalng E jest prze-
strzeniq (F) zaréwno przy pewnej definicji odlegtosci (x, y), jak i przy
pewnej innej definicji odlegtosci (xy),, i Jezeli

lim (x4, X) = 0 pocigga zawsze lim (x,, x), =0,

A0 n—roc
wowczas takze

lim (x,, x), = 0 pocigga zawsze lim (x4, ) = 0

> —roo
innemi stowy przy powyiszych zalozeniach pojecie granicy w obu
wypadkach jest to samo.

Dowé6d. Dowéd wynika z poprzedniego twierdzenia, jezeli
za E* obierzemy E, z odlegloscia (x¥)1, za$ operacje linjows
y = U(x) zdefinjujemy przez zwigzek Y= x.

Twierdzenie 14, Jezeli operacja addytywna y = U(x) speinia
warunek: -

limxn =2, { lim U(x,) =y, pocigga  y, = U(x,),

n—oo n—yoo
wowezas U(x) jest operacjq linjowy.
!) Dla przypadku przestrzeni (B) twierdzenie to, Yacznie z twierdzeniem

13 jako wnioskiem, znajduje s8ig W pracy eytowanej na str. 26 pod 1 (p. 238—239).
Podany tam dowéd przebiega odmiennie.
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Dowdé6d. Wprowadzimy nowe pojecie odleglosci w przestrze-
ni E, przyjmujac
(', Xy = (', XY+ (¥, ),

gdzie y' = U(x'), y" = U(x"), a (¥, y") oznacza odlegtosé elementéw
y iy' w E¥* FLatwo sprawdzié, ze E, przy tak okreslonej odle-
gtosci jest przestrzenig (F); sprawdzamy w szczegdlnosei, ze jest
przestrzenig zupeing. Przypu$§émy bowiem, Ze cigg punktéw {x.}

spelnia warunek
lim {x,, x4); = 0.
Py g
Mamy zatem

lim (x,, x;) = lim (y,, y4) =0,
7. Goo e

istnieja wiec elementy x, i y, takie, ze

lim (x,, x) =0 1 lim (y,, y) = 0;
n—yoo

n—roo
na mocy tedy zaltoienia y, = U(x,), skad

lim (x5, x,);, = 0.

oo

Poniewaz, jak tatwo widaé, stale
(', X" = (), X",
wiee lim {x,, x); = 0 pocigga lim (x,, X) = 0.
H—oo n—yco

Stad, na mocy twierdzenia 13, lim (x,, x) = 0 pocigga za sobag
n—roo

lim (x,, x), = 0, a zatem pocigga lim U(x,) = U(x). Operacja U (x)
oo H—>co
jest wiec ciggla.

Lemmat 1. Niechaj U, (x), U,(y) bedq operacjami linjowemi,
okreslonemi odpowiednio w przestrzeniach E, i E, typu (F), prze-
ciwdziedziny tych operacyj niechaj si¢ mieszczq w przestrzeni E,
réwniez typun (F).

Jezeli rownanie

Ui{x) = U (9)
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ma dla kazdego x jedno dokiadnie rozwigzanie y = U(x), wdéwczas
operacja U(x) jest operacjg linjowq.

Dowéd wynika z twierdzenia 14, gdyz, jak latwo zauwazyd,
lim x, = Xx,, ixzn U{x,) = U{x,) pociagga za sobg v, = U(x,).

n—yoo

Lemmat 2. Jezeli y = U(x) jest operacjq addytywnq, a
z =V (y) operacjq linjowq, przyczem V(y)=0, pocigga y = 0, wiw-
czas, jezeli VU(x) jest operacjq linjowq, to U(x) jest réwniez ope-
racjq linjowq.

Dowéd. Réwnanie VU(x) = V(y) ma dla kazdego x jedno-
jedyne rozwigzanie y = U(x). Zatem na mocy twierdzenia po-
przedniego operacja U (x) jest linjowa.

Jezeli zbiér L operacyj linjowych V (x) [okreélonych w prze-
strzeni £ typu (F)] ma te wlasno$é, ze warunki

Vixy=0 dla V(L
pociggaja za sobg x =0, wéwezas zbiér L nazywa sie zbiorem
petnym operacyj.

Twierdzenie 15. Jezeli y = U(x) jest operacjg addytywng, L
zas zbiorem pelnym operacyj linjowych okreSlonych w E*, i jezeli
wyrazenie

VU(x)
jest dla kazdego V (L operacjq linjowaq, wowczas U (x) jest ope-
racjg linjowq.

Dowé6d. Przypus$émy, ze lim x, = x,, lim Y=o [ ¥n= U(xa)].

n—ro0

Mamy,dla V( L, lim VU {x,)=1lim V(y.) = V(y,) oraz lim VU (x,) =
n-doo

1—>oo 1100

VU (x,), gdy% operacja VU (x) jest linjowa. Zatem VU (x)— V(y,)=0,
czyli VIU(x)) — v} =0 dla V( L, a wige U(x)) =y, Na mocy
wiec twierdzenia 14 operacja U(x) jest operacja linjows.

Twierdzenie 16. Jezeli {U;} [ {Vi} sq ciqgami operacyj lin-
jowych, okreslonych odpowiednio w przestrzeniach E, (x-6w) i E,
(y-ow), i jezell uktad réownan

Ui(x) = Vi(y) (i=1,2,..)

ma dla kazdego x jedno-jedyne rozwiqzanie y = U(x), wdwczas
operacja y = U(x) jest operacjq linjowq.
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O preeciwdziedzinach operacyj U;; V; zaktadamy oczywiscie,
Ze mieszczq si¢ w tej samej przestrzeni typu (F).
Dowo6d. Jezeli bowiem limx,=x, a dla ciagu odpo-
. A—>oo
wiedniego {y.} zachodzi lim y, = y,, wéwezas z ciaglosci operacyj
n—oo :
{Ui} i {Vi} wynika: '
Ui<x0): Vi) (i=1, 2, ..,
Yo = Ulx,).

Stad na mocy twierdzenia 14 wynika ciagto§é operacji y = U{x).

czyli




ROZDZIAZ 111 B.

O przestrzeniach typu (F).
© (ciag dalszy)

§ 1. Niech E bedzie dowolna przestrzenia (F), a E,(CE
przestrzenia wektorjalng zamkniets,

Nazwiemy dwa elementy x,, x, ( E réwnowaznemi, piszgc
X =X, jesli x;—x,(C E,.

Niechaj X oznacza dowolng klase elementéw, speiniajacg
warunki :

a) jezeli %, C X i xCJX, woéwezas x,=x,;

b) jezeli x,C X i x,=ux, wowczas x,( X

Niechaj E oznacza zbiér wszystkich klas X, spelniajgcych
warunki a), b).

W zbiorze E okreslimy dodawanie i mnozenie przez liczbe £
w nastepujacy sposéb: ‘

L Jezeli X, CE i X, E wéwczas X, + X, oznacza to
klase X (C E, ktéra zawiera element x = x, +x, gdzie %, i %,
sg dowolnemi elementami, nalezgcemi odpowiednio do klas X, 11Xy

2. h X, oznaczg te klase X (_ E, kt6ra zawiera element
X = hx;, gdzie x; jest dowolnym elementem klasy X,.

Yatwo sprawdzamy, Ze przy tych umowach E stanowi prze-
strzefi wektorjalna.

Okreélimy teraz w przestrzeni E pojecie odleglosei. Jesli
X, YCE, wéwezas (X,7) jest kresem dolnym liczb |x —y],
gdzie x X, y(C V.



— 48

Okreslona tak odleglo$é spetnia zwykte warunki:

I. Jezeli (X,Y)=0, wéwczas X =7V,

W samej rzeczy, jesli (X, ¥)=0, wéweczas istniejg dwa ciagi
elementéw {x.}, {y.}, nalezace odpowiednio do X, Y, takie, ze

lim !x,, — VYn [ =0. (1)
n-—yco

Zauwazimy, e stale x, — X1 =V — 3y, =06, a zatem
Xn — X1 — Yo+ ¥, (CE,. :
Poniewaz E, jest przestrzenia wektorjalng zamknieta, a na
mocy (1), ,
h—>m (n— Xy~ Yu+ ) =y, — X1,
zatem W—x (CE, skad x,=y, lub X=V
II. (X, 2) <(X, V) +(V, Z).

Gdy ¢ jest liczbe >0, to istnieja elementy x,y,y, z, takie,
te x(CX, yyCVY, 2z(CZ, oraz

X Y)>[x—yl—e (FZ)>iy 2]

Poniewaz —y-4y (C E, wiec x —y+y C X, zatem
X —y+y —2z|>(X,Z); mamy (X, Z)<(X,YV)+(Y,Z) +2¢,
co dowodzi twierdzenia.

Mamy dalej:

a) (X, V)=(X-7,6),

b) lim (7, X,0) =0, jezeli lim#h, =0 (/n — liczby),

-0 Ry
W rzeczy samej, jezeli x (C X, wowezas 4, X h, X, zatem

(X, 0) < |hox|, a wiee lim (%, X, 0) < lim [ x| = 0.
n—yoo N—>oo
¢) lim(2X,,0) =0, jesli limX,=0.

oo oo

Niechaj bowiem x» oznacza element, nalezgcy do X, przy-
czem | x,| < 2(X,,0). Zatem hx, (1 X,, a wige (7 X, 0) <| hx,|.
Poniewaz zas lim X, =0, wiec lim |hx,| =0, skad réwniez

fi—yoo oo

lim (% X,, 0) = 0,

H—yoo

Pokazemy jeszcze, e E jest przestrzeniag zupelna.
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Przypusémy bowiem, ze Z | Xa| <+ oo [|Xu| = (X 0)]
n=1
Kazdemu X, przyporzgdkowac mozemy element x, taki, ze
%0 CXa 1 [X0]> 4%, Mamy:

DI VETERS
n=1

n=1

szereg Z X jest tedy zbieiny.

n=1 .

oo

Niech x = an. Oznaczymy przez X te klase, kiora za-

n=1

n i
o o [ ﬂ »
wiera element x. Poniewaz ngCSn, gdzie S, = é Xi,
i=1

f=s1
n

zatem x — 2 x; (_ X— S, (dodawanie i odejmowanie rozumiane
i=1
tu jest w znaczeniu wektorjalnem, okreslonem poprzednio). A wige

X =Sl < x— x|, zatem lim|X— S5,|=0.
=

71—>c0

Na mocy twierdzenia 1 rozdziatu I A, przestrzefi E jest
tedy zupelina, jest zatem przestrzeniq (F).

§ 2. Z twierdzenia 5 rozdzialu IITA, tatwo wynika istnienie
funkcji ciggtej, nie majqcej w zbiorze o mierze dodatniej pochodnej 1).

) Twierdzenie to znajduje sie¢ w pracy: S. Banach, Sur la conver-
genee presque partout de fonctionnelles linéaires, Bull. des Sciences math.,
2° série, t. L (1926), p. 27— 32 oraz D. 36 — 43, w szczeg p. 43. Zastosowang
tu metode rozwineli, uzywajae jej przy traktowaniu réinych probleméw teorji
funkeyj pp. 8. Saks i H. Steinhaus. Zob: S. Saks, Sur les fonctionnel-
les de M. Banach et leur application aux développements des fonetions,
Fund. Math., X (1927), p. 186 — 196; H. Steinhaus, Anwendungen der Fun-
ktionalanalysis auf einige Fragen der reellen Funktionentheorie, Stud, Math.,
I (1929), p. 51 —81.

Dr. S, Banach. Teorja operacy]j linjowych. 4
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Niech (C') oznacza zbiér funkeyj ciagltych perjodycznych,
o perjodzie 1, i niech, dla kazdej pary funkecyj x (¢) C C' oraz
@O CC,

x(8) — x, (1))

Jak tatwo sprawdzié, (C') jest priestrzenia typu (F). Niech
h == 0 bedzie dowolng liczba i niech

2+ k) — x(¢)
A

(B, x(®) = max

¥y = , 0L, (1)
Przyjmijmy, ze y () (S") [{S') oznacza zbiér funkcyj mie-
rzalnych]. Zbiér (S') jest zbiorem typu (F).
Wyrazenie (1) okresla, jak tatwo zauwazyé, operacje linjowa,
ktérej dziedzing jest (C'), przeciwdziedzina zas miedci sie w (S').
Niech lim %, =0, (#,=%40), i niech

n-yoo

X+ k) — x ()

U,(x) = b

0Lt

N

1. (2)

Gdyby kazda funkcja ciggla miala prawie wszedzie pochodna,
woéwcezas granica wyraZenia (2) istniatlaby dla prawie kaidej
warto$el ¢, a zatem, dla kazdego x (C ', istnialaby granica

lim Uy, (x),

n—yoo

bedgc zarazem granicg, okreSlong w polu (§'), t. j. granicg we-
dlug miary.

Przyjmujgc U (x-)): lim U, (x), otrzymujemy operacje addytywna
U(x), ktéra nadto jest na mocy tw. 5 rozdz. IIIA — linjowa.

Oczywiscie U(x) oznacza pochodna funkcji x (¢).

Z ciaglosei operacji U(x) wynika, ze, jezeli H_l}l X, () =0

jednostajnie, wéwezas lim x,' (f) = 0 wedle miary.

n—>co

z
Je§li jednak x,{(f) = 1 sin , wowezas lim x,{(f) = 0 jed-
n 2x n-yo0

. ¢
nostajnie, podczas gdy cigg pochodnych {;“ cos 1 ?} nie dazy do
T T
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zera wedle miary. Istniejg zatem funkcje, nie majace pochodnej
w zbiorze o mierze dodatniej.

§ 3. Niech F(x)=0 bedzie réwnaniem rézniczkowem lin-

jowem czastkowem, np. réwnaniem rze¢du drugiego
2 2 2
Fo=a5sva S5 4, e S a0 (1)

Funkcje o; niech beda funkcjami cigglemi zmiennych «, v
w obszarze domknietym G, ktérego brzegiem jest krzywa zam-
knigta C bez punktéw podwéjnych.

Moze si¢ zdarzy¢, Zze przy pewnym charakterze warunkow
brzegowych réwnanie (1) ma zawsze jedno tylko rozwigzanie
x(u,v) ciggle w obszarze domknietym G, wraz z pochodnemi
czgstkowemi az do rzedu drugiego wewnatrz obszaru G.

Warunki brzegowe moga byé¢ rozmaitego rodzaju. Polegacé
moga np. na podaniu wartosci funkcji na krzywej C (typ elip-
tyczny), wartosei funkeji na czesei krzywej C (typ hyperboliczny,
paraboliczny), wartosci pochodnej wzdluz normalnej na catej krzy-
wej C, it p.

Zatoimy, Ze, jesli ¢ jest parametrem biezgcym na krzywej C,
wowezas do kazdej funkeji & (¢) ciggle] wraz z kilkema pochodnemi
np. do rzgdu 7, istnieje rozwigzanie réwnamia F(x) = 0, reduku-
jace sie na krzywej C do funkeji £(¢). O rozwiazaniu x (2, v)
zakladamy, Ze jest ciggle w G, o pochodnych czastkowych (tych,
kiére wystgpuja w réwnanin F(x)=0), iz sq ciggle wewnatrz
obszaru G.

Pokaiemy, Ze, jezeli ciqg {8,(t)} spetnia warunki wyzej podane
(dla E(2)) i jezeli hm £.(8) =0 oraz lim 34 (t)=0(=12,...7) (gra-

f—yoo
nice powyzsze oznaczajg zbieinosé jednostajna), wéwczas, ozna-
czajgc przez {X.(u,v)} cigqg odpowiednich rozwiqzali réwnania (1),

manty . llm X.(,v) = 0 jednostajnie w G, oraz lim 00 x: =0,
H—yoo u
lim 0% xu =0 ..,.17t.d jednostajnie w kazdym obszarze domknie-

nsee 0 y?
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tym zawartym wewnqgtrz krzywej C. Stosuje sig to do tych pochod-
nych czastkowych, ktére wystepujg w réwnaniu (1)).

Dowé6d. Oznaczmy przez E zbidr wszystkich funkeyj x (%, v),
spetniajacych rownanie (1), ciagtych w G i posiadajaeych pochodne
czastkowe (e, kt6re wystepuja w rownaniu (1)) ciagle wewnatrz G.
W polu E okreslimy odleglo§é w nastepujgcy sposéb: Niechaj
{G,} bedzie ciagiem obszaréw domknietych, polozonych wew-

natrz G i takich, ze Z Gn = G (gdzie Gjest wnetrzem C).
=1

Jezeli x(u,v) (C E, y(u,v) C E,wowczas okreflamy (¥, y) jako

0? x y
SIS P rrial P
maglx (w, vy — vy (u,v) | + Z% 1,9 Gp| - =
uv( G n=1 1+ max A +...
u,9( Gy, ou? du?

We wzorze powyiszym znajdujg sie réZznice tych pochodnych,
ktére wystepujg w réwnaniu (1).

Latwo mozna sprawdzié, ze E jest przy takiem okre$leniu
odleglo$ci przesirzenig typu (F), zwigzek lim x, = x (wedle odle-

n—yeo

glogei) oznacza, Ze ciag {x.} zdaza w G jednostajnie do x,

2
pochodne czastkowe %—i , ... (wystepujgce w réwnaniu (1)) zda-
u

zajg jednostajnie do odpowiednich pochednyeh czgstkowych fun-
keji x w kazdym obszarze domknigtym Gy.

Oznaczmy przez E; zbiér funkeyj & (f) (¢ parametr bieiacy na
krzywej C) cigglych wraz z pochodnemi az do rzedu r. JeZeli

EGHCE, 1 @ CE, to potéimy
() =max (60— 1]+ max [€0() 1 @)

Oznaczymy teraz przez & = U (x) operacje, ktéra kazdej fun-
keji x = x (u,v) C E przyporzadkowuje funkeje & = £(¢), do jakiej
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redukuje si¢ funkcja x(#,v) na brzegu C. Okreslona tak operacja
U(x) jest oczywiscie addytywna i ciggla.

Poniewaz, na mocy zaltozenia, istnieje operacjia odwrotna
x=U"1(f) i poniewai przeciwdziedzina operacji U(x) jest prze-
strzenig typu (F), zatem operacja x = U~1(&) jest operacja ciagla
(na mocy twierdzenia 12 rozdziatu IIIA). Z ciaglosei operacji
U-(¢) wynika wyze] wypowiedziane twierdzenie.

UWAGA. Gdyby$my nie zatozyli jednoznacznosci rozwiazania
rownania (1), wowczas, opierajgc sie na twierdzeniu 11 roz-
dziatu IIl, otrzymujemy wniosek, Ze, jezeli {¢.(f)} ma znaczenie
poprzednie, to istnieje ciag {x.(#,v)} funkcyj, spetniajacych réw-
nanie (1) i redukujgcych si¢ na C do &, (¢), przyczem li_1>n Xq (2, 0) =0
0? x,

=0, i t. d. —jednostajnie w kazdym

jednostajnie w G, lim
n—reo g U

obszarze domknietym wewngtrz C.
§ 4. Niech {a;} bedzie dowolnym ciagiem elementéw pew-
nej przestrzeni typu (F). Niech E oznacza zbiér wszystkich cig-

goéw liczb {&}, dla ktérych szereg Z ¢:a; jest zbieiny. Zbi6r £
i==1
jest przestrzenig wektorjalna.
Jezeli x oznacza cigg {&} (C E, a y ciag {4} C E, wéwezas
niech

W)=k 5 & — ) al.
(X, 9) re§:§gf9y|§( ) ai|

Jezeli a;==0 (i =1,2, ...), wowczas latwo mozna pokazaé,

Ze L jest przestrzenig zupelna.
Jezeli bowiem lim (xp, %) =0 (%, C E, x.={&™}), wow-
Pyg—roo

czas: lim |, (¢,@—¢,@)| =0, zatem lim [§,P—£@|=0, a wiec
D,q—ee D,g—>ee

istnieje lim §,M = ¢, .
n—co

Przy pomocy indukeji udowodniamy tatwo, ze istnieja ogél-
nie wszystkie granice lim&M =¢ (1=1,2, ...). Jezeli ¢ >0,
n-—yoo . .
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woéwczas, dla p,g > N;, mamy (x,,x,) <s, czyli

Nep-gmal<s (=12 ...,

i=1

skad
IMEp-tal<es @=12 ..., )
i=1 .

Poniewaz szereg Z: €7 a; jest zbiezny, przeto istnieje taka
i=1

liczba N,, e, dla ¥ > s > N,,

r
> Pa|<e. @

Lecz, dlar>s>1,

‘ &j & az ’ Z(éz — E(P))a[ l -+ \ Z g(ﬁ) a;
lZ(é —i’P))azlJrIZ gp)a+ QWW

i=1

Zatem dla # > s > N = max (N, N,), wobee (1) i (2),
| Z Gai| <8¢

Szereg Z £ a; jest tedy zbiezny, a wige {&} (C £. Latwo
i—=1

juz mozna sprawdzié, ie E jest przesirzeniq typu (F). Mamy:
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§ 5. Niech (ax) (i, k=1, 2,...) bedzie dowolng tablica liczb
rzeczywistych.. Niech FE, bedzie przestrzenig typu (F), ktérej
elementami sg ciggi liczbowe.

Jezeli dla kazdego ciqgu y = {n;} (_ E, ukiad réwnan

oo

Eaikak:ni (L:LQy) (I)

k=1

ma zawsze doktadnie jedno rozwiqzanie {&.}, wowczas istniejq funk-
cjonaty linjowe w polu E,
Ek:fk(J/) (k:1’27 --'}9

spetniajgce zwiqzki

oo

Safip=mn da yCE (=12 ..).

k=1
Dow6d. Oznaczmy przez E zbiér wszystkich ciggéw x = {£},

spetniajgcych warunki:

a) szereg Z @ir &, jest szeregiem zbieinym dla i==1,2,...;
k=1

oo

b) ciag {7} = 5 E Qi &r JE nalezy do E,.

k=1

Jesli X' = {&} (CE, x"={&"}(C £, woéwczas przyjmiemy

i
(x', x"); = kres gbrny | 21 ai €' — &)/,
=l 2, 0,
’ k==l

a przez (¥, x"), oznaczymy odleglosé¢ w E, ciggéw {Z af,kék'E,

k=1
{ Z Qi Ek”§ .

k=1
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Okreslimy teraz odleglo$é elementéw x' i x" przez wzér

(xl xu) _ Z i (x’, X" )
pa 2[ 1+(xl’ xu)i
Zbiér E jest przestrzenia wektorjalng i, jak fatwo z poprzed-
niego ustepu wynika, przestrzenig typu (F).

Zauwazmy, ze, jezeli x, = EPYCE i limx,=0, woéwezas

n—rco

IiméM =0 (k=1,2,...). Na mocy bowiem jednoznacznosci
Ao

rozwigzan systemu réwnan (I) w kolumnie k-tej jeden przynaj-
mniej wyraz az 7= 0. Przypusémy wiec, ze Qe +=0 ((=1,2,..).

Poniewaz lim x, = 0, wige lim (x,, 0), = 0, zatem lim &% =0,
H~yoo H—yoco —>oa

gdyz ail,lzzé().
Przez indukcje mozna teraz pokazaé tatwo, Zze ogélnie
lim&P =0 (E=1,2, ...)
—yoa
Jezeli ciagi x ={&} CE i y={n) CE, spelniaja réwna-
nia (I), wéwezas przyjmiemy

v=U(x).
Mamy, jak latwo zauwazy¢,
(3, 8) = (x, 8), < (x, ) (1)

Oczywiscie (y, 0) oznacza tu odleglosé w E., {x,0) —odle-
glosé w E.

Na mocy (1) limx, =6 pociaga li_)m U(xs) = 0. Operacja

A—yoo n—roo

y=U(x) jest zatem operacja linjowa. Poniewaz operacja lin-
jowa y = U(x) odwzorowuje w sposéb jednoznaczny zbiér E na E,, [l
przeto, na mocy twierdzenia 12 rozdzialu IITA, operacja odwrotna -
X =U~1(y) jest r6wniez linjowa.

Jezeli x = U~'(y), wowczas niech: & =fx(y) (k=1,2, ...).

Z tego, co wyze] bylo powiedziane, wynika, ze, jezeli
limy, =8, a x,=U""(y,)={&), wéwezas limx,=0, a wiec

A—roo A—roc

lim &0 =0,

n—co
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Funkcjonaly addytywne f:(y) sa tedy funkcjonalami linjo-
wemi w £, .

Z twierdzenia powyzszego wynika nastepujace twierdze-
nie ). Y

Jezeli uktad rownati (1) ma dokfadnie jedno rozwiqzanie dla
kazdego ciqgu {v;}, nalezqcego do:

a) przestrzeni ciqgow zbieinych do zera,

b) » (s),
C) » (l)a
d) ” @, p>1

wowczas istnieje tablica {by} taka, Ze
&k= .bki"]i (k=1,2,),
=

gdzie ({¢) 1 {n} sq ciggami, spetniajocemi réwnania (1), przyczem
w przypadkack a), b), ¢), d) mamy odp.

a) 2”””"“” (k=1,2,...)
i=1
b)  tablica (b)) ma wiersze skoriczone, t. zn. istnieje ciqg liczb
Nk taki, Ze bki =0 dla i > Nk;
e) | bu| < Mp(k=1,2,..), gdzie { My} jest pewnym ciqgiem liczb;

= v
9 szki15-1<+oo (k=1,2,...).
i—=1

UWAGA. Jezeli zalozymy, Ze dla kazdego ciagu zbieinego
{n:} istnieje doktadnie jedno rozwigzanie réwnan (I), wéweczas istnieje
cigg ograniczony {C;} i tablica {b:i}, spelniajaca warunki pod a),
przyczem:

i—oo

EszkliInni+ by (R=1,2, ...).
2

') Pominawszy przypadek d), twierdzenie to bylo dotgd nieznane (por.
F. Riesz, Les systémes d'équations linéaires & une infinité d’inconnues,
Paris, 1913).



— B8 —

Twierdzenia powyzsze wynikaja z twierdzenia, podanego na
poczgtku tego ustepu i z odpowiedniego przedstawienia funkecjo-
natu linjowego w poszczegélnych przestrzeniach (ob. twierdze-
nie 1 § 6, oraz ustepy 3 i 4 § 4 rozdziatu IV).

§ 6. Podamy tu szereg wlasnos$ci przestrzeni (s) (ob. roz-
dziat I, § 1) oraz przestrzeni (s). Przestrzen (o) jest to zbiér
wszystkich ciggéw liczbowych x = {£,} skoniczonyech w tym sen-
sie, ze prawie wszystkie wyrazy ich sa réwne zeru. Przy zwy-
ktych definicjach dziatann zbiér ten stanowi pewna przestrzen
wektorjalng. Okreslimy w przestrzeni tej nie pojecie odlegtosci,
lecz jedynie pojecie granicy w sposéb nastepujacy: powiadamy, ze
limx, = x  (x.={§M}, x={&}), gdy spelnione sg warnnki:
n_m 1) istnieje NV takie, e §¥ =0 dla >N, n=12,...;

2) limé_g”)zg,- (i=1,2,...)

Latwo spostrzec, ze uzyskujemy w ten spos6b pewna prze-
strzen (L) w sensie Fréchet’'a. Pozatem:

1) Jezeli lim x,=x, Iiinyn =y, to limx,Fy)=x+4y;

oo n—roo

f1—oo

2) dJezeli limx,=x, lim?¢,=17 ({,~liczby), to lim ¢, x,=tx;

A—yoo n—yoo Ai—yoo
3) Jezeli lim (x,— x,) =0, to istnieje x takie, ze lim x, = x.
Pg—eo nyeo

Wychodzge z definicji granicy, moZna oczywiscie okreslié,
jak w § 2 rozdzialu I, zbiory zamknigte, otwarte i t. d.

Twierdzenie 1. Kazdy funkcjonal linjowy f(x) w przestrze-
ni (s) jest postaci. I

floy="> s,

i=1
gdzie N jest liczbgq naturalng zalezng od f.
Dowéd. Niechaj {x,; = {¢P}, gdzie &¢M=0 dla i==n,
oraz & = 1. Przyjmijmy f (x,) = #,. Poniewaz, dla kazdego ciggu

X °
x ={&}, mamy x= Z &n Xn, wiee
n=1

oo

f(x) = i En f(%n) = }:s

n=1
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Poniewaz szereg ten ma byé dla kazdego ciagu {£.} zbiezny,
wiec istnieje liczba naturalna N taka, ie o, =0dla > N. Zatem

N

f(x):Za,-ii.

=1

Lemmat. Jezeli G ( (s) jest przestrzeniq wektorjalng zam-
knigtq, a x, = {¥} do G nie nalezy, wéwczas Istnieje funkcjonat
linjowy f(x), okreslony w przestrzeni (s) i spetniajgcy warunki:

f(x)=£0, oraz f(x)=0 dla x(CG.

Dowé6d. Jezeli x, nie nalezy do G, wéwezas istnieje liczba
N = 0 taka, Ze
N

Dla—g#0 da {3 CG, (1)

i=1

w przeciwnym bowiem razie istnialby ciag {x.} = {§™}, spelnia-
jgcy warunki:

Ny ogo=0 @=12..),

i=1

i mieliby$Smy lim x,=x,. To za$§ jest niemozliwe, gdyz G jest
oo .

zbiorem zamknietym, a x, nie nalezy do G.
Na mocy (1) istniejg zatem liczby a;, «y, ... an, dla ktérych

N N

Zaiél@:l, oraz Zdz’ii:ﬂ, jesli  {&3 C G.

=1 i=1

Jezeli wiec f(x) oznacza funkcjonal, okreslony przez réw-
N

nosé f(x):ZaiE_i, wowezas f(x)=0 dla x (G, i f{x,)=1.

i=1
Twierdzenie 2. KaZda przestrzer wektorjalna zamknieta G ()

jest zbiorem wszystkich ciqgéw x = {&}, spetniajgcych nieskoricze-
nie wiele rownan:
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oo

Eaikekzo (i=1,2, ...,

k=1
8dzie {ai} zalezq od zbiorn (G), przyczem istnieje cigg liczb {N;}
taki, 2e ;=0 dla k>N, (i=1,2, ...).
Dowéd. Niech / oznacza zbiér wszystkich ciagéw skoifi-
czonych {o;}, spetniajacych warunek

=)

2%’&':0

=1

dla {&}(CG.
Przypusémy, e cigg x, = {¢} nie nalezy do G.
Na mocy lemmatu istniejg zatem liczby o), af, ... af, dla
kitérych:
N N

Dlwt=0 jesli {8} C a, PIAELESE

fa==] i=1

Mamy wige {2} (_ / i widzimy, e zbiér G jest zbiorem

wszystkich ciagéw {&;}, spelniajacych zwigzki

oo

i E=10 dl ; H.
Z at a o} C

Niech /7, oznacza zbiér ciagéw {o;} (_ A, dla ktérych o, 0,
oraz ;=0 dla /> n. Zbiér H, zawiera conajwyzej n linjowo nie-
zaleznych ciagéw {e;}. Oznaczmy je symbolami A(, AV, ... AZ(Z).

Oczywiscie kazdy ciag {«} (C H jest linjows kombinacja cia-
gow A®. Wypisujge ciagi A kolejno w postaci {a;z} widzimy,
ze G jest zbiorem rozwigzan nieskonczenie wielu réwnan

oo

Zdikik———o (i=12...),

k=1

gdzie {aixj jest dla kazdego ! ciagiem skoficzonym.
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Twierdzenie 3. Jezeli w przestrzeni G (C (S) wektorjalnej
zamknigtej, okreslony jest funkcjonat linjowy f(x), wowczas istnieje
Junkcjonat linjowy F (x), okreslony w cafej przestrzeni (s) i speinia-
jacy warunek

fxy=F(&x)y dla x(CQG.

Dowdéd. Oznaczmy przez A zbiér wszystkich ciggéw x,
spelniajgcych warunek

fx)=0, xCQG.
Niech X C G 1 [flx)=1 1)

Zbiér H jest zbiorem linjowym zamknietym, jest tedy zbio-
rem wszystkich rozwigzan pewnego nieskoficzonego uktadu roéw-
nan linjowych:

N;
Zaikikz() (=12, ...).
k=1
Poniewaz x, nie nalezy do /7, istnieje taka liczba j, Ze
Nj
Dlapp=ast0, (g ()= x).
k=1

Niech teraz, dla kazdego ciggu x = {§;},

oy

1
F(x):;Z A Ex .

k=1
Mamy f(x,)=F(x,)=1, oraz F(x)=0 dla x  H.
Jezeli x (_ G, wéweczas, przyjmujgec x — f(x)x, =y, mamy:

x=y+f(x)x,. (2)

Poniewaz f(y) = f(x) — f(x) f(x) =0, wiee y( A,
zatem F(y)=20.
Przeto, na mocy (2),

F(x) = F(y) +f(x) F(x)) = f(x).
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Twierdzenie 4. Kazdy funkcjonal linjowy w przestrzeni (o)
jest ksztaltu :

oo

F=>"wt.

i=1

Dowo6d przedstawia sie podobnie, jak dla odpowiedniego
twierdzenia w przestrzeni (s).

Twierdzenie 5. KaZda przestrzen wektorjaina G ( (s) jest
przestrzeniq zamknielq.

Dowdéd wynika z nastepujgcej uwagi: Jezeli lim x, = X,

A—oo
(2 C(0), x,(C (o)), wéweczas x, i X, uwazaé¢ moiemy za we-

ktory pewnej przestrzeni N-wymiarowej. Poniewaz lim x, = X,,
n—roo

zatem x, jest kombinacjg linjowa pewnych N wektoréw ciggu
{%n}. Zatem x,( G.

Twierdzenie 6. Kaidy funkcjonal addytywny i jednorodny,
okreslony w przestrzeni (s), jest linjowy.

Dowéd wynika wprost z uwagi podanej przy dowodzie
twierdzenia poprzedniego.

Twierdzenie 7. Jelell w przestrzeni wektorjalnej G ( (o)
okreslony jest funkcjonat linjowy f(x), wéwczas istnieje funkcjonat
linjowy F (x), okreslony w (o) i spetniajacy warunek :

J{x)=Fx), jesi x( G,

Dowdéd. Niech x, nie nalezy do G. Oznaczmy przez G zbidr
elementéw x ksztaltu x=x'+4ax, gdzie x'(C G. Poléimy
¢ (x)=f({x)4-«. Funkcjonal ¢(x) jest addytywny w G, i spelnia
warunek ¢(2x) =rhy(x), oraz ¢(x)=f(x) dla x(C G.

Rozszerzajgec w powyiszy sposéb stopniowo funkcjonal f(x),
otrzymamy w koficu funkecjonal addytywny F(x), okreslony dla
wszystkich elementéw zbioru (s) i spetniajacy warunki:

F(x)=f(x) dla x( G, F(hx)=hF(x).

Z ostatniego zwigzku wynika, na mocy twierdzenia 6, cig-
gto§¢ funkcjonatu F(x).
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Niech teraz dany bedzie uktad réwnan:

oo

Eaikikzm (i=12,..) )
k=i
{ai, m; — dane, &, — niewiadome), z kiérych kazde posiada jed-
nak skoficzong tylko liczbe NV; spélczynnikéw réinych od zera.
(Liczby N; moga oczywiScie wzrastaé nieograniczenie wraz z i).
Twierdzenie 8. Na fo, aby istnial cigg liczb {&}, spetniajgcy
rownania (1), konieczne jest i wystarcza, by dla kazdego skoiiczo-
nego uktadu liczb ky, h,, ...k warunek

Zkiaik:() (k=1,2, )

=1

pociggat za sobg

Z/ngzo.

i=1
Dowdd ). Koniecznosé warunku wynika wprost ze zwigzku:
r Id =3 oo 7
R &
E fyn = E i Z Qg & = i Er Z hi ay,.
i=1 =1 k=1 k=1 i=1

Wystarczy pokazaé tedy tylko, Ze podany warunek jest
wystarczajgcy.

Oznaczmy przez x; ciag skonczony {ax}. Elementy x; uwa-
Za¢ mozemy za elementy przestrzeni (o).

Niech G oznacza zbiér linjowy wszystkich elementéw x typu

JC:Zhixi, (1)

gdzie %, %,, ... h, oznacza dowolny system skoficzony liczb.

1} Twierdzenie to udowodnil po raz pierwszy p. O. Toeplitz. Ob. O.
Toeplitz Uber die Aufidsung unendlichvieler linearer Gleichungen mit unen-
dlichvielen Unbekannten, Palermo Rendiconti, 28 (1909), p. 88 — 96.
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4 7 r v
Jezeli Z ]2,' X; = Z hi' Xi, wowezas Z iZl' dip = Z’li' Qi
i=1 i=1 =1 i=1
- ”
zatem Z Rty = z IR TT ‘ 2)
i=1 i=1

Niech teraz, dla elementéw x postaci (13,

fx) = Z B ®3)

Funkcjonal f(x) jest w ten sposéb (jak to wynika z (2))
jednoznacznie okreslony w zbiorze G, addytywny i jednorodny.

Zatem, w my$l twierdzenia 6, funkcjonal f (x) jest linjowy,
a na zasadzie twierdzenia 7, istnieje funkcjonal linjowy F(x),
okreSlony w (o) i taki, ze

Fxy=f(x), jesli x( G.

Na mocy wige twierdzenia 4, istnieje ciag liczb {e.}, taki,
ze dla kazdego elementu x = {&} (T (s) spelniona jest réwnodé

oo

F(x) = Z 9 & . Poniewaz F(x;)=f(x)=r, zatem
k=1

oo

Zaik£k=7}i (521,2,-“);

k=1
co nalezalo udowodnié.
Twierdzenie 9. Jezeli uklad réwnari

oo

zaik&k:”f}i (=12 .. (1

i=1

posiada dla kazdego ciqgu {w;} dokiadnie jedno rozwigzanie, wéw-
czas dla kazdego i istnieje liczba N; taka, ze

ar =0 dla k>N, (i=1,2,...).
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Dowéd. Oznaczmy przez y ciag {7}, i niech & = f,(y),
jeZeli »aik Ek = T (l = 1, 2, - )
=
Na mocy twierdzenia § 5, funkcjonal 7; (1) jest funkcjonalem
linfjowym w przestrzeni (s), Istnieje zatem, dla kazdego %, skon-
czony uklad liczb ap,z, ay.,.. ., ANy s ks

Np
fa(y) = 2 g i = & (2

i=1

Uktad (1) jest linjowo niezalezny.
Przypusémy bowiem, ze istnieje skonczony cigg liczb { e}
(k=1,2, ... r), taki, iz

thaik=0 (=12 ..
k=1

Mamy wéwezas, w mysl (2),

Shk§k= zhkfk(y)=0 3
k=1 k=1

dla kazdego ciggu y = {7;). Przyjmujac n) = ay, gdzie j jest do-
wolnie ustalong liczbg naturalng < 7, stwierdzamy natychmiast,
iz dla odpowiedniego rozwiazania {&} ukiadu (1) mamy

£ =0 dla k=tj, oraz & =1

Podstawiajgc wartosci te w (3), otrzymujemy k=0, skad
wynika, iz wszystkie spélczynniki % musza znikaé, a wiee, iz
uklad (2) jest niezaleiny, i temsamem, iz w my$l twierdzenia 8
dla kazdego ciggu {¢} istnieje ciag liczb {7}, spelniajacych
réwnania (2).

Wynika stad, Ze szereg

oo

.
E_ Qi &

k=1
Dr. 8. Banach. Teorja operacyj linjowyeh. 5
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jest dla kazdego ciggu {&} zbieiny, a wige, iz dla kazdego i
istnieje liczba N; taka, ze .

Q=0 dla B> N,;.

Uwaga. Jezeli w twierdzeniu powyzszem nie zatoiymy, Ze
istnieje tylko jedno rozwiqzanie, wowczas twierdzenie przestaje byc
prawdziwe. ‘

Jezeli bowiem {7;} jest dowolnym ciggiem, woweczas istnieje

szereg potegowy o spéiczynnikach rzéczywiStych &z, Z e 2F, spet-
’ F=1
niajgc warunki:

Z&kjk:n] (jziazv"')'
k=0 .

Uktad powyiszy ma zatem dla kazdego ciggu {v;} rozwigza-
nie — oczywiScie nie jedno, gdyz istnieje szereg potegowy réiny

od zera taki, ze
Z&kjk:{) (i=1,2, ...).
k=0

§ 7. Dwie przestrzenie £ i E; typu (F) nazywajg sig¢ izo-
morficzne, jeSli istnieje operacja linjowa y=U(x) [x(CE,
y (_ E;], odwzorowujaca w sposéb jedno -jednoznaczny i ciggly
E na E,. '

Na mocy twierdzenia 12 rozdzialu III, operacja y = U (x)
odwzorowuje w spos6b jedno-jednoznaczny i obustronnie ciagly
E na E,.

Przestrzenie E, E, typu (F) nazywamy réwnowaznemi, jeieli
istnieje operacja linjowa y = U(x), odwzorowujgca w ten sposéb
jedno - jednoznacznie E na E|, iz

lyl=lx], Jesli y=U(x).

Oczywiscie dwie przestrzenie réwnowazne sa izomorficzne,
niekoniecznie wszakze dwie przestrzenie izomorficzne muszg byé
réwnowazne,



Przyktady.

1. Zbiér funkcjonaléw linjowych w przestrzeni (L) (p > 1),

L
jest réwnowainy przestrzeni (L(I’*l) dia p>1, oraz prze-

strzeni (M) dla p = 1.

2. Zbiér funkejonatéw linjowych w (/) (p > 1) jest réwno-

_F
wainy przestrzeni (Z(P—l) ) dla p>1, oraz przestrzeni(m) dlap = 1.




