ROZDZIAL IV A.

Przestrzenie unermowane.

§ 1. Przestrzen wektorjalng E nazywamy unormowang, jezeli
istnieje dla niej funkcjonal —ktéry nazywamy normq, oznaczajac
go przez | x| lub tez || x| — spelniajgcy warunki nastepujace:

1) |x[>0 gdy x40, |0]=0;
2) x4y <L x|+1yl;
8) |tx|=|t||x] (¢t —liczba).

Jesli odlegloéé dwéch elementéw x, y przestrzeni E okre-

§limy przez wzoér
(xsy) - 1x".V”

woéwezas otrzymujemy oczywiScie pewng przesirzefi metrycznag.
W przypadku, gdy przestrzen ta jest zupelna (t. j. gdy warunek

lim | x, — x4| =0 pocigga za sobag istnienie elementu x, takiego,
Pg—reo

ze lim | x, — x| = 0), przestrzen t¢ nazywamy przestrzenig (B)1).
Py

Jest jasne, ze kazda przestrzen typu (B) jest przestrzenig (F);
twierdzenie odwrotne byloby fatszywe, jak wida¢ choéby na przy-

1) Ta klasa przestrzeni traktowana byla ogdlnie poraz pierwszy w pracy
eytowanej pod ) na str. 38.
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ktadzie przestrzeni (s). Okreslone w § 1 rozdziatu I przesirzenie,
z wyjatkiem przestrzeni (s) oraz (S), sg oczywiscie typu (B).

§ 2. W ustepie tym zajmiemy sie narazie przestrzeniami
unormowanemi, niekoniecznie jednak zupelnemi. Przez E oznaczaé
bedziemy rozwazang przestrzefi unormowana.

Twierdzenie 1. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym
na to, by funkcjonat addytywny, okreslony w przestrzeni wektorjal-
nej G (_E, byt linjowy, jest istnienie takiej liczby M, ze

\ Jf(x)]<Mlx|§ jesli x ( G.

Dowé6d?). Warunek jest konieczny. Przypu§émy bo-
wiem, Ze niema liczby M, spelniajacej powyiszy warunek;
istnieje woéwecezas ciag {x,} taki, ze

[ fe) | > Mp|xa] i lim M, =+ oo,

oo

1 1
~——.Xx,, mielibyém Vi|= —, a wiec
Mmoo ySmy | Y| R e

lim Y, =0; zatem limf(Y,)=0, co jest niemozliwe, gdyz
: n-yo0

o0

Kiadac YV, =

1
l Yz = — . Xn >1.
S(Yn)] My 7] |f (%) |
Warunek jest wystarczajacy. Jezeli bowiem lim x, = x,
R—roo
gdzie X, E, x(E, woéwezas lim|x— x,|=0, zatem

n—oo

Iim [f(x) —f(x)|=lim | f(Xx—x) [ =lim M| x—x,| =0 oraz
},Eg,f (Xn) = f (%).

Jezeli funkcjonal linjowy f(x) okreSlony jest w przestrzeni
wektorjalnej G, wéwczas normq funkcjonalu f(x) w zbiorze G
nazywamy najmniejszg liczbe A, spelniajacqg nier6wnosé

[f<M|x] dla xCG.

) Praca ecytowana pod !) na str. 38 (p. 51 — 53).



— 0 —

Norme funkcjonatu f(x) w zbiorze G oznaczaé begdziemy
symbolem
fla.

Jezeli G = E, wéwezas zamiast | f |z piszemy wprost | f|.
Mamy wiee |f(x)| <|fle.|x| dla x(G.

Yatwo zauwazyé, Ze
| fla = kres gorny | f(x)|.
xC G, Tx <1

Nasuwa si¢ pytanie, czy w kazdej przestrzeni wektorjalnej,
unormowanej istnieje funkcjonal linjowy nieznikajacy toZsa-
moéciowo.

Aby na pytanie to odpowiedzieé, zauwazmy, Ze z twierdze-
nia 1 rozdzialu II wynika twierdzenie nastepujgce:

Twierdzenie 2. Jezeli w zbiorze G okreslony jest funkcjonat
linjowy f(x), wowczas istnieje funkcjonat linjowy F(x) okreslony
w E taki, ze _

Fxy=f&) dla x(C G
oraz
|Fl=Ifla.

Dowoéd '), Twierdzenie powyisze wynika z tw. 1 roz-

dziatu II, jezeli przyjmiemy tam

p)=jxl.[fle.

Yatwo stad otrzymujemy
Twierdzenie 3. Dla kazdego elementu x,_E istnieje funkcjo-
nat linjowy F(x) taki, Ze

Fx)=|x|, |[Fl=1

Dowé6d?). Twierdzenie powyiZsze wynika z poprzedniego,
1) Zob.: 8. Banach, Sur les fonctionelles linéaires, Stud. Math. L

(1929) p. 211—216, w szczeg. théoréme 2.
%) L c., uwaga po Théoréme 2.
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jezeli za zbiér G uwazaé bedziemy zbiér elementéw postaci % x,
(2 — dowolna liczba) i przyjmiemy

Fhx)=h.]x]|.

Otrzymujemy stad, w szczegé6lnodei, ze w kazdem polu we-
ktorjalnem i unormowanem istnieje funkcjonal linjowy niezni-
kajacy tozsamosciowo.

Twierdzenie 4. Jesli f (x) jest funkcjonatem, okreslonym
w pewnym zbiorze W, wiwczas na to, by istniat funkcjonat lin-
jowy F (x), okresiony w E i spelniajacy warunki

1° f(x)=F(x) dia xCW,

2° |FI <M, gdzie M jest dang liczbg dodatnig,
konieczne jest i wystarcza, by nieréwnosé

VZ’Z:‘/’(M')! < M!me

=1

spetniona byta dla kazdego skoriczonego ukladu elementéw X1y Xay ...y
Xy zbioru W oraz kazdego skoriczonego ukladu liczb rzeczywistych
B by, oo I

Dowéd '), Warunek jest konieczny. Jezeli bowiem
istnieje Zgdany funkcjonat linjowy F(x), wéwezas

;F(ikmi)y’g[ﬂ.;z;zim, zatem
]Z/Z[F(xi)lg/‘%’.[ikixil.

) L e p. 214. W przypadku pewnych przestrzeni specjalnych udowod-
nil twierdzenie o p. F. Riesz. Ob. F. Rie sz, Untersuchungen iiber Syste-
me integrierbarer Funktionen, Math. Ann., 69, (1910), p. 449—497. Ogélniejsze
uzyskal p. E. Helly: E. Helly, Uber lineare Funktionaloperationen, Wie-
ner Berichte 121 (1912), p. 265 — 297.
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Jezeli x; C_ W, wéwezas F (x;) = f (x:), a stad otrzymujemy
podany warunek.

Warunek jest wystarczajacy. Oznaczmy przez G prze-

r
strzenn wektorjalna elemeniéw 2z ksztattu z = z h: x;, gdzie
i=1

x; (_ W, h; —liczby, r — dowolna liczba naturalna, i przyjmijmy

v () = D> hif(x). 1)

¥ s
o e N ﬁ I ] - 0
Jezeli z = Z b xi = E A x!, wowezas, na mocy zaloienia,
i=1 =

i=1

| Zhif(x)—~ Sh;f(x;)g/w.}i R x: — ih;xu:o.
i—=1 i=1 =1 i=1

Funkcjonal ¢ (2) jest zatem jednoznacznie okreslony w G
i jest przytem, jak latwo widaé¢, addytywny. Poniewaz za$

J@(z>\=iz /lif(xf)i\<Mthix;\,

lole <M

zatem

i na mocy twierdzenia 2 istnieje Zgdany funkcjonal linjowy
F(x).

w szczegOlnosei, jezeli W bedzie ciggiem elementéw {x.},
a wartoSci funkcjonatu f (x) oznaczymy odpowiednio przez C,,
wowezas otrzymamy

Twierdzenie 5. Na to, aby istnial funkcjonat linjowy F (x),
spetniajacy warunki:

1) F)=Co (n=1,2 ..)),
2 |Fl<M
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(xn —dany ciqg elementéow, C, —dane liczby rzeczywiste, M — dana
liczba dodatnia), konieczne jest i wystarcza, by nieréwnosc

|2 h; C,»[<M]Zh,-xi|

i=1 i=1

spetniona byta dla kazdego skoviczonego ukfadu liczb rzeczywi-
stych hy, hy, ... k.

§ 3. Zajmiemy si¢ teraz zagadnieniami, ktére w teorji prze-
strzeni unormowanych grajg podobng role, jak twierdzenie Weier-
strass’a o przyblizaniu funkcyj ciaglych przez wielomiany, w teorji
funkeyj zmiennej rzeczywistej.

Lemmat. Jezeli G jest przestrzeniq wektorjalng, odlegtosc
zas elementu y, od G jest >0, wowczas istnieje funkcjonat lin-
jowy f(x), okreslony w E i spetniajgcy nastepujgce warunki:

1) f(®)=0 dla xCG, 2 fly)=1,
3 |fl=—

Dowdéd ). Niechaj G, oznacza zbiér x-6w ksztattu
X =x'+4o0y, gdzie x'( G, o-—dowolna liczba. @

OczywiScie G, jest zbiorem linjowym, a poniewaz d >0, zatem
przedstawienie (1) elementu x jest jedyne.

Okreslamy w G, funkcjonal addytywny F (x), przy;mu]qc
F(x) =0, jezeli x jest postaci (1).
Mamy:
Cox! g
(Xl =1xFayl=lal. | = 4y > o] d
zatem
- 1
P =[] <o ]x].

) L c. Théoréme 4. Twierdzenie 6—tam réwniez jako Théoréme 6.
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Wynika stad, Ze

1
| Flo, < i (2)
Zauwaimy teraz, Ze, jezeli

X, (G i lim|x,—y,|=4d,
o
WOWCZaSs

G

|Fon—30) [ =1 <[ X0 =30l | F
a wiec

1\<le‘[01, Iub <|F501

1
Z{_ ’
skad, na mocy (2), |[Flo, = %

W my$l wiec twierdzenia 2 istnieje funkcjonal linjowy f(x),
okreslony w E taki, Ze
1

Gl:‘g“

f(x) = F(x), jesli x _ G,, oraz |f|=|F

W szezegélnosei wige f(x) =0 dla x (G, oraz f(y,) = 1.

Jesli dane sg jakie§ elementy x,, x,, ... X:, wowczas kazdy
n
element x postaci x :Z ckXr, gdzie ¢, €5, ... €x 58 liczbami,
k=1
nazywamy kombinacjq linjowq elementéw x;, X,, ... Xp.

Twierdzenie 6. Jesli W jest dowolnym zbiorem elementow,
oraz y, dowolnym elementem, wéwczas na to, by istniat ciqg {w,}
kombinacyj linjowych elementow zbioru W takich, Ze

lim w, = y,,
A—yoo

konieczne jest i wystarcza, by dia kazdego funkcjonatu linjowego
f(x) warunek f(x) =0 dla x (C W pociggatl za sobg f(y,)=0.

Dowd6d. Koniecznosé warunku jest oczywista.

Jezeli bowiem lim w,=y, I f{x)=0, x W, woweczas

n—»oo

f(w,) =0, a zatem f(y,) =0.
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Dostatecznosé wynika z poprzedniego lemmatu, jezeli przez G
oznaczymy zbiér wszystkich kombinacyj linjowych elementéw
zbioru W.

Zbiér elementéw G nazywa sie podstawowy, jezeli zbior
wszystkich kombinacyj linjowych elementéw zbioru G jest
wszedziegesty w E. .

Zbior elementéw G nazywa si¢ pefny, jezeli dla kazdego
funkcjonatu linjowego f (x) warunek f(x) =0 dla x (_ G pocigga
za soba f(x) =0 dla kazdego x (_ E.

Twierdzenie 7. Na fo, aby 2biér G byl podstawowy, konieczne
jest i wystarcza, aby byt zbiorem petnym.

Dowéd wynika tatwo z twierdzenia poprzedniego.

Powiadamy, Ze funkcjonal linjowy f(x) jest ortogonalny
wizglgdem elementu x,, jezeli f(x,) =0. Z lemmatu, podanego na
poczatku tego §, wynika: jezeli zbiér G linjowy zamkniety nie
obejmuje calej przestrzeni, wéwczas istnieje w tej przestrzeni
funkejonat linjowy ortogonalny do G (t. zn. ortogonalny do kaz-
dego elementu zbioru G).

§ 4. Zajmiemy sie tu ustaleniem postaci ogélnej funkcjona-
6w linjowych w poszczegélnych przestrzeniach (B).

1. Przestrzeri (C). Przypu$émy, Ze w przestrzeni (C) dany
jest funkcjonal linjowy f (x). PoniewaZz norma, okreslona w prze-
strzeni (M), pokrywa si¢ w przypadku funkeyj ciaglych z norma
w przestrzeni (C), przeto (C) uwazaé moina za przestrzefi wektor-
jalng w (M).

Z twierdzenia 2 wynika wiec, ze istnieje funkcjonal linjowy
F (2), okreslony w (M) i spelniajgcy zwiazki

F)=f() dla =2 C [|F[=]|f],

gdzie | F| oznacza norme F(2) w (M), a |f| norme f(2) w (C).
Niech
1 dla 0 <{u<¢ :
&(m) = : 1
0 dla t<u<1.
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Oznaczajac, dla skrdcenia, przez & funkeje & (#), przyjmijmy
FE)=g@®. (2)

Pokazemy, ze funkcja g (f) jest funkcjg o wahaniu ograni-
czonem.

W rzeczy samej, niechaj ¢,, ,, ... Z, oznacza cigg punktéw
(a=t,<t,; < ... <t,=0b) i niech

e =sign {g)—gi-)} (=12 ... n).

Mamy :

ety —gtinl="> {gt) —gti)}e=

=F[i{&h‘“£%—1}gi] < \[F‘ . 1»2’:{&&“5%«1}&5"

Poniewaz, jak latwo zauwaZyd, norma powyzsze] sumy jest
réwna 1 i |F|=|f]|, zatem

wahanie g () <|f]. 3)
a<I<b

St

Niechaj x(#) (C C i niech

20 (1) = ix (%) [&% (u) — E,(‘i)l]- 4

r=1 n

Funkecja 2z, (#) jest wigc funkeja, ktéra w przedziatach

r—1<u<_rﬂ
n n

. . i r
przyjmuje odp. warto$ci x ()
n

Poniewaz x (1) jest funkecja ciggla, zatem

lim || x — z,|| =0, skad lim F(z,) = F(x) = f(x). ®)



Na mocy (2), (4) mamy:

= Soe 1) e )

r=1

zatem
1

lim F (22) =fx(t)dg,
n-—yoo :
gdyz x(#) (C C, a g(t) jest funkcjag o wahaniu ograniczonem.
Z (5) wynika, ze

1

f(x):fx(t)dg dla x(t)C C.

Poniewaz

1

:\fx(zf)dg|<wahanieg(t).maxlx(t)l, (6)
a<t<hb a<t<b

| f(x)

0

zatem, na mocy (3) i okreslenia symbolu |f|, dostajemy

wahanie g () =|f].
a<{I<b
OtrzymaliSmy wiec twierdzenie 1)

Kazdy funkcjonat linjowy f(x), okreslony w przestrzeni (I),

jesi ksztaitu
1

[0 =[x dg,
0
gdzie g (t) jest pewnq funkcjq, niezalezng od x(t), o wahaniu réw-
nem | f|.
Odwrotnie, jezeli g(f) jest funkeja o wahaniu ograniczonem,
to oczywidcie '

1} Twierdzenie to w tej formie udowodnil pierwszy p. F. Riesz. Zob.
F. Riesz, Sur les opérations fonctionnelles linéaires, C. R. 149 (1909),
p. 974 — 977,
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Fo= [ xde dla x@®)CC
(.)J
jest funkcjonatem linjowym, jak to wynika z (6).
2. Przestrzern (LYY (r > 1). Zaléimy, ze w przestrzeni L")
okreSlony jest funkcjonal linjowy f(x). Niech:

1 dla0<<u<r,
E-t(a')::
0 dlart<<u<<1.

Oznaczajae, dla skrécenia, przez & funkeje & (u), przyjmijmy

fE)=g@®).

Pokazemy, ze funkcja g(f) jest funkcja bezwzglednie ciagla.
W rzeczy samej, niechaj ¢,, 9,, ... ¢, oznacza zbiér prze-
dziat6w, nie zachodzacych na siebie, o koncach odpowiednio Z;, ¢/
(t: <t!y. Kladac s = sign.[g (/) — g(t)], mamy

D lgth — g ="> e t) — gt }a=

1

:f(z {&t:—ifz}9)<‘f|‘Z’;{Et;_sfl}el“ (1)

i=1
Wyrazenie (&, — &) oznacza funkcje, ktéra w przedziale &;

przyjmuje warto§é s; =+ 1, a pozatem zero. Z uwagi wigc na to,
ze przedzialy o; nie zachodzg na siebie, otrzymujemy

uzi{a.;—az,}szu E/Zm

gdzie |9;| oznacza dtugosé przedzialu g .
Z (1) wynika wiec

Zlg(m— g |<|f!. E/ Zm
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Funkcja g(¢) jest przeto bezwzglednie ciagta. Przyjmijmy g'(¢) = a(¢).
Funkcja o (f) jest funkejg calkowalng. Mamy oczywiScie

b4

P

f(fst>=j o(t)dt,

0

gdyz & =0, a wiec )
ﬂm:j@wwme. @)

Niechaj 0 ¢, <¢, ... <t»=1, ¢, ¢y, ... ¢, niech bedg
dowolnemi liczbami, i niech

x(H=¢C dla i, <t<t; (=12 ..., n.
OczywiScie
x(t) = Za.{e;i — & ),

zatem, na mocy (2),
1

f0) = [ x®aydt. 3)
0
Widzimy wiege, ze dla kazdej funkcji «(f) schodkowej spel-
niona jest relacja (3).
Jezeli teraz x (f) jest dowolng funkcja mierzalng, ograni-
czong, wowezas istnieje ciag {x.(¢)} funkeyj schodkowych wspél-
nie ograniczonych, zdaZajgcych prawie wszedzie do x (£).

Temsamem

1
Iimflxn(t)—x(t)j’dtzo,
0

a wige lim|lx, — x||=0 i, na mocy (8),
fi—yoo

1

f(x)zlimf xn(t)a(t)dtzfx(t)a(t)dt.

0
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Zwigzek (3) zachodzi wiec dla kazde] funkeji x(¢) mierzal-

nej ograniczonej.

Zalézmy teraz, ze » > 1,
Przyjmijmy :

{]a(t)ls—lsign.a(t), jezeli |a(t)|~ 1< n,
Xn(t) =

n sign, a(t), jezeli |a(t)|s1>n,

gdzie —1——{—1 =1.
r s

wiec

skad, poniewaz

Mamy: v
lf(xn)l=fxn(t>a(f)dtl\<\ff|i/f | % (@)]7d 2.
Poniewaz

Xn(@a) =2 O] ]a@®] > | 5. )] | % ()|,

F

flxn(tﬂs‘ik{f!‘/j'lxnm;rdt.

§

:]’,
s—1

if\xnaf)lfdt} <L

Poniewaz nier6wno§¢ powyzsza spelniona jest dla kazdego n

i poniewaz

wiec

a) [x. ()] < |a@] " =]a(@®)]*,
b) lim|x.(¢)|” =]|«(?)|* prawie wszedzie,

Jr[oc(t)lsdt<|f}. 4

0
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Funkcja o(f) jest tedy catkowalna w potedze s.

Jezeli wige x (f) jest dowolng funkejg mierzalng catko-
walng w r-tej potedze, to oczywiscie iloczyn Xx(f) « () jest funk-

cjg catkowalna.

Okre$limy teraz cigg {x.(?)}, przyjmujac:

|x ()| sign x (), jezeli |x(t)| <n,
X (8) =
n sign x (£), jezeli |x(&)|>n;
woéwczas ,
1
% — ] = Vflx(t)—xn«)ifdt—eo,
a wiec ’

i 1
fo(t) a(tydt — f(x) | = |f[x<t>—xn BlaBydt] <

<Vf|x(t>—.vn<t>1rdt. V/flaa‘)lsTt

i na mocy (6),

1

f@ =limfe) = (s@a@®dt;

0

skoro tedy r

!f(x)|=lfx(t)a(t)dtl< f!a(t)lsdt ),

zatem, na mocy (4),

s

ff!=[]/flla(_f)l—sdz

Dr. 8. Banach. Teorja operacyj linjowyeh.

(5)

©6)
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UdowodniliSmy wiec twierdzenie 1):

Wszelki funkcjonat linjowy f(x), okreslony w (L0) (r > 1), jest
ksztattu

1

f<x>=[x<t>a<t>dt,

0

gdzie a(t) (C (L), przyczem

1
|f|=Vj|a(t)l°"dt.
0
Przypusémy teraz, ze r =1. Niechaj 0 <<u<u-+h <1,
i niech
l, jesli u Lt Cu+h,
x(t):{ h
0, jesSi 0<Ct<u lub ut+k<t<L1.

Mamy, na mocy (3),
1 1 u-t+-h
F@I= | [x@a@ati = | [ a@at],
poniewaz za§

fI <A il =1/] .1,

ut-h

|fa<t>dtl<Jf¢-/z.

przeto

u

Funkcja g (») =fm(t)dt spelnia wiec warunek Lipschitz’a,

0

) Dla p = 2 twierdzenie to udowodnil pierwszy p. M. Fréchet. Zob.
M. Fréchet, Sur les ensembles de fonctions et les opérations linéaires, Pa-
ris, C. R.,, 144 (1907), p. 1414 — 1416, W przypadkn ogdlnym znajduje sig
w pi‘acy p. F. Riesza cytowanej na str, 71 (p. 475).
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a poniewaz prawie wszedzie g'(¢) =« (f), wigc
 Ja@®)| <|f| prawie wszedzie. )

Jezeli teraz x (f) jest dowolna funkcjg calkowalng, wowezas,
okreslajac cigg {x.(?)} tak jak w (5), mamy

1
ypmw:fmm—%mmp&

skad

1

f(X)Zlimf(xn):Hmfxn(t)a(t)deIX(f)a(t)df,

0

gdyz
| X @) a @) < [x@®)a(®)].

Zauwaimy jeszcze, Ze

S

[Jnx(t)m(t)|<g |x(¢)|d ¢ . max istotne | (£)].
o<t

Na mocy wiec (7)

| fl= ma§<ti§’1totne Lo (t)].

UdowodniliSmy w ten sposéb twierdzenie !):
Kazdy funkcjonal linjowy okreslony w (L) jest postaci

1

f(x)=fx(t>.a<t)dt,

0

gdzie o () jest funkcjq prawie wszedzie ograniczonq, przyczem

| /| = max istotne |x(£)].

St S

1y Twierdzenie to udowodnil pierwszy p. H. Steinhaus. Zob.:
H.Steinhawus, Additive und stetige Funktional-operationen, Math. Zeitschr., 5,
(1918), p. 186—221.
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3. Przestrzen (c). Przypu$émy, ze w (c) okreslony jest
funkcjonat linjowy f(x). Niech
1 dla n=1,

& =

0 dla n=1.
Oznaczmy przez X, cigg {&7}, przez x' — ciag {€}. Niechaj
) =Co, flx)=C,

i niech x oznacza cigg {i.} (C (¢), oraz « =1limé,.
n-yoo

Zauwazmy, Ze

|x—ax — Z(&n — a) X || = gérnsnr>1’{res [En —a].
n=1

Zatem
x =ax' -+lim ﬁ(Eﬂ —a)Xx,, czyli
ryoo o
x=o0x + (n — ) Xp.
2
Mamy wiec
FE) = afG)+ D (=) f(x),
=1
skad

f<x>=ac'+2(an—a>cn.

Niechaj teraz x oznacza ciag {£,}, gdzie

sign C,, dla n<r,

o
B
I

0, dla n>r.

0 i =1 = li E_,n = O, = CIZ 3
Wéwezas || x| , o =lim f(x) Z' ’

n=1



— 85 —

poniewaz zas§ [/ (x)| <[f].l| x|, wige

zrlcn!<|ft,

n=1

i z uwagi na to, ze r jest liczbg dowolng, szereg Z | Cu|
n=1

jest zbieZny.
Niech

Mamy ogélinie

f(x):OCC"}‘iCn&n.

n=1

Jesli tu przyjmiemy

sign C, dla n<r,

n =

sign C dla n>r,

wéwezas: || x| =1, = limé§, =sign C oraz
Ao

FE) =1Cl+ > Cl+ > Cusign €< 7).

n=r41

Poniewaz ostatnia nier6wnos$é zachodzi dla kazdego r, zatem

oo

cr+ e <Ifl

n=1

Z drugiej strony, f(x)<{\C\—i—Z{Cn[}[x{, a wiec,

n=1

tgcznie z poprzednia nier6wno$cig, mamy

1Ci+zicn|=|f|.
n=1
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Udowodnilismy wiec twierdzenie:
Wszelki funkcjonatl linjowy f(x) okreslony w (c) ma ksztait

[

f(x)ZC].imgn‘{— Cngn,
n—co
n=1

|m+§£mu:m

n==1

preyczem

(¢x sq tu wyrazami ciggu x).
4. Przestrzer (I7) (r > 1). Oznaczmy, jak poprzednio, przez

X. cigg {&7}, gdzie
' 1 dlan=i,
ggn) =

0 dla n==1i.

Jezeli x oznacza dowolny ciag {&} C (I”), woéwezas

r

‘ux-;aimi:VZ!sw o0,

i=n-41

X = i & x;. ' (1)
i=1

Przypusémy, ie w (I) okreslony jest funkcjonat linjowy
f(x). Niech

a zatem

) = Ci.
Mamy na mocy (1)
| f(x) = Z &G (2)

Przypu§émy najpierw, e + =1,
Niech -
&n = Sign Cn,

&= 0 dla i%n.
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Mamy wéwezas f(x) =1Cal <|f].
Z drugiej strony, dla kaidego ciggu x = {&} (C (),

oo

| f(x)] <(Z!Eﬂ).gérnykres G,

i=1,92, ...
i=1
a zatem
| f| = gbrny kres | C;|.
i=1,2,,., i

- Udowodnilis$my tedy twierdzenie:
Kazdy funkcjonat linjowy f (x), okreslony w (1), jest postaci

f{x)= i G &,

gdzie |f|=gérny kres {|C;|} (& sq wyrazami ciggu x).
- i=1 ...
Przypusémy teraz, ze r > 1. Niechaj x°= {£}, gdzie

{ | Ci|s~'sign. C; dla i <n (%;-}-%:1)’
=

0 dla i>n.
Mamy r r

0]} = V G| = V > Gl
~ =~
“Zatem, na mocy (2),

f<x°>=i|ci\s<1frﬂﬁj|ci1s,

,’/i\@-l«m,

a ze n jest liczbg dowolna, wige

ﬂicis\<f-

skad
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Z drugiej strony, dla kazdego ciagu x = {&;} (C (i),

§

f(x)=iiﬁici1\<l/i§&i;'Viicils—,

i=1

$

a wiec ostatecznie |fl = Vi'ci‘s'

=1

UdowodniliSmy przeto twierdzenie:
Wszelki funkcjonat linjowy f(x), okreslony w (IV) (r > 1), jest
ksztattu

f(x)= Z Gt (x={),

§

prayczem | fl= VZ |Cls.

i=1




ROZDZIAL 1V B.

Przestrzenie unormowane
. (Ciag dalszy).

§ 1. Ciag funkeyj {x.(£)} O <t <1, %, (OCLY, r>1)
nazywamy zamknigtym w (L"), jezeli dla kazdej funkeji x (¢) (C (L")
istnieje ciag {w.} wyrazen postaci:

ky

W () = > af i (t),

=1

zdgzajacy przecietnie w potedze r do x (¢), t. zn. taki, iz
1
lim fjx(t)—wn(t)jfdt=0‘
n—roo .
0

Ciag funkcyj {x.(f)} nazywamy zupetnym w (L"), jezeli dla
kazdej funkeji y (£) (C (L(9) [i+l =1 ] gdy r>1, wzgl. ogra-
r S

niczonej i mierzalnej, gdy =1, warunki:

1

fx,,(t)y(t)dt=0 =12 ...),

0

pociagaja y(f) = 0 prawie wszedzie. Pojecia powyZsze wystepuja
w teorji szeregéw ortogonalnych.
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Latwo zauwaiy¢, iz na to, aby cigg funkecyj w przestrzeni
(L) byl zamkniety, wystarczy i jest konieczne, by by! pod-
stawowy w sensie definicji § 3 rozdziatu IV A; podobniez, na to,
by by? zupelny, konieczne jest i wystarcza, by byt .petny (ibid).
W rzeczy samej, wystarczy przypomnieé, ze kazdy funkcjonatl
linjowy w (L(”) jest postaci

1
fa,(t)x(t)dt,
0
gdzie a(t) (C LY (jeteli r> 1), wzgl. a (&) C M (jezeli r = 1).

Analogiczne definicje ustali¢ mozna w przestrzeni (C).

Cigg {x. (D)} (X2 () C C, 0t <) jest w (C) zamkniety,
jezeli dla kazdej funkeji x (¢) (C (C)istnieje cigg kombinacyj linjo-

kﬂ
wych { Zagﬂ) x: (£) } zdazajgeych jednostajnie do x (£).
i=1

Cigg {x.(f)} jest zupeiny w (C), jezeli dla kazdej funkeji
£ () o wahaniu ograniczonem, warunki

| ]

fxn(t)dgzo n=1,2 ...)

. .
pociggajg za soba g(f) = const., z pominigciem conajwyzej prze-
liczalnej mnogosci puﬁkt(’)w.

Z twierdzenia 7 rozdzialu IV A wynika natychmiast, iz na ‘o,
aby ciag {x.(t)} byt zupeiny w (L), wzgl. (C), konieczne jest
i wystarcza, by byt zamknigty w (L®), wzgl. (C).

Postepujae analogicznie, przenies¢ mozna definicje ciagéw
zamknietych i zupelnych na przestrzenie ({M), (¢) i (m).

§ 2. Twierdzenie 6 rozdzialu IV A interpretowaé mozna
w rozmaitych przestrzeniach; np.

a) na to, aby istnial,y kombinacje linjowe utworzone z wyra-
zow ciggu {x,()} (0 <t<1, x.(8) (L)), przyblizajace prze-
cletnie w r-tej potedze funkcje x(ty (C (L"), konieczne jest i wystar-
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cza, by dla kazdej funkcji y(t) (_ (L®) (wzgl. — ograniczonej, mie-
rzalnej, gdy r = 1) warunki

fy(t)xn(t)dtzo (n=1,2, . ..)

pociggaly za sobq

1
fy(t)x(t)dt: 0.
0

b) Na to, aby istniaty wielomiany utworzone z wyrazéw ciqgu
{x ()} (0 <t <15 x.(8) C(C)), preyblizajace jednostajnie funkcje
x(£) C (C) konieczne jest i wystarcza, by dla kazdej funkcji o wa-

haniu ograniczonem g (t) warunki
1

fx,,‘(t)a'g:() (n=1,2, ..)

0

pociggatly za sobq
1
f x(t) dg =0.

4]
§ 3. Zaléimy, Ze dana jest tablica {ax} i cigg liczb {c:}.
Zajmiemy sie ustaleniem warunkéw na to, aby istnial cigg liczb

{2z}, spelniajacych nieskoriczenie wiele réwnan

Zdika:Ci (521,2,)

Rozwigzanie tego zagadnienia podamy w niektérych przy-

padkach.
a) Przestrzeri (l). Niechaj x; oznacza ciag {ax}, przyczem niech

la,-k|<+co (i:1,2,~...).

k=1



— 92 —
Jak wiemy, wszelki funkcjonal linjowy w (/) ma ksztatt

f(x)=Zzi€i,

gdzie x oznacza ciag {&}; mamy wowczas |f|=kres gérny z;.
i=1,2, ...

Z twierdzenia 5 rozdzialu IVA wynika tedy natychmiast:
Na to, by istniat ciqg ograniczony {z:}, spetniajacy réwnania

— X
: Oiplp = C; (121,2, )
k=i

kres gorny |2z | < M,

oraz warunek

konieczne jest i wystarcza, by dia kazdego ukiadu skoriczonego
liczb hy, hy, ... h, spefniony byt zwigzek

rﬂfli"i S r/iz’-
{; c <M;]szk|

=1
b) Przestrzert (c). Niechaj X; oznacza cigg {a} zbiezny do

zera, t.j. taki, iz lim o; = 0. Funkcjonat linjowy w (¢) ma ksztalt
koo -

oo

f(x)=alimé; -+ 2 &,

oo

=1

gdzie
e={a 1fl=lal+ D al

=1
Z uwagi na to, ze lim oy = 0, otrzymujemy z twierdzenia 5
koo
rozdziatu IVA:
Na to, by istniat ciqg liczb {z;}, spetniajacych réwnania

oo

Zaikzk:ci (l=1,2,)

k=1



oraz warunek

konieczne jest i wystarcza, by dla kazdego ukfadu skoriczonego
liczb hy, hy, ... h, zachodzita nieréwnosc

|2 el < Mk gomny | 3 i

i=1 f==1

§ 4. Problemem momentéw nazwano nastepujace zagadnie-
nie: Dany jest ciag funkeyj {¢;} i ciag liczb {¢;}. Jakie sa warunki
na to, aby istniala funkcja f, spelniajaca nieskoficzenie wiele
réownan

b
f}%dn=q (=1,2,..)

Podamy rozwigzanie tego zagadnienia w niektérych przy-
padkach.

a).Przestrzeri (C). Niechaj x; oznacza funkcje ciagla x; (£)
0<t <.

Poniewaz wszelki funkcjonal linjowy f(x) w (C) daje sie

przedstawi¢ w postaci
1

£ (%) = f x(t) dg,

0
gdzie wiha<nie g () =|f|, przeto z twierdzenia 5 rozdzialu IVA
0 i< 1

otrzymujemy 1):

') Twierdzenie to znalaz! pierwszy p. F. Riesz w pracy cytowanej
na str. 77; zob. réwniez prace p. E. Helly'ego, cytowana na str. 71. Twier-
dzenie pod b) udowodnil pierwszy réwniez p. F. Riesz w pracy cytowanej
na str. 71.
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Na to, by istniata funkcja g (t) o wahaniu ograniczonem, spet-
niajqca rownania
1

fxi(zf)dg:c,- (i=1,2 ...)
0
oraz warunek

wahanie g (£) < M,
0Lt 1

konieczne jest i wystarcza, by dla kazdego ukiadu skoriczonego
liczb hy, hs, ...k, zachodzita nierdownosc

12@@4 < M. max ;mei(m.
ey ENAS &

i==1

b) Przestrzer (L) (r >1). Postepujac analogicznie, otrzy-
mujemy twierdzenie:

Na to, by istniata funkcja «(t) (0 <t < 1), spetniajgca rownania

1

f @ o) dt=c (=12 ...) (@) C L)

oraz warunek

f}a(t)rSdt\<Ms (ir+i=1),

konieczne jest i wystarcza, by dla kazdego skoriczonego uktadu
liczb hy, ks, ... ke zachodzita nieréwnosc

k ’ 1 &
' E hlcli<MVfl i hixi(t)rrdf.
i=1 - =1

Jezeli r =1, wowezas x;(f) sa funkcjami catkowalnemi, poszu-
kiwana za$§ funkeja «(f) ma byé ograniczona i prawie wszedzie



spetnia¢ warunek

max istotne | a () | << M.

0

Warunek wéwezas jest nastgpujgey:

k . 1 k
‘h[i\ }l!i .
); c|<M0f}Z x:(8)| dt




