ROZDZIAZL VA.

Przestrzenie typu (5).

§ 1. Podamy tu pewne twierdzenia, ktdére zwigzane sa
istotnie z przestrzeniami unormowanemi zupelnemi, a wiec —
; przestrzeniami typu (B).

Twierdzenie 1, Jezeli F(x) jest operacjq mierzalng (B) oraz
u(x) operacjq addytywnq, spefniajgcq warunek

| F(x)| > |U(x)| dla kazdego x,

wowczas U (x) jest operacjq linjowq.
ceeen Doowegrdr- Istnieje - zbidr. A _pierwsze] kategorji taki, ze
w zbiorze E— [ operacja F (x) jest ciagla.

Niechaj x, (C £— H. Istnieje zatem takie 7 > 0 i liczha
M>0, ze

U@ | <|F&x)| <M, Jezeli |x—x,|<r, xCE—H (@)

Niechayj |x']<é , oraz niech G oznacza zbiér wszystkich

punktéw ksztaltu

X +x, lx— x| < x(C E—H.

r
2 3

Zbiér G jest zbiorem drugiej kategorji, gdyz zbiér elemen-
tow x, spelniajacych zwiazki



[x—x, | <=7, xCE—H

1
2
jest zbiorem drugiej kategorji_

W zbiorze G istnieje zatem element

xX'+x,CE—H, x, C E—H.

Poniewas }xl—-xoi<%r<r, x4 xy— x| L,
zatem, na mocy (1),

U@ < IUW +x) |+ Ux) | <2M.

W kuli wige |x| <~;~ norma elementu U (x) jest ograni-

czona, operacja U jest zatem cigglta (tw. 1 rozdziatu IV A).
Twierdzenie 2. Jezeli, dla operacji addytywnej U (x), lim x, = x

n—oo
pociaga za sobg zawsze lim |U(x,)| > | U(x)|, wowczas operacja
U (x) jest linjowa. e

Dowé6d ?). Oznaczmy przez G, zbiér elementéw x, spel-
niajgcych nieréwnosé | U (x)| < n.

Zbiér G, jest, jak wynika z zalozenia, zamkniety. Ponie-

waz E = 2 Gr, zatem jeden ze zbioréw G, zawiera kule, w kt6-
n=1
rej operacja U(x) jest ograniczona wedlug normy.

Na mocy wiec twierdzenia 1 rozdziatu IV A operacja U (x)
jest linjowa; z ograniczonosci bowiem operacji U (x) wediug normy
w pewnej kuli wynika oczywiscie ograniczonosé jej w kazdej kuli.

Twierdzenie 4. Jezeli ciqg operacyj linjowych {U,(x)} jest
zbiezny w zbiorze H, wszedziegestym w vewnej kuli K, i jezeli
cigg norm {|U,|} jest ograniczony, wowczas cigg {U,(x)} jest
zbiezny w calej przestrzeni,

1y Praca cytowana wyz. na sir. 38. Théoréme 3.

Dr. S, Banach. Teorja operacyj linjowych. 7
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Dowé6d !). Niechaj x, bedzie dowolnym elementem kuli K.
Istnieje ciag {x.} (C H, ktérego granicg jest x,.
Mamy, dla kazdej tréjki liczb #, p, g,

| Up (%) — Uq (%0) | < | Up (g = %) [ 4| Ug ($0—%0) | +| Up (n)—=Us(%) |,

zatem _ o
Lim | Up (%) — Uy (%) | < 2 M| %, — Xn | (M=1lim|Up}).
n—yoo

P,g—>=e

Poniewaz lim |x, — x,| =0, wiec
R—yoo

lim | Uy (%0) — Uy (%) | =0,
Pgos
skad wynika zbieinosé ciagu U, (x,).
Jezeli teraz x jest dowolnym elementem, x' za$ Srodkiem kuli
K, wowczas istnieje taka liczba ¢> 0, ze x' 4 ex (_ K, a zatem Ze

lim U (x' + = x) istnieje.
A0

Stad oczywiscie wynika, Ze réwniez granica lim U, (x) istnieje,
n—roo

gdyz ciag U, (x') jest zbieiny.
Twierdzenie 4. Jezeli {U,(x)} jest ciggiem funkcjonaféw lin-
jowych, wowczas zbiér H wszystkich elementow x, dla ktorych

lim | Uy (x)] <4 oo

jest calq przestrzeniq E albo zbiorem pierwszej kategorji.

Dowéd. Zbiér / jest zbiorem linjowym, a na mocy twier-
dzenia 9 rozdzialu I mierzalnym (B). Z twierdzenia 2 rozdzialu IIIA
wynika nasze twierdzenie.

Twierdzenie 5. Jezeli, dla ciqgu operacyj linjowych {U,(x)},
mamy w kazdym punkcie x przestrzeni

lim | U, (x)| < + oo,
n—yoo

wowczas ciqg norm {|Uy,|} jest ograniczony.

1) Praca eytowana wyz.na str. 40 (p.58). Tam réwniez fwierdzenia 4 i 5.
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Dowéd. Na mocy twierdzenia 9 rozdziatu III A, istnieje
kula K i liczba N taka, Ze

U ()| <N dla x(CK n=1,2,...).

Zatem, jak tatwo widaé, mamy |Ux| <?_1\_/, gdzie r ozna-
v

cza promien kuli K.
é

Twierdzenie 6. Jezeli zbidr L operacyj linjowych ma t¢ wia-
snoéc, ze dla kazdego elementu x istnieje liczba skoticzona M (x)
taka, Ze

U] < M), jesti UCL,
woéwczas normy operacyj zbioru L tworzq zbidr ograniczony.

Dowo6d. W przeciwnym bowiem przypadku istnialby ciag

{Un (%)}, [Ua(x) C L], taki, ze lim |U|=oco. Na mocy zatem

n—yoo

twierdzenia 5, istnialby element x, taki, Ze

Tim | Us (%) | = + o

nyoo

wbrew zalozZeniu,

7 twierdzenia 4 i 5 wynika bezposrednio
Lemmat. Jezeli dla ciggu {U.(x)} operacyj linjowych

. n—>oo
wdowcezas nierownosc

o
spetniona byc moze conajwyzej tylko w zbiorze I-ej kategorji.
Twierdzenie 7. Jesli dla ciqgu podwijnego { Uy (x)} fun-
kcjonatow linjowych
im | Uyy|l=4+c (p=12,...)
oo

wéwczas istnieje element x (niezalezny od p), dla ktdrego

fim | Upg (9)] =+ o0 (r=12...)
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Dowé6d ) wynika z twierdzenia 4, gdyz zbiér /1, pun-
ktéow x, w ktorych
' lim | Upg(x) | < o0
groo

jest zbiorem pierwszej kategorji. Zbior sz H, jest zatem
p=1

zbiorem pierwszej kategorji, a zbiér E — [ jest zbiorem drugiej

kategorji (nie jest tedy pusty). Jak tatwo wida¢,

lim [Uy(x)| =00 przy xCE—H (p=12...).
greo

Uwaga. W twierdzeniu 7, przeciwdziedziny E, ciagéw {Upq}
(p =1,2,...) nie muszg by¢ jednakowe. Oczywiscie dla kazdego p
przeciwdziedzina ciagu {U,,(x)} musi byé ta sama, gdyz w prze-
ciwnym przypadku nie moinaby méwié o zbieznosci.

§ 2. Jezeli {f;} jest ciagiem funkcjonaléw linjowych, okre-
slonych w E, przyezem |fi| <M (i=1,2,...) (M— niezaleine
od n), jezeli {y;} jest ciagiem elementéw zbioru E, przyczem
lyil < M (i=1,2, ...) (M — liczba niezalezna od n), i jezeli

i[ai]<m,

i=1
wéwezas wyraZenie

Ux) =" a: i) i

i=1

jest operacja linjows; mamy bowiem

oo oo

(M| <D ] )] il < sl - MM x| =

i=1 i=1

oo

=|x|. MM Z.m.

i=1

1) Praca cytowana wyz na str. 40, Théoréme 1.
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Niechaj elementami zbioru £ beda funkcje, okreslone w prze-
dziale << 0,1 > i spetniajgce warunki nastgpujgce:

1) jezeli lim | x,|| =0, woéwezas - lim as x,(f) = 0;
A—yoo n—>roo

2) jezeli lim | x,||=0, woéwczas istnieje ciag czeSciowy
oo
{x,) i element x taki, ze
| X (B) [ < | (2) |

dla kazdego i oraz dla prawie kazdego ¢ (|| oznacza tu warto$é
bezwzgledna);
3) jezeli lim as x,(f) = x (¢), wéwczas
oo

lim [ s || > || % ||

oo

W warunkach powyzszych zakladamy, ze {x.} (C E oraz
x (C E. Przestrzenie (C), (L), (M) sprawdzajg powyisze wiasno-
gci; jesli chodzi o sprawdzenie warunku 2), to funkeje x(t) okre-
§limy jako sume szeregu

oo

‘x @) = i | X4, (t)| przy zaloZeniu, Ze z || Xn; || <oo.

i=1 ’ n=1

Twierdzenie 8. Niechaj E i E,, spetniajq warunki 1), 2), 3)
wyzej podane. Jezeli K (s, t) jest funkcjq okreslonq w kwadracie
<0,1; 0,1 >, jesli dla kazdego x (C E catka -

y(s) = f K(s,)x () dt )

istnieje dla prawie kazdej wartosci s, oraz ]e.s‘lz Yy C E1 , wow-
czas wyrazenie (1) jest operac;q lm]owq v

Dowéd 1. Nlecha] 11m |xn —x|= 0 oraz niech {x.} bedzie
n—>
dowolnym ciggiem czeSciowym ciggu {x.}. Poniewaz lim| x,— x|=0,
. N - T oo - . . ” - N - ot . fimyee N

) Praca cytowana wyz. na str. 38; Théoréme 2. -
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przéto, na mocy warunku 2), w zbiorze E istnieje ciag czesciowy

{%n,— x} 1 element z taki, Ze | X, (£) — % ()| < 2(¢) prawie wsze-

dzie dla kazdego i. Poniewaz lim as {K(s,?) [, (H)—x(®]} =0,
i—yoo

1
| K(s,t) Giny— %) | < |K(s,8)| 2(t) 1 calka f K(s,t) z(¢)dt istnieje

w zbiorze H o mierze 1, gdyz z (C E; zatem

lim [ K (s, £) (n (&) — % (B)) dt = 0;

0

1

1
temsamem, lim | K(s,£) %x; (£) dt = f K(s,Hx (@) dt dla sCH.
i>oo
(] ' 1]

Poniewa? z kaidego ciagu czeSciowego ciagu {yn(8)} moina
wyrwaé ciag zbiezny prawie wszedzie do y (s), zatem lim as y» (s)=
. oo

1
= y(s); wynika stad juz, ze operacja fK(s, t) x (t) dt jest linjowa.
) 0

Przestrzeri (L). Jeteli K (s,t) jest funkejg mierzalng dla
0<s<1, 0<¢t<1, spelniajacq warunek

1
fC(s)ds — K<oo (C(s)=max istotne |K(s, £)|),
o< t<1

wiéwezas wyrazenie

Ux) = fK(s, £) x (t) at

jest w polu (L) operacja linjowa, ktére] przeciwdziedzina miesei
sie rowniez w (L).
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Mamy bowiem

fjiflK(S,t)x(t)dtldS<j!x(t)|dt.f€(s)ds.

Przestrzeri (M). Jezeli K(s,t) jest funkecjg mierzalng dla
0<s<Cl, 0LEKT i jezeli

1
f | K(s,8) | dt < M< ~ dla kazdego s,
0

woéwczas wyrazenie

U(x) =fK(s,t)x(t) dt

jest operacja linjowa okreslona w (M), ktérej przeciwdziedzina
miesci si¢ takie w (M),

Przestrzert (C). Jezeli K (s,f) jest funkcjg ciagla w kwa-
dracie 0 <<x <1, 0y <1, wobwezas wyraZenie

U (x) —_—f]('(s,t)x(t) dt

jest operacja linjowg okreslong w (C), przyczem przeciwdziedzina
mie$ci sie réwniez w (C).
Podobnie, wyrazenie

1
| U(x)zx(t)—f[((s,t)x(t)dt
: 0
jest operacjg linjows.

Przestrzen (L®). Jezeli K (s,t) jest funkcja mierzalna dla
0 <s,t <1 i jezeli

fflK(s,t)x(t)y(s)]dsdt <o )
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dla kazdej pary funkeyj x () C (L?), y(s) C (L(‘I“' 1)) (p,g>1,
woéwczas wyraZenie

W@=fK@ﬂMOﬂ @

jest operacjg linjowa okreslona w przestrzeni (L%), przyczem
przeciwdziedzina miesci sie w polu (L@).
Obierzmy dowolne x (C (L#). Dla kaidegoyC(L(q 1)) mamy

flfK(s,t)x(t)y(s) ds dt=fy(s) [fK(S,t) x() dt]ds;

wynika stad, ze

IK@QMDMC@%,_

a zatem — ze U (x) jest operacja linjows.
Aby warunek (1) zachodzil, wystarczy zalozyd, ze

1

r
f f |K(s, £)71| dsdt < oo, gdzie r jest mniejsza z liczb p, —Ll
A 7 =

(w . szczegdlnosci— iz K (s,t) jest ograniczone, gdy r = 1, lub catko-
walne polowo, gdy p = q = - oo).

Mamy bowiem na mocy nieréwnosci Riesz’a

, |0f0f K(s,t) x (&) y(s)ds a’t’|v<

{ffmwm dMﬂ [fwwwm}lfumVﬂy
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W  szezegéblnodci, jezeli p =g =2, woéwezas warunek (1)
mozZna zastgpi¢ warunkiem

1

fj\K(s,t)|2dsdt<+cx>. 3)

0
Z warunku (3) wynika wéweczas, 7ze operacja (2) jest linjowa
w (L®), przyczem y (s) (C (L®).

Uwaga. To, co wyZe] powiedzieliSmy, wazne jest réwniez
w przypadkach p,g =1, co,




ROZDZIAL V B.

Przestrzenie typu (5)

(Ciag dalszy).

§ 1. Jezeli a (1) jest funkcjq mierzalng w 0 <t <1 i jeZeli
dla kazdego x(t) C (L?) (p > 1) istnieje catka

1

fx(t)a(i)dt,

0
1

P .
- wowczas dla p > 1 mamy f la(t)|? —1<oo, a dla p=1 istotny kres
Q

gorny | o (t)| jest skoriczony.
Dowéd Y). Niechaj dla » naturalnego
« (b), jezeli |a(t)| < n,
oy () =

n sign o (t), jezeli |a(f)|>n.
Mamy
x @) a@)| > |x @) a(t)],

a wiec, poniewas lim «, (£) = a(f),
n—»>oo

) Dla p > 1 twierdzenie to znalazl p. F. Riesz. Ob. prace cytowang
na str. 71 (p. 457).
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1 1
lim | % (¢) an () dt = j X () o (t) dt.
1

Wyrazenie f x(t) a,(t) dt jest funkcjonatem linjowym w (L®)

0
1

(2 (t) jest funkcjg ograniczona), fx(t) a(f) dt jest tedy, na mocy
0

twierdzenia 5 rozdziatu IIIA, r6wniez funkcjonatem linjowym. W mys§1

przeto twierdzenia o postaci ogé6lnej funkcjonatéw linjowych

_ ‘ P
w (L)) dla p = 1, istnieje funkeja «(?) (C (L71) taka, Ze

1 1
f x(tya (t) dt = f x(yatydt dla x () C (L),
0 0
Przyjmujac
1 dla 0<t<¢,,
x(t) =
0, t<t<l,

mamy
f fy

fE(t) dt — foc(t) dt  dla kazdego 0 <4, <1,
0 0
skad prawie wszedzie
o () =a(t).
Analogicznie postepuje sie dla p = 1.

§ 2. Jezeli dla kazdego ciqgu zbieznego x = {&} szereg

2 o; &; jest zbiezny, wowczas Z | o;| <+ oo
i=1 =t
Dowé6d. Wyrazenie Z o; & jest funkejonalem linjowym
' i=1 ' : :

w przestrzeni (c), poniewaz za§
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n oo
lim E ;& = E &
n—yoo ’

i=1 i=1

przeto z twierdzenia 5 rozdziatu IIIA wynika, ze wyraZenie

=

2 a; & jest takie funkcjonatem linjowym. Istnieje wiec liczba
i=1

M> 0 taka, ze-

|Z a; & [\\<\' M,H xj =M. krie_s:sl’g’(").rny IEiF-’
Przyjmujac tu :
&i — Sign Aj g jeS’Ii A n, &; 7& O,

&=0,  jesli i>n lub =0,
otrzymujemy

2]&,-]<M“ (n=1,2,...),
=1 R

skad

Jezeli dla kazdego ciqgu x ={&} C (l@)) ( p= 1) szereg

Eai & jest zbiezny, wowczas, jeSli p>1, mamy
i=1

p

jesli zas p =1, wowczas cigg (o} jest ograniczony.

Dowéd analogiczny do poprzedniego !).

1) Ostatnie twierdzenie znalazl p. E Landau Zob. E.Landanu,
Uber einen Konvergenzsatz, Gott. Nachr. 1907. p. 25—27. -
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§ 3. Twierdzenie 8 rozdziatu IIT A, oraz 7 rozdzialu VA przed-
stawiajg funkcjonalnie t. zw. zasadé; zageszczania osobliwosci.
Wyjasnimy to na paru przykladach ?).

Niechaj {gx(f)} bedzie ciagiem ortogonalnym, unormowanym
funkcyj catkowalnyeh wraz z kwadratem w przedziale <0,1>.
Jezeli x (¢) jest funkcja catkowalng w przedziale < 0,1 >, wowczas

szereg o
oo 1
&ge(t) | 8x(s) x(s) ds

nazywa si¢ rozwinigciem funkcji x (f) wedle ciggu {gz (%)}, o ile

1
oczywiscie istnieja catki f g () x(s)ds (R=1,2 ...).
(1]

a) Jezeli dla kazdego punktu t, pewnego ciqgu przeliczalnego
{t,} punktow przedziatu << 0,1 > istnieje funkcja ciqgta x, (t), kto-
rej rozwinigcie jest w punkcie t, rozbieine (wzgl. rozwinigcie dla t,
jest nieograniczone), wowczas istnieje funkcja x (t), ktorej roz-
winigcie jest dla kazdego punktu t, rozbieine (wzgl. ktdrej rozwi-
niecie jest w kazdym punkcie t, nieograniczone).

Dowoéd wynika z twierdzenia 8 rozdziatu IIIA oraz 7 roz-
dziatu VA, jezeli przyjmiemy

k=1

7 1
Upa () = > g1 () [ &5) 509 ds

i wyrazenia U,, (x) uwaza¢ bedziemy za funkcjonaly linjowe
w przestrzeni funkeyj ciggtych.

b) Jezeli dla kazdego przedzialu <a,, B,> pewnej rodziny
przeliczalnej przedziatéw odcinka < 0,1 > istnieje funkcja. catko-

1) Zob. prace cyfowang na str. 40.
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walna x,(t), ktorej rozwinigcie ma wtasnos¢

BP n 1
lim | |s.(¢)]dt=oco, gdzie $u (t)=zgk(t)fgk(f) xp (2) dt,
k=1 0

n—»co
Gp
woéwczas istnieje funkcja x (t) catkowalna, posiadajacq powyzszq
wlasnos¢ dla wszystkich jednoczesnie przedziatow powyzszejrodziny.
Dowéd opiera sie na twierdzeniu 7 rozdziatu VA; wystarczy

przyjaé )
q
Upq () = ng (t)fgk @ x@ydt (o <t<B)
k=1 o

i wyrazenia U,, uwazaé¢ za operacje linjowe, okreSlone w prze-
strzeni funkeyj calkowalnych przedziatu <0,1>, ktérych przeciw-
dziedziny mieszczg sie w przestrzeni funkeyj catkowalnych w prze-
dziale <<o,, B, >,

Uwaga. Jezeli punkty o spétrzednych (o, B,) tworzg zbior
wszedziegesty w kwadracie < 0,1; 0,1 >, wowczas powyZsza wila-
sno§é zachodzi dla kaidego odcinka < a, 3> przedzialu <0,1>.

Opierajac si¢ na tej uwadze, mozna udowodni¢ dla szeregow
Fouriera istnienie funkcji catkowalnej x (t), dla ktdrej

B
lim| | s.(¢)dt| =+ o0

n-yo0

w kazdym podprzedziale przedziatu (0,2x).

§ 4. Niech dana bedzie tablica nieskonczona liczb

al’l s alaE 3y e e

(A)  ayy, Gy .-

Jesli dla danego ciagu liczb x = {&} kaidy z szeregéw

Zai,k ¢ jest zbieiny i ciag ich sum {A;(x)} jest takie zbieiny

k=1
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(do A (x)), wowezas moéwimy, Ze ciag x jest sumowalny metodg A
odpowiadajgcq tablicy (A), lub krétko metodq A (do A (x)).
O metodzie A méwimy, Ze jest zachowawcza, jesli kazdy ciag
zbieiny jest sumowalny tg metodg do swej granicy.
Twierdzenie 1. Na fo, by metoda A byta zachowawcza, ko-
nieczne jest i wystarcza, by spelnione byly warunki

1) Z‘a"’kKM (i=1,2 ...),
k=1

2) lim a,',k=0 (kzi, 2, ),

oo |

oo

. A
3) lim air=1.
ioo
k=1

Dowéd '). Warunki sy konieczne. Dla kazdego ciagu zbiez-

nego x = {&} oraz kaidego I, szereg Z(lz‘,k &, jest zbieiny; wo-

k=1

bec wyniku uzyskanego w § 2 szereg Z a;, jest temsamem bez-
_ k=1

wzglednie zbiezny. Okreslone wiec w przestrzeni (¢) funkcjo-

naly A4;(x) sg linjowe, poniewaz za$ ciag ich jest zbieiny, przeto

z twierdzenia 5 rozdzialu VA wynika konieczno$é warunku 1.
Niech teraz &¥V=1 G=1,2 ...), E€W =0 dla

in tW=1 (,n=1,2 ...), i niech x, oznacza cigg {&(}

(n=0,,...). Poniewaz A,(x,)= Z Ay Ai(X0) = ai, dla >0

k=1

(i=1,2,...), wida¢ wiec, ze spelnione sg warunki 2 i 3, bowiem

1) Twierdzenie to znalazt p. O. Toeplitz, Zob. 0. Toeplitz Uber
allgemeine lineare Mittelbildungen, Prace mat.-fiz. XXII, (1911), p. 113—119.
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Alx) =1, A(xx)=0 dla n>0. Wystarczalno§¢ podanych wa-
runkéw wynika latwo z uwagi, ze cigg okreslony powyzej {x.} jest
w przestrzeni (¢) zupelny.

Lemmat 1. Niech A bedzie metodq zachowawczg oraz {7V}

ciggiem zbieznym. Jesli dla kazdego ciqgu {o;} warunki Z |ot;| <40,

=1

oo

Z wai,=0 (R=12,..) pociggajq za sobg 2 o; V= 0, wowczas

i=1 i=1

dla kazdej liczby = > 0 istnieje ciqg zbieiny x taki, Ze
| Ai(x) — @[ <e (=1,2 ...)

Dowéd. Niech G oznacza zbiér tych ciagéw zbieinych {%;},
ktéorym odpowiadajg ciagi zbiezne x, takie, ze 1,=A4;(x) (i=12,...).
Zbiér G stanowi oczywidcie przestrzen wektorjalna (rozpatrujemy
go w przestrzeni (¢)). Jezeli y, = {7} nie jest punktem skupie-
nia zbioru G, wowezas, jak wynika z lemmatu do twierdzenia 6
rozdzialn IVA, istnieje w (¢) funkcjonal linjowy f (y) taki, ze

J=0 dla yCG [f(y)=1 M

Z uwagi na ogo6lng postaé funkcjonaléw linjowych w (¢)
e . . . S

istnieje tedy ciag liczb {e;} taki, Ze szereg 2 o; jest bezwzgled-

i=1

nie zbieZny oraz

oo

Mougtalimy=0 da {13C0, 2)
Py I—oa
z o; Ang) 4 o lim 7}50) =1. (3)
oo

i=1

Poniewaz metoda A jest zachowawecza, przeto z (2) dostajemy

oo

z % Ai(x) + o lim & = 0, jesli x = {&:) C (©). 4

i=1
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Na mocy twierdzenia 1 istnieje liczba M taka, ie

2|ai,k|<M (i=1,2, ...), zatem

o

ZZIM1a,-,k;|&k[\<\MZ|ai||[xH. )
k=1 i=1

i==1

Z (5) dostajemy

00ﬁ (=] oo

a; A (x) = & o Qig . (6)

i=1 i=

Przyjmujac, dla ustalonej liczby naturalnej n, §,=1, oraz
£, =0 jesli £s=n, mamy z uwagi na (4),

oo

zaiai,ﬁo (n=1,2,...). (7

=1

Przyjmujgce dalej & =1 (£ =1, 2, ...), dostajemy z (4), (6) i (7
=0, i temsamem, z uwagi na (3),

o =1,

i

i=1

co wobec (7), sprzeczne jest z zalozeniem.

Lemmat 2. Jesli x,={&} jest ciqgiem ograniczonym, sumo-
walnym metodg zachowawczq A, wéwczas dla kazdej liczby <> 0
istnieje ciqg zbiezny x taki, ze

[Ai(x)—Ai(xp)|<e i=1,2...).
Dowéd. Niech
ngo) =4i(x,) (¢=12,...), (1)

i niech {2;} oznacza dowolny ciag, spelniajgcy warunki

oo

i|“i|<+&, zdiai,k=0 (k=12 ...). (2)

i=1 i=1

Dr. 8. Banach. Teorja operacyj linjowych. 8



— 114 —

Z uwagi na (1)

oo

i‘ - o Are); ®

i=1

A jest metodg zachowawecza, istnieje wige pewna liczba M taka, iz

ziai,kl</w (=12, ..., n),

k=1

i temsamem

ZZ[“zHazkH&(O)l M. Z\a,‘ kresgorny[g(0)|

ey k=12,

skad, zwazywszy na (3),

E U'i 7}50) foncd E E
i=1 k=1 i=1

oo

Z a; ) = 0,

i=1

i, w mysl (2),

Lemmat nasz wynika tedy natychmiast z lemmatu poprzed-
niego.

Lemmat 3. Jesli A jest metodq zachowawcza i warunki

oo

ifa'—i|<+N, Zdiai’k=() (k=1,2,...)

i=1 =1

pociqgajq za sobq «; =0 (i=1,2,...), wowczas, dla kazdego ciqgu
zbieznego {1} i kazdej liczby = > 0, istnieje ciqg zbieiny x taki, iz

A — 7@ | <e (i=1,2, ...).

Dow6d— natychmiastowy wobec lemmatu 1.
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Metod¢ A nazywamy odwracalng, jes§li kazdemu ciggowi
zbieznemu {v;} odpowiada dokladnie jeden ciag x (zbieiny, lub
nie), dla ktérego A;(x) = (i =1,2, ...). Powiadamy, Ze metoda
B, odpowiadajgca tablicy

...........

jest niestabsza od metody 4, jesli kaidy cigg sumowalny metodg
A jest réwniez sumowalny metodsg B.

Lemmat 4. Jesli x, jest ciqgiem sumowalnym metodq zacho-
wawczq i odwracalng A i jesli dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje ciqg
zbiezny x, taki, iz

|A,-(x)—A,~(x0)|<e (i=1,2, ...),
wowczas ciqg x, jest sumowalny kazdq metodq zachowawczq B, nie-
stabszq od A, do tej samej liczby.

Dowé6d. Metoda A jest odwracalna, na mocy przeto twier-
dzenia, udowodnionego w § 5 (uwaga) rozdzialu IIIA istnieje tablica

%isps Fsas o
0(271 3 a272 5 e

...........

oraz ciag {¢;} o wlasnosciach nastepujgcych:

a) Zgai,k|<+w (k=1,2, ...)

i==1

b) jesli, dla ciagu zbieznego y = {;}, przyjmiemy

oo

5k=fk(J/)=zd-i,k‘f]i+dk£Igm k=12, ...),
=1
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wowezas

oo

Z Qip Ep =,

k=1

Okreslone w przestrzeni (¢) funkcjonaly f; (y) sg linjowe.
Dla kazdego ciggu zbieznego y ciag odpowiedni x = {§:}
jest, w my$l zatoZenia, sumowalny metodg B, a wige kaidy z sze-

regbw Zbi,k €, jest zbiezny i cigg ich sum {B;(x)} jest zbiezny.
: k—1
Niech teraz, dla y C (c),

Fi(n)= "D b fe() (=1,2,..), F(y)=lmF(y)
k=1 e
widzimy, Ze funkcjonaly F;(y) sa linjowe, te samg wlasno$é ma
wiec takie funkcjonal F ().
Niech x, bedzie dowolnym ciaggiem, spelniajgcym warunki
zaloZenia, oraz ¢ — liczbg > 0. Istnieje cigg zbiezny x, taki, e

lAi(x)—Ai(xo)}<s (i:1, 2, ) (2)
Przyjmujge y, = {4:(%0)}, y = {A:(x)} mamy y,, y C (c) oraz
|y =yl <e; temsamem
| F() = F(y) | < | Fle. (3)
Poniewaz A (x)= B(x), przeto
| A (%) — B(x,) | <A (x) — Ax) |+ |B(x) — B(xg)|,
iz (2), (38) dostajemy
|A(x) — B(x) | < |Fl. e+,

skad oczywiscie wynika, iz A (x,) = B(x,), o co chodzilo.

Twierdzenie 2. Jesli metoda zachowawcza B jest niestabsza
od metody zachowawczej | odwracalnej A, wéwczas kazdy ciqg ogra-
niczony sumowalny metodq A jest sumowalny metodq B do tey
samej liczby.
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Dow6d ') opiera sie na lemmatach 2 i 4.
Nazwiemy dang metode A doskonalq, jesli jest zachowawecza,
odwracalna oraz, jesli dla kazdego ciagu {z;} warunki

oo

ZIO(,'I<—|-OO, Zaiai,kz() (k=1,2,)
=1

i=1

pociagajg za sobg «;=0 ({=1,2,...). Wobec lemmatéw 3 i 4
dostajemy 2)

Twierdzenie 3. Jesli A jest metodq doskonaiq, a B metoda
zachowawczq niestabszq od A, wéwczas kazdy cigg sumowalny me-
todg A jest sumowalny metodq B do tej samej liczby.

') Dla specjalnej klasy metod odwracalnych, a mianowicie t. zw. metod
normalnyeh, znalaz}l to twierdzenmie p. S. Mazur. Zob.: S. Mazur, Uber
lineare Limitierungsverfahren, Math. Zeitschr. 28 (1928) p. 599—611, Satz VIL

?) Dla metod normalnych zob.: S. Mazur, Uber eine Anwendung der
Theorie der Operationen bei der Untersuchung der Toeplitzschen Limitierungs-
verfahren, Stud. Math. II (1930) p.



