ROZDZIAL VIA,

Operacje pelnociagle i stowarzyszone.
Ciagi biortogonalne.

§ 1. Zajmiemy si¢ klasg t. zw. operacyj pelnociaglych
(linjowych) w przestrzeniach typu (B).

Lemmat 1. Kazdy zbior zwarty jest osrodkowy.

Dowé6d. Niech G bedzie zbiorem zwartym; udowodnimy,
e jest osrodkowy, t. j. iz posiada czes¢ przeliczalng wszedzie-
gesty.

Niechaj x; (C G i niech X, (n> 1) oznacza element, spelnia-
jacy warunki:

a) x.C G,
b) jezeli x C G, wowezas d < 2d,, gdzie d, wzgl. d,, ozna-
cza odleglo§é elementu x, wzgl. X», od zbiotu (X;, X3, « .. Xn-1)s

Ciag {x.} jest wszedziegesty w G. Gdyby bowiem istnial
element x (C G taki, Ze

| X — Xn| >0a>0 n=12 ...
wéwezas mieliby$§my, na mocy b), dla kazdego p, ¢,

1
2

o,

| xp — Xq | >

co jest niemozliwe, gdyz z ciagu {x,) daje sie wyrwaé ciag zbieiny.
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Definicja. Operacja U (x) linjowa nazywa sie petnociggia,
jezeli kazdy zbiér ograniczony przeksztalca na zbior zwarty.

Przyktad: jezeli X; ({=1,2, ... n) sg funkcjonalami linjo-
wemi, a x; ({=1,2, ... n) — elementami, wéweczas operacja

U(x) = ZXi(x) X;

jest operacja pelnociagla

Twierdzenie 1. Przeciwdziedzina operacji U (x) petnociggtej
Jjest zbiorem osrodkowym.

Dowéd. Oznaczmy przez K, zbiér wszystkich elementéw
U(x) dla | x| < n.

Zbiér K, jest zwarty, zatem na moecy lemmatu jest osrod-

kowy. Temsamem jednak osrodkowy jest réwniez zbiér z K,
. n=1
t. j. przeciwdziedzina operacji U.

Twierdzenie 2. Jezeli {U,(x)} jest ciagiem operacyj linjowych
petnociaglych i jezeli dla pewnej operacji linjowej U (x) zachodzi
lim | U, — U|=0,
—>oco
wowczas U (x) jest rowniez operacjq petnociggiy.
Dowé6d. Niechaj ciag {x;} bedzie ciagiem ograniczonym.
Metodg przekatni tatwo mozna wyjaé z ciggu {x;} cigg cze-

sciowy {x:}, tak, by dla kazdego 7 istniata granica lim U, (x:)
i—oo
Mamy, dla kazdego 7,

UGy = Uxg) | = U@p) = Un (%) | + | Un () — Uy (%) | +

+| Un(xg) — U(xg)l,
a zatem

U ) = U | < 1U = Un|[1% |+ % |1+ | Un (5) — Un(x0),

skad oczywiscie - _
' lim | U(xp) — U(xy)| = 0.
Psg—eo
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Ciag U (x) jest tedy zbiezny, a wiec operacia U (x) jest
pelnociagla.

§ 2. Jezeli K(s,t) jest funkecja ciggla dla 0 s, < 1, woéw-
czas wyrazZenie

y(s) = f K(s,t) x () dt )

jest funkcja ciggla zmiennej s dla kazdej funkeji x (f) catkowalnej.
Jezeli wyrazenie (1) uwaza¢ bedziemy za operacje, ktérej dzie-
dzing jest jedna z przestrzeni (C), (L®), (L), (M), a przeciw-
dziedzine uwazaé¢ bedziemy za cze§é tej samej przesirzeni lub
innej z wyzej wymienionych, wéwczas latwo udowodnimy, Ze ope~
racja (1) jest pelnociggla.

Dowé6d opiera sie na znanem twierdzeniu Arzeli:

Warunkiem wystarczajgcym na to, aby z ciqgu funkcyj ciqgtych
{yn(t)} dat sie wyrwac ciqg jednostajnie zbiezny, jest to, by dla
kazdej liczby > 0 istniata liczba n > 0 taka, ze jezeli |t'—1t"| <1,
wowcezas

|ya (&) —ya (£ | L & n=1,2,...).

Przypu§émy, ze | x.(f)|| <1, i niech w przedziale <0,1>
zmiennej §

1
Yals) = f K(s, ) %a(t) dt .
0
Poniewaz K(s,f) jest funkcjg ciagla, zatem kazidej liczbie
¢ > 0 odpowiada taka liczba 7, Ze nier6wnosé | s, — s,| <7 pociaga

za sobg | K(sy,2) — K(s5, 8| <e dla 0 ¢t < 1.
Zatem:

| yn(5) — In ()] < | f (K (5 8) — K (53, 8)} %4 (8) dt | <

1
\<ej'fxﬂ<t>|dt. @)
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Mozna latwo sprawdzié, e w przestrzeniach (C), (L™®), (L),
(M) mamy zawsze :

fixn<t>1df<uxnn.

Stad, na mocy (2),
[Vn(8) — yn(ss)| <&,

i na mocy wspomnianego wyZej twierdzenia Arzeli wyja¢ mo-
zemy z ciagu {y. (5)} ciag jednostajnie zbieiny. Poniewai za$
cigg jednostajnie zbiezny funkeyj ciagltych w przestrzeniach (C),
(L), (L), (M) jest réwniez zbiezny wedle normy ustalonej w tej
przestrzeni, przeto udowodniliSmy temsamem, Ze operacja (1) jest
petnociagla.

Przestrzeri (C). Aby operacja (1) byla pelnociagla w (C)
wystarczy zatozy¢, ze dla kazdego s, zachodzi

1

lim [ |K(s0, ) — K(s,8)| dt =0. ®3)

Latwo bowiem z warunku (3) wynika, Ze dla kazdej liczby
e >0 istnieje taka liczba n >0, Ze, jeZeli |s, — s,| <1, woéwczas

f | K (s, 8) — K(s,,8) | df <.

Stad podobnie, jak poprzednio, wynika latwo, Ze operacja (1)
jest w (C) pelnociagla.
Warunek (3) jest spelniony np., jezeli K(s,f) jest funkeja
ograniczong i jezeli dla kaidego s, zachodzi
lim K(s,t) = K(s,,t) dla prawie kaidego ¢.

S8

Operacja
y(s) = f K(s,8) x () dt

jest operacja pelnociagla, jezeli K (s,t) spetnia warunek (3).
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Przestrzeri (L®). Niech K(s,t) bedzie funkcja mierzalng dla

0 <s,t <1, arniech oznacza mniejszg z dwu liczb p, —qT (p>1,

g>1). Wéwezas, jezeli

1

1
ffu((s,t)fri‘l ds dt < + oo,

operacja (1) jest pelnociggta dla x (C (L®), a przeciwdziedzina
jej miesci sie w (L@),

Dowéd. Niechaj {K.(s,?)} oznacza cigg funkcyj ciagtych,
przyczem niech

lim fj[Kn(s f) — K(s, 8|7 tds dt = 0. @)

PoniewaZ operacja

y= Un(x)=fKn(s,t)x(t) dt

jest operacja pelnociagly dla x (C (L®), y (L), zatem
1

HUn(x)—U(x)!l"<flf(l<n-K)x(t)dthds<

:ftx(t))rdt}%

; . I qer-n
fds[fu(n—mr—ldt] ;
AL

Poniewaz r < p, wiec ffx(t)!’dt (f|x(t)]1’dt)

poniewaz dalej r < Ll’ wiec u< 1, =zatem
q p—

r

{ - r g (—1)
uunoc)—U<x>uq<{fflkn—xv—ldtds} e



— 123 —

czyli
1
r—1

U= U| <{f | Ke— K| ds dt'?

0o 0

Stad na mocy (4)
lim || U, — Ul =0,
n—>oo

1
i operacja y= f K(s,t) x(t)dt jest pelnociagta przy y (C (L@).
0

Uwaga. Z poprzedniego wynika, przyjmujac p = ¢ = 2,

ie, jezeli
1 1

ff/(z(s,t) ds dt < + oo,
0 0

wéwezas operacja

y= f K(s,8) x (8) dt

jest pelnociggta przy x (C (L®), y C (L®).

§ 3. Niechaj y = U(x) bedzie operacja linjows, okreslong
w E, przyczem przeciwdziedzina jej niechaj miesci sie w E;. O prze-
strzeniach E i E; zaktadamy, jak zwykle, ze sg typu (B).

Funkcjonaly linjowe, okreslone w E, oznacza¢ begdziemy
litera X, okreslone w E; — literg Y.

Wezmy pod uwage wyrazenie

Y U (x), 1)

gdzie YV jest dowolnym funkcjonatem okreslonym erl.
Wyrazenie (1) mozemy oczywiscie uwazaé¢ jako funkcjonal
okreslony w E.

Niech
X(x) = Y.U(x).
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Funkcjonat X jest addytywny i ciagly. Mamy bowiem

X <IYUR) LY U] £,
skad
X< Y UL (2)

“Zwigzek miedzy X oraz ¥ jest nows operacia
X=U(Y).

Dziedzing jej jest zbiér funkcjonaléw linjowych, okreslonych w E,
przeciwdziedzina za§ mieSci si¢ w zbiorze funkcjonaléw, okre-
Slonych w E.

Operacja ta jest wreszcie addytywna i ciggla, jak to wynika
ze zwigzku (2).

Operacje U (Y) nazywamy operacjg stowarzyszonq lub sprze-
zong z operacja U (x).

Twierdzenie 3. Jezeli U (Y) jest operacja stowarzyszong
z operacjq linjowq U (x), wowczas

[Ul=1Ul. M)
Dowé6d. Mamy, dla kazdego x (_ E,
| YU@ | <Y UL Lx],
skad
UM = YU Y] U],

a wiec
U< UL @)

Niech, z drugiej strony, X, bedzie dowolnym elementem
przestrzeni E. Istnieje, w my$l tw. 3 rozdz. IVA, funkcjonal Y,
okreslony w przestrzeni E; taki, iZ

(Y, =1, ‘YOU(xe)‘le(xo)!'
Zatem
|U(x)| = |V U@ < TVl %] =1U] %],

skad
[U(x) | < U] | %],
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a wiec

|\UI<| U},
co, lacznie z (2), daje (1).

Twierdzenie 4. Jezeli operacja linjowa U (x) jest petnociqgta,

wowczas operacja sprzezona U (Y) jest réwniez petnociggla.
[t. zn. jezeli | Y,|<A, wéweczas istnieje taki ciag {7V}
oraz funkcjonal X, ze lim | U(V,)—X|=0].
1—>co

Dow6d. Poniewaz przeciwdziedzina operacji U (x) ma czesé
przeliczalng wszedziegesta, przeto z ciggu funkcjonatéw {V,)
(1 Y2|<A) moina wyjaé ciag czeSciowy { Y} zbieiny dla kaz-
dego y, nalezgcego do przeciwdziedziny operacji U (x).

Niech zatem

lgg Yo, U(x) = ]lgg X (x) = X (x).

Niechaj x; bedzie elementem takim, ze
il =1, X))~ X ()| > F] X — Xy, | )

Gdyby istniala liczba « > 0 taka, e | X — X, |>a dla kaz-
dego i, wéwczas mielibySmy, na mocy (1),

Y U@x) —lm Y/ U(X)| >4 e, gdzie V= Ya,. 2
1—bco

Poniewaz |x;| =1, istnieje wiec ciag wskaZnikéw k; taki, ze
lim U(xz)=y,. Zatem, jezeli ¢> 0, wéwezas dla i > N,
oo

Vo= Ulxe) [<e i | Vi) (yo) —lim Vi/ (1) | <.
—oo
Mamy wiec, dla i > N,

’ Yk;’ U(xe;) — !im Yi; U(xz)| <] Yi; [U (xer) — ol | + | Ye; (90) —

>

im Vi, (y0) |+ [ lim Vi [U ) — 3] | < A e +et Ae,

—>oo 1—roo

—1

co wobec dowolnosci liczby ¢ > 0 sprzeczne jest z (2).
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§ 4. Przestrzen (C). Jezeli K(s,t) jest funkcja ciagly dla
0 <s,t <1, wowczas wyrazenie

fK@QMﬂﬂ:U@) 1)

jest operacja ciggla.
Niech Y(y) [y C(C)] bedzie dowolnym funkcjonatem linjo-
wym w (C), a wiee, w my$l § 4 rozdz. IVA, postaci

Y (y) = f y@OAY @),

gdzie Y (f) jest pewng funkcjg o wahaniu ograniczonem,—i niech
X(x)= Y U(x).
Funkcjonal X (x) jest réwniez linjowy w (C), a wiec jest

takie postaci
1

X(x) = fx(t)dxa), )

0

gdzie X (f) jest znowuz pewna funkcja o wahaniu ograniczonem.
Przyjmujgc zatem

1
y(s)=U(x) = f K (s, t) x(t) dt, @)

mamy, dla kazdej funkeji x (¢) C (C),

1

fx@dX@:fy@d”Q )

0
Niech x,,.(s) oznacza funkcje réwng 1 w przedziale (0, &),

zeru — w przedziale (z -+ —1—,1), oraz linjowg — w przedziale
n ‘
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(u, u +l). Podstawiajac te funkcje zamiast x(s) w (2) i (3),
n , ;

otrzymujemy
1

fxu,n(s)dX(s):fl [fl('(s,t) xu,,f(t)dt]dY(s)

- fxu,,,a) [jK(S,t)dY.(S)Jdt D

i przechodzac do gramicy, gdy n— oo, mamy w katdym pun-
keie #, w ktérym funkecja X (s) jest ciagla — a wige w kaidym
punkcie przedzialu <0,1> z wyjatkiem conajwyzej przeliczal-
nej mnogosci punktéw —

1 Korzystamy tu =z tWierdzenia »0 Dprzemiennosci caltkowania“ dla
catek wielokrotnyech Stieltjesa funkeji ciaglej. Twierdzenie to formutujemy,
jak nastepuje: jesli F(s,t) jest funkcjg ciggta w kwadracie K=201; 01>,
&), k() sq funkcjami o wahaniu ograniczonem w przedziale 0,1, wowczas

1 1
0

: ffF(s,t)dg(s)dh(t) :f{fF(s,t)dg(s)]dh(f)=
K 0

’ 1 1
= f [ fF (s, t) dn (t) ] dg (s).
0o 0 .

Pierwszg (,powierzchniowg®) z trzech powyiszych calek naleiy rozu-
mie¢ jako granice sum postaci

Z z F(Si',tj’) [g(S,-+1) — &)1 [k (tj+1) — h(t)]
i=0 j=0

(gdzie: 0 = #, <t <.. <tn+1 =1, 0 =58 <. < Sy =1, s/, wzgl. tj',
sg dowolnemi punktami przedziatu <s;, it >, wzgl. <tj, tj+1>), gdy dtu-
gos¢ najwiekszego z przedzialéw <8 Si+1>, <tj, tj+1>- dazy do zera. Do-
wod twierdzenia ,0 przemiennosci calkowania® dla catki Stieltjesa jest
identyczny z dowodem analogicznego twierdzenia dla calki Riemanna.
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X(u)zf [flK(s,t)dY(S)} dt; @

poniewaz jednak wartosé¢ catki Stieltjesa (1) nie ulega zmia-
nie, jesli wartosé funkeji X (¢) zmienié w conajwyzej przeliczalnej
mnogosci punktéw (por. § 1 rozdz. IVB), przeto przyjaé¢ mozina,
iz funkecja X (u) okreslona jest przez wzér (4) w catym przedziale
<0,1>, a — temsamem — iz jest ciggta.

Wyrazenie (4) uwazaé tedy mozemy za przedstawienie
operacji sprzezonej U(Y) = X. Nalety to tak rozumieé, ze, jezeli
Y (s) jest funkcja o wahaniu ograniczonem, reprezentujgea fun-

1
kejonat linjowyfy (s) dY (s), wobwezas odpowiednia funkcja
0
X (s) o wahaniu ograniczonem (w naszym wypadku przytem
1

ciggla) reprezentuje funkcjonat linjowy f ‘x (#) d X (¥).
0

Dla operacji linjowej

U(x) =X(S)—fK(S, Hx@®dt  [K(s1), | wl]
mamy 0

{ 1
T(Y) = Y(t)— fdtfl((s, £ dY(s) = X ().

Przestrzer (L9).  Jezeli K (s,t) jest mierzalne dla 0<sit<1
i jezeli

ff’K(S,t)x(t)y(s)]dsdt<—|—w

q

dla kazdej pary x (£) C (L), y(s) C LDy (p>1, ¢>1), wow-
¢zas operacja
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Ux) = y(s) = f K(s,2) x (t) dt

jest operacjg linjowg dia x (C (L®), y (C (L@).

Funkejonat linjowy Y w przestrzeni (L) jest ksztaltu
1
Y@ = [ Yoy s
0

gdzie Y (s) jest pewna funkcja nalezaca do (L7,
Mamy

1 1 1 1
Y(y)=f Y(s)dst(s,t)x(t)dt:fx(t)dtfl((s, £ Y (s) ds.

0

Niech
X(t) =fK(S, t) Y(s) ds; (1)
wowezas 1 0 1
f Y () y () ds:fX(t)x(t)dt. @)

Wyrazenie (1) uwazaé mozemy za przedstawienie operacji
sprzezonej U (V)= X.

Jesli p =g > 1, wéwezas dla operacji linjowej
- 1
U(x) = x(s) — fK(s,t)x(t) dt
o

operacja sprzeiona ma ksztalt

X=U)= Y(t)—fK(s,t) Y (s) ds.

Dr. S. Banach. Teoria operacyj linjowych. 9
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Uwaga. Poprzednie uwagi odnoszg sig rowniez do prze-
strzeni (L).
Jezeli

fflK(s,t)x(t)y(sﬂ ds dt < + co
dla x C (L), y C (M), wéwczas wyraZenie
y=Uw= fK(s, t) x(t) dt

jest operacja linjowa przy x (C (L), ¥ C (L).
Operacja stowarzyszona ma postac

1
X:U(Y)sz(s,t) Y (s) ds,
0
gdzie Y (s) C (M) reprezentuje funkcjonat linjowy
1
[reswas  pOCOL
0
podezas gdy X (8) C (M) reprezentuje funkcjonal linjowy
L
[xoz@a  xOCWL
1]
Dla pary odpowiedniej X, ! oraz x,y mamy
1 1
fX(t)x(t)dtz {V(s)y(s)ds.
0 o

§ 3. W dalszym ciggu korzystac bedziemy wielokrotnie
z twierdzenia nastepujgcego:
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Jezeli {x,} jest cigqgiem elementéw przestrzeni E typu (B) ta-
kim, iz, dla kazdego funkcjonatu f(x) w E,

lim sup | f (xa) | < oo, (1)
n—rco
wowczas rowniez
lim sup | %, | <o (2)
F—yoa

(t. zn. iz ciqg {x.} jest ograniczony wedlug normy).

Dowé6d. Niech £ bedzie zbiorem funkcjonatéw linjowych
okreslonych w E. Zachowujac zwykla definicje normy funkcjo-
natu, uwaza¢ mozemy E za pewna przestrzen (B). Okreslimy
w przestrzeni tej cigg funkcjonatéw linjowych ®., przyjmujac
dla kazdego funkcjonalu f(C E,

D, (f) = f (x0).
W my$l (1) mamy dla kazdego f( E

limsup | @, (f) | <o,

a wiec (rozdz. VA, twierdz. 5) istnieje taka liczba M, iz
| P (f) <M. [ f]. @)

Na mocy twierdzenia 3 rozdz. IVA istnieje dla kazdego n
taki funkcjonat linjowy f. (x) w przestrzeni E, iz

| fa] =1, | fo(xn) | =] Xa].
Otrzymujemy tedy z (3), dla kazdego 7,
| Xa| =1fa ) | = [®u(f) | <M. |fa] = M,
skad oczywiScie wynika zwigzek (2).
§ 4. Cigg elementéw {x:} i funkcjonaléw linjowych {f;}

nazywamy biortogonalnym, jeieli spelhione sg warunki

1 dlai=j
Ji(x) =
0 , i=]
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Jezeli x jest dowolnym elementem, wowezas szereg

oo

> afi)

i=1

nazywamy rozwinigciem elementu X wedle ciqgu biortogonalnego

{xay, {fi}-

Jezeli cigg { fi} jest ciagiem pelnym 1 jezeli szereg 1)
jest dla pewnego elementu X zbiezny, woéwczas X jest sumag
tego szeregu. Mamy bowiem:

fj[x—ixiﬁ(x)]=ﬂ(x)—ﬁ(x)=0 (j=12 ..

oo

Twierdzenie 5. JeZeli szereg Z x: [ (x) jest dla kaZdego

{==1
elementu x zbiezny, wowczas szereg
DA fx)
=1

jest dla kazdego funkcjonatu f zbiezny w kazdym punkcie X.
Dowod. Niech

Sn= i i f (x3)-

i=1

Mamy

sw="> r@ s~ S s,

i=1 C =1

zbieznosé ciagu {S, (x)} jest widoczna tedy w kazdym punkcie X.
Twierdzenie 6, Jezeli sumy czesciowe szeregi

ifi-f(xi)

i=1
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sq ograniczone, woéwczas szereg

oca

Z X f: (%)

[==1
jest zbiezny dla kazdego elementu x, kidry jest granicq jokiegos
ciggu kombinacyj linjowych utworzonych z wyrazéw ciqgu {x:}.
Dowdd. Niech

oo

Sn (%) = Z %1 fi (%),

Mamy .
Fou@ LS Fo0) /i) = Si (),

gdzie
S = Zﬁ S ().

=1
Poniewaz |S,| < M (M—niezalezne od n), wiec
| Sn() | < M[x];
temsamem (§ 3), dla kazdego x, lim|s,(x)|<+ oo, i na mocy
n—yoo

twierdzenia 6 rozdzialu V B istnieje liczba M, niezalezna od #

oraz x), taka iz -
Isa(x) | < M| x].

Poniewaz za$§ lim s,(x)=x; (=12, ...), przeto zwy-

R0

kle juz rozumowanie prowadzi do wniosku, Ze granica lim s,(x)
N—poo

istnieje dla kazdego x, spetniajgcego warunki zaloZeniu.

Twierdzenie 7. JeZeli sumy czesciowe szeregu

oo

> xfi(9)

i=1
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majq normy ograniczone dla kazdego funkcjonatu linjowego, wiw-

czas szereg
PO

i=1

jest zbieiny dla kazdego funkcjonatu f, ktéry jest granicq ciggu
kombinacyj linjowych utworzonych z wyrazéw ciggu {f3).
Dowéd przebiega analogicznie do poprzedniego.

Twierdzenie 8. Jezeli {x;} jest ciqgiem pelnym i jezeli szereg

oo

> xufilx)

i=1

ma sumy czeSciowe weding normy ograniczone dla kazdego ele-
mentu x, wéwczas szereg powyzszy jest dla kazdego elementu zbieiny.
Dowéd. Niech

Sn(x) = zxf fi ().
i=1
Mamy
lim | s, (x)| <+ oo dla kazdego x,
H—yoo

ponadto
lim s (xi) = X; (l =1,2, .. .),
oo

skad na mocy twierdzenia 3 rozdzialu VA wynika nasze twierdzenie.




ROZDZIAL VIB.
Operacje pelnociggle i stowarzyszone.

Ciagi biortogonalne.

(Ciag dalszy)

§ 1. Niechaj {x;(¢)} bedzie ciggiem funkecyj przestrzeni (L®)

A
(p>1) oraz {y:()} ciagiem funkcy] przestrzeni (L(P‘1>), przy-
czem niech

; 1 dla i=j,
1)

fmm”mﬁ:
0, iy

0
Zalozymy dalej, ze ciagi {x;} i {y;} sa zupelne (lub zam-
P
knigte) w (L®), wzgl (L(F*l)).
Przy zatoieniach powyzszych moina wypowiedzie¢ naste-

pujgce
Twierdzenie 1. Jezeli szereg

i x: () f () x(6) dt

=

jest zbiezny przecigtnie w potedze p dla kazdej funkcji x (t) C (L®),
wowezas Szereg
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i yi () f X (8) y(¢) dt )

jest zbiezny przecigtnie w potedze M’Ll dla kazdej funkcji y (t)

P
przestrzeni (L (P‘l)) .
Dowéd. Niech

£ (%) = f @) x @ dt - dla x () C (L),

Na moey zaloZenia szereg

oo

infi ()

i=1

jest dla x (C (L) zbieiny przeciginie w potedze p t. zn. wedle
normy, stad, na mocy twierdzenia 7 rozdz. poprzedniego szereg

DF )= 50 [xil)y @) dh, gdaie y ) C 2Dy,

i=1

P
jest wedle normy zbieiny w (L(P—l}) (t. zn. przecigtnie w po-
P
p—1
(L®); temsamem wiec zbiezny jest szereg (2) dla kazdej funkcji

v
y (@& C @),
Zalézmy teraz, ze x; () = yi(t) (C(LV), gdzie s jest wigkszg

tedze ) dla kazdego funkcjonatu linjowego f w przestrzeni

z liczb p, P,

Przy zalozeniu tem wynika z twierdzenia poprzedniego:
Jezeli szereg

oo 1
in @®) f % (8) x () dt
= “ )

i=1
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jest dla kazdego x (C (L®) zbiezny w potedze p, wowczas szereg
' L
ten jest dla kazdego xC(L(P—l)) zbiezny przeci@tniewpot@dzep%l‘-

Mozna tu zalozy¢é w szczegélnoSci, ze {x;} sa np. funkcjami
ograniczonemi.

§ 2. Niechaj {x;(¢)} bedzie ciggiem funkcyj calkowalnych
oraz {y:(¢)} ciagiem funkeyj ograniczonych w przedziale 0 <? <1,
spetniajacych warunki (1) § poprzedniego. Niechaj nadto {x;(f)}
bedzie ciggiem zupelnym w przestrzeni (L).

- 1
Twierdzenie 2. JezZeli szereg Z x: (%) f Vi (&) x(t) dt jest
i=1 0

dla kazdego x (t) (C L zbiezny przecigtnie, wowczas szereg

2%— @) f xi(E) y (t) at

jest ograniczony prawie wszedzie dia kazdego x (&) C (M) (i na-
odwrot).

Dowo6d przeprowadza sie analogicznie jak poprzednio: x;
uwaza Si¢ za elementy pola L, a y; za reprezentanty funkcjo-
naléw linjowych i kbrzysta sig z twierdzenia 8 rozdziatu VIA.

Uwaga 1. Jezeli x;(¢) = y:(¢) C (M) 1 jezeli szereg

i’m t) f Xt x(t) dt a

jest dla kazdego x (£) (C (L) przecigtnie zbiezny, wlwczas szereg
ten jest dla kazdego x (£) (C (M) ograniczony, i odwrotnie.

Uwaga 2. Jezeli x;(t) = y;(£) C (C) i jesli ponadto {x:}
jest ciagiem zupelnym w (C), wéwczas zbieznos$é jednostajna sze-
regu (1) dla kazdego x (f) (C (C) pociaga za soba zbiezno$é prze-
cietng dla kazdego x (f) C (L), i naodwrét.

Pierwszg czesé dowodu otrzymujemy, uwazajac x; za ele-
menty pola (C), a y; = x; za reprezentanty funkcjonaléw, drugg
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czes¢ dowodu otrzymamy, uwazajgc x; (f) za elementy pola (L),
a y; = x; za reprezentanty funkecjonaléw linjowych w polu (L).

§ 3. W kazdej przestrzeni osrodkowej E istnieje uklad biorto-
gonalny {fi(x)}, {xi}, peiny *).

W rzeczy samej, niechaj {y:} bedzie ciggiem wszedziegestym
w E oraz {¢;} — ciagiem funkcjonaléw, z kitérego do kaidego fun-
kcjonalu ¢ da sie wyrwaé cigg zbiezny.

W ciagu {p;} lstme]e funkcjonat nleortogonalny do y,. Przy-
pusémy, ze ¢, (y;) 7 0.

1

Przyjmijmy: x, = y,, f; = m 9. Mamy f, (x;) =1
T1 1

Utwérzmy ciagi
i—x fu(} =y} o= fied(x)} = {9/}
Mamy
Ji () =0, @/ (x)=0 (=12 ...

W ciagu {¢/} istnieje funkcjonal réiny od zera.

Niechaj ¢,' bedzie pierwszym réznym od zera. W ciggu {y/)
istnieje element nieortogonalny do ¢,. W przeciwnym bowiem
wypadku mieliby$Smy

¢, (¥) =0 (=12 ..), P2’ (%) =0,
czyli

‘?2’(%‘):0 (l:1’27 "')a

co jest niemozliwe. Przypusémy, ze

®y' () 7~ 0.
Niech :
1

NG
o (1) 7

>
I
S
M‘
%
&

2

) t zn. iz w przestrzeni E pelny jest zaré6wno cigg elementéw {x}
(§ 8 rozdz. IV A), jak i cigg funkejonalow i+ (x)} (§ 3 rozdz. III A).
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Mamy:
fax) =0, f,(x)=1, fi(x) =0.

Utwérzmy cigg
W—nf =0 el —fe ) = o).

Obierzmy teraz w ciggu { yi'} pierwszy element nie znikajacy
i oznaczmy go przez x,.

Do elementu x, dobierzmy pierwszy funkcjonal ciggu {e/"}
nieortogonalny. Postepujac tak dalej otrzymamy ciag biortogo-
nalny {x:}, {f:}. Poniewaz kazdy element ciggu {y;} i kazdy fun-
kcjonal ciagu {¢;} daje sie linjowo wyrazi¢ przy pomocy wyrazow
ciagow {x;} i {3}, zatem tatwo zauwazyé¢, iz otrzymany cigg bior-
togonalny jest pelny.

Metoda powyzsza biortogonalizacji jest analogiczna do po-
stgpowania stosowanego zwykle w przestrzeni (L®),

§ 4. Ciag elementéw {x;} nazywamy bazq '), jeieli dla
kazdego elementu x istnieje jeden i tylko jeden ciag liczb {4}

taki, ze
=
X = Zﬁ Ni Xi.
i=1

Niechaj cigg {x;} bedzie baza. Oznaczmy przez E, zbiér cia-
gow y ={n}, dla kitérych szereg

i i Xi
i=1

jest szeregiem zbieznym,
Niech

n
=k 5 i Xi.
|y =lkres gérny IZ i X |

1} Pojecie to wprowadzone zostalo w przypadku ogélnym przez p. J.
Schaudera. Zob. J. Schauder, Zur Theorie stetiger Abbildungen in
Funktionalrdumen, Math. Ztschr., 26 (1927), p. 47 —65.
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Latwo wykazaé, ze E, jest przy powyiszej normie przestrze-
nig typu (B).
Niech teraz dalej, dla kazdego ciagu y = {1} C £y,

x=U(y) = Eﬂixf-
=1

Operacija U {(y), w ten sposéb okreslona, jest linjowa, gdyz

U <1yl

poniewaz za§ odwzorowuje w sposéb jedno - jednoznaczny zbibr
E, na E, zatem odwrotnos$é tej operacji y=U"" (x) jest
réwniez operacjg linjowa.

Niech
fi(x)=m dla x= Ni Xi.
%
Poniewaz
2 2 .
pxf<2lyl, [fi®]=]n]< | i< ol | U ix,
| oovi i

wiec funkcjonal f; jest takie funkcjonatem linjowym.

Mamy zatem

xsz,riﬁ(x) dia x(CE

i=1
a poniewaz rozwinigcie powyisze jest jedyne, zatem

1 dla i=j,
Jilx) =
0, i)

Ciag {x:} i {fi} jest zatem ciggiem biortogonalnym.
Zauwazymy, ze dla kazdego funkcjonalu linjowego f, okre-
slonego w E, szereg
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S s

jest zbiezny do f(x). Mamy bowiem dla x (C £

n -

S A@ e = lim | D s

i=1

=/ (%)

Nie wiadomo, czy w kazdej przestrzeni typu (B) o$rodkowej
istnieje baza.

W przestrzeniach (L7) p>>1 baza jest system ortogonalny
Haara. W polu (C) baz¢ podat p. J. Schauder ?).

W przestrzeniach (#) (p > 1) baza jest uklad elementow

1, i=n
xi={&0}, gdzie (0 = ; wowezas f; (x)==%; dla x = {&;}
0, i=n

W polu (¢) baza jest temsam uklad z dolaczeniem elementu

X, = {E0}, gdzie E0 =1 (n=1,2,...)

mamy wo6wezas:
fo(x)=limg dla x={& C ().
i—yoo

§ 5. Niechaj ciqgi {xi}, {fi} 1 {y3), {9} bedq ciqgami bior-
togonalnemi. Jezeli réwnania
fi =0 (y) (=12 ..)
majq dla kazdego elementu x jedno dokiadnie rozwiqzanie y=U (x),

wowczas zbieznosc szeregu E'hi X: pociqga za sobq zbieznosc sze-

i=1

regu Z ki y: dla kazdego ciggu liczb {hi}.
- =

) Sechauder, L ¢, p. 48 —49.
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Dowod. Jak fatwo zauwaiyé, lim x,=x, i lm y,=y,
oo oo

[yn = U(xn)] pociaga y, = U (x,). Na mocy wige twierdz. 14 roz-
dzialu IIIA operacja y = U (x) jest operacjg linjowa.
Przyjmujac zatem |U|= M, mamy
U@ < M|x|.
Poniewaz
Ux) =y (=12, ..
zatem

U < h; xi) = h:y: (h; dowolne liczby rzeczywiste),
2. 2

i=1
skad wynika nasze twierdzenie.
Uwaga. Jako wniosek z powyiZszego twierdzenia wynika:
Jezeli {x: (£)}, {y: (¥)} saq ciqgami ortogonalnemi unormowanemi
Sfunkeyj ciggtych, i jezeli dla kazdej funkcji ciqgtej x (t) istnieje jedna
jedyna funkcja ciqgta y (t), spetniajoca warunki
1 1

f i (8) x (8 dt = f yi (&) y(t) dt,

0

wowczas zbieinosc jednostajna szeregu

i hi xi (2)

i=1

pocigga za sobg zbieinosc jednostajng szeregu

i By (8).

i=1
Apalogiczne twierdzenie moZna otrzymaé w innych prze-
strzeniach funkeyjnych ?).

1) Zob.: S.Banach, Sur une proprieté caractéristique des fonctions
orthogonales, Comptes Rendus, t. 180 (1925), p. 1687 — 1640. Por.: H. Stein-
haus, Sur quelgues applications du calcul fonctionnel 4 1a théorie des séries
orthogonales, Stud. Math. I (1929), p. 191 — 200.
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§ 6. Niechaj {x;}, {/;} bedzie uktadem biortogonalnym, przy-
czem {f;} niechaj bedzie ciggiem pelnym.

Jezeli ciqg {h;} ma te wtasnosé, ze, skoro \#i} sa spotczynni-
kami pewnego elementu x (¢ zn. o;= fi(x)), to {h; o;} sq rowniez
spotczynnikami pewnego elementu y, wowczas, Jezeli B; sq spotczyn-
nikami pewnego funkcjonatu linjowego f @ zn B:=f(x)), hBi sq
rowniez spoiczynnikami pewnego funkejonatu linjowego o.

Dowdd. Z zalozenia wynika, ze uktad réwnan

Ji(x) = b fi (¥) (=12 ..)

ma dla kazdego x dokladnie fedno rozwiazanie, ktére oznaczymy
przez y = U (x).

Zwigzki lim x, = x,, lim y,=y,, y,= U (xn) pociggajg za
H—yoo H—d>co

soba oczywiscie y, = U(x,); na mocy tedy twierdzenia 14 roz-
dziatu IITA, operacja U (x) jest ciggla.
W szezegélnosei, tatwo sprawdzamy, iz, dla kazdego i,

U(x) = ki x;, 69

Niech teraz §; (i=1,2, ...) beds spélczynnikami pewnego
funkcjonatu f, t. j. niech

f ) =B (=12 ...
Mamy wéwezas, w mysl (1),
FU) = i f(x)=h: B,

t. zn. iz liczby /%; 8; sg spétezynnikami operacji f U.

Uwaga. Poniewaz, w mysl (1), U (x:) =4 x;, zatem, jezeli
X jest granica ciagu {x;}, wéwezas U (x) jest granica kombinacyj
linjowych wyrazéw eiggu {x;}.

Jako zastosowanie tej uwagi otrzymujemy latwo twierdzenie
nastepujace:

Twierdzenie 3. Niechaj {x; (t)} bedzie ciggiem ortogonalnym,
unormowanym funkcyj ciqgtych, zamknietym w przestrzeni Sfunkceyj
ciggtych.
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Jezeli cigg czynnikéw {h;} przeprowadza zawsze dowolny ciqg
spotczynnikéw a; funkcji ograniczonej w ciqg spolczynnikéw {h; o}
funkcji ograniczonej, wowczas przeprowadza zarazem ciqg spot-
czynnikéw B; dowoinej funkcji ciqgtej w ciqg {hi Bi} spotczynnikéw
funkcji rowniez ciqglej.

Twierdzenie odwrotne jest takZze prawdziwe.

Mamy wreszcie:

Twierdzenie 4. Niechaj {x; (1)} bedzie ciggiem ortogonalnym,

unormowanym i zupetnym w (L(Ff"l)).

Jezeli ciag czynnikow {h;} przeprowadza ciqg spdiczynnikéw
{o;} dowolnej funkeji x (t) C(L?) w ciqg spotezynnikéw {h; ;)
pewnej funkcji y (t) C (L¥), wowczas cigg {hi} przeprowadza do-

P
wolny ciqg spotczynnikéw {oi} funkeji x (¢) C (L(P—l)) w ciqg spot-

P
czynnikéw {h; o;f funkeji y(t)C(L(P—l)). Jezeli p = oo, woéwczas
(LD) = (M) D).

Y Zob: W. Orlicz, Beitrige zur Theorie der Orthogonalentwicklun-
gen, Stud. Math. I (1929), p. 1-—39 oraz tegoi Autora, Beitriige zur Theorie der
Orthogonalentwicklungen II. Stud. Math. I, (1929) p. 241 — 255,



