ROZDZIAL VIIA.

Ciagi slabo zbieine.

§ 1. Definicja. Cigg elementéw {x,} zdgza stabo do elementu
x, jezeli dla kazdego funkcjonalu linjowego f spelniony jest
warunek

lim f(xn) = 1 (x).

Twierdzenie 1. Na fo, by ciqg {x.) zdqzat stabo do x, ko-
nieczne jest i wystarcza, aby
a) ciqg {|x.|} byt ograniczony; B
b) lim f(x») =f(x) dla kazdego funkcjonatu f( E', gdzie E'
R—yoo

oznacza zbidr wszedziegesty w zbiorze E wszystkich funkcjonatéw
linjowych.

D o w6 d. Konieczno$é a) wynika z twierdzenia § 3 rozdz. VIA.
Konieczno$¢ b) jest oczywista.

Zat6zmy, z kolei, iz warunki a), b) sa spelnione i niech u
bedzie dowolnym funkcjonatem linjowym w E. Istnieje wowczas,

dla kazdej liczby &> 0, funkcjonal f (C E' taki, iz

€
—pl<<=— ,
4 | 2M
gdzie M jest gbrnym kresem liczb | x, |, | x|. Woéwezas

Dr. 8. Banach. Teorja operacy;j linjowych. 10
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lu(x—xn)l<|f(x—xn)f+§wlx—xn1\<!f(x~xn)1+s,

a wigc, poniewaz ¢ jest dowolng liczba > 0 oraz

lim £ () = £ (x),

zatem réwniez
lim u (x,) = u(x),

n—soc

t. j. ciag {x.} jest stabo zbieiny do x.

Uwaga. O zbiorze E' wystarczy zatozyé, Ze kombinacje
linjowe utworzone z funkcjonaléw, nalezacych do E', tworza zbiér
wszedziegesty w E.

Twierdzenie 2. Jezeli ciqg elementow {x,} zdgza stabo do x,
wowczas istnieje taki ciqg kombinacyj linjowych {w,} elementéw

tego ciggu, ze
lim w, = x.

n-yoo

Dowoéd wynika z twierdzenia 6 rozdzialu IVA i z definicji
stabej zbieznosci.

§ 2. Przestrzeit (C). Z twierdzenia o postaci ogélnej fun-
kejonatéw linjowych w (C) wynika, iz ciqg funkcyj ciqglych {x.(t)}
zdgza stabo w tej przestrzeni do pewnej funkeji x (t) (C (C) wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdej funkcji g (¢) o wahaniu ograniczonem

1 1

lim ’x,,(tmg:fx(t) dg.
R—yoo
0 0

Stad:
Na to, by ciqg funkcyj {x.(t)} pola (C) byt stabo zbiezny
w tem polu do funkcji x (£) (C (C), konieczne jest i wystarcza, by
1—roo
b) ciqg {x. (1)} byt wspolnie ograniczony.

Dowé6d. Warunek jest konieczny: a) wynika z uwagi,
ze, jezeli £, jest dowolnym punktem przedzialu <0,1 >, wéwezas
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funkcjonal f (x) = x (¢,) jest linjowy, zatem lim f (x.) = f (x), czyli
. n—oo

lim x, (¢,) = x (%,).
Nn-yoo

Konieczno§é warunku b) wynika z twierdzenia § 3 roz-
dzialu VIA.

Warunek jest wystarczajacy: JeZeli bowiem g (¢) jest fun-
kecja o wahaniu ograniczonem, a {x. (f)} ciggiem funkcyj ciggtych
wspélnie ograniczonych, zmierzajacych wszedzie do funkeji cig-
gltej x (£), wowezas (por. wstep, § 5) mamy

1 1

lim [ () dg (8) = f x(¢) dg (b).

Z twierdzenia 2 oraz powyZszych uwag wynika bezposrednio:

Twierdzenie 3. Jezeli ciqg funkcyj ciqglych {x, ()} (0 <t <L 1)
jest ograniczony i zbiezny wszedzie do funkcji ciqglej x (), wow-
czas istnieje ciqg wielomianéw, utworzonych z wyrazéw danego
ciqgu, zdgzajacych jednostajnie do x (%).

Jest to ciekawa wlasnosé przestrzeni funkeyj ciggtych, kto-
rej nie posiadaja np. funkcje pierwszej klasy Baire’a.

Przestrzern (L) (r>1). Ciqg {x.(t)} zdaZa stabo do x(t)
(xn &) C (LMY, x (&) C (L)), jezeli dla kazdej funkcji o (t) (C (L®
[s= ;%] zachodzi

1 1
1imfxn(t)a(t) dt =fx(t)a(t) dt |
n%mo 0

Stad:

Na to, aby ciqg funkcyj {x,(t)} pola (L") zdqzal stabo do
funkcji x (¢) (C (L™), konieczne jest I wystarcza, by

3 ¢

a) lim . Xq (u) du = j‘x(u)du O <Lt L)
n—eo
0 0
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1
b) ciqg { f ]xn(t)[’dt] byt ograniczony 1),
; ;

Warunki sg konieczne. Okreslmy funkeje « (z, £)
1 dlaa<<t 0<e<], o0KLE<l.

o(u,t) =
0

s W>L

Dla kazdego ¢, o (4,t) C (L®), zatem

1

1
ggfx,,(t)a(u,t) du=fx(z‘)a(u,t)du,

czyli
H 4

lim | x,(u)dn = f x(n) du.
R—yoo
0 0

Konieczno$é warunku b) wynika bezposrednio z twierdze-
nia § 3 rozdz. VIA.

Warunki sg wystarczajgce. Zauwazmy, ze kazda funkcja
schodkowa « (#) da sie przedstawi¢ w postaeci

* (u) - Z hi : [O’. (ll, t,i,) — G (ll, ti”)].

i=1
Poniewaz wedle a)
1 1
lim | % (2) @ (1, ) du = f x () o (1, ) du,
n‘_)oco 0
przeto dla kaidej funkeji schodkowej = (&)

1

limfx,,(u)a(u)du=fx(u)a(u)du.

0

) Twierdzenie to udowodnil p. F, Riesz Zob. prace cytowang na
str. 71 pod ') (p. 465 — 466).
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v
Niechaj teraz o (t) bedzie dowolng funkcjg klasy (L(P—l)).
Istnieje cigg funkecyj schodkowych {«,(f)}, dazgcych prze-

cigtnie w potedze %; do «(f).

Zbior funkcyj schodkowych jest zatem wszedziegesty w (L(9),
skaud na moecy warunku b) otrzymujemy staba zbieino$é ciggu
{xn (&)} do x (2).

Przestrzeri (¢). Na to, aby ciqg {x.} zdqzat stabo do elementu
X [xa={8}C (), x={&} C ()] konieczne jest i wystarcza, by

1) cigqg {|x.|} byt ograniczony,

2) lim&W=4%,  lim{limé&v} = limé&.

n—>oo n—yoo  iHoo oo

Dowdd jest natychmiastowy, jezeli oprzemy si¢ na twier-
dzeniu, Ze kazdy funkcjonal linjowy w (¢) ma ksztalt:

T{x) = C 111!1 81 E Cl El;
( )

=) [Cl+ > Gl =1f],
i=1
i zauwazymy, Ze przyimujac
fr=lim&,  fi(x)=4&,
—yoe

mozemy powiedzieé, ze kombinacje linjowe utworzone z funkejo-
natéw f.(x) (n=0,1...) tworzg zbiér wszedziegesty w zbiorze
funkejonaltéw.

Przestrzer (I7) (p > 1). Na to, aby cigg {x} zdgzat stabo do.x
[x.= (&M} C (), x={&} C (W), konieczne jest i wystarcza, by
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1) ciqg liczb {Z |6 l"} byt ograniczony;
j=1

2) iméW=¢  (=1,2...)
n-doo

Dowéd. Konieczno$§¢é warunkéw wynika z twierdzenia
§ 38 rozdz. VI A, poniewaz dla x = {¢;} (C (), mamy

1x1={i liilp}%, =

oraz z uwagi, iZ funkcjonaly
fix)y=6& dla x={&} C (™)

sq linjowe w przestrzeni ({?) (p>1).

Dostatecznoéé jest bezposredniag konsekwencjg twier-
dzenia 1, oraz uwagi do tego twierdzenia (str. 146); wystarczy
zauwazy¢, iz kombinacje linjowe okreslonych wyzej funkcjona-
6w f; (x) stanowia zbiér wszedziegesty w przestrzeni wszystkich
funkcjonatéw w polu (/®),

Przestrzed (l). Na to, aby ciqg {x,} zdqzaf stabo do x
[ =& C (1), x={&}C (), konicczne jest i wystarcza, by

n—eo

lim |x, — x| =0, tzn lim 2—‘;ggn>_g,.|=0,
R~yoo
o

W przestrzeni (I) staba zbieinosc jest tedy réwnowazna zbiez-
nosci wedle normy.

Dowéd. Przyjmijmy 0 = ¢™ —¢&;. Zalézmy, Ze cigg {x.)}
zdgza stabo do x. Oczywiscie ciag {y.} [yn = &% —¢,] zdgza sla-
bo do ©. Zatem dla kaidego ciagu ograniczonego {c;} zachodzi
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lim ¢l = 0; 1
n-yoo Py

przyjmujge ¢;=0 dla isr, ¢ =1, otrzymamy:
lim 7™ =0 (r=1,2, ... (2)

n—yoo

Przypusémy, Ze

n-yeo

li—mz(ng")\>s>0. 3)
i=1

Okreslamy przy pomocy indukeji cigg liczb naturalnych {re}
i {rx} w sposéb nastepujacy:
1) n, jest najmniejsza liczbg n, dla ktére]j

pll
Z |0 [ > e
i=1

2) r, jest najmniejszg liczbg, spelniajaca zwigzki

PAE N E A=

i=1 i=ry 41

8) n. jest najmniejsza liczbg wigksza od 7z, spelniajgcqg
warunki
a) S| | >,

i=1

Th—1 .
'&1 °
b) Z | <
=1

4) r; jest najmniejsza liczbg > rx—1, spelniajgca nieréwnosci

Tk oo
o>, S ] <
2 5

i==rp_q 41 i=rptl
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Istnienie ciagéw {n:} i {rx} wynika ze zwigzkéw (2) i (3).
Niech teraz

sign n("e+0  dla  rp <i < Frga,
€ = @
sign ("0 . 1<iLry,

- Mamy |[¢|=1 (j=1,2,...). Zatem, na mocy (1),
lim oM =0, (5)

H—ro0
i=1

Lecz, w mysl (4),

oo ra Thy oo
| Z ;i | > Z | )| — Z | )| — 2 | o) |
i=1 i:rk_l—{—l i=1 i:fk+1

Zatem, na mocy warunkéw (3) i (4), okreslajaeych ciqgi'{nk}
i {rz}, mamy:

(>o1 c < € s
Ci (_ﬂk) >___._.._.-——:— k:1,2, Ry 2
‘2: LR T )

co jednak sprzeczne jest z (5) i z warunkiem 3), na mocy kté-
rego M > Ny, wiec lim n, =+ oo.
i koo

Przestrzer (L). Ciqg {x.(t)} zdaza stabo do x,(t) [x. C L,
X (C L, 0<t<C1], jezeli dla kaidej funkcji ograniczonej o (t)
zachodzi
1 1

lim [, (8) a(t) dt = f %, (8) a () dt. )

Stad:
Na to, aby ciqg funkcyj {x. (t)} pola (L) byt stabo zbiezny do
SJunkeji x (t) (C (L), konieczne jest i wystarcza, by

1
1) cigg f | x. (£) | dt byt ograniczony;
0
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2) dla kazdej liczby = > 0, istniata odpowiednia liczba N taka,
Ze dla kazdego zbioru H, zawartego w <0,1>, o mierze <7,
zachodzita nieréwnosc

| X (@) dt] < e (n=1,2, ...
}

14 i

3) lim | x,(a)du= f Xy de (0 t< 1)),
n—roo
0 0

D ow 6 d. Konieczno§é warunku 1) wynika z twierdzenia § 3
rozdz. VIA. Udowodnimy teraz lemmat nastepujacy:

1 .
Jesli lim f Xq (t) @ (t) dt = 0 dla kazdego o () (C (M) [ (&) C L],
0

wowezas warunek 2) jest spelniony.
Przypusémy bowiem, ze warunek 2) nie jest spelnicny.

Istnieje zatem ¢ > 0 takie, ze do kazdego 7 > 0 istnieje zbior
H(n) o mierze <7 i liczba naturalna n (1) taka, Ze

| f Koy (B) @t | > . 1)
H(n)

Niechaj {2,} oznacza ciag liczb, spelniajacych warunek:

|fxn () dt| <} e dla kazdego zbioru H o mierze <a,. (2)
H

Okreslamy ciag zbioréw {G:}, liczb {7} przy pomocy indukeji
w nastepujacy sposéb: ‘

) Warunek 1) jest zresztg konsekwencja warunku 2).



— 154 —

:01=H(1), no=n1), N,=0,

BE

2N 2

gdzie N; jest dowolna liczbg naturalng, spelniajgca warunek

1 1
o < ) On; 1 s N; <Ny

A wiec miara zbioru E Giy1 jest mniejsza niz
j=1

— 1 2
< < Oy, ,
Z oNipt  QViqq
Jj=i

Niech
Hi=G;— R;, gdzie Ri=G; Z Gitr.
j=i

Mamy oczywiscie F, Hr = 0 przy r = k, oraz
f X, (£) dt = f ony (£) — f %y (£) dt.
H; G; R;

Poniewaz miara R; jest <a,,, zatem na mocy (1), (2), (3)

[fxni(t)dt[>e—%s=—;s. 4)
Hj

Niech
= [m@a  @=12..)

H;

i niechaj {d;} bedzie dowolnym ciggiem ograniczonym.
OkreSlamy funkcje « (£) w sposéb nastgpujacy

d,‘ dla tCHi,
a(t) =

0 dla pozostatych £.
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Mamy

1

fa(t) fon(8) df = idl- g .

0 i==]1

Widzimy zatem, ze

n—>ca

lim a;tm =0 dla {d}C (m).
-

Uwazajac wiec ciggi {¢(V} jako elementy przestrzeni (1), wi-
dzimy, ze {£} dazy stabo do ©. Zatem

lim z & | =0,
n—sco

i=1

A wigc lim £ = 0, co jest sprzeczne z (4), gdyz

oo

o= [ dt| > e
2

Opierajac si¢ na powyiszym lemmacie, z uwagi, e

lim f [%a () — %, O] a(f) dE =0 dla « () C (M),
mamy

f|xn(t)—xo(t)|dt<e
%

dla kazdego zbioru H o mierze mniejszej niz 7.
Obierajgc 1 do§¢ mate, mamy

fL%@|ﬁ<%%
H

o ile tylko miara zbioru /7 jest mniejsza od 7.
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Zatem

ftxn(t)ldt<%e (n=1,2, ..)

H

Widzimy zatem, %e ciag {x. (f)} spelnia warunek 2).
Warunek 3) jest oczywiscie konieczny.
Przyjmujgc bowiem

a(@)=1 dla 1<u<l{,

a(uy=0 dla t<u<l,

mamy
1

lim f X (1) o (1) dit = f %, () o (1) di.

0

Przejdziemy teraz do dowodu, Ze warunki podane sg wy-
starczajace. ;

Niechaj a (f) bedzie dowolng funkecja mierzalng mniejsza
bezwzglednie od M w przedziale <<0,1>, Niechaj = bedzie
dowolng liczbg, a 7> 0 odpowiednia liczbg, wynikajaca z wa-
runku 2),

Istnieje funkcja schodkowa 8 (¢), ograniczona bezwzglednie
przez M i spelniajacg warunek: zbiér /- wszystkich punktéw,
spetniajacych nieréwnosé

la () —B (@) [ >,

ma miare¢ mniejszg od v. Na mocy warunku 3), mamy

1

lim f X (B) B (£) dt = f X0 () B () dt. )

0

Zauwazimy, Ze

L [e@ =@l xa®)at| <[ | [2(2) —B@®] % (B) dt | +
! /
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+af[a<t)—s<t)] Xa(B) dt |,
H

gdzie H' oznacza dopelnienie zbioru A do przedzialu <0,1 >,

Zatem

1

]f[a(t)—ﬁ(t)]xn(t)dt|\<ef]x,,(t)[dt—{—sz]xn(t)idt.

0

Jezeli przez H, oznaczymy zbiér tych punktéw zbioru H,
gdzie x, (f) > 0, wéweczas, na mocy warunku 2),

fix,,(t)}dt_|fxn(t)dt|+jfx,,(t)dtl

H—Hy,

a wigc

]f[a(t)——@(t)]x,,(zf)dt[<e[f[xn(t)}dt+4M]. @)
Mamy na mocy (6) i (7) |

1 1
Hn]{fxn(t)a(t)dt—fxo(t)a(t)dt | <

0

<§§01fxn(t> [a(t)—@(t)]dtmfxo(t)[a(t)—s(t>]dt|<

1

hms[f|x,,(t)}dt+4M] n eflxo(t)[dt—{—sz[xo(t)[dt

0
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1
Na mocy warunku 1) ciag f | X, (t) | dt jest ograniczony,
0

f | X, (¢)| dt zmierza do zera wraz z miarg zbioru H, a zatem
H

1 1

lim | %, () o () dt = f %, (£) o (£) dt .

n—yoo
0 0




ROZDZIAL VIIB.

Ciagi stabo zbieine.

(Cigg dalszy)

§ 1. Jezeli cigg {x.(t)} zdgza stabo do x(t) w przestrzeni
LP) (p>1) [%.(®), x@OCLP), p>1] i jezeli

1

1
lim |xn(t)lﬂdz‘=f[x(t)]ﬂdt,
n-yoo
(1]

0

wowczas ciqg {x. (¢)} zdgza wedle normy do x (t), t. zn.

1
lim | | %, () — x () |7 dt =0Y).

0

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla przestrzeni (I?) (p > 1),
mianowicie: :

Jezeli cigg {x.} = {&M} zdqza stabo do x = {&} w ({®) (p>1)
[%0, x C(IPM)] i jezeli

tm 16 r= e

i=1 i=1

1y Twierdzenie to udowodnione zostalo po raz pierwszy przez Radona
(Sitzgsb. Ak. Wiss. Wien, t. 122 (1913), Abt. IIa, pp. 1295 — 1438). Réwniei:
F. Riesz, Acta Litt. ac Scient. Szeged, t. 4, (1929), pp. 58—64, oraz 182—185.
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wowczas

li ¢ — (P =0
Jim D160 —ulr=0.

i=1

Dowéd. Mamy

lim &M = &, 1)
n—oo
P P . P —
V oo N—1 fi‘
16?)—&4«/ ’lﬁﬁ”’~€fl”+V g —tle, @
= ~ =
gdzie N jest dowolng liczbg naturalng.
Lecz
. P »
-
V g — |7 < V &1 + V &7,
= = =

skad, na mocy zatoZenia i zwigzkéw (1), (2), otrzymujemy:

7
o0 p (=)
2VZ :, =20 J4).
| &7 2”i:N| |7

=N

lim () — §; 1p
ngqu!et <
i=

Poniewaz NV jest dowolng liczbg naturalng i poniewaz

L i|7=0,
Ngg;le\

wiec

li € &7 =0.
lim [0 — &7 =0

i=1

§ 2. Jezeli ciag elementow {x,} pewnej przestrzeni typu (B)
ma t¢ wiasnosé, ze dla kazdego funkcjonatu linjowego f(x) istnieje

Lim f (xn),
n-yeo
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to nie koniecznie istnieé musi element X,, do ktérego cigg {x,}
jest stabo zbieiny, t. j. taki, ze

,l,gif (x2) = J (%)

dla kazdego funkcjonatu linjowego.

Przyktad taki mozna podaé w przestrzeni (C).

Niechaj {x.(¢)} (0 <t <1) oznacza cigg funkeyj ciaglych
wspélnie ograniczonych i zdazajacych wszedzie do funkeji z (¢)
nieciagtlej.

Wynika wéwezas z twierdzenia § 2 rozdzialu VIIA istnienie

granicy
1

lim | x, () dg
A—>oo
0

dla kazdej funkecji ¢ o wahaniu ograniczonem.

Ciag {x. (£)} nie jest jednak stabo zbiesny do zadnej funkeji
cigglej.

W przestrzeniach (L), (IP) (p > 1), Jjesli, dla pewnego ciggu
{xn}, lim f (%) istnieje dla kazdego Junkcjonatu f linjowego, wéwczas

—yoo

ciqg {xXn} zdaza stabo do pewnego elementu x,.

Dowé6d dia (L). Niechaj ciag {x, @)} C (L) ma powyzsza
wlasno$é, t. zn. niech

1
lim f X () o (£) dt
1]

istnieje dla kazdej funkeji « (¢) (C (M).
Mamy oczywiscie

Pgroo

lim f [, (8) — %, (O] e (B dt =0 dla a(t) C (M),

Latwo zauwaiyé, ze dla kazdej liczby ¢>0 istnieje taka para
liczb 1=>0 i N>0, ze ‘ :

Dr. 8. Banach. Teorja cperacyj linjowych. 11
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f‘ Sn () —xn (t) | dt << 1)

dla 2> N i dla kazdego zbioru // o mierze mniejszej niz 7.

W przeciwnym bowiem przypadku istnialby cigg liczb {p.)
i {#.}, daigcych do oo i cigg zbioréw {/,} o miarach dazgcych
do zera, takich, Ze

f | Xp, (&) — %1, (&) | dE >,
i,
co sprzeciwiatoby si¢ lemmatowi § 2 rozdzialu VIIA (str. 153), gdyz

1

lim | [%,,E) — %, (O] e@®dt =0 da a@)(C (M)

W szczegblnosci, dla v dosé matego, mamy

f]x,-(t)]di<:‘5«a (i=1,2,...N),
H

o ile miara zbioru /7 jest mniejsza od 7.
Zatem na mocy (1)

f|x,z(t)|dt<;§—e (n=1,2, ..)

H

dla kazdego zbioru H o mierze <1,

Niech
H

lim | %, (1) du = B (¢).
n->00
(i}

Pokazemy, ze funkeja B (t) jest funkcja absolutnie ciagla.
Jezeli bowiem ¢ jest dowolna liczbg dodatnig, wowezas istnieje
n > 0 takie, Ze

f|xn @®|dt<e (n=1,2,...) dla kazdego zbioru /7 o mierze <1,
H
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W szczegé6lnosei, jezeli zbiér H sklada sie ze skoficzonej
liczby odcinkéw {3;}, niezachodzacych na siebie, o krancach ¢; ¢/,
wowczas

ty
lim | x.(¢)d¢=lim Z f X (8) dt :Z [B () — BT,
H Loy :

a wiec

> s —swl <,

co oznacza cigglo$é bezwzgledng funkeji § (7).

Przyjmujgc §' (t) = X, (t), widzimy, Ze cigg x,.(f) zdaza stabo
do x, (%).

Czytelnik latwo udowodni analogiczng wlasnoéé dla prze-
strzeni ({), t. zn.:

Jezeli cigg {¢(W} ma te wlasnosé, Ze

Slgn<te  @=12..)
i=1

ilimE d; &M istnieje dla kazdego ciagu {d;} ograniczonego,
n—ryoo o

wowczas istnieje cigg (&) taki, ze

oo

Z}eiy<+m, lim d&(")—Zd&,.

i=1 i=1

Udowodnimy teraz dla przestrzeni (L(®) (p>1) wlasnosé
podang na poczatku tego ustepu, mianowicie nastepujgce twier-
dzenie:

Jezeli {x, ()} C (L) (p>1) i jezeli

1 .
lim f Xn () y (B) dt
H—>co
0

P
istnieje dla kazdego y (¢) C (L(P“l)), wowezas istnieje x, (£) C (L)
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takie, Ze
1 1 B
lim | x.(8) y () dt = Jxo )y @ dt dla y @ C L),

P
Dowéd. Niech dia y C (L&)
1

| fa(y) = fxn(t)y(t) dt.

0

Funkcjonal f.(y) jest funkcjonalem linjowym okreslonym

P
A=Y
P
Poniewaz lim f,(y) istnieje dla kazdego y (_ (L(Pml)), zatem

n—yeo

funkcjonat f (y) = lim /. (¥), jako granica funkcjonatéw linjowych,
n—yoo
jest réwniez linjowy. Z twierdzenia o przedstawieniu funkejona-
_P
16w w przestrzeniach (L(l’—l)) (rozdz. IVA, § 4) wynika istnienie
takiej funkeji x, (¢) C (L), ze
1

f= [x®3®d an 9 C (@G,

0

Mamy wiec
1 1
a
lim [ @)y @ dt = f %O y®d da yC @),

Uwaga. Analogiczne twierdzenie i dow6d mozna podaé
dla przestrzeni (/”) (p > 1).

§ 3. Niechaj y = U(x) bedzie operacjg linjowa, okreslong
w przestrzeni E typu (B), ktorej przeciwdziedzina miesci si¢ w prze-
strzeni E, rowniez typu (B).

Jezeli ciqg {x.} zdaza stabo do x,, wowczas cigg {U (x.)} zdq-
za stabo do U (x,).
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Dowd6d. Niech Y bedzie dowolnym funkcjonalem linjowym
okreslonym w £;. Wyrazenie

YU(x) = X(x)
jest oczywiscie funkcjonalem addytywnym w £ i, jak tatwo

widaé, cigglym,
Mamy bowiem:

(X[ =[YU®| <]V [U®)|<IY] U] |x].
Poniewaz {x,} zdaza stabo do x, wiec

lim ¥ U (%) = lim X (%) = X (x,) = Y U (%,).

oo

Zatem cigg { U (x,)} zdaza stabo do U (x,).

Jezeli zalozymy, Ze operacja y = U (x) jest pelnociggla, wow-
czas, skoro cigg {x.} zdaza stabo do {x,}, to cigg {U(x,)} zdaza
wedle normy do U(x,), t. i.

lim | U (x,) — U(x,) | = 0.
H—poo
Przypusémy, ze cigg U (x,) nie zdaia (wedle normy) do
U (x,). Istnieje zatem >0 i cigg czesciowy {x,,} taki, ze
U (%) — Ulx) | > ¢ i=1,2,..) 1)
przyczem ciag {U(x,,)} jest zbiezny wedle normy do pewnego ele-
mentu y'. Poniewaz ciag {x,;} jest stabo zbiezny do x,, wiec ciag

{U(xs)} jest slabo zbiezny do U (x,), co jest niemozliwe,
gdyz ciag {U(x.)} dazy do y', a ma mocy (1) y' 7 U (x,).




