ROZDZIAL IXA.

Réwnania funkcjonalne linjowe.

§ 1. W rozdziale tym zajmiemy sie réwnaniami typu
v=U(x),
gdzie operacja U jest linjowa, dziedzina x-o6w tworzy prze-
strzefi E, przeciwdziedzina — przestrzen E'?).

O przestrzeniach £ i E' zakludamy, jak zwykle, Ze sa
typu (B).

Funkcjonaly linjowe, okreslone w E oznaczaé bedziemy lite-
rqg X, zas okreslone w E' literg Y.

Jezeli odwzorowanie okredlone przez operacje linjowa
y=U(x)
jest jedno-jednoznaczne, to oczywiscie operacja odwrotna
x=U"(y)

jest addytywna. Latwo widaé, ze warunkiem koniecznym i wy-
starczajacym na to, by istniala operacja odwrotna, jest warunek

U(x) =0 pocigga za sobg x =0,

'} Twierdzenia § 1 tego rozdzialu znajduja si¢ w pracy cytowanej na
str. 26 pod !) (p. 234—238).
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Jezeli operacja odwrotna jest ciagla, wéwczas istnieje m>0

takie, Ze
x|l <miyll.

Jezeli, odwrotnie, istnieje liczba m >0 o te]j wlasnosci, Ze
mll x| <[ U,

to istnieje operacja odwrotna ciagia.

Jezeli operacja odwrotna jest ciggla, to przeciwdziedzina jest
zamknieta.

Jezeli bowiem lim y. =y, to przyjmujgc U (x,) =y., mamy

>0

lim || x, — X, || < mlim ||y, — 3, | =0,
P,qes 0,q>o0

i przyjmujac lim x; = x,
n—roo

mamy
Ux)=y.

Jezeli Y, jest funkcjonalem granicznym ciggu {V:} typu 3,

wéwezas funkcjonat X, = U (V,) jest funkcjonatem granicznym ciagu
{Xeg} ={U(Tp} typu ¥.
Jest fo oczywiste, gdyz dla kaidego x mamy
Xe (x) = Ve [U (%] 0 <CE<H).

Lemmat. Niechaj operacja X = U (Y) posiada odwrotnosc
ciggtq. Jezeli L' oznacza dowolnq przestrzeri wektorjalng Y -0w,
a U (L' odpowiedni zbior X -6w, wéwczas, jezeli L' jest przestrzeniq
stabozamknietq, to zbior U (L') jest rowniez stabozamknigty.

Dowo d. Z zalozenia wynika, Ze istnieje liczba m > 0 taka, Ze

NU)||>m| Y| dla kazdego Y.

Jezeli wige dla 1 & <3 mamy

X CUWL), |X]| <K



— 186 —

ijezeli X;=U(V;), wéwezas dla 1<&<9 zachodzi

1
Iell< K YeCL.

Ciag {Y:} posiada funkcjonat graniczny ¥, L', gdyz zbiér L'
jest stabozamknigty. OczywiScie X, = U(Y,) nalezy do U (L) i jest
funkcjonatem granicznym ciggu {Xg}.

Twierdzenie 1. 1. Jezeli operacja sprzezona X = U(Y) ma

odwrotnosc ciqgtq, wowczas rownanie y = U(x) ma dla kazdego y
rozwigzanie.

2. Jeéeli operacja X =U (Y) ma dla kazdego X rozwiqzanie,
wowezas:

a) operacja y = U (x) ma odwrotnosc ciqgly,

b) przeciwdziedzina jej jest zbiorem y-6w, spetniajacych warunek
Y(y)=0, jezeli U(Y)=0.

Dowoéd. 1. Niechaj y, bedzie dowolnym elementem zbio-
ru E'. Niechaj L' bedzie zbiorem wszystkich funkecjonatéw linjo-
wych Y, takich, ze Y (y,) =0.

Oznaczmy przez L zbiér funkcjonaléw
X=U() dla Y({CL.

Ponjewaz L' jest zbiorem slabozamknigtym, wiec na mocy lem-
matu poprzedniego zbiér L jest réwniez slabozamkniety. Zbior
L nie zawiera funkcjonalu X,= U(Y,), gdzie Y, jest funkcjonatem
linjowym takim, Ze Y, (y,)=1. Na mocy wiec twierdzenia 2
rozdzialu VIII A istnieje element x, taki, Ze:

X (%) =1, X(x,) =0 jezeli X L.
Niech
1= U(x,).
Mamy

Yo(y=X(x)=1, Y(y)=0 jezeli Y (L.
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Niechaj Y bedzie dowolnym funkcjonalem linjowym i niech
V=Y —(Y(yy)) . Yo
Zatem
Y'(y) =0, czyli Y(y)—Y(y) =0 wigc Y(yi—y)=0.
Poniewaz Y jest dowolnym funkcjonatem linjowym, wigc
=3, =0, czyli y,=U(X).

2a) Gdyby twierdzenie 2a) bylo nieprawdziwe, to istnialby
cigg elementéw {x,} taki, e

}ZI_I)I:CH xﬂH:_*'w’ r}l}g“)}ﬂHzoa Yn = U (%n).

Niechaj X bedzie dowoinym funkcjonalem, a Y funkcjona-
tem takim, zZe .
X=U(Y).
Mamy:
lim X (x,) = lim Y (y,) = 0.
n—ee n—eo
Poniewaz X jest dowolnym funkcjonatem, przeto z ostatniej
réwno$ci wynika, ze ciag {x.} ma normy ograniczone, co jest
sprzeczne z zaloZeniem.

2b) Niechaj element y, speinia warunek
Y(y) =0 jezeli U(Y)=0. (1)

Przeciwdziedzina G' operacji U (x) jest zamknigta. JeZeli
zatem przypuScimy, ze y, nie naleizy do (', wéwczas na mocy
twierdzenia 2 rozdz. IVA istnieje funkcjonal Y, taki, Ze

Yo(y2 =1, Y,() =0 dia y(CG.
Jeteli X, =U(Y,), y(C G, y=U(x), wowczas:

X, (x) =Y, (y) =0, zatem U(Y,) =0,
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co na mocy (1) jest niemozliwe. Zatem

v, (C Q.

Naodwroét, jezeli

U{Y)=X=0,
wéwezas dla y (C @
Y(y) =X =0.

Twierdzenie 2. ~ 1. JezZeli operacja y = U (x) ma odwrotnosc
ciqgta, wowczas rownanie X = U(Y) ma dla kazdego X rozwig-
zanie.

2. Jezeli operacja y = U (x) ma dla kazdego y rozwiqzanie,
wowczas:

a) operdcja X = U (Y) ma odwrotnosc ciggta,

b) przeciwdziedzina jej jest zbiorem X-dw, spefniajgcych waru-
nek X (x)=0, jezeli U (x)=0.

Dowdéd przeprowadza sie analogicznie jak poprzedni; nalezy
tylko litery x,y, X, ¥, U, U zamieni¢ odpowiednio na Y, X, y, x, U, U.

Jeieli w dowodzie uzyto twierdzenia o elementach, naleizy
obecnie oprze¢ sie na twierdzeniu analogicznem o funkcjonatach,
i naodwrét.

Z twierdzen 1, 2 wynikaja tatwo twierdzenia:

Twierdzenie 3. Jezeli rownanie y = U (x) ma dla kaidego y
zawsze jedno jedyne rozwigzanie, wowczas rownanie X = U (Y)
ma dla kazdego X takie zawsze jedno jedyne rozwiqzanie, i na-
odwrdt,

Twierdzenie 4, Jezeli operacje y = U (x) i X=U(Y) majq
odwrotnosci ciqgte, wowczas dla ”kaz'dego y § X istnieje doktadnie
jedno odpowiednio x oraz Y takie, ze

y=U(), X=U().
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Twierdzenie 5. Jezeli operacje y = U(x) i X = U(Y) majg
dla kazdego y i X rozwiqzanie, to dokladnie jedno.

Twierdzenie 6. a) Jezeli przeciwdziedzina operacji linjowej
U (x) jest zamknigtd, wowczas przeciwdziedzina operacji U (Y) jest
zbiorem X spetniajocych warunek: X (x) =0, skoro U (x) =0. b) Jezeli
przeciwdziedzina operacji linjowej U (Y) jest zamknigta, to prze-
ciwdziedzina operacji U (x) jest zbiorem y, spetniajacych warunek:
Y(3)=0, skoro U(Y)=0.

Dowd6d. Niech G oznacza pochodna przeciwdziedziny ope-
racji U (x); G jest przestrzenig typu (B). Oznaczmy przez Z do-
wolny funkejonal linjowy okresSlony w G, a przez U,(Z) fun-
kejonat linjowy X speiniajacy réwnanie

ZU{) =X(x) dla xCE.

Latwo sprawdzamy, Ze przeciwdziedziny operacji U, (Z),
U (V) sa identyczne. Jezeli bowiem Y jest funkcjonalem linjo-
wym okre§lonym w E| i takim, Ze

Z{»=Y(y) dia y(G, (1

woéwezas Z U (x) = Y U (x) dla kazdego x, a zatem
U (Z)=U(Y). (2)

Jezeli zas Z jest funkcjonatem linjowym okreslonym w G, wow-
czas na mocey twierdzenia 2 rozdziatu IVA istnieje w £, funkecjonatl
linjowy Y, spelniajacy warunek (1), a zatem i (2). Twierdzenie a)
dostajemy z twierdzenia 2. Co do b), to zauwazmy przedewszy-
stkiem, ze, gdy U, (Z)=0, to Z(y)=0 dla y C G, a zatem Z = 0,
Poniewaz zbiory Z-6w i X-6w sa przestrzeniami typu (B), wiec
na mocy‘ twierdzenia 12 rozdzialu ITIA operacja X = U, (Z) ma
odwrotnosé ciagla. Zatem na mocy twierdzenia 1 réwnanie
y=U(x) ma dla kazdego y (C G rozwigzanie i przeciwdziedzina
operacji U (x) jest temsamem zamknigta.
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§ 2. Zajmiemy si¢ teraz réwnaniami typu
y=x— U(x)7

gdzie U jest operacjg linjowa pelnociagla, ktérej przeciwdzie-
dzina mie$ci sig w dziedzinie ?).

Lemmat., Jezeli operacja U (x) jest petnociqgta, wowczas ope-
racja T (x)=x — U (x) przeprowadza zbior zamkniety ograniczony
w zbior zamkniety.

Dowo6d. Niechaj G bedzie zbiorem ograniczonym. Przy-
pusémy, Ze

%C G (n=1,2..),  LmT(x)=5,. 1)

oo

Poniewaz cigg {U (x)} jest zbiorem zwartym, zatem istnieje
ciag czesciowy {U (x,,)} zbieiny do pewnego elementu X,.
Poniewaz
U (%) = Xn, — T (Xn),

zatem, na mocy (1), mamy

lim X, =y, + X, ,
o

T(y+ %) =Y.

skad

Twierdzenie 7. Jezell operacja linjowa U (x) jest petnociggta,
wowcezas przeciwdziedziny operacyj

T(x)=x—U(x) i T(X)=X—U(X)
sq zamkniete,
Dowo6d. Niechaj G oznacza zbidér rozwigzan réwnania
T (x) = 0. |
Y Twierdzenia tego § z wyjatkiem tych, w ktérych wystgpuje pojecie
operacji sprzezonej, zostaly dowiedzione po raz pierwszy przez p. F. Riesza.

Zob.: F. Riesz, Uber lineare Funktionalgleichungen, Acta Math. 41 (1918)
p. 71—98.
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Przypusémy, ze y, %~ 0 jest elementem skupienia przeciw-
dziedziny. Istnieje zatem cigg elementéow {x,} taki, ze

lim 7 (x,) = y,.
A—>oo

Gdyby ciag {|x.|} byl ograniczony, woweczas, na mocy lem-
matu powyiej dowiedzionego, element y, nalezatby do przeciw-
dziedziny. Oznaczmy przez d, odleglosé elementu x, od zbioru G.
Istnieje zatem element w, ( G taki, Ze

dn<xn—wnl<(1+—i~)dn. 1)
Mamy
lnlin T (Xn — Wn) = Yo. (2)

Gdyby ciag {|x.— w.|} byl ograniczony, wéweczas w mys$l
lemmatu twierdzenie byloby udowodnione.
Przyjmijmy wiec, Ze

lim[x,,——fwn\ =4 co.
H—>co
Przyjmujgc
Xp — Wy
2y =
| Xn— |

mamy na mocy (2)
Im 7T{z)=0 1 |z.|=1
fi—yoo

Na mocy wiec lemmatu z ciagu {z,} da sig wyrwaé ciag
{ z»;} zbiezny do elementu w,, dla ktérego zachodzi

T (wo) =0,
a wiec

w, ( G.

Niech 2, —w, =¢,. Mamy

ﬁm[eki[:O . 3)

i—yoo
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Zatem
Xn — Wn
T T Wy = &gy,
1 Xn — Wn i
czyli

xn*wn-—-wolxn—“wntzsn]xn‘_'wn .
Stad, na mocy (1),

= L | [ e (L @)

Na mocy (3) i (4) istnieje takie 7;, ze
dy;

| ;<E

) Xn; — W, — Wy | Xn; — W, |
co jest niemozliwe, gdyz
Wy, + W, i xﬂi“’wﬂilc G,

za$ dp; jest odlegloscia x,, od (. Stad wynika bezposrednio,
ze przeciwdziedzina operacji 7 jest réwniez zamknieta.

Lemmat. Jezeli zbior linjowy G, zamknigty jest czesciq wla-
sciwg zbioru linjowego G, wowczas dla kazdej liczby = > 0 istnieje
x, (C G takie, ze

| % | =1, [y —x|>1—¢ dla x(C Q.

Dowéd. Niechaj ¥ (C G — G,. Jezeli d oznacza odle-
gtosé¢ x' od G;, a 7 dowolng liczbe dodatnia, wéweczas istnieje
element y' (C (G, taki, ze

d<|[x =y [<d+n
Przyjmijimy
Xy = —~——xl =Y — .
X =y

Jezeli y (T G,, wéwezas

1 ! ! ! !
E — | =y —lx =yl

| x'— 3"
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Poniewasz

J"‘foy*y,’J’CGu gdy? G i y(C G,

zatem
1 d
X—Y|>—d>—
e ET

Obierajac odpowiednie 7 > 0, otrzymamy

K=y =1—e,  yCG.
Oczywiscie
[: }x'—y'; =1
I —y'|

x, (C G, gdyz X (C G i yC G Ca.

| %o

Twierdzenie 8. Jezeli U(x) jest operacjq linjowq petnociqgty,
wowczas réwnania x— U(x)=0, jakotez X — U (X) =0 majq conaj-
wyzej skoriczong liczbe rozwiqzar linjowo niezaleznych,

Dowéd. Przypu$émy, ze istnieje cigg {x,} elementéw lin-
jowo niezaleznych i spelniajacych réwnania

% —U) =0 (=12, ..)

Oznaczmy przez E, zbiér elementéw ksztattu

n
E h; Xiy
i=1

gdzie %; s dowolnemi liczbami rzeczywistemi.
Oczywiscie gdy x (C E, wéwezas

x—U(x)=06.
Latwo wida¢, ze zbiér E, jest zbiorem linjowym zamknietym,
nie zawierajgcym elementu x,y, zatem bedgeym czescig wilasciwg

zbioru E,1;. Na moey lemmatu istnieje cigg elementéw {y, 3
spetniajacych zwiazki

[ yel=1, 3. En (Va—y|>4% jezeli y(C E,_y. (1)

Dr. 8. Banach. Teorja operacyj linjowych. 13



— 194 —
Lecz
yn - U(yn) == @ CZyli yn - U(yn).
Cigg {y.} powinien wigc by¢ zwartym, co si¢ sprzeciwia
nieréwnosei (1). ’
Dowéd dla réwnania X — U (X) =0 przedstawia sie ana-
logicznie; uwazaé mozemy zbiér X-6w za przestrzen typu (B).

Twierdzenie 9. Jezeli réwnanie y = x — U (x), gdzie U (x)
jest operacjg petnociqgte, ma dla kazdego y rozwiqzanle, wéwczas
réwnanie x — U (x) = 0 nie ma rozwigzania po za x = 0.

Dowéd. Poléimy
TO(x)=x—U) =T (x),  T®(x)=T(Trx),
Oznaczmy przez E, zbiér x-6w, spelniajgcych réwnanie
T®W (x) =0,
Przypu$émy, e istnieje element x; 70 dla ktérego zachodzi
T{xy) =0,
Oznaczmy przez X, element, spelniajacy réwnanie
Kooy = T {(Xn) n=238,..)
Poniewaz
T (Knp1) = %, == O, Te+D (i) = T (%) = ©,
wiec
Xnt1 C E—E, , Xni-1 C En-}—l .
OczywiScie E, jest zbiorem zamknietym linjowym, bedgcym
czgScig wlasciwg zbioru Enys.
Na mocy wiec lemmatu, istnieje ciag elementow {y.}, spel-
niajgcych zwiagzki

|Yu|=1, In C En, |yn—x|>% dla xCEm. (1)

Mamy
T(Yn) = Yn— U (yn),
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zatem
U= U=y, —[Ya+ T () = T ()1 =3, — x.
Jezeli p > ¢, wéwezas z uwagi, ze y, (C E,, wynika
T (x) = TG (3) + T (9) — TP (35) = 6,
zatem x (C E,—;, wige na mocy (1)
Yy —X|> %,
([U)—Ud|l=%  (p>9)

co jest niemozliwe, gdyz z ciggu {U(y¥.)} da sie wyrwaé ciag
zbieZny.

czyli

Analogicznie otrzymujemy

Twierdzenie 10. Jezeli rownanie Y = X — U (X) (U (x) ope-
racja petnociqgta) ma dla kazdego Y rozwiqzanie, wowczas réwnanie

X—-U(X)=296
nie ma rozwigzania po za X =0,

Dowod prowadzi sie analogicznie, uwazaé mozemy bowiem
zbiér X-6w za przestrzen typu (B).

Twierdzenie 11. Jezeli rownanie x — U (x) =0 (U (x) ope-
racja linjowa petnociqgta) ma jedyne rozwigzanie x =0, wiéwczas
rownanie

v=x—U(x)
ma dla kazdego y rozwiqzanie.

Dowéd. PoniewaZ przeciwdziedzina operacji x — U (x) jest
zamknieta, zatem na mocy twierdzenia 2 i zaloZenia wynika, Ze

réwnanie -
VY=X—-U(X)

ma dla kazdego Y rozwigzanie.
Na mocy wige twierdzenia 10, X — U (X) = © ma jedyne roz-
wigzanie X =0, Na mocy wiec twierdzenia 1, réwnanie

y=x—U(x)

ma dla kaidego y rozwiazanie.
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Analogicznie udowadnia sie
Twierdzenie 12. Jezeli réwnanie X — U (X) =0 (U (x) ope-
racja petnociqgta) ma jedyne rozwiqzanie X = 0, wowczas réwnanie

Y=X— U (X)

ma rozwigzanie dla kazdego Y.

Twierdzenie 13. Jezeli U (x) jest operacjq petnociqgiq wow-
czas rownania

x—Ux)=0 i X—UX)=09,
majq rowng liczbe rozwigzari linjowo niezaleZnych.
Dowé6d ). Poléimy
T (x) =x — U (x), T(X)=X—U(X).
Niechaj
Tx)=0 (=12 ...n, TX)=0 (=12 ...v, (1)

przyczem zakltadamy, Ze elementy {x;} wzglednie funkcjonaty
{X:} sa linjowo niezaleine, liczby za§ n i v oznaczajg najwiekszg
liczbe rozwiazan linjowo niezaleznych réwnania

T(x)=0 wazglednie T(X)=0.
Niechaj 7; (1 <{i <{v) oznacza dowolny element, taki, Ze
Xi(n)y=1, X;(n)=0 dla j==1i, @

Istnienie takiego elementu jest widoczne, gdyz zbidr linjowy
typu

) W pewnych przypadkach specjalnych twierdzenie to udowodnil
p.F. Riesz w pracy cytowanej na str. 190, p. 96—98. Dowé6d tego twierdzenia
w tej ogélnosei przy innem jego sformulowaniu podat p. T. H. Hildebrandt;
zob.: T. H. Hildebrandt, Uber vollstetige lineare Transformationen, Acta
Math. 51 (1928) p. 311—318. W sformulowaniu przez nas podanem twierdzenie
to znajduje sie w pracy p. J. Schaudera, cytowanej w uwagach do roz-
dzialu VIA.
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i—1 v

Z“f)(f+z@j)i}

j=1 J=i41

jest stabo zamkniety i nie zawiera X;.
Analogicznie oznaczmy przez Z; (1 <iI<n) funkcjonat lin-
jowy, taki, ze

Zi(x)=1, Zi(x)=0 dla i==j. ®)

Funkcjonal Z; istnieje, gdyz x; nie nalezy do zbioru lin-
jowego zamknietego ksztaltu

i—1 n
] U
:Z. O(j)Cj+ Z foj'.

=1 =i

Przypusémy, %e v >n. Poléimy

i=1

R(x) = U(x)+z Z; (%) 1.

Jak latwo widaé, operacja R (x) jest pelnociggta.
Zauwazmy, Ze réwnanie

w{x)=x—R(x)=190

ma jedyne rozwigzanie x = ©. Przypu$émy bowiem, Ze
W () =5 —R(5) = T(x) = > ZiGi)u=0. (&)
i=1

Zauwazmy, ze na mocy (1) mamy (1 <i<v)
X; T(x)=06 dla kazdego x, 6),
zatem na mocy (4) i (2) mamy
XiW)=2Zi(x) =0 (1<i<n). (6)

A wige T (x,) = 0, skad na mocy (1) i znaczenia liczby n
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n
Xy = E o; Xi;

=1

o; 83 odpowiednie liczby rzeczywiste.
Na mocy (6) i (3) mamy stale

Zi(x,)=o0,=0 a wige x,=0.
Na mocy wiec twierdzenia 11 réwnanie
£ = R(D) =T~ > Zi(%) 5= Moy
mialoby rozwiazanie, lecz jak tatwo widaé na mocy (2) i (5) mamy

Xﬂ-H (x — R ()C)) =0,

za§ na mocy (2)
Xntt (agr) = 1.

Zatem nie moze zachodzié nieré6wnoéé v>n.
Gdybysmy przypuseili, ze v<<rn, wéweczas kladgc

R@) =>"Zi(x)m,
=1
mamy

R(X) =2X(m) Z;.

i=1

Postepujac jak poprzednio, wykazemy, Ze rownanie

T(X) — 2 X(n)Z;=0,

i=1

y
sprzezone do réwnania 7 (x) — Z Z:(x) 7; = ® ma jedyne roz-
i=1

wigzanie X = 0. Na mocy wiec twierdzenia 12 réwnanie
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T(X) — Z X () Zi=Zop
i—1

powinno mieé rozwigzanie, lecz to jest niemozliwe, gdyz
T(X) %941=XT (x0+1) =0 dla kazdego X,
Zi(x,,,) =0 dla i<n zas Z,, (*,) =1

A wige n=v, o co chedzilo.

§ 3. Zalézmy, Ze operacja linjowa U (x) ma przeciwdzie-
dzine mieszczaca sie w E. Wéwezas dla kaidego f rzeczywi-
stego, operacja x — & U (x) jest operacja linjows.

Sprzezona do niej ma ksztatt

X —hU(X),

gdzie U jest sprzezong do U. Zajmiemy si¢ teraz badaniem
rownan
x—hU(X) =Y, (2)
_ @)
X—hrU(X)=1. (b)

Jezeli dla pewnego %, réwnanie (a) ma dla kaidego y jedno
jedyne rozwiazahie, wowezas powiadamy, Ze £, jest wartoScig
regularng réwnania (a), w przeciwnym wypadku /&, nazywa sig
wartoscig wlasciwg. Zbiér warto$ci wlasciwych tworzy tak zwane
spektrum.

Na mocy twierdzenia 3 wynika, Ze réwnania (a) i (b) majg
ten sam zbiér wartoéci regularnych, zatem i wlasciwych.

Twierdzenia 1 — 6 tatwo czytelnik wypowie dla réwnan
typu (I).

Twierdzenia powyzsze pozwalaja z zachowania si¢ réwna-
nia (a) wnioskowaé¢ o réwnaniu (b) i naodwrét.

Twierdzenie 14. Zbiér wartosci regularnych jest zbiorem
otwartym.
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Dowéd. Przypusémy, ze £, jest wartoSeig regularng.
Istnieje zatem liczba m >0 spelniajgca zwigzki

| x—h Uy | >m]| x|,
| X =k UX)| > m| X,
Dia dowolnego ¢ mamy
| %=l +) U)| > [x—h Ux)|— 2| | U] > (m—|e| |U])]x],
analogicznie
| X = +) UX) | > (m~|c| |U])| X].
Wynika stad, Ze dla ¢ doéé maltych co do modulu, operacje
%~y + ) U (%),
X~ (hy+¢) U (X)

majg odwrotno$¢ ciaglg, co na mocy twierdzenia 4 pociaga, 7e
fy + ¢ jest wartoscig regularna.

Twierdzenie 15. Jezeli | /| <T§]T, wowczas h jest wartosciq

regularng.
Dowéd?l). Jezeli |72]|< —s—li-J—la, wéwezas rozwigzania mo-
Zemy przedstawi¢ w postaci

K=yt > Uy, X=YV+ D mUNY) (1)
n=1

n=1

U (5)=U(y), U= (y)=UUD(y),
O(ry=0(y), U (¥)=TUD )]

Szeregl powyisze s3 zbieine, gdyz

1) Zob. prace eytowang na str. 38, p. 161, Théoréeme 7
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oo

D lmun < S LU |y,

n=1

oo

D Tom) < S k] Ul Y],

n=1

Z (1) wynika

— - 1
U = U+ > i o (y) = —2— S wue(n=—tx-s,
n=1

n=1

zatem X —hU(x)=y, analogicznie X —2U(X)=7Y.

Poniewaz réwnania (I) majg dia kazdego y i YV rozwiazania,
zatem na mocy twierdzenia 5 jedyne, wigc /% jest wartoscig regu-
larng.

Jezeli x wzglednie X spelnia réwnania

xX+hU(x) =0,
_ D
X+hU(X)=8,
wowezas x wzglednie X nazywa sig elementem wzgl. funkcjonatem
wiasciwym.
Twierdzenie 16. Jezeli

x—nU(x)=0,
- (h== 1)
X—hUX)=6,
wowczas X (x) = 0.

(Innemi stowy: Element wlasciwy wartosci % jest ortogonalny
do kazdego funkecjonatu wlasciwego wartosci 7, jezeli h==rh).
Dowéd. Mamy

XX)=rXU@X)=hUX)x.
Poniewaz
1

U(X):WX
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zatem
X (x) = % X (x).

Z uwagi na to, ze /2 ==/, otrzymujemy
X(x)=0.

§ 4, Jezeli U (x) jest operacjg pelnociggla, wowezas dla
rownafi (II) moina wypowiedzieé¢ nastepujace twierdzenia, ktére
sq uogélnieniem twierdzen Fredholma dla réwnan catkowych.

‘ Twierdzenie 17. a) Roéwnania (II) majg te samq skoriczong
liczbe d (h) rozwiqzan niezaleZnych;

b) Jezeli d (h) =0, wéwczas h jest wartosciq regularng;

c) Jezeli d(h)>0, zas

{x:}, {Xi} (i=1,2 ... dH)

sq niezaleznemi rozwiqzaniami réwnari (1), wowczas rownanie (1a)
ma rozwiqzanie dla kazdego y, spetniajacego warunki

X(n=0 (=12 ...d®)

réwnanie zas (Ib) ma rozwigqzanie dla kazdego Y spelniajgcego
warunki
Y(x)=0 =12, ... d).

Dowéd. }) a) jest to inna wypowiedZ twierdzenia 13,

b) wynika z twierdzenia 11 i z a),

¢) wynika z twierdzenia 6 i twierdzenia 7.

Twierdzenie 18. Jezeli U (x) jest operacjg petnociqgtq, wiow-
czas zbir wartosci wlasciwych réwnania (Ia) jest zbiorem izolo-
wanym.

Dowé6d?). Przypu$émy, ze

lim /, = &, (hi==h, dla 1==F)

n—eo

1) Zob. prace p. J. Schaudera cytowang w uwagach do rozdzialu VIA.
2y Zob. prace cytowang na str. 190, p. 90, Satz 12,
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i ze %, sg warto§ciami wlasciwemi rownania (Ia). Niechaj
xn = hn U (xn), xn # ®0 (1)
Zauwazmy, ze elementy x, sa linjowo niezaleine.

Przypusémy bowiem, Ze elementy Xx; X;... X;—: sg linjowo

niezalezne, zas$
n—1

Xp = i a; Xi;

i=1

mamy
n—1
Xn = hy U (Xy) = ha a; U (£3),
2
zatem .
o
Xn =— hn — xi »
2
skad

a poniewaz Z;zi =1 (n>1i), zatem elementy x; (=1,2,..n—1)

bylyby linjowo zaleine.
Oznaczmy przez G, zbior linjowy elementow y ksztaltu
!
y= O Xig
&

oczywiscie (G, jest zbiorem zamknietym i jest czeSciag wlasciwg
zbioru Guyi. Jeieli y (C G, wbéwezas

Yy—=h U(y) C G-
Mamy bowiem, na mocy (1),

n n—1

J’—hnU(J/)=2 “ixi_g hnai%j:E ai(l_%)xi'

i=1 i=1
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Na mocy lemmatu § 2, istnieje ciag elementéw {y.}, spet-
niajacy zwigzki
|Vl =1, 92.C Gu |yn—y|>% jeteli y(C Gos. (2)
Poniewaz {%,} jest ciagiem ograniczonym, zatem cigg
LU Ry}
jest ciggiem zwartym. Lecz dla p > ¢ mamy
(U yp) — Uy yg) | = | Yo — Wp — by U (vp) + U (g y))|.
Poniewaz
Y C G B =l Uy C s, hgU(9) C Gy C Gpy,
zatem na mocy (2)
Uy —Ulyyy| >4 dla p>gq.

A wiec ciag U (%, y,) nie jest ciagiem zwartym.
Wynika stad, Ze wartoSci wlasciwe nie majg punktu skupie-
nia w skonczonosci.




ROZDZIAL IX B.

Réwnania funkcjonalne linjowe.
(Cigg dalszy).

§ 1. Do réwnafi typu x — & U(x) =y w przestrzeniach (L®))
sprowadzaja si¢ t. zw. réwnania calkowe Fredholma, ksztattu

1
x.(S)‘*/Z f K (s,t) x (¢)dt =y (s), (1)

gdzie K(s,t) spelnia odpowiednie warunki.
Rownanie .
‘ X—-hrUX)=Y

przedstawia sie w postaci

1
X (t) —hf K(s,t) X (s)ds = Y (2). (2)

Czytelnik z latwoseig zinterpretuje twierdzenia rozdziatu IX A
w odpowiedni sposéb dla réwnan calkowych.

Jezeli K(st) spelniajs odpowiednie warunki, wéweczas ope-
racja linjowa

fK(s, 1) x(t)dt

- Jest pelnociggly i stosuja sie do réwnan (1), (2) twierdzenia § 2
i § 4 rozdzialu IX A,
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W szezeg6lnosdci twierdzenia 17 przyjmujg postaé t. zw.
twierdzen Fredholma.

OczywiScie twierdzenia te pozostajg prawdziwe nietylko dla
réownan calkowych.
§ 2. Réwnania typu

x(S)—fK(s,t)x(t)dtzy(s), (1)

gdzie K(s,?) jest funkcjg ciagla, nosza nazwe réownafi Volterry.
Operacja
f K(s,t) x(t) dt
0

jest pelnociagla w przestrzeniach (L®) (p >1) i (C).
Wykazemy, Ze réwnanie

x(s)—f K, H)x(t)dt =0 (2)

ma tylko jedno rozwigzanie x (s)=0.
Przypusémy, Ze x (s) spelnia powyisze réwnanie.

OczywiScie x (s) jest funkejg ciggla. Niechaj

m=max | x (s) |, M=max| K(s, t)].
o<1 o<(s, 11
Na mocy (2)
x@ <M [|x@]d, ®

zatem
lx ()| < Mms O <s <)

Stad na mocy (3), wstawiajge Mms zamiast x (f), otrzymamy

2
Ix(S)|\<M2m~S2—-
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Postepujgc tak dalej dostajemy

'\x(s>i<@:fm (n1=1,2,...).

Oczywiscie wiee x (s)=0.
Poniewaz réwnanie (2) ma tylko jedno rozwiazanie x(s)=0,
a operacja

Y (s) = { K(s, t) x () dt

jest pelnociagla dla
x C (L), y C(LP) oraz x C (C), y C (C),

zatem réwnanie (1) ma dla kazdego y (C (L(») rozwigzanie jedno
jedyne x (C (L(»),

§ 3. Jezeli y = U(x) jest operacjg linjowa dla x (C (L®),
y C(L®), wowezas operacja sprzezona

X=U(Y)

uwazang by¢é moze za operacje linjowg dla ¥V (C (L®), X (C (L@),
. Wynika to stad, Ze wszelki funkcjonal linjowy w (L®) jest
ksztattn )

f Y () x(t)dt, gdzie Y (&) (C (L®).

Moiemy zatem funkcje Y (¢) uwazaé za reprezentanta powyi-
szego funkcjonatu.

Jezeli

1

[yvw=[sv anxcam, ycam, —©

0

wowezas operacje linjowa U (x) nazywamy symetryczng.
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Poniewaz
1 1
[yuw=[ =00
) 0

zatem operacja symetryczna réwna jest swojej sprzezone;j.
Jezeli K(s, ¢) jest funkeja symetryczng [t.zn. K (s, £) = K (¢, 5)]
i ponadto :

1 1 ’
f f[((s, DxBy(s)dsdt

istnieje dla kaidego x (C (L®) i y (C (L®), wéwezas operacje

U= [Ksnxwat-yeo),

V(x):x(s)——th(st)x(t)dt:y(s)y 2)

sg operacjami linjowemi symetrycznemi, gdyz spelniajg warunek (1).
Roéwnania typu (2) nosza nazwe rdwnar catkowych syme-
trycznych.
Jezeli U (x) jest operacjg symetryczna, wéwezas do réwnafi

typu
i—hU@E) =y (D
odnoszg sie nastepujgee twierdzenia.
Twierdzenie 1. Wartosc parametru h jest regularng jezeli,
albo rownanie (I) ma odwrotnosc ciqgla, albo jezeli réwnanie (1)
ma dla kazdego y rozwigzanie.

Dowé6éd wynika z uwagi, Ze réwnanie sprzezone jest
identyczne z danem.

Twierdzenie 2. Rownanie (1) posiada zawsze przynajmniej
jedng wartos¢ wiasciwq. Najmniejszq wartosciq wiasciwg jest
jedna z liczb:
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1 I
1oy’ R4l

(U], jak latwo widad, jest najmniejszg liczba, spelniajgca nie-
réwnosé

1

j U? (x) < UHZ} x* dla kazdego x (C (L)),
0

0

Dowdd opiera sie na nastepujacej uwadze,
Jezeli

1

1
m | x, 9, =1, fxﬂ <1 j <1l (r=1,2,.),
B—yoo
0

¢

woéwezas

Mamy bowiem

hm f (X — ¥ = hm x2 + lim fyi —2 hm Xn Yn L0

f1—boo

Niechaj %% cznacza najmniejszzg liczbe, spelniajgea nieréwnosé

1 1

f[U(x)jzdt<k2fx2, (3)

0
to znaczy

k= U}

Istnieje zatem, taki cigg {x,), ze

fxg =1, lim f[U(xﬂ)]ﬁzkz. (4)

Dr. 8. Banach. Teorja operacy] linjowych. 14
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Mamy

n—oo

1 1
1 1
lim f;; [U(xn) ] = Lim f—kz Ulxn) U (%) =

1

= lim | % H; UU(x,,)} =1. (5)

f—yso
0

Poniewaz, na mocy (3) i (4),

1

f{%UU(x,,)r —k2 [Uz(xn)‘ s fx;g:L

o/
0

zatem, na mocy uwagi uczynionej poprzednio, mamy

tim [ [ -5 vUea | =0, ©®
0
skad, kiadac ‘
xn—% U (X1) = Yu, (7
1
lim (yn+ U(yn))t=0. (8)

0

Wynika stad, Ze albo ~2=—, albo h:-—ik jest wartoscig

1
I3
wlasciwg. Przypusémy bowiem, ze hs—% i hz—k— sq war-

tofciami regularnemi. Woéwezas réwnanie (I) posiada odwrot-
nos$é ciagla dla 7z = :*:%. Zatem istnieje liczba M > 0, taka, Ze

1

1
5t U@ A e)p= |

0
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1

Stad, na mocy (7), f ¥ > M?, a wiec

0

1 1
1
[ oty uenrs>ae [ s,
0 0

to zas sprzeciwia sie (8).
Na mocy twierdzenia 15 rozdzialu IX widzimy, ie jezeli
<L,
Uil
wowezas /2 jest wartoScia regularna.
Przypusémy, ze %, jest wartoscia wlasciwg i ze

1 1

lim | (x,— %y U(x,))? =0, fxfz =1. 1)

0

Kiadac y.= x,—#h, U(x,), mamy

i » = U, 2)
[N

1

oraz
1

lim

X, U (%) = lim f[y,, +hy U(x:)] U (%) =
0 0

:gﬂflynumwhoflw(xn»ﬂ]. @

Na mocy (2),

1
Hm fy,, U((xy) =0,
n-yoo ¢

na mocy (1),

1 1
1imh§f[U(x,,)]2=1imfx§=1,
n—rca Ao

0 4]
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stad na mocy (3)

i

lim xn U («v;z) = _1“. (4)
oo . /Zo

Zauwaimy, ze jeieli fx'z =1, to

|fxu<x>|< /F.wu V= =10

Stad, na mocy (4), widzimy, Ze:

Gorny kres wyrazenia

|f1xU(x)!, (fx2<1)

jest rowny bezwzglednej wartosci najmniejszej co do modutu war-
tosci wilasciwej.




