ROZDZIAL X.

Przestrzenie typu (G).

§ 1. Niechaj E bedzie przestrzenig (D) zupelna.

Przypusémy, Ze kaidej uporzadkowanej parze elementéw X, y
przestrzeni £ przypisany jest jednoznacznie element z tej prze-
strzeni; oznaczmy go przez Xy, nazywajac iloczynem elementéw x, V.

Zatoimy, ze E jest grupg ze wzgledu na powyiszy ilo-
czyn, t. zn.:

Lo (xy)z=x(y2);

I,. Istnieje element jednostkowy 1, taki, ze

l.x=x.1=x dia kaidego x;

I,. Kazdemu elementowi x odpowiada element odwrotny

x~1, spelniajgcy réwnanie
X.x7t=1,

Z aksjomatéw, powyiszych wynika latwo, ze:

a) Istnieje dokladnie jeden element jednostkowy;

b) Elementem odwrotnym wzgledem x—1 jest x;

¢) Xy =xz pociaga za sobg y=u=z.
Zalézmy ponadto, Ze spelnione sg aksjomaty nastepujace:

IIl. lim /vn = X i lim yn :y
—roo n—>oa
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pociagajg za sobg
limx, y,=xy;

o0

II,. limy,=y pociaga limy 1= y-L

—yoo

H->oa

Przestrzenie, spelniajgce powyisze aksjomaty, nazywaé be-
dziemy przestrzeniami typu (G).
Przypusémy, Ze E jest przestrzenia typu (G).
Jezeli x (C E, a H jest zbiorem zawartym w E, wéweczas
przez
x H (wzgl. H x)
oznaczaé bedziemy zbiér wszystkich elementéw V ksztaltu
y=2x2 z(CH (wzgl. y=2zx, z(C H).
Oczywiscie, ze stale
x(H +Hy=xH +xH,,
X(Hl—H2)EXH1——JCH2 dla H2CH1’
x (H, . Hy) = (x Hy) .(x H,).

Yatwo moina pokazaé, ze jeieli H jest zbiorem zamknietym
(Wzgl., otwartym, nigdziegestym, pierwszej lub drugiej kategoriji,
mierzalnym (B)), wowczas zbiér x H jest réwniez zamkniety
(wzgl. otwarty, nigdziegesty i t. d.).

Jezeli y jest punktem wewnetrznym zbioru /7, wowczas xy
jest punktem wewnetrznym zbioru x f7.

Zbiér niepusty H (C E nazywa sie podgrupq, jezeli warunki
x(CH i y(CH pociagaja xyC H i x ' H.

Oczywiscie, ze wéwezas 1 ( .

§ 2. PrzypusSémy, ze E i E; sg przestrzeniami typu (Q).

Operacja U (x), okreslona w E, ktére] przeciwdziedzina mie-
Sci sie w E|, nazywa sie multyplikatywnq, jeieli

Uxy)=U(x).U(y).
Mamy UX)=U.1)=Ux).U1), azatem U()=1.
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Mamy réwniez

1=U)=Ux.xHY=Ux).Ux1),

i tem samem
U= ={Ux} .

Operacja multyplikatywna ciagla nosi nazwe pofegowej.

Twierdzenie 1. Jezeli operacja y = U (x) multyplikatywna jest
ciggta w jednym punkcie, wéwczas jest potegowq.

Dowéd. Przypusémy, ze X, jest punktem cigglosci ope-
racji ¥ = U(x). Niechaj x ( E.

Jezeli lim x, = x, wéwczas
n—yoo

Hm x, x—1 x, = X,
fl—yoo
i tem samem
Hm U(x, x—1x,) = U {x,).

H-—yoo
Stad
lim [U(xe) U Ulxo) ] = U (),
n—roo
czyli
m U (x,) U =1,
n—>oo
wiec \
lim U{x,) U{x—1) Ulx) = U(x).
—>eo
Poniewaz !
UYUx)y=U{1)=1,
wiec

lim U(x,) = U (x).
n—»oo
Twierdzenie 2. Operacja multyplikatywna mierzalna (B) jest
~ potegowaq.
Dowéd. Na mocy twierdzenia 4 rozdzialu I, operacia U (x)
jest ciagla w zbiorze H, przyczem £ — H jest zbiorem pierwszej
kategorji. Przypus$émy, ze

lim x]l = 1.

n—>oo
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Zbidr x, H jest zbiorem drugiej kategorji, przyczem

E—x, H=x,(E — H)
jest zbiorem pierwszej kategorji. Zatem zbi6r
oo_‘i
(E—H)+ Xn{E— H)
-

nie wyczerpuje przestrzeni F.
OczywiScie mamy

E~H§E (an>Cf—H+§ (E — x4 H);

Istnieje zatem punkt X', taki, ze

x'CH’ )C'C.XinH (i’l:i,?,,

a wiec stale

—1 i
x, ' X (C H.
Ponisewaz
im x ' x' = x,
R—oo
zatem
lim U {1 Xy = U(x)),
—»o0
skad

lim Ul ) Ux'y = U (%),
n—oo
i tem samem
imU( =1,
H—yon
czyli
Hm U (%) = 1.

A0

A wige punkt 1 jest punktem ciaglosci, zatem operacija

U (x) jest ciaglg.

§ 3. W ustepie tym zakladaé bedziemy, ze E jest przestrze-
nig typu (G) spéjna t. zn, ze E nie jest sumg dwéch zbioréw

zamknietych rozlgcznych.
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Przestrzenie typu (G) spéjne nazywaé bedziemy przestrze-
niami fypu (G*), '

Jezeli 1 (_ E jest réwnocze$nie zbiorem otwartym i zamknie-
tym, wéwezas H=FE. W tym wypadku bowiem F— H jest réw-
niez zbiorem zamknietym.

Twierdzenie 3. Jezeli podgrupa L (C E mierzalna (B) Jest
drugiej kategorji, wowczas L =F.

D o w6 d. Wobec zalozenia, istnieje kula otwarta K (ktérej éro-
dek y,(_L, jak oczywisScie mozemy przyjac), w kiérej L jest wszedzie
drugiej kategorji. Poniewaz L jest zbiorem mierzalnym (B),
wige K — KL jest zbiorem pierwszej kategoriji.

WeZmy pod uwage zbiér y;* K.

Poniewaz y, jest punktem zbioru K, zatem punkt vy, =1
jest punktem zbioru y;* K.

Istnieje zatem kula otwarta K] o §rodku 1, nalezgca do zbio-
ru YLK

Mamy widocznie

yiLl=1L,

Vo K= KL = (y7  K) = (37 K) . LD K — K L.

Poniewaz K— KL jest zbiorem pierwszej kategorji, wiec

zbidr !
K — K, L jest zbiorem pierwszej kategorji. g}

Wykazemy, ze kula K, nalety do L.

Niechaj x bedzie punktem kuoli K.

Oczywiscie punkt x.1=x bedzie punktem zbioru x K, gdyz
1 jest $rodkiem kuli XK.

, Poniewaz zbiory otwarte K, i x K, majg punkt x wspllny,
zatem istnieje kula otwarta K, (o $rodku x), taka, ze

K,C&xK).K (2)
Na mocy (1) i (2) zbiér

K, — K, L jest zbiorem pierwszej kategorji. 3)
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Poniewaz x ' K, (_ K, K, (na mocy (2), wiec na moby )

(X1 Ky) — (x7? K,) L jest pisrwszej kategorii. (4)
A wiec zbiér

$ETRK) - (T RY LI =K, — Ky (x L)
jest zbiorem pierwsze] kategorii.
Na mocy (3) i (B) iloczyn

(®)

o LR (kD] LK L]
nie jest pusty.

Istnieje zatem punkt y (T L taki, ze xy (C L.
A wiec punkt

xyyt=xCL
WykazaliSmy wige, Ze 1 jest punktem wewnetrznym zbioru L.
Poniewaz yL=1L jezeli y (L,

wige punkt y=y.1
punktem wewnetrznym zbioru L.

jest
Zbiér L jest wiec otwarty.
Przypusémy teraz, Ze stale
yo. L 1 limy,=y.
oo
Poniewaz

imyy =y y1=1,

n—roo
wige istnieje takie n, ze yy 1 (C L.

Z uwagi na to, ze y, (_ L otrzymujemy

y=(y; Dy CL

Zbiér L jest wige réwnoczeénie zbiorem zamknietym i otwar-
tym, wiec L=E.

Twierdzenie 4. Jezeli {U,(x)} jest ciqgiem operacyj potego-
wych, wowczas zbiér x-dw, dla ktorych

lim U, (x) istnieje,

n—roo

Jjest zbiorem pierwszej kategorji albo zbiorem E.
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Twierdzenie 5. Niechaj {U,, (x)} bedzie ciqgiem podwdjnym
operacyj potegowych. Jezeli istnieje ciqg {x,} taki, ze

lim Uy, (x,) nie istnieje dia p=1,2, ...,
g->00

wowczas istnieje element x' (niezalezny od p), dla ktdrego

lim Uy, (x') nie istnieje (p=1,2, ...).
oo

Dowody powyizszych twierdzen sa analogiczne do dowodow
odpowiednich twierdzefi rozdziatu III A (twierdzenia 7 i 8).




