ROZDZIAY, 111

DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

I. Dynamika punktu swobodnego

§ 1. Podstawowe pojecia dynamiki. Przedmiotem badan
dynamiki jest ruch cial pod wplywem sil, ktére ruch ten wywoluja.

W kinematyce wszystkie uklady odniesienia sa, jak juz wiemy,
réwnouprawnione; jest rzecza obojetna, jak mierzymy czas (t. j. jakie
przedzialy czasu uwazamy za réwne). Prawa dynamiki natomiast,
wypowiedziane przez Newtona, wazne sg nie dla kazdego ukladu
odniesienia i nie dla kazdego pomiaru czasu.

Uklad inercjalny, czas bezwzgledny. Uklad odniesienia,
dla ktérego przy pewnym pomiarze czasu zachodzg prawa dynamiki
newtonowskiej, nazywamy uktadem inercjalnym, odpowiedni za$ po-
miar czasu — pomiarem czasu absolutnego, a ruch ciata wzgledem
ukladu inercjalnego — ruchem absolutnym.

Sciéle biorac, nie znamy dotychczas przykladu ani uktadu inercjalnego ani
czasu absolutnego. W wielkiej liczbie zagadnien mozemy jednak obraé takie
uklady odniesienia i takie metody mierzenia czasu, Ze stosowanie praw dyna-
miki doprowadza do wynikéw doé§é mato rézniacych sie od dodwiadezenia, aby
bledy moina bylo praktycznie pominaé.

Jezeli np. badamy ruch drobnych cial w poblizu ziemi w krétkim prze-
ciggu czasu, to wyniki ‘beda naogél wystarczajaco dokladne, gdy za uklad
inercjalny przyjmiemy uklad odniesienia zwiazany z ziemia, zaé mierzenie czasu
absolutnego oprzemy na zalozeniu, Ze ziemia wzgledem gwiazd stalych obraca
sie okolo swej osi w réwnych czasach o réwne katy.

W innych jednak zagadnieniach (jak np. wahadlo Foucaulta, giroskop,
ruch planet) stosowanie praw dynamiki do ukladu odniesienia zwigzanego z zie-
mig nie prowadzi juz do réwnie dobrych wynikéw. Znacznie lepsze wyniki otrzy-
mamy tu, przyjmujac za uklad inercjalny uklad odniesienia, ktérego poczatek
znajduje sie w sloficu, osie za$ skierowane sa ku gwiazdom statym.

Précz poprzednio wspomnianego mierzenia czasu, opartego na jednostaj-
noéci ruchu obrotowego ziemi okolo swej osi, istniejy jeszeze inne metody mie-
rzenia czasu, ktére podaje astronomia.

W dynamice zakladamy, ze dany mamy wuklad inercjalny
t czas absolutny.
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Masa i sita. W dynamice wystepuja nowe pojecia, jak np.
masa i sita. Przyjmujemy, ze sg one czytelnikowi znane z fizyki
i nie bedziemy blizej wchodzili w ich okre§lenia. Podamy tylko
te ich wilasnodci, jakie zakladamy o nich w dynamice.

Masa ciota wyrasa si¢ liccbq dodatniq, zalezng od obioru je-
dnostki masy t.j. od obioru dowolnego ciala, ktérego mase ozna-
czamy liczbg 1.

Stosunek mas dwdch cial nie zaledy od obioru jednostki.

Jezeli wiec przez m, i m, oznaczymy masy dwoch cial przy
pewnej jednostce, za§ przez m; i m; masy tych cial przy innej
jednostce, to

my [my = M1 [Ms3.

Niech np. masa pewnego ciala A wynosi m, jezeli za jednostke
obierzemy mase ciala B. Przyjmijmy ponadto, ze masa ciala 4
wynosi m’, ciata za§ B wynosi m’’, jezeli za jednostke obierzemy
mase innego ciata C. Stosunek mas cial 4 i B wynosi zatem m/1,
gdy jednostka jest masa ciata B, za§ m’'[m’, gdy jednostka jest
masa ciata C. Jest wiec na mocy zatozenia m/l=m'/m”’, skad

m' = mm'’.

Mozemy zatem, znajac masy cial przy pewnej jednostée, obli-
czyé je przy innej jednostce.

Masa ciata jest niezaleina od czasu, t. zn. ze dane ciato ma w kaz-
dej chwili te samg mase.

Site uwazamy za wyznaczong, jezeli podana jest jej wielkosé
(warto$é bezwzgledna), kierunck, zwrot i punkt zaczepienia. Sile,
dzialajgca na ciato, moze nam uzmystowié¢ nitka napieta lub spre-
zyna rozeiggnieta, przyczepiona do ciata (p. rysunek).

Sity, ktorych wielko$é wyraza si¢ liczba 0,

nazywamy silami zerowymsi. Przy silach zero- O_f._r

wyeh nie rozrézniamy kierunku ani zwrotu.
Wielkosé sity niezerowej wyrasa si¢ liczbq dodainiq, zaleing
od jednostki sity, t.j. od obioru dowolnej sity (niezerowej), ktdrej

wielkodé¢ oznaczamy liczbg 1.
Stosunek wielkosci dwdch sit (niezerowych) nie zaledy od obioru

jednostki.
Opierajac si¢ na tym, mozemy z wielkosei sity przy pewnej
jednostce wyznaczyé jej wielkosé przy innej jednostce.
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Sile, dzialajgcg na cialo, przedstawiamy jako wektor. Obieramy
w tym celu dowolna jednostke dlugosci i dowolnag jednostke sity.
Sile dana przedstawia wektor, ktoérego dlugodé wyraza sie ta samg
liczba co wielko$é sily, za§ poczatek, kierunek i zwrot sg te same,
co poczatek, kierunek i zwrot sity. Wektor majacy np. 5 jednostek
dlugodci przedstawia sile majaca 5 jednostek sity. Sile zerowsg przed-
stawia wektor zerowy.

Dziatania na sitach okredlamy jako dzialania na wektorach,
ktére przedstawiaja te sity. Jezeli np. wektory Py, P,,..., P, przed-
stawiaja pewne sily, wéwezas sumg tych sil nazywamy site, ktdrg
przedstawia wektor P=DP+Py+...+P,,.

Momentem sity (przedstawionej przez wektor P) wazgledem
punktu O nazywamy moment wektora P wzgledem O.

Punkt materialny. W dynamice zajmiemy si¢ najpierw
ruchem punktéw, a nastepnie ruchem cial. Podobnie jak w Kkine-
matyce, punkt bedziemy niekiedy uwazali za model ciata (np. w przy-
padku, gdy rozmiary ciala sg drobne w stosunku do toru).

Masq punkm nazywamy mase ciala, ktére dany punkt przed-
stawia; sam punkt nazywamy woéwezas punktem materialnym.

Jezeli sita dziala na cialo, ktorego obrazem jest punkt ma-
terialny A, wowczas site te przedstawiamy w postaci wektora o po-
czatku w 4. ' »

Sita, dziatajgca na punkt materialny, moie si¢ zmieniaé w czasie
zaréwno co do wielkosei, jak co do kierunku i zwrotu.

§ 2. Prawa dynamiki Newtona. Prawa dynamiki, wypo-
wiedziane przez Newtona, podaja zwiazki, jakie zachodza w ruchu
absolutnym miedzy masa, przys$pieszeniem i sitami, dziatajacymi na
punkt materialny.

Prawa ruchu. Niech uktad odniesienia (z, y, 2) bedzie ukladem

inercjalnym, zad ¢ niech oznacza czas absolutny. Przy tych zaloze-
niach prawa ruchu mozemy wypowiedzie¢ jak nastepuje:

L. Jezeli m oznacza mase punkiv materialnego, p przyspieszenie
w chwili t, P sumg sil dziatajacych na punkt materialny w chwili t, to
(1) mp=KP,
gdzie K oznacza pewng liczbe (dodatnig), zalezna tylko od obioru
jednostek dlugosei, czasu, masy i sily (a wiec niezalezng od czasu,
masy i sily).- ~
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Z réwnoéei (1) wynika, ze
(2) m|p| =K |P).

Jezeli wige ze wspomnianych jednostek trzy obierzemy do-
wolnie, to ezwarta mozemy zawsze tak dobraé, by H=1. Obierzmy
np. dowolnie jednostki czasu, dlugosei i masy, a za jednostke sily
obierzmy takg site, ktéra punktowi o masie 1 nadaje przyspieszenie 1.
Przy tych jednostkach dla m=1 i |P|=1 mamy |p|=1, zatem ze
wzoru (2) otrzymamy K=1. Zwigzek (1) przyjmie wtedy postaé

I mp=P.

Na przysziodé bedziemy stale zakladaé, ze jednostki sg tak
dobrane, by K =1. Prawo Newtona bedziemy wiec zawsze przy,]-
mowali w postaei (I).

Tworzzyc rzuty na osie ukladu otrzymamy na mocy (1):
(1) mp =P, mpy:Py , mp,=P,.

Roéwnodei (1) i (IT) sg oczywidcie rOwnowazne,
Poniewaz p=dv/dt, zas m jest liczba stala, wiec mp = d (mv)/dt.
Zatem zwigzek (I) mozemy napisa¢ réwniez w postaci

(I1I) d(m®)/dt=P

Wektor m» nazywamy pedem (ilodciq ruchu).
A wiec: pochodna pedu (wzgledem czasu) réwnae si¢ sumie sil
deiatajacych na punkt materialny.

Niech na punkt materialny o masie m dzialaja sity, ktérych
suma P w pewnym okresie czasu stale jest zerem. Wtedy mp=:0,
wige przyspieszenie p=0, i punkt porusza sie woéwczas ruchem
jednostajnym prostolinijuym (lub jest w spoezynku). Mamy wiee
nastepujace prawo, zwane prawem bezwladnosci Newtona:

I1. Jeseli na punkt wmaterialny w pewnym okresie czasu dzia-
lajg sity o sumie 0, to punkt jest w spoczynku albo w ruchu jedno-
stajnym prostolinijnym.

Na odwrdt, jezeli punkt jest w spoczynku lub w ruchu jedno-
stajnym prostohmJnym, to przyspieszenie p=0, a poniewaz na
mocy prawa (I) jest mp=P, wiee suma sil dzm&a]acych P jest zerem.
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Sity dzialajace na punkt materialny pochodzg zazwyczaj z dzia-
lania innych punktéw materialnych na dany punkt. Dla sil tych
Newton podal prawo nastepujace, zwane prawem akcji ¢ reakeji:

II1. Jezeli punkt materialny A dziate na punkt materialny B
& pewnq silg, to réowniez punkt B dziala wowczas na punkt A z sitq
réwng co do wielkosci © kierunku, ale o zwrocie przeciwnym; Sity
? jakimi punkty A i+ B dzialaja na siebie sq zawsze skierowane
wedlué prostej AB, laczacej te punkty.

Jezeli sila z jakg punkt A dziala na punkt B ma zwrot ku A
(a wiee sita, z jaky punkt B dziala na A, ma zwrot ku B), to mo-
wimy, ze punkty A i B przyciagajq sie; w przypadku przeciwnym
méwimy, ze punkty te si¢ odpychaja.

Réwnowaga punktu i sil. Jezeli punkt materialny jest
w spoczynku, to powiadamy, ze jest w rdwnowadze. O silach
Py, Py, ..., P, méwimy, ze sa w réwnowadze lub ze si¢ réwnowasq,
jezeli ich suma jest zerem, t.zn. jezeli Py+Py+...4P,=0.

Jezeli wiee punkt materialny jest w réwnowadze, to sity dzia-
lajace na ten punkt réwniez sa w réwnowadze. Jezeli natomiast
sity dzialajace na punkt materialny w pewnym okresie czasu sg
w réwnowadze, to w tym okresie czasu przyspieszenie p=0, za-
tem punkt jest badz w réwnowadze, badZz w ruchu jednostajnym
prostolinijnym.

Sila bezwladnos$ci. Zasada d’Alemberta. Prawo (I) mo-
zemy napisa¢ réwniez w postaci
(IV) P+ (—mp)=0.

Wektor —mp o poczatku w punkeie m nazywamy sitq bez-
wladnodes.

Nie nalezy sadzié, ze wektor —mp przedstawia sile dzialajacs
na punkt materialny m. Tylko dla wygody nazywamy ten wektor
silg (bezwladnoédci). Na punkt m dzialaja tylko sity, ktérych suma
wynosi P.

Zwiazek (IV) mozemy wypowiedzieé jak nastepuje:

Sity deialajgce na punkt materialny sq w rownowadze z sitq
bezwtadnoses.

Powyzsze sformulowanie jest réwnowazne I prawu Newtona

i nosi nazwe zasady d’'Alemberta. Zasada ta daje duze ustugi przy
badaniu ruchu punktéw t. zw. nieswobodnych.
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§ 3. Uklady jednostek dynamicznych. Zasadniczymi
jednostkami, jakie przyjmujemy w dynamice, 53 jednostki dlugosei
czasu i masy. Przy pomocy tych jednostek okredlamy jednostke
sily. Za jednostke sity obieramy mianowicie sile, ktora masie 1 na-
daje przy$pieszenie 1.

Uktad fizyezny cgs. Ot6z za jednostke dlugosci przyjmuje
sie centymetr (cm), masy gram (g), za jednostke czasu sekunde (sek)
i sily dyne (dyn).

Pierwotnie metr (m=100 cm) mial przedstawia¢ jedng czter-
dziestomilionows cze$é poludnika ziemskiego. Przy obliczeniach je-
dnak popelniono pewien niewielki blad. Dzisiaj metr okreslamy
przy pomoey dhugosci wzorca przechowywanego w Paryzu. Podobnie
jednostka masy 1g miala byé pierwotnie masa 1 cm® wody che-
micznie czystej przy 4°C pod cisnieniem 760 mm rteei. Obecnie
jednak przyjmujemy za 1 kilogram (kg=1000g) mas¢ wzorca pla-
tynowego, przechowywanego w Paryzu.

Jednostke czasu 1 sek okre§lamy z pomocy t.zw. §redniej doby
slonecznej, ktoérej wyznaczeniem zajmuje sie astronomia. Srednia
doba sloneczna = 24 godzin (godz), godzina = 60 minut (min), mi-
nuta = 60 sek.

Jednostkg sily 1 dyn jest sila, ktéra masie 1 g nadaje przy-
$pieszenie 1 cm -sek2.

Uklad zasadniczych jednostek (centymetr, gram, sekunda) na-
zywamy krétko uktadem fizycenym cgs.

Mierzenie mas i sil. Drobne ciala w poblizu ziemi, pusz-
czone swobodnie, spadajgy ku ziemi pionowo ruchem jednostajnie
przyspieszonym (jezeli pominiemy opér powietrza). Przyspieszenie
to (zwane ziemskim) jest w danym miejscu na ziemi dla wszyst-
kich cial jednakowe, zmienia si¢ jednak wraz z szerokoscig geo-
graficzng. Oznacza si¢ je przez g. U mnas przyspieszenie ziemskie
wynosi w przyblizeniu ¢=981 cm - sek =

Niechaj m oznacza mase drobnego ciala. Site skierowang pio-
nowo w dél, o wielkosci @Q=myg, nazywamy cigéarem tego ciala.

Ciezar jest wiee proporcjonalny do masy ciala; ciala majace
réwne ciezary (w tym samym miejscu na ziemi) majg réwne masy
i na odwrét.

Przy pomocy przyrzadu zwanego wage (ktérego zasade po-
znamy w rozdz. VI), mozemy poréwnywaé ciezary dwéch cial. Poniewaz
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z réwnosel ciezaréw wynika réwnosé mas, wiee przy pomocy wagi
mozemy posrednio poréwnywaé¢ masy cial. Wynika stgd, ze przy
pomocy wagi mozemy mierzyé, t.j. wyznaczaé masy cial.

Sily mierzymy sposobem dynamicznym lub statycznym.

Sposéb dynamiezny opiera sie na I prawie Newtona (P=mp).
Ze wzoru tego mozemy wyznaczyé sile P, gdy znamy mase ciala m
i przy$pieszenie p, jakie mu sita P nadaje.

Spos6b statyezny opiera sie na tym, Ze pod dzialaniem sit
ciala zmieniaja swoj ksztalt (odksztalcaja sie). Ze znajomoscei od-
ksztaleenn mozemy w pewnych przypadkach wnioskowaé¢ o wielkosei
sil, wywolujacych te odksztalecenia. Jezeli np. na sprezynke, zawie:
szong pionowo, dziata w dolnym jej kolcu sila skierowana pionowo
w dol, wowezas sprezynka sie wydiluza. Wydluzenie jest (przy ma-
tych sitach) proporcjonalne do wielkosei sity dziatajacej. Przyrzady
stuzagce do statycznego mierzenia sil nazywamy dynamometrami.

Uklad techniczny jednostek. W technice rozpowszech-
niony jest t. zw. uklad techniczny jednostek. W ukladzie technicznym
przyjmuje sie za jednostki zasadnicze jednostki dlugosei, czasu i sily.
Jednostke dlugosei jest 1 m, czasu 1sek, a sity 1 kilogram (kg).
Jest to ciezar 1dem3 wody (w normalnych warunkach) pod 45°
szerokodei geograficznej poélnocnej (gdzie przyspieszenie ziemskie
g=981 cm-sek *=9,81 m-sek ’).

Jezeli we wzorze |Pl=m|p| polozymy |Pl=1 i |[p|=1, dosta-
niemy m=1. A zatem jednostky masy bedzie masa, ktorej sila 1 kg
nadaje przys$pieszenie 1 m-sek °.

Niech m bedzie masg ciala, @ jego ciezarem (pod 45° szer.
geogr. pin.) i potézmy ¢=9,81 m-sek ?. Zatem Q=myg, wiec

(1) m=40/g=q/9,31.

Ze wzoru powyzszego mozemy wyznaczy¢ mase ciala w je-
dnostkach ukladu technicznego, gdy znamy ciezar ciala. Poniewaz
ciezar 9,81 dem3 wody (pod 45° szer. geogr. pin.) wynosi 9,81 kg,
wiec jednostke masy w ukladzie technicznym przedstawia masa
9,81 dem?® wody.

W ukladzie cgs masa 9,31 dem?® wody wynosi 9,81 kg (masy) =
= 9810 g (masy). Zatem:

(2) Jedn. masy w ukl. techn. = 9,81 kg (masy) = 9810 g (masy).

Aby znalezé zwiazek miedzy jednostka sity (kg) w ukladzie
technicznym a jednostky sily (dyng) w ukladzie cgs, zauwazmy, ze
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1 dem?® wody (t.j. masa 1000 g) spada na ziemie¢ pod wplywem swego
ciezaru 1 kg z przyspieszeniem 981 cm-sek 2. Zatem 1 kg (sity)=
=1000-981 dyn, skad '

(3) 1 kg (sity) = 981.000 dyn.

Wymiary wielkosei dynamicznych. W dynamice wyste-
puja jeszeze inne wielkosei (np. praca, energia kinetyczna it. p.), kt6-
ryeh jednostki okreslamy, podobnie jak jednostke sity, przy po-
mocy jednostek zasadniczych, t.j. dlugosei, masy i czasu. Podobnie
jak dla wielkodei kinematycznych (por. Rozdz. II, § 11), moina
wprowadzié dla wielko$ei dynamicznych pojecie wymiaru. Znajomosé
wymiaru danej wielkodei pozwala w latwy sposéb wyznaczy¢ miare
tej wielkosei przy zmianie zasadniczych jednostek.

Przypusémy, ze obralismy dwa uklady jednostek dltugosei, masy
i czasu, ktére oznaczymy odpowiednio przez L, M,T i L', M’ T"
i ze miedzy tymi jednostkami zachodzg zwigzki

4) L=AL, M=ulM’, T=T".

Niechaj miara jakiej$ wielkosci dynamicznej 4 wynosi a przy
jednostkach L, M, T, za§ a' przy jednostkach L', M', T".

Jezeli mozna dobraé takie liczby «,pf,y, zeby dla kazdych
dwéeh ukladéw jednostek L, M,T i L', M',T' spemiajacych
zwigzki (4) zachodzil zwigzek
(5). a = a7,
to wymiarem wielkodci A nazywamy wyrazenie
(6) LM 1.

Wymiar wielkosci A oznaczamy przez [A], a jednostke wiel-
kosci A przy jednostkach L, M, T przedstawiamy symbolem M1,

Wielkogé 4 wynosi zatem a L*M*T” przy jednostkach L, M, T,
za$ a'L"“M"°T" przy jednostkach L', M’, T, skad
(7) oL M T"= o' L' M* T

Opierajac si¢ na qurach (4) i rachujac formalnie, dostaniemy
aL“M°T" = a (AL) (u M)’ (= 1Y, skad
(8) a LM T = (a 2% 7)Y L'° M T7.

Ze wzorow (7) i (8) otrzymujemy przez przyréwnanie wzoér (5).
W ten sposéb przy pomocy rachunku formalnego mozemy, znajac
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wymiar wielkodci A, otrzymaé jej miare przy zmianie jednostek
diugodei, masy i czasu.

Czytelnik latwo uogélni twierdzenie podane na str. 51, ktére
daje duze ustugi przy wyznaczaniu wymiaru,

Przyklad 1. Sila o wielkosei (wartosei bezwzglednej) P, dzia-
lajgec na punkt materialny o masie m, nadaje mu przy$pieszenie
o wielkosei p. Zatem P=mp, skad [P]=[m]-[p]. Poniewaz [m]=M
i [p]=LT *, wiec

(1) [sila] =L M T,

Jednostks sily w ukladzie egs jest dyna. Zatem

(I1) dyn=cm-g-sek ”.

Przyklad 2. Site o wielkosei 6 m kg min~” przedstawié w ukla-
dzie cgs.

Mamy

6 m-kg. min %= 6 (100 em) - (1000 g) - (60 Sek)”z _
= (6-100-1000-60"*)- (em g sek ) = 1662/, dyn.

§ 4. Réwnania ruchu. Jednym z gléwnych zagadnien dy-
namiki jest wyznaczenie ruchu punktu materialnego, gdy dana jest
masa m tego punktu i sila P, dzialajgca na ten punkt. W najprostszym
przypadku sita P moze byé podana, jako funkecja czasu, t. zn. ze
dane sa funkcje: ‘

(1) Px:F(t)y P.Il: Q(t% Pz:lp(t),

okreflajagce w kazdej chwili ¢ (pewnego okresu czasu) rzuty sity P
na osie ukladu.

Spotykamy si¢ jednak z przypadkami bardziej skomplikowa-
nymi. Zdarzyé sie moze, ze jaki§ obszar D ma te wlasnoéé, ze na
dany punkt materialny, umieszezony gdziekolwiek w obszarze D,
dziala pewna sita P.

Jezeli sita P zalezy tylko od polozenia punktu, a nie zalezy
od niczego wiecej (np. predkosci), to obszar D nazywamy polem sit.

Przykladeﬁl pola sil jest pole grawitacyjne ziemskie: na dany bowiem
punkt materialny umieszezony w poblizu ziemi, dziala sila cigzkosci zaleina tylko
od polozenia tego punktu (a niezalezna od predkoseci).
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W polu sil jest wiec sita P funkecja wspélrzednych x,y,z da-
nego punktu. Pole jest okreslone, jezeli sg dane funkcje:

(2) P.=F (z,y,z), Py= & (z,y,z), P.=¥(z,vy,2),

wyznaczajace w kazdym punkeie pola rzuty sity P. Jezeli wiec ba-
damy ruch punktu w polu sil, to mamy do czynienia z silg, ktéra
zalezy od polozenia punktu.

Jezeli punkt materialny porusza sie w pewnym ofrodku (np.
W powietrzu), wowezas na punkt materialny opréez innych sit dziala
rowniez sila oporu, jaki ofrodek przeciwstawia ruchowi. Sila ta za-
lezy miedzy innymi od predkosei punktu materialnego. W tym
przypadku mamy wiec site zalezna réwniez od predkosei punktu.

Wnajogélniejszym przypadku przyjmowad bedziemy, ze sila P za-
lezy od czasu, polozenia i predkosei punktu. Zakladaé wiec bedziemy,
ze sita P dzialajaca na punkt materialny okreslona jest funkejami:

(3) Px:F(wayrza‘@?/.az.’t)’ Pyij(wyy’zad:’y’z.,t)’ Pz:yl(wy?/,zri,?/"z"t)a

ktorych wartodciami s rzuty tej sily, zalezne od wspéhrzednych
polozenia punktu (z,y,2) i jego predkosei #,3,%, oraz od czasu t.

O funkcjach (3) zakladamy zazwyczaj, e sq ciagle i majq po-
chodne czqstkowe ciqgle w pewnym obszarze zmiennych wx,y,z,%, §, %, 1.

Oczywiscie, ze w poszcezegélnych zagadnieniach sita P nie musi
zalezed¢ od wszystkich zmiennych #,y, ..., ¢, lecz od niektérych moze
by¢ niezalezna.

Teoretycznie jest do pomyslenia, ze sila P moze zalezeé od
wyzszych pochodnych (np. od drugich, trzecich, it.d.) zmiennych
%,4,2. Z przypadkami takimi nie spotykamy si¢ jednak w zagad-
nieniach praktycznych i nie bedziemy ich tu rozwazaé.

Niechaj ruch punktu materialnego dany bedzie przez funkcje:

(4) x = f(t), ¥ = p(t), 2= y(1).
Na moey réwnosei (II), str. 73, otrzymujemy:
(I) mi:Px, my =.P!” mé:Pz.

Jezeli zaloz'ymy, ze Py, P, P, s3 funkcjami ksztaltu (3), row-
nania (I) przyjmg postaé

mx =F(x, y, 2, %, 9, 4, 1),

(1) . m?/ = D (2, Y, #, T, Y, 3, t),
mz =¥ (w, y, 2, &, 4, 2, 1).



80 ROZDZIAL III. Dynamika punktu materialnego.

Powyzsze réwnania przedstawiaja uklad réwnan rézniczkowych
rzedu drugiego, przyczem szukanymi funkcjami sa funkeje (4).

Przypusémy, ze badamy ruch w otoczeniu pewnej chwili .
Zaléimy, ze w chwili ¢, punkt miat wspotrzedne g, yo, %, zas pred-
kosé jego miata rzuty @, ¥o, 2. Zalézmy nadto, ze funkcje (3) sa
tunkejami ciaglymi, posiadajacymi ciagle pochodne czgstkowe w oto-
czeniu wartoscl Xy, Yo, oy Loy Yoy 20y lo-

7 teorii réwnan rozniczkowych wiadomo, ze przy powyzszych
zalozeniach istnieje jeden i tylko jeden uklad funkeyj (4) ciaglych
wraz z pierwszymi i drugimi pochodnymi w otoczeniu chwili o,
speliajacych réwnaniar (II) oraz zwigzki:

(5) flto)=1xy @)=Y P (to)="%0; f'(to)=%g, @'(to)=Yoy ¥'(t)="2,-

Uklad ten, jako jedyny uklad funkeyj (4) czynigey zadosé
wszystkim zgdanym warunkom, wyznacza wiee ruch punktu ma-
terialnego, majacego w chwili ¢, wspolrzedne ,, ¥o, 29 i predkosé
o rzutach %, ¥, %

Widzimy stad, ze ruch punktu jest w zupetnosei wyznaczony
przez podanie masy punkiu, sit dziatajqeych na niego i t.zw. warunkdéw
poczatkowych (t. j. jego polozenia i predkosei w chwili poczatkowej ).

Roéwnania (IT) noszg nazwe réwnan ruchu Newtona.

Przyktad. Sila zalezna tylko od czasu. Niech sila P
zalezy tylko od czasu i dana bedzie przez funkeje (1). Rownania
ruchu (II) bedsg wiec mialy posbac:

mx = F (1), my = D), = me=¥Y{).

Dzielae przez m i calkujac obustronnie, otrzymamy dla ¢t,=0:
t t t
.1 .1 . 1 [
x:%fli’(t)dt—kcl, yzﬁ/¢(t)dt+cz, = Y(t)dt+ cs.
0 0 0

Przyjmijmy, ze dla t=0 mamy #=i §=Yo =% (warunki
poczatkowe). Podstawiajac w powyzszych réwnaniach t=0, dosta-
niemy ¢;=&,, Co=yo Cz=%, Zatem:

(6) @ =F1(t) + 950’ Y= ¢1(t) + Yoy = g’1(t) + 2o,

t
gdzie Fl(t):% f F(t)dt i t. d. Catkujagc réwnania (6), otrzymamy:
0
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t
w= [ Fy(t) di+igt+ci, y= /Q'J ) dt+-jgt-F0s, w= / W () di-H b+ ch.
0

Przyjmijmy teraz, ze dla =0 jest x=uwx, y__—_yo, 2=z, Zatem
z réwnan (7), kladge t=0, dostaniemy c¢i==w,, c;=¥,, ci==z, A wiec

(8) @=1Fyt) +'75'0f + 2o Y= Dot) + Yot + Yo 2= Wa(t) + 2ot + 2,
gdzie Iyt / Fi(t)ydt it.d. Z rownan (8) wynika, ze ruch bedzie

okreslony, ]ezeh w chwili poczatkowej t=0 podamy polozenie punktu

(6. j. @gy Yoy %) 1 Predkosé poczatkows (t.j. %o, Yoy 2o)-

§ 5. Ruch pod wplywem sily ciezkoS$ei. Niech na punkt
materialny o masie m dziala sita P stata co do wielkogei, kierunku
i zwrotu.

7Z tym przypadkiem mamy do czynienia, badajac ruch drobnych ecial
w poblizu ziemi i przyjmujac za uklad inercjalny uklad zwiazany z ziemia. Je-
zeli pominiemy opér powietrza, to na cialo wyrzucone dziataé bedzie tylko sila
cigzkodei, ktéra na matej przestrzeni uwazaé mozemy za staly.

Niech P oznacza sile ciezkosci. Zatem |P|=mg (g przyspie-
szenie ziemskie). Obierzmy uktad (x,y,2) w ten sposéb, by o§ 2 byla
zwrdcona pionowo ku gérze. Zatem:

P.=0, P,=0, P, = —myg.

Roéwnania ruchu Newtona (str. 79, wzory (II)) przyjmg wiee

postad: max=0, my=0, mé=—myg czyli:

(1) x =0, y=0, g =—4y.
Calkujac powyzsze réwnania, otrzymamy:

(2) . & = ¢, ¥ = ey, = —gt+ c,.

Calkujac jeszeze raz, dostaniemy:
(3) x =et + e, Y =cot + e3y 2 ==Lt + cgt + ¢i.

Liczby ¢, ¢, s €1, 63, €3 OZDaczaja stale calkowania, ktére wy-
znaczymy, znajac warunki poczatkowe, t.j. wspélrzedne w, y,, 24
i rzuty @, ¥y, 2, pPredkosdei 7, punktu ruchomego w chwili poczatko-
wej t,. Bez szkody dla ogdlnosei mozemy zalozyé, ze t,—0; ponadto
(dobierajac odpowiednio uklad wspdlrzednych) mozemy przyjaé, ze
w chwili {,= 0 punkt znajdowat sie w poczatku ukladu, zas predkoéé N
lezala w plaszezyznie pionowej zw.

S. Banach, Mechanika. 6
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Zakladamy wiee, se dla 1=0 jest 2y=0, y,=0, 2=0 1 7,=0.

Wstawiajae t=0 w réwnania (2) i (3), otrzymamy:

e =8 C=U,=0, e;=%; ¢=z,=0, ¢,=Y,=0, ¢,=2,=0.

Roéwnania (2) i (3) przyjmuja wiee postac:

(2 =&y, Y=0, Z=—gt+3,
(3) w=3¢, y=0, z=—1] g2

Poniewaz jest stale y=0, wiee ruch odbywa si¢ w plaszezyZnie
pionowej zw.

Rozpatrzymy dwa przypadki: t. zw. rzut pionowy i rzut ukoény.

Rzut pionowy. Zalézmy, ze w chwili t=0 predkosé¢ v, miala
kierunek pionowy (lub byla zerem), a wiec ze #,=0. Kladac 2Z=v
i 3y=v, otrzymamy z (2') 1 (3'):

(4) . E=0, y=0, =0, y=0,
(h) v=— gl+vy R=—1 gt¥-vgl.

Poniewaz jest stale z=0 i y=0, wiec punkt porusza sie po osi 2
t. j. po pionie. Mamy nadto o=p=—4¢.

A wiec: jedeli predkosé poczatkowa ma kierunek pionowy (lub
jest zerem ), wowczas punkt pod wplywem sily cigtkosei porusza sig
ruchem jednostajnie przyspieszonym po pionie.

Przyjmijmy, ze v,>0, t.j. ze w chwili poczgtkowej predkosé
miala zwrot ku gérze (np. ze wyrzucilisSmy punkt pionowo w gore
z predkosceia v,). Oznaczmy przez h wysokog¢ rzutu, t. j. wzniesienie
maksymalne, jakie punkt osiggnie. Aby otrzymaé h, nalezy obli-
czy¢ maksimum funkeji z=—1% g2 4-vet. Dostaniemy
(6) h=v}[2¢ w chwili t==v,/¢.

Rzut ukosny. Zalozmy, ze predkosé 7,(+ 0) tworzy z osig @
kat a &= + 7/2. Kladac B, =1,, dostaniemy #,=1v,cos a, Z=10,sin a.
Na mocy wige (27) 1 (3'):

(7) 4=, COS a, y=0, d=—gl+vysina
(8) x="0,l COS a, y=0, g=— L gtt+ogtsina.

Poniewaz cos a0 i v,=F 0, wiec na moey pierwszego z row-

nan (8) t=wx/v,cos ¢, skad

9
2% cos’a

(9) ' g= >+ wtg a.

Réwnanie powyzsze jest réwnaniem paraboli.
A wiec: punkt w rzucie wkosnym porusza si¢ po paraboli.
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Parabola ta przecina of @ w punktach O i D. Dlugosé odcinka
OD=d nazywamy odlegtoscia rzutu.
Aby wyliezyé d, podstawiamy z=0 w (9).
Otrzymamy
,v‘Z

(10) d= ,,;z sin 2a.

A wige: maksymalna odleglosé reutu przy danej predkosei po-
czatkowej vy wypada dla kata o=m/4=45°,

Aby otrzymaé¢ wysokodé rzutu k, nalezy obliczyé maximum
funkeji (9). Dostaniemy

(11) h=visinfa/2g dla wr=v}sin2a/2g.

§ 6. Ruch w oSrodku stawiajgeym opér. Punkt ma-
terialny, poruszajacy si¢ w osrodku takim jak np. powietrze, napo-
tyka na opér. Doswiadczenie okazuje, ze opdér powietrza daje sie
wyrazi¢ przez sile zalezna tylko od predkosci punktu (przy cialach
opor zalezy jeszcze od ksztaltu ciala). Opér ma kierunek predkosei,
ale zwrot przeciwny. Wielko§é oporu zalezy od wielkosei predkosei,
a nie zalezy od jej kierunku. Oznaczmy wielko$é oporu przez I,
a wielkodé predkosci przez ». Mozemy wiee napisaé

I'=f(v).

Funkeja f jest rosngca, przyczem f(0)=0. Dla predkosci mniej-
szych od predkosei glosu (wynoszacej w powietrzu 333 m/sek) mo-
zemy z duzg dokladnodcig przyjaé, ze

1) =2,

gdzie 1 jest wspodlezynnikiem zaleznym od temperatury i gestosei
powietrza.

Rzut pionowy. Rozpatrzymy przypadek spadania punktu.
Zalézmy, ze punkt spada po osi 2, ktérej nadajmy zwrot pionowo
w doél. Zatem wspélrzedna predkosei 2=v >0. Opdr jest skierowany
ku gérze, wiec rzut jego na o z jest ujemny. Przyjmujae, ze wielkosé
oporu wyraza si¢ wzorem (1), otrzymujemy, kladgc 1=km:

e A 22
(2) ‘ mE=m o =myg— kmv?.
dv .
St%d mzdt, a wige

dv
b—_’%é =fdt:t.

&

6*
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Kladac 'Uooz‘/%, dostaniemy

7. > +0,

g—H® k) 02— 0 2k © Voo

j’ dv 1 dv 1 1 Voo

gdzie ¢ jest staly catkowania. Na mocy wiec (3)

1 Voot .
S oo 08 g T8

4
Zalézmy, ze w chwili poczatkowej t=0 predkosé wynosila v=0.
Podstawiajac v=0 i {=0 we wzorze (4), dostaniemy ¢=0. Zatem

2kv_t
€ [} 1 2
(5 ”:egm_l”w:(l‘;mz—l)”w-

~

Ze wzoru (5) wynika, ze stale v < ¥o.

A wiec: predkosé punkiu spadajqcego pionowo w o$rodku stawia-
jacym opdr mie werasta nicograniczenie, lecz jest stale mmniejsza od
predkosei graniczne] Voo

Po pewnym czasie predkosé v malo si¢ rézni od ve i punkt
spada ruchem prawie jednostajnym. Zaobserwowaé to mozemy na
kroplach deszezu.

Rzut uko$ny. Zalézmy obecnie, ze punkt porusza si¢ w plasz-
czyZnie pionowej xz. Przyjmijmy ogélnie, ze wielkosé oporu wynosi
T f(v)

I'=f(v). Oznaczajac opér przez I, otrzymamy wiec I'=— el

skad Fx=—[§)ﬂ) vy 1 Fzz—yvr Zatem:

Rownania ruchu beda wiec miaty postad

mz’rﬁ:—fi—v)i, mé:mg——[%z', v=|a2 2.
Rozwigzaniem powyzszych réwnan zajmuje sie t. zw. balistyka
zewnetrzna. Zadanie to jest bardzo trudne, gdyz wartodei funkeji
f(v) znamy tylko z pomiar6w.
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§ 7. Moment ilo$ci ruchu. Niech punkt materialny 4 o ma-
sie m porusza sie z predkoscia 3. Wektor m% o poczatku w 4 na-
zwalidmy pedem albo ilodciq ruchu (str. 73). Jezeli x,y, 2 sa wspol-
rzednymi punktu 4, to rzuty pedu na osie ukladu wynoszg odpo-
wiednio m#, my, ma.

Oznaczmy przez K moment ilodei ruchu m? wzgledem poczatku
ukladu. Zatem (str.18, wzdér (1I)):

(1) K.=m(yz—2y), K,=m(@Ex—az), HK.=m(@y—yr).
Utwérzmy pochodng (wzgledem czasu) momentu ilosei ruchu.

Otrzymamy:

(2) K.=m(jz—3y), K,=m(20—iz), K.=m(Zy—y2).
Zalézmy, ze uklad odniesienia jest ukladem inercjalnym, a na

punkt A dziata sita P. Woéwezas m@& =P, mj=P,;, mz=P,, skad

na mocey (2)

(3) K. =P,2—P.y, K,=P,0—P.z, K,=P.y—P,u.
Wyrazenia, stojace po prawych stronach réwnan (3), przed-

stawiaja momenty sity P wzgledem osi ukladu. Oznaezajac wige
przez M moment sity P wzgledem poezatku ukladu, mamy namocy (3):
(4) K.=M, K,= M, K,=M,.
" Réwnania powyzsze mozemy napisa¢ w postaci jednego row-
nania wektorowego:
(5) K=M.
Za poczatek ukladu moglismy obraé punkt dowolny.

A wiec: pochodna momentu ilosci ruchu wzgledem dowolnego
punktu stalego rowna sie momentows sity dzialajacej wzgledem tego
punkiu.

7 réwnan (4) wynika réwniez, ze pochodna momentu ilosci
ruchu wzgledem dowolnej osi stalej réwna si¢ momentows sity wzgledem
tej osi.

Zasada zachowania pél. Przypu$émy, ze moment sily P
wzgledem pewnej osi I jest stale zerem; albo wiec kierunek silty p
przecina of I, albo sila P jest do osi I réwnolegla. Obierzmy of | za
o8 z. Mamy zatem M,=0. Na mocy (4) jest wiec K.=0, czyli K,= const.
Stad na mocy (1) otrzymujemy
(6) m(&y— yx) = eonst. eczyli 2Zy— ye = const.

LY
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Niechaj A’ bedzie rzutem punktu A4 na plaszczyine Y.
Punkt 4’ ma wspolrzedne x,y. Zatem predkosé polowa (str. 47)
punktu A’ wynosi —%(2y—uyx). Ze wzoru (6) wynika, ze predkosé
polowa punktu 4’ jest stala.

A wiee: jedeli moment stly wezgledem pewnej osi jest stale zerem,
to moment ilosci ruchu wzgledem lej osi jest staty ¢ predkosé polowa
rautu ruchu na plaszezyzne prostopadia do tej ost jest stala.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady zachowania momentu
ilosct ruchu lub zasady zachowania pdl.

§ 8. Ruch Srodkowy. Jezeli punkt materialny porusza sie
w ten sposob, ze jego przyspieszenie w kazdej chwili ma kierunek
przechodzacy przez pewien staly punkt O, to ruch punktu nazy-
wamy ruchem srodkowym, punkt zas O srodkiem ruchu.

Np. ruch jednostajny punktu po okregu kola jest ruchem srodkowym,
gdyz przySpieszenie jest stale skierowane ku frodkowi kola, bedacemu w tym
przypadku érodkiem ruchu (str. 43).

Poniewaz przyspieszenie ma kierunek sity dziatajacej na punkt
materialny, wige w ruchu frodkowym kierunek sity przechodzi przez
§rodek ruchu.

Pole sit w ktérym kierunki sit przechodzg przez pewien staly
punkt O nazywamy polem $rodkowym, a punkt O $rodkiem pola.

Punkt o masie M umieszcezony nieruchomo w stalym punkcie O
i przyciggajacy inny punkt o masie m z sila, ktora zalezy tylko od
wzajemnej odleglosei tych punktéw, wytwarza pole sil. Pole to jest
polem §rodkowym, gdyz sita dzialajgca na punkt m ma — wedle prawa
akeji 1 reakeji (str. 74, II1) — kierunek przechodzacy przez punkt M.

Punkt materialny porusza sie w polu Srodkowym ruchem
§rodkowym; $rodek ruchu lezy oczywidcie w drodku pola.

Obierzmy pocz\a,tek ukladu wspotrzednych w srodku pola. Po-
niewaz kierunek sity przechodzi stale przez poczatek ukladu, wiee
jej moment wzgledem kazdej osi jest zerem. Na mocy zasady za-
chowania poél ruch rzutu punktu na kazda plaszezyzne ukladu
ma wowezas predkosé polows stalg, zatem:

(1) » ye— 2y = a, dr-—&z=0, Yy — yx = ¢,

gdzie a, b, ¢ sa pewnymi stalymi. Mnozac réwnanie pierwsze obu-
stronnie przez z, drugie przez y, trzecie przez z i dodajac stronami,
otrzymamy

(2) ax + by +- ez = 0.
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Widzimy wiee, ze wspélrzedne punktu spetiaja stale rownanie(2).
Jest ono réwnaniem plaszezyzny, przechodzacej przez poczatek
ukladu (. j. przez srodek pola). Zatem punkt porusza sie w plasz-
czyZnie, przechodzacej przez poczatek ukladu.

Jezeli na tej plaszezyznie obierzemy osie x,y, wowezas z (1)
wynika, ze predko$é polowa w plaszezyZnie ruchu jest stala; pro-
mienie wodzace zakre$laja wiec w réwnych czasach réwne pola.

A zatem: tor ruchu S$rodkowego jest torem plaskim, leiqcym
w plaseceysnie przechodzqeej przez S$rodek; promienie wodzqee, wy-
chodzqce ze $rodka, zakreslajq w réwnych czasach réwne pola.

Udowodnimy teraz twierdzenie odwrotne:

Jeseli tor punktu jest plaski, a promienie wodzqce, wychodzqce
z pewnego stalego punktu O (leacego w plaszezyénie toru ), zakreslaja
w réwnych czasach réwne pola, wowezas kierunek sity dzialajqcej
przechodzi stale przez punkt O.

Dowdd. Obierzmy poczatek ukladu w O, za$ osie x,y W plasz-
czy#nie ruchu. Punkt porusza si¢ wiec w plaszezyinie xy. Poniewaz
predkosé¢ polowa jest stata, wige @y — gao==const. Rézniczkujae obu-
stronnie, dostaniemy &zy—yx=0, wiee (mz)y— (my)r=0, skad

3) Puy—Pyu=0.

Poniewaz 2=0, wiee P,=mz=0. Sila P lezy zatem w plasz-
czyZnie zy; na mocy (3) moment sily P wzgledem O jest zerem,
wiec kierunek sily P przechodzi przez O, c¢. b. d. d.

Uwaga. Zalézmy, ze predko$é¢ polowa w ruchu srodkowym
jest zerem. Wtedy #y— yjax=0 lub (we wspOlrzednych biegunowych)
r2p=0. Wynika stad, ze albo jest stale r=0, t.zn. ze punkt jest
w spoczynku, albo jest stale =0 czyli p=g¢,=const, t.zn., ze punkst
porusza si¢ po prostej przechodzacej przez srodek (i nachylonej do
osi x pod katem ¢).

A wiee: jedeli w ruchw Srodkowym predkosé polowa jest zerem,
to punkt porusza si¢ po prostej przechodzqcej przez srodek.

Jezeli za$ zalozymy, ze predkosé polowa jest rozng od zera,
to r2p+0, czyli r3=0.

A wiec: jedeli w ruchu $rodkowym predkoéé polowa jest roina
od zera, to punkt nigdy nie przechodzi przez srodek.
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Wzoér Bineta. Punkt 4 o masie m porusza sie w §rodkowym
polu sit w plaszezyznie xy z predkoscia polowg rézng od zera. Wpro-
wadZzmy wspoélrzedne biegunowe r, 9. Oznaczmy przez P rzut sity P
na promieri wodzacy OA. Zatem P,=Pcos¢ i P,=Psin¢g, wiec
P.cos g+ Pysing=P, skad

(4) - P=m (& cos g+ 3 sin ).
Poniewaz x=rcos¢ i y=rsiny, wiec (por. str. 47, wzoér (2))
L oS-y 8in g =¢ — re?
skad na mocy (4)
(5) P=m(r -— re?).

Oznaczmy predkodé polows przez c¢. Z zalozenia jest le==0.
Poniewaz we wspéirzednych hiegunowych predkodé polowa wynosi
r¥¢ (str. 47), wiec

(6) Po=¢ czyli ¢@=c/r

Przypusémy, ze tor ma réwnanie r=j(p). Zatem

. dr _drde dr c d(1/r)
. S T T
wige
(8) po @ _didp L d(1r) 1
dt  de dt dgt 12

Ze wzoru (5) na mocy (6) i (8) otrzymujemy:

et @2 (1)r)  ¢?
.P:Wl(\—"'ré "’sz : —;‘5)7
zatem
. omc(d*(1)r) 1
(L) P=— r ( dq’ﬁ—_‘_;‘)'

Wzor powyzszy nosi nazwe wzoru Bineta.

Wzor ten z ksztaltu toru pozwala wyznaczyé sile, dzialajacs
w ruchu srodkowym. Na odwrét, znajgc sile P jako funkeje
zmiennych r i ¢, mozemy wyznaczyé tor.
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§ 9. Ruchy planet. Prawa Keplera. Opierajac si¢ na obser-
wacjach, podal Kepler nastepujgce trzy prawa odnoszace si¢ do
ruchéw planet:

1) Planety krazg po elipsach, w ktorych ognisku znajduje si¢
storice.

2) Promienie wodzgee, wychodzacee ze slofiea zakreslaja w row-
nych czasach réwne pola.

3) Kwadraty czaséw obiegu dwdch planet sg do siebie w sto-
sunku takim, jak trzecie potegi ich drednich odleglodci od storica

‘(przyczem przez srednia odleglo$é rozumie sie polowe wielkiej osi
elipsy, po ktorej krazy planeta).

Trzecie prawo nhie jest zupeie $cisle. Przyczyne tego poznamy
pézniej. Zauwazmy jeszeze, ze prawa Keplera maja charakter Scisle
kinematyczny.

Wnioski z praw Keplera. Z praw Keplera wyprowadzit New-
ton (przy pomocy dynamiki) prawo, okredlajace sity, ktére wywoluja
ruch planet. Z pierwszych dwéch praw Keplera wynika mianowicie, Ze
planety kraza po torach plaskich z predkoscia polowy staly. Na mocy
wiec twierdzenia odwrotnego ze str. 87, sily dzialajace na planety
sg sitami §rodkowymi, ktorych kierunki przechodzg przez slorice.

Obierzmy w plaszezyznie ruchu planety osie x,y, umieszczajac
poczatek ukladu w stoneu jako ognisku elipsy, po ktérej planeta
krazy. Za kierunek osi x obierzmy kierunek wielkiej osi elipsy i na-
dajmy osi « taki zwrot, by Srodek elipsy lezal w czesci ujemnej
osi . Oznaczmy o$ wielkg elipsy przez 2a, of mala przez 2b, a mi-,
mosréd. przez 2e. Roéwnanie elipsy we wspoilrzednych biegunowych

bedzie wéwezas mialo postaéd Y
o a(l—¢) i
1) " T 1T ecosp’ ¢ E 2
gdzie e V 7 ~ —— y
(2) e 6 V¥ —O7
a a

Ze wzoru Bineta (str. 83, (I)) mozemy otrzymad sile, dziatajaca.

1 1+-c¢ccos
I ?, skad

na planete. Mamy mianowicie na moey (1) T a(l—e)

2,
@_6(;;/2@:__ a_(g((lz_(ﬁ%’ a wiec na moey (2) i wzoru Bineta
2
3) p___mca

b2 r2
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Pole elipsy wynosi abm; oznaczajace przez T czas obiegu pla-
nety, otrzymamy z uwagi na to, ze }c jest predkoscia polowa,
Le=abn/T, czyli ¢=2abx/T. Na mocy zatem (3) dostaniemy
dn*ma®

r2T?

Poniewaz P <0, wiec sila jest skierowana ku stoncu.

(4) P=—

Na mocy trzeciego prawa Keplera mamy dla dwodch planet
T*T? = a*lai, czyli @*/T* = a}/T}. lloraz ¢*/T; ma zatem stalg
warto$¢ dla wszystkich planet. Kladac

(5) n=a*T?
otrzymamy z (4)
X 472 um
- (6) P=— le‘g

A wiee: sita, pod ktérej wplywem planeta si¢ porusza, jest skie-
rowana ku stoncu i wprost proporcjonalna (co do wielkosci) do masy
planety, a odwrotnie do kwadratu odleglosci od stoica.

Prawo ogdlnego cigzenia. Wynik powyzszy, wyprowadzony
z praw Keplera, nasunagl Newtonowi przypuszczenie, zZe sita dziata-
jaca na planete pochodzi ze wzajemnego przyciagania si¢ planety
i slonica. My$l te uogdlnil Newton w postaci prawa powszechnej
grawitacji czyli ogdlnego cigienia:

Dwa jakiekolwiek punkty materialne przyciqgaje si¢ z silami,
ktorych wielko$é jest wprost proporcjonalna do mas, a odwrotnie do
kwadratu odleglosci tych punktow.

Wedlug prawa akeji i reakeji, sily, z jakimi si¢ punkty ma-
terialne przyciagaja, sa co do wielkodei réwne, przeciwnie skiero-
wane i dziataja wzdluz prostej laczacej te punkty. Oznaczajac przez
m, i my, masy punktoéw, przez r ich odleglosé, a przez P wielkosé
sily, z jaka sie¢ przyciagaja, otrzymamy wiec
() p_ Kmlm 9
gdzie K jest pewng stala, t.zw. stalq ciqzenia, zalezna tylko od jedno-
stek dlugodci, masy 1 czasu.

Zréwnania (I) mamy K=Pr?/mm,, zatem [K]=[P]I[rP/[m;][m.],
wiec [K]:L’}M 17" Pomiary okazaly, ze w ukladzie cgs:

K=6,6.10"%cm3 g 'sek 2.
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Stalg cigzenia mozna zmierzyé przy pomocy t.zw. wagi Jolly'ego.
Jest to waga, ktora po jednej stronie ma dwie szalki, gérng i dolna,
a po drugiej jedng. Cialo a o masie m
kladziemy na szalce goraej i rownowazymy
je na szali przeciwnej ciezarkiem o masie m. 1
Cialo a przenosimy nastepnie na szalke mep
dolng; réwnowaga nie zostanie przez to apm
zachwiana. Jezeli jednak pod szalke dolng b@M
podstawimy ciato b o masie M, waga si¢
przechyli. Zeby réwnowage przywrocié,
musimy do ciezarka m dotozyé ciezarek o masie .
W dogwiadezeniu cialo b bylo kulg otowiang. Poniewaz, jak
mozna okazaé, kula jednorodna przyciaga punkt materialny polo-
zony zewnatrz tak, jak gdyby jej calkowita masa byla skupiona
w §rodku, wiee oznaczajac przez r odleglodé srodka kuli od ciata a,
mamy HmM/r*=ug czyli

K = pugr*/mM.

Masa ziemi. Mozna okazaé, ze kula zlozona z warstw wspot-
grodkowych o gestosci stalej przyciaga punkt polozony zewnatrz
tak, jak gdyby cala jej masa skupiona byla w drodku kuli. Przyj-
mujge, ze ziemia spelnia powyzsze zalozenie, i oznaczajac przez M
mase ziemi, przez R jej promief, a przez @ ciezar ciala o masie m
(na powierzehni ziemi), otrzymamy Q=K m M /R2. Poniewaz Q=imy,
wiec mg=KmM/R? czyli
(7) M= gR? K.

Przyjmujac g=9,81m-sek 2, R=6300km, K=6,6.10 *cm3g ~'sek 2
otrzymamy (po zamianie m i km na cm)
M=6.10"g.
Gestodé ziemi otrzymujemy ze wzoru
0o=M/tR3a=3¢g/4 KRn=>5,6 g cm™".
~ Roéwnanie Keplera. Zajmiemy sie teraz wyznaczaniem po-
lozenia planety w danej chwili czasu. Obierzmy uklad wspotrzednych

w plaszezyZnie ruchu planety, jak na str. 89. Elipsa, po ktoérej
krazy planeta, ma we wspolrzednych prostokatnych rownanie

(o) fat+y2 /b =1.
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Wprowadzmy kat pomocniczy wu, okreslony przez rownania:
(IT) (z+e)/a = cos u, y/b = sin u.

Kat w nazywamy anomaliq mimosrodowq.

Roéwnania (IT) okreslaja kat jednoznacznie. Z (IT) dostajemy:

x = a(cos u— e/a), ~ y=>sin u.

Podstawiajac e=e/a, b=a)1—¢, otrzymujemy stad:
(8) r=a(cos u—e), y=a)1—¢ sin u.

Promien r otrzymujemy z réwnania

r2=a? 4 y* = a¥(1—e cos )%
Zatem ‘
(ITI) r= a(l—e cos u).

Kat ¢, jaki r tworzy z osia x, nazywamy anomaliq prowdziwg.

7 réwnania elipsy we wspolrzednych biegunowych (str 89, (1))
dostaniemy 7ecosp = a(l—e?)—7r, wiec

re(l4cosg) = (1—e) [a(1+&)—rl,
skad na moey (III), r(L - cosg)= a(l—e) (1 -+ cosu). Poniewaz

1 + cos ¢ = 2 cos? f i 14+ cosu= Zcos25, wiec
p VT cos 2 Y Vali e sin %
(IV) Vr cos E = l a(l—¢) cos 5 i podobnie Wsmz— Va (14 &) si n 53
stad
@ 1+ ¢ U
) '8 é:l/l_etg?

Wzory (IV)i (V) wyznaczajg jednoznacznie ¢ przy pomocy u.

Przypusémy, ze w chwili t=0 jest u=0, a wiec ¢=0. Pole
elipsy wynosi abn. Jezeli T oznacza czas obiegu planety, wowezas
predkosé polowa wynosi abz/T. Promien wodzacy zakresli wiee

. b . .
w czasie od 0 do t pole 07T 4. Pole to mozemy réwniez przedstawic

T
w postaci calki

(9) %—@t ; 72 dg.
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Rézniczkujac (V), otrzymamy Ay _ l/1 T ————d%—l—l . Na
. cos? £ 1—¢ cos?
‘ 13- ¢ — 1—¢2
mocy wiee (IV) dg :l i i ja (17; 2 du = al/ly  du. "Podstawiajac

u

/ rdu, skad na mocy (ILI),

0

7 /1 o2
w (9) otrzymamy —alb,”{t:cilfj_.

b 2 — g2 . . e
a—Tﬂt = qﬁVilgis (u—e sin u). Stad z uwagi na to, ze a2}1—et= ab,
dostaniemy ’

(VI) w — e8in u =2xat/T.

Wyrazenie 2xt/T nazywamy anomaliq $redniq.

Roéwnanie (VI) nosi nazwe rdwnania Keplera.

Przy pomocy réownania Keplera mozemy dla kazdej chwili ¢
wyznaczy¢ 4, a nastepnie przy pomocy réwnan (III), (IV), (V) pro-
mien + i kat ¢. Astronomia podaje liczne metody rozwigzywania
réwnania Keplera.

W astronomii anomali¢ mimosrodowa » oznacza sie zazwyczaj litery F,
anomalie prawdziwg ¢ litera ¥, a anomalie $rednig 2#¢/T litera M.

§ 10. Praca. Przypudémy, ze punkt materialny przesunat sie
z punktu A do B i ze podczas tego przesuniecia dzialala nan
(oprécz byé moze innych sil) sila P.

Sila stala. Zalézmy, ze sita P, dzialajaca na punkt materialny
podezas jego ruchu od 4 do B, byla stata co do wielkosei, kierunku
i zwrotu {choé ruch mégl si¢ odbywaé po linii krzywej).

Pracq sity P na preesunieciv AB nazywamy iloczyn skalarowy
P.AB.
Jezeli wiec prace oznaczymy przez L, to
(I) " L—P.A4B. A
Niechaj a bedzie katem zawartym miedzy P i AB. Zatem
(11) L =|P|-|AB|cos a.
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Praca moze byé liczba dodatnia, ujemng lub zerem. Praca
sily P jest zerem, jezeli P=0 lub AB=0 (t. zn. gdy nie ma prze-
sunieecia) lub jezeli a ==/2 (t.zn. gdy sila jest prostopadia do prze-
suniecia). Jezeli P30, AB=0 i cosa30 to praca jest liczby do-
datniag lub ujemng, zaleznie od tego czy a jest katem ostrym czy
rozwartym,

Jezeli a=0 lub a== (t. zn. jezeli sita ma kicrunek przesunie-
¢la), mamy

L=+ |1_)||AB|7

przyezem znak zalezy od tego, czy sita i przesuniecie majg zwroty
zgodne czy przeciwne.

7 twierdzen o iloczynie skalarowym (rozdz. 1, str. 7) wynika, Ze
praca sily P na przesunieciu AB réwna si¢ iloczynowi przesuniecia
i rzutu sity na kierunek przesuniecia lub iloczynowi sity i rzutu
przesuniecia na kierunek sily.

Nalezy zwrdcié uwage, ze — wedlug okreslenia — praca nie zalesy
od czasu, w jakim punkt materialny przesungt sie od A do B.

Oznaczmy rzuty przesuniecia A B na osie ukladu przez Awz, Ay, Az.
Na mocy wiec (I)
(1) L=P.Ax+ P, Ay + P. Az.

Jezeli punkt A ma wspélrzedne g, ¥, 2y 2zas8 B ,¥,%, to
Ap=mx—x, 1t d. Zatem

(2) L =P (;—xy)+ Py(y1— Yo) -+ P:l2,— 2)-

Sila zmienna. Zalézmy teraz, ze punkt porusza sie po krzy-
wej C okreslonej parametrycznie przez funkcje:

3) v=f(o), y=¢lo), 2=ylo) (0’ <o<<o™).

Przypudémy przytem, ze jezeli oy <o, to polozenie punktu
odpowiadajace wartosei o; jest wczesniejsze od potozenia odpowia-
dajacego wartosci o, )

Zalozmy dalej, ze na punkt dziala sila zmienna P, ktorej
rzuty w dowolnym punkeie toru o wspélrzednych x,y,2 dane sa
przez funkcje:

(4) Px_—“F(wa Y, z)y P.l]: Q(x, Y, z)? P,= lp(xy Y, z)
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O funkcjach F, @, ¥ zakladamy oczywi-
§cie, ze sa okreslone w kazdym punkcie toru.
Utwoérzmy dowolny podzial 6 odcinka o'c”
przy pomocy punktéw o'=cy, 0y, ..., 00=0".
Niechaj tym wartosciom parametru ¢ odpo-
wiadaja na krzywej ¢ punkty:

A= A%y Yoy 20)s A1(x1a?/1721)3 ey An(@ny Yny2n) = A"\

5

Jn

Na moey (3) jest:
(5) x,-zf(o,-), Yi= (p(O‘i), 21:1/)(0'1‘) dla '?:20,1,...,%.
Polézmy:
(6) da,=wx, —x, AYy,=Y_,—Y;, Az= 2z, ,—7, (¢=0,1,...,n —1).
Oznaczmy wreszeie przez P, Py, ..., P, sily dzialajace w punk-
tach A, Ay, ..., 4,. Na mocy (4) jest:
(7) P,'x:F(m[? ?/ﬁ z,‘)’ Pi” = @(.’I/'l., yﬁ z,’)? Piz: T(wi? y,’) z,‘)’
Gdyby sita P na przesunieciach A4, A A4, ... byla stala
i odpowiednio réwna P, Py, ..., to prace na poszezegdlnych prze-
sunieciach wyrazalyby sie wzorami:
L\):PO.\'Ax\) + PU!]A?/O + POzAzO;
Li=P Axy 4 Py Ay + P Az,
Kladae L'= Ly+ L, + ..., otrzymamy wiec
n—1

(8) L'= Y (P A, + P, Ay, + P, 4z).

i
i=0 Y

Wyrazenie stojace po prawej stronie powyzszej rownosei zalezy
oczywiscie od podzialu ¢ odeinka o'c".
Jezeli I’ dazy do pewnej granicy dla kazdego ciagu normal-

nego?l) podziatéw {d;} odecinka ¢'¢’’, to granic¢ te nazywamy pracg
sity P po krzywej C (albo wzdtui kreywej C).

Wyrazenie (8) mozemy wiec uwaza¢ za wartodé przyblizong
pracy L sity P.

Granica wyrazenia (3) jest tak zwana calka krzywolinijna ?)
po krzywej C:
(ITT) L= [(P.dv+ P,dy+ P. dz).

C

1y t,j. takiego, w ktérym dlugoéé najwiekszego odeinka podziatu dazy do
zera. Por. 8. Banach, Rachunek réiniczkowy i catkowy, T. 11, Lwéw, str. 69.
2) tamze, str. 187 i 196.
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Calke krzywolinijng mozemy zamienié na zwyezajna catke
oznaeczong, wyrazajac zmienne x, ¥,z funkcjami (3) przy pomocy
parametru ¢. Otrzymamy wowczas

L= [[P.f'(0)+ Py¢/(0)+ Poy'(0)] do,

gdzie P.=F(f(0), p(0),p(0)), Py=D(f(s),p(0),p(0)) i t. d. Jezeli
w szczegélnosei o oznacza czas ¢, wowezas f'(o)=2, ¢'(¢)=y, v'(c)=52.
Zatem

.
(IV) L= f [P.i-+ P,y P.2]dt.
/

Poniewaz 2,9,% sa rzutami predkosei @, wiee P #+ Pyt Pi=P5.

Zatem
o

(V) L= [(Pv)at.
p

Uwaga. Wzoér (I1I) jest stuszny, gdy polozenia punktu rucho-
mego na krzywej nastepuja po sobie w porzadku, ktéry odpowiada
wzrostowi parametru o. Jezeli jednak jest przeciwnie, t.zn. jezeli
0, >0, to polozenie odpowiadajace o, jest pdiniejsze od polozenia
odpowiadajacego o, i woéwezas nalezy we wzorze (III) zamiast
dr, dy, dz podstawié —dx, —dy, —dz. Otrzymamy wtedy

L =— [(P.do+ Pydy+ P.dz).
¢

Jezeli wige punkt materialny poruszal sie po krzywej ¢ od 4’ -
do A" isila P wykonala prace L, to gdy punkt poruszac si¢ be-
dzie po krzywej C od A’ do A’ (przyczem polozenia beda naste-
powaly po sobie w porzadku odwrotnym niz poprzednio), ta sama
sita P wykona prace —L.

Praca sumy sil. Przypudémy, ze punkt materialny, poru-

szajac sie po krzywej C, byl pod dzialaniem dwgch sit P i Q. Po-
162zmy R=P-+ Q. Oznaczmy przez L prace sily R, przez L' prace

sity P iprzez L' prace sity §. Woéwezas L= /'(Rxdm+Rydy+dez)=
é
= [UPAQ) A+ (Pyrt-Q,) Ay + (Pe+@2)de] = [ (Pedx+Pydy-+ P.dz) +
C C
-f"l/‘(Qxd%‘—l—dey—i—talz)=L'—f—L", a wiec
C )

(VI) L=1I'+1I" -
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Mozemy zatem powiedzieé, ze praca sumy dwdéeh (lub kilkw )
sit na pewnej krzywej réwna sig sumic prac poszezegolnych sit na tej
krzywej.

Wymiar i jednostki pracy. Na mocy (LI), str. 93, mamy
[praca] = [sila]-[droga) = LM T L, a wiec

[praca] = L2M T,

Jednostka pracy w ukladzie cgs jest erg. Jest to praca, jaka
wykona sita 1 dyn na drodze 1 cm. Zatem

erg =cm? g-sek %

Wiekszg jednostka jest Joule (J)=107crg. W ukladzie technicz-
nym jednostka pracy jest kilogramometr (kgm). Jest to praca sity
1kg na drodze 1m. Poniewaz 1kg (sity)=981000 dyn, a 1m=100cm,
wiec

kgm = 9,81-107 erg = 9,81 J.

§ 11. Pole sil potencjalne. Obszar D nazwalismy (str. 78)
polem sil, jezeli na punkt materialny, gdziekolwiek w obszarze D
umieszezony, dziata sita zalezna tylko od polozenia tego punktu.

Pole sit jest okre§lone przez podanie funkcyj:

(1) Px:F(wa Y, z)} Py: d)(w, Y, Z), P,= T(% Y, z)7

ktére wyznaczaja rzuty sily dziatajacej P w punkcie o wspélrze-
dnych z, y, 2.

Natezenie pola. Moze sie zdarzyé, ze sila P jest proporcjo-
nalna do masy m punktu materialnego. Wowezas site dzialajaca na
jednostke masy (t.j. site P/m) w pewnym punkcie pola nazywamy
natezeniem pola w tym punkcie.

Przykladem takiego pola jest pole grawitacyjne ziemskie.
Ciezar ciala ijest proporcjonalny do masy ciala. Na powierzehni
ziemi natezenie pola jest co do wielkosei réwne ¢ (przyspieszeniu
ziemgkiemu).

Linie sil. Na specjalng uwage zasluguja pewne krzywe w polu
sit, zwane liniami sit. Sa to krzywe o tej wlasnosei, ze styczna w do-
wolnym punkeie ma kierunek sity dzialajacej w tym punkeie.
Np. w polu grawitacyjnym ziemskim liniami sil sg linie pionowe.
Linie sil sa okreslone ukladem réwnan rézniczkowych:

(2) dx|P, = dy|P,= dz/[P..

S. Banach. Mechanika. 7
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Okreslenie pola potencjalnego. Gdy w polu sil punkt
materialny przesunie si¢ od punktu A do punktu B po jakims tuku AB,
wowezas praca sily dzialajace] P (str. 95, (II1)) wynosi

(1) L = [(Pydu+ Pydy+ P:dz).
AB

Praca zalezed bedzie na ogol nie tylko od punktéw 4 i B, lecz
takze od przebytej drogi, t.j. od luku A4B. W mechanice waing role
odgrywaja pola, w ktorych praca zalezy tylko od punktow A i B,
a nie zalezy od luku 4 B. Jezeli wiée w takim polu punkt m&terulny
przesuwaé sie¢ bedzie od 4 do B po rozmaitych torach, to sila P
wykona zawsze te samg prace. Pola takie nazywamy polami po-
tenf]alnljmz lub zachowawezymi (konserwatywnymi).

A wiec: polem potencjalnym jest takie pole sit, w ktérym praca nie
zaleiy od drogi przejscia, lecz tylko od punktu poczatkowego ¢ koncowego.

Jezeli w polu potencjalnym punkt odbyt droge zamknigty
(czyli wyszedl z punktu A i powrdeil do 4), to praca wykonana
wzdluz tej drogi jest zerem. Praca bowiem w polu potencjalnym
zalezy tylko od punktu poezatkowego i koricowego, wiec jesli sie
one pokrywaja, to praca jest taka, jak gdyby punkt wogoéle sie
nie poruszyl.

Na odwrét, jezeli pole sil ma te wlasnosé, ze praca po kazdej dro-
dze zamknietej jest zerem, to pole jest polem potencjalnym. Obierzmy
bowiem dwa dowolne punkty A, B i luki AMB, ANB.
Oznaczmy przez I’ prace na luku AMB, a przez L"
" na luku ANB. Praca po linii zamkni¢tej AMBNA
jest wedle zalozenia zerem. Prace tg mozna przedstawic
jako sume prac: od A do B po tuku AMB iod B

’ do A po luku BNA. Poniewaz praca po luku BNA
réwna sie —L' wiee L'} (—L'")=0, skad L'=L’". Zatem praca
po obu lukach jest ta sama.

Mozemy wiee powiedzieé, ze na to aby pole sit bylo polem po-
tencjalnym, potrzeba. i wystarcza, by praca po wszelkiej linii camknigte]
byla w nim zerem.

Potencjal. Obierzmy dowolny uklad wspdlrzednych (2, 9,2)
i punkt 4 w polu potencjalnym. Jezeli bedziemy uwazaé punkt A
za staly, to praca L.p, gdzie B jest dowolnym punktem pola, bedzie
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zaleze¢ tylko od wspolrzednyeh &, y,z punktu B. Zatem praca Lag
bedzie funkeja wspéhrzednych w,y,z. Oznaezajac te¢ funkeje przez
V (x,u, 2), otrzymamy

(3) Lag = V(x, y, 2).

Funkeje V(x,y,z) nazywamy funkejq sit albo
potenciatem.

Wezmy pod uwage jaki§ punkt B’ o wspol-
rzednych x’,y’,2". Praeca po dowolnej linii ABB'A
jest zerem. Zatem Lup-- Ly +Lyga=0. Lecz
Lpa—=— Lag=—V (&', y’,2"). Wiec na mocy (3)

Viz, vy, Z)+LBB"’_ V', .’/,7 z():()7 Sk%d

(1L) Lpg =V (', y', 2" )=V (2, ¥, 2)
Wzér (1I) mozemy wypowiedzieé, jak nastepuje:

Przy przejsciu od jednego punktu do drugiego praca réwna sie
roinicy potencjalow w tych punkiach.

Potencjal okresliliémy w zaleznosei od obioru punktu 4. Gdy-
bysimy obrali inny punkt A’(z’, y’,?"), to potencjal wyrazitby sie
inng funkeja V'(x, y, 2). Poniewaz na mocy okredlenia potencjalu
mamy dla dowolnego punktu B (z, y, 2)

Vi, y, Z)ZLA’B:V(JG Yy &) — V', y, 2')y
wiec
Ve, y, 2)— V' (2, ¥, gy=Vi(z',y, &)= const.

A wige réinica obu funkeyj V i V' jest stala. Widzimy stad,
ze w polu sil potencjal jest funkeja okresiong tylko po za pewng
stala (podobnie jak calka nieoznaczona). Stata ta jednak, jak wska-
zuje wzor (II), nie gra roli, poniewaz na wielkos$¢ pracy wplywa
jedynie réznica potencjalow w dwoeh punktach.

Wymiar potencjalu. Poniewaz na mocy okreslenia potencjal
réwna sie pracy, wiec wymiar potencjalu jest taki, jak wymiar
pracy. Zatem

[potencjat} = L2MT 2.

Jednostki pracy sa réwniez jednostkami potencjatu.
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Zwigzek miedzy sila a potencjalem. Przesurimy punkt
materialny z punktu A4 (2, y,2) do punktu B(z, ¥y, 2) po prostej
réwnoleglej do osi z. Praca wynosi wiec na mocy (I) i (11):

Lap=V (2, y,2)—= V(2o 4,2) lub  Lap=[(Peda P,dy+ P.dz).

AB

Poniewaz punkt przesunal sie po prostej réwnoleglej do osi x,

wiee dy=0 i de=0. Zatem LAB:/'P,\.dm:/‘P,\,dm, skad
AR X
V(, Y, 2) =V (&, 4, 2) = | Pudi.
Tworzac pochodng czastkowsa wizgledem «, dostaniemy oV [Cx=P,;
analogiczne wzory otrzymamy dla pozostalych pochodnych ¢zgst-
kowych.

A wige: pochodne czqsthowe potencjatu réwnajq si¢ odpowiednio
reutom sity na osie ukladu, t.j.
v v oV

o = Po P, 5 =P.

(1) o =Pr

Na odwrot, jezeli zalozymy, ze w danym polu sit istnieje funk-
cja V spelniajaca zwiazki (III), woéwezas pole jest polem potencjal-
nym. Niech bowiem pewna funkcja V spelnia zwigzki (ITI). Zatem,
praca od punktu A(z;,y;,2;) do punktu B(2, ¥y, 2,) po dowolnym
luku AB wynosi:

) vV oV oV
LAB=./(PA.dw—|—P!,dy+Pzdz) :/(é’x dm—f—ay dy—l—gdz).
AB AB

Poniewaz wyrazenie zawarte w nawiasie ostatniej catki jest
rézniczky zupelng dV, wiec otrzymujemy wzér

(4) Lan= [ AV =V (@4 Y2, ) — V(®3, Y1, 24),
AB
wyrazajaey, ze praca nie zalezy od drogi, lecz tylko od punktu po-
czatkowego i koncowego. Na mocy (4) funkeja V jest tedy potencjatem.
A wige: jezeli dla pola sil istnieje funkeja V spelniajaca réwna-

nia (ILI), wowczas to pole sit jest polem potencjalnym, zas funkcja V
jest potencjatem.
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Powierzchnie potencjalne. Gdy ¢ jest dowolng statg, po-
wierzchnie okredlong réwnaniem

(5) Viz,y,2)=¢
nazywamy powierzchnia potencjalng.

A wiee: powierzchnia potencjalna jest to taka powierzchnia, na
ktorej potencjat ma wartos$é stalq.

W geometrii rézniczkowej dowodzi sie, ze dostawy kierunkowe
cosa, cosf, eosy normalnej do powierzchni (5) w punkcie (,¥,%)
spelniaja warunki:

..

;o

cosa:cosf:cosy = Ty

skad na mocy (III) str. 100,
cosa:cosfi:cosy =P : Py P,.

Poniewaz dostawy kierunkowe cosa’, cosf’, cosy’ sily P spet-
niaja podobne warunki: cosa’:cosf’:cosy’= P,: Py: P, wiec sita P
ma kierunek normalny do powierzehni potencjalne;j.

A zatem: w kaidym punkeie powierzchni potencjalnej sila dzia-
lajaca jest prostopadta do tej powierzehni. Wynika stad, ze linie sif
sq prostopadle do powierzehni potencjalnych.

Obierzmy dwie powierzehnie potencjalne 8 i 8', dosé¢ bliskie,
o potencjatach ¢ i ¢, gdzie ¢ >e¢. Z dowolnego

punktu 4 powierzehni § wykredlmy normalng do
tej powierzehni az do przeciecia A’ z powierz-

Praca przy przesunigciu od 4 do 4’ wynosi
Ly = ¢'—e¢>0. Poniewaz praca jest dodatnia, “

wiee sita P ma zwrot przesuniecia AA’.

P

A wiec: sita zwrdcona jest wzgledem powierzehni potencjalnej
w strong wzrostu potencjatu.

W przyblizeniu mamy L o='P|AA'=¢'—e¢ eayli |Pl=(¢'—e)[AA".
A wiee: na jednej i tej samej powierzchni potencjalnej sita jest

w prayblizeniu odwrotnie proporejonalna do odcinka normalnej, za-
wartego miedzy tq powierzehnia o powierzehniq potencjalng dosé bliskq.
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§12. Przyklady pél potencjalnych. Rozpatrzymy obecnie
kilka rodzajow pél potencjalnych, z ktérymi czesto mamy do czy-
nienia w praktyce,

Pole stale. Jezeli sila P jest w pewnym polu stata co do
wielkodei, kierunku i zwrotu, to pole takie nazywamy polem stabym.

Pole grawitacyjne ziemskie w malym otoczeniu danego punktu
na ziemi jest polem statym.

Obierzmy uklad wspétrzednych (&, y, 2), nada jac osi 2 kierunek
sity P, zwrot za$ przeciwny. Kladge |P|= my, otrzymamy

P.=0, P,=0, P.= —my.
Latwo sprawdzié, ze funkcja
Vo= —myz
jest potencjalem. Mamy bowiem
dV/dr = 0=P,, eV/dy =0=P,, eV/[oz = —mg =P..

A wiec: pole stale jest polem potencjalnym.

Praca od punktu A(ry,y,,2) do punktu B (s, Y9y 2,) po do-
wolnej drodze wynosi Lig= —mgz, — (—myz), wiec
(1) Lap= myg(z,— 2,).

Przy zalozeniu, ze sita P jest sily ciezkogded, jasnym jest, ze
#—2;=h jest rdéznicg poziomdw, na ktérych zhajduja sie punkty A4
i B. Kladage wiee |P|=Q=my, otuynmvm,\,

LAB === Qll

Powierzehnia  potencjalna ma  réwnapic V= const., zatem
—mgz=const. czyli z=const. A wiec powierzechniami poten(‘jal-
nymi sg plaszezyzny poziome (t.j. prostopadle do kierunku sity).
Poniewaz linie sit s3 prostopadle do powierzcehni potencjalnych, wiec
liniami sil sa proste réwnolegle do osi 2, t. j- linie pionowe.

Pole sfrodkowe czyli centralne. Jezeli w polu sil kierunek
sily przechodzi zawsze przez pewien staly punkt 0, to pole nazywa
si¢ srodkowym 1ub centralnym, a sam punkt O $rodkiem pola (str. 36).

Zaloimy, ze w danym polu frodkowym wielko$é sily w do-
wolnym  punkeie 4 zalezy tylko od odleglogei » punkhl A4 od
srodka 0. Oznaczmy przez P rzut sity P dzialajac ej w A na
kierunek OA. Zatem P jest funkeja r. Polézmy

P = j().
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Obierzmy poczatek ukladu wspolrzednyeh w 0. Oznaczajac
przez w,1,2 wspoélrzedne punktu 4, a przez « kat, jaki 04 tworzy
z osig @, otrzymamy cos a=x/r. Zatem

(2)  P,=Pcosa= P71 i podobnic P,=P g, pP.=P ,1

Polézmy V = / Pdr = /‘f(r)dr. Poniewaz r:l/m‘zqt-g/?%—z? wiec

Ir|dx=uwfr, or[dy=y/r 1 Crjde=z[r. Zatem

AV dV or N
iy T A
.2 oV .
i analogicznie vi =P, L P,. Pole nasze jest
' 2y e ‘

wiec polem potencjalnym i funkcja V jest potencjalem.
A wiec: pole $rodkowe, w ktorym sila zalely tylko od odleglosed
punktu od srodka, jest polem potencjalnym i potencjal wyraza sig wzorem

(3) v :_/'P dr.

Poniewaz potencjal w punkcie A jest funkcjg odleglosci »
punktu 4 od $rodka O, wiec na kulach o $rodku O potencjal ma
warto$é stalg. Powierzehniami potencjalnymi beda wiec tutaj kule
o drodku O. Liniami sit sa oczywidcie proste przechodzace przez
punkt O.

Pole grawitacyjne Newtonowskie. Przypusémy, ze punkt
o masie m jest przyciagany z silg P przez staly punkt o masie M
wedlug prawa cigzenia Newtona (str. 90, (I)), t. zn. ze

|P| = KmM |

Poniewaz sila skierowana jest ku punktowi M, wiec pole jest
polem $rodkowym, ktérego srodkiem jest punkt M. Zatem, wedle
okreglenia liczby P, P= — KmM /"

Mamy V= / Pdr=— /AK'm M drjrt. Zatem
(4) VvV =KmM)r.

Awiecpracapo dowolnymluku 4’A wynosi L s-= Km M(1/r—1)1"),
gdzie » i " oznaczaja odleglosci punktéw 4 i 4’ od srodka. Jezeli
w szezegélnogei punkt A’ obierzemy w nieskoniczonosei czyli po-
lozymy #'= >0, to otrzymamy

(5) Loos=HKmMjr =7V,
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A wiege: w polu grawitacyjnym N ewtonowskim potencjat w punk-
cie A réwna si¢ pracy, jaka wykonalaby sila P, sprowadzajqc punkt
materialny 2 nieskonczonosci do A.

Pole osiowe. Pole sit o tej wlasnosei, ze w kazdym punkecie
pola kierunek sily przecina pod katem prostym pewng stala prosta I,
nazywamy polem osiowym, a prosta ! nazywamy osiq pola.

Zatozmy, ze wielko$é sity P, dzialajacej w dowolnym punkeie A,
zalezy tylko od odleglosei » punktu A od osi pola. Polézmy P=— |P|
lub P=|P| zaleznie od tego, czy sila P ma zwrot ku osi I czy prze-
ciwnie. Poniewaz wielkosé sity P jest funkeja » (t. j. odleglosei
punktu 4 od osi I), wiec mozemy napisaé

P= f(r).

Obierzmy uklad wspélrzednych, przyjmujac o$ pola za of z.

Latwo zauwazyé, ze rzuty sily P dziatajacej w punkcie A (x,y,z)

WYNoszg Px:P%, P,,:P'% i P,=0, gdze

~ Azl

r =)+ y?. Poloézmy

V = Pir= [1yar

a>

Zatem i_V — ﬂ .
o dr

_ . . . . . A4
waz V nie zalezy od 2 (gdyz r nie zalezy od z), wiec 2% = 0=P,.

e
X

o)

= PJ; = P.. Podobnie -‘2177 =P,. Ponie-

&

Wynika stad, ze pole dane jest polem potencjalnym, za§ V
jest potencjatem.

A wige: pole osiowe, w ktorym wielko$é sity zalesy tylko od odleg-
tosei punkiu od osi, jest polem potencialnym i potencjal WYNOSH

(6) 14 :l/..Pdr.

Latwo zauwazyé, ze powierzchniami potencjalnymi sa tutaj
walce, ktorych wspolng osig jest o§ pola. Liniami sil sa proste prze-
cinajace of pola pod katem prostym.

Jezeli np. P=mo* (o stale) wowezas V= /‘Pdr: /.mmz?‘dT,
wiee V=|mw?r*= ma?(x®+y?). Powierzchnie potencjalne otrzy-
mamy, kladac V = const., zatem }mw?(2®+ y2) = const., wiee
a% -+ y? = const.; jest to rownanie walca o osi z.
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Suma po6l potencjalnych. Niechaj w pewnym obszarze D
danych bedzie kilka pdl o sitach P,, P,, .... Pole w obszarze D
o sile P=P,+P,+ ... nazywa sie sumq pdl sit P, P,.

Jeseli pola sit Py, Py, ... sq potencjalne, to — jak latwo okazaé-——
suma pol jest réwniei polem potencjalnym, ktorego potencjal V rowna
sie sumie potencjatow Vi, V... poszezegolnych pol.

2 5 9
Polézmy bowiem V= V4 V,+.... Mamy EZ = CVI + 0;;24—...:

v

:PIY+P2‘,—{—...:P‘\A 1 analogicznie Q:P,,, A_P A wiee
i : s

dy
V jest potencjalem sumy danyeh pol.

Przypusémy np., ze punkt o masie m przyciagany jest wedle
prawa Newtona przez dwa stale punkty o masach m; i my z si-
lami P, i P,. Sila wiec wypadkowa bedzie P=P, P, Na str. 103

wykazalismy, ze sily P, i P, maja potencjal.
Zatem wedle (4), str. 103, oznaczajac przez ry, ry
odleglodci punktu m od m; i m,, otrzymamy:

V,— K mm, Vv, — e
r s
My M)
Sita P ma wiec potencjal V="V,+V,. Zatem V= Km( +— " )
b} 2
Podobnie, jezeli punkt o masie m przyciggany jest wedle prawa
Newtona przez » punktow statych o masach my, My, ..., Ma, WOWCZaS
. (my | my My
(1) V= ( S )

gdzie ry, Fy ..., 'u 0ZNACZAJY odpowwdmo odleglosei punktu m od
punktoOw my, Moy .. y Mo

§ 13. Energia kinetyczna i potencjalna. Niech na punkt
materialny A (x, y, ) 0 masie m dziata sila P. Zatem (str. 79, (1)):

may = Py, my = Py, mz = P,.

Pomnoézmy obie strony pierwszego réwnania przez &, drugiego
przez i, trzeciego przez ¢ i dodajmy nastepnie réwnania stronami.
Otrzymamy
(1) m(zr +yy +22) =P+ Py + Pi.

Oznaczmy przez v wartosé bezwzgledng predkosei punktu A.
Zatem ?=a2 2 2, skad d(?)/dt = 2(a5 +yy +22), @ wiee
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d(smed)[dl = m (4 +yy +22). Wstawiajac to w réwnanie (1),
otrzymamy
d(ime?)/dt = P.# + Py + P.:.
Calkujge obustronnie (wzgledem ) od chwili poczatkowej t,
do chwili ¢, dostaniemy

¢
“d( tma?)
(2) j (d dt%/[P\x L P+ P2t
& 4
Niechaj v, bedzie wartodcia bezwzgledng predkosei w chwili
poczatkowej ty; lewa strona réwnania (2) wynosi wiec Fme?— Lmwvg
a prawa strona rowna sie (str. 96, (IV)) pracy, jaka wykonala sila P
w czasie od {, do t. Oznaczmy te prace przez L,,. Réwnanie (2)
mozemy wiec napisaé¢ w postaci
(3) tmet—Llmel=1L,,.

Wyrazenie L[me? nazywamy energiq kinetyczng punktu.

Khadae
(4) F = Lamr?, B = [ mv,
otrzyvmamy:
(L) L —Ey=L,.

A wiger preyrost energit kinetycznej w pewnym czasie réwna sig
pracy sily dzialajacej w tym czasie.

Twierdzenie to nosi nazwe zasady réwnowartosci pracy i eneryit
kinetyeznej.

W szezegdlnoded, jezeli praca sily P jest stale zerem, to B—FE,=
czyli K=E, wiec na moey (4) v=v, Punkt ma zatem woéwezas
predkosé statg co do wielkosei. Jezeli wiee sila jest np. stale prosto-
padla do toru, to punkt porusza sie ruchem jednostajonym. Przy-
kladem jest ruch jednostajny punktu po kole pod wplywem sily
stalej co do wielkodei i skierowanej ku srodkowi kola.

Niech teraz punkt porusza sie w polu potencjalnym. Oznaczmy
przez Vi V, potencjaly jakie punkt posiada odpowiednio w chwi-
lach ¢ i t, Zatem L,,=V—V,  skad na moey (1) E—FE=V—-V,
czyli
(5) E—V=E,—V,

Wyrazenie —V nazywamy energiq potencjalng.
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Kiladge —V=U i —V=U,, otrzymamy
(1I) E -+ U =FHE,+ V,= const.

Sume energii kinetyeznej i potencjalnej t.j. wy razenie K40
nazywamy energiq catkowitq.

A wiec: jeieli punkt porusza si¢ w polu potencjalnym, WOwe2os
jego energia catkowita jest stata.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady zachowania energii
catkowitej.

Wymiar energii kinetycznej i potencjalnej Namocy (4)
jest [El=[m][r?], wiec

2

[energia kinetycznal = L°"MT

A zatem energia kinetyezna ma wymiar pracy. J ednostki pracy
sa wiec rowniez jednostkami energii kinetyczne].

Energia potencjalna ma na mocy okreslenia wymiar potencjaly,
zatem ma rowniez wymiar pracy (str. 99).

§ 14. Ruch punktu przyciagganego przez masg¢ nieru-
choma. Ruch po krzywe] rzedu drugiego. Niech punkt ma-
terialny 4 o masie m przyciggany bedzie przez punkt nieruchomy
o masie M z sila P, dzialajaca wedlug prawa Newtona. Umicdémy
w punkeie M poczatek O ukladu Wsp(ﬂu(;dnvch Oznaczajac (jak na
str. 103) przez P rzut sily na kierunck 04, otrzymamy

mi
‘ (1) P=—K 2
Oznaczajge przez x, Y, & wspolrzedue punktu A, otrzymamy
x .mM , .
(str.103): P,— P%: — K j.f" i t. «. Rownania ruchu punktu A
§9 wiec
.mM x . cmM oy . .mM z
(I) mr=—K 72‘77 mi — ‘—A‘Tz ;7 me = —[Llrz—":'

W naszym przypadku sila P ma potencjal V=KmM][r
(str. 103), zatem energia potencjalna  U=—HKmM[r. Na mocy
zasady zachowania energii calkowitej tme? —Km 3 /r= const., skad
ktadac p=HK 3,

‘) l .
(2) ="+ h, gdzie k= const.
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Poniewaz w rozwazanym przypadku ruch jest ruchem srodko-
wym (str.86), wiec tor jest plaski. Przyjmijmy wiee, ze ruch odbywa
sie w plaszezyinie xy i Ze predkodé polowa jest rézna od zera.

Ze wzoru Bineta (str. 85, (I)) otrzymamy na moey (1)

_KmM _ me? {dz(l/v) 1]

(3) pr v

r2 - y2

a poniewaz KM=u, wiec

By 1
) W e
Podstawmy w«=1Jr. Otrzymujemy
‘ dPu u
(5) dg? tu=z

Rozwigzaniem szezegélnym powyzszego réwnania jest w=gu/c%.
d*u
dg?
latwo stwierdzié — postaci u=acosp+ bsing. Ogdélnym wige roz-
wigzaniem rdwnania (5) bedzie

Rozwigzanie ogdélne réwnania jednorodnego +u=0 jest —jak

w=ujc* + a cos ¢ 4 b sin g,

gdzie a i b sa dowolnymi statymi. Kladac a=g¢ cosg, b=g sillg,
(gdzie ¢ i @, s3 dowolnymi stalymi) i podstawiajge z powrotem
1/r==wu, otrzymamy rozwigzanie ogélne réwnania (4)

(6) 1/r = ufe*+ o €08 (¢ — @)
Ot6z ogdlne rownanie krzywej“}i‘zegdu drugiego, gdy biegun jest
w ognisku, ma ksztalt

1 1 e
== 08 (p— @y),
repp
gdzie p jest parametrem, e mimosrodem, za$ ¢, katem, jaki of
krzywej tworzy z osig ukltadu. Rownanie wige (6) jest rownaniem
krzywej rzedu drugiego. Z przyréwnania dostajemy

(7) p=~¢u 1 e=pp

Krzywa taka jest elipsg, hyperbol&y\ lub parabola, zaleznie od
tego czy e<1, £>1 lub e=1. Aby rozpoznaé rodzaj krzywej,
musimy obliczyé stala p. Wyznaezymy ja ze wzoru (2). Mamy
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=72 412p?. Poniewaz ¢ jest predkoscia polowa, wiee je=jr2p czyli
. i i 1/r 2 2 _
@=c/r?; zatem (str. 88, wzor (7)) v*=c? <df(d#> -+ % Na mocy (6)
otrzymujemy tedy
L2

(8) V= /0—2 + 2up €08 (p— @) + 0%

Wyrazajac r przez ¢ przy pomocy wzoru (6) i wstawiajac we
wzér (2), otrzymujemy 0?=2u?/®+2u0 c0s (p— o)+ h, skad przez
przyréwnanie ze wzorem (8)

2 h
(9) e:l/%+;2’

a wiee na mocey (7)

Zatem sjl zaleznie od tego czy h= 0. Kladac t=t,, v="1v,, r=ry,

Otrzymujemy/ze wzoru (2) h=v—2 pfre; zatem:
h%() zalesnie od tego czy vy 2pr,.

Wynika stad, ze rodzaj krzywej nie zalety od kierunku pred-
koéci, lece tylko od jej wielkosci.

Rodzaj krzywej mozemy wiee wyznaczyé, znajge jedno polo-
zenie punktu i szybkosé¢ jego w tym polozeniu.

Komety np. poruszaja sie w obrebie ukladu slonecznego pod wplywem
przyciagania przez stonce, krazg wiee (wzgledem stofica) po krzywych rzedu
drugiego.

Zalozmy obecnie, ze punkt porusza si¢ po elipsie o réw-
.1 1 . .
naniu = 5 —i—;‘i cos (¢ —¢,). Ze wzoru Bineta (3) dostaniemy

— Ki’f’”: —%2 ’;—”2 czyli KM :-?- Niech @ i b beda osiami
elipsy, za$ T czasem obiegu. . Predkosé polowa bedzie wowczas
le=abm/T. Poniewaz p="0ba, wiec KM=4n%?/T? skad
(10) . ad|T?2 = KM /[4n®.

Wynika stad, ze stosunek a®/T? zalezy tylko od masy ciata przy-
ciqgajacego, a nie od masy poruszajqcego si¢ punkiv.

Gdyby stohce bylo w spoczynku, to stosunek a?/T2 bylby dla planet wiel-
koécia stala (tak jak tego wymaga trzecie prawo Keplera). Stofice nie jest jednak
w spoczynku, poniewaz jest przyciagane przez planety. Stad pochodzy odchylenia
od prawa Keplera.

Sprawa ta zajmiemy sie pézniej przy t. zw. zagadnieniw dwéch ciat (rozdz. V).
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Ruch po linii prostej. Zbadajmy jeszeze przypadek szcze-
giolny, gdy predkosé¢ polowa jest zerem. Ruch wtedy odbywa sie
po prostej przechodzacej przez {rodek pola, t.j. przez punkt M
(str. 87). Poniewaz » oznacza wartosé bezwzgledna predkosei, wiec

(11) = |F|.

Praypusémy, ze dla t=0 jest r=r;, v==,. Z rownosci (2), str. 107,
wynika

(12) vr = 2ur~! 4 h,
skad
(13) b= vg— 2ur5 .

Zatézmy, ze w chwili poczatkowej t=0 predkoié poruszajgcego
si¢ punktu zwrécona byla od punktu M, ezyli ze punkt sie oddalal.
Dla t=0 jest wiec # >0,

Rozpatrzymy dwa przypadki zaleznie od tego, czy h>=0,
czy <.

19 hzz 0. Na mocy (12) jest stale 022 2ur=1, wige v2 >0; zatem
stale v >0. Wynika stad, ze punkt nigdy sie nie zatrzyma i ciggle
bedzie oddalal si¢ od M. Bedzie wige stale #>0, skad na mocy (11)
v="7 przez caly ezas ruchu. Z (12) otrzyvmujemy

(14) = =2 ur—Th eyl (lr/l/‘.l_yr N4 h=dt.
Zatem
‘ dr
1"" /**:::;_.«"‘: e t.
(15) y I/Z/,w T+ h

Z rownosci powyzszej wynika, ze gdy ¢ dazy do oo, r takze
dazy do oo, a wiec punkt oddala sie do nieskonczonosei.

20, h<<0. W tym przypadkuistnieje takie r=7,, dla ktérego v=0.
Wartosé »r, otrzymamy z (12), kladae v=0 i r=r;. Dostaniemy

(16) ry=—2u/h.

Latwo okazaé, ze »r;>r,. Mamy howiem 2p>2u—r 2=
=7, (2pur,' — %) = r,(—h). Poniewaz h<<0, wiec — 2u/h>r,, zatem
na moey (16) jest ry>v.

Na poczatku ruchu, dopdki r<<r;, punkt bedzie si¢ wiee od-
dalat od M. W tym okresie bhedzie wiec stale #>0, zatem na
mocy (11) 7=wv i wskutek tego beda zachodzily wzory (14) i (15).
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Podstawiajac we wzorze (15) zamiast gornej granicy calkowa-
nia r warto$é r,, otraymamy chwile ¢,, dla ktoérej r=r,. Zatem
Iy
dr
*/——.: — tl-
L’Z ur 1+ h
Iy
Dla t=t; bedziemy mieli v=0, a dla t>t, punkt bedzie si¢
z powrotem zblizal do M.

Przyjmujae, ze ziemia jest kula zlozong z warstw jednorod-
nych (t. j. o stalej gestosei), wspolsrodkowych, mozna okazaé, ze
ziemia przyciagga punkt materialny ze-
wnetrzny tak, jak gdyby cala masa ziemi 5
skupiona byla w jej frodku O. Otrzymane 7 ) =
wyniki mozemy wiec stosowaé¢ do ruchu
cial przycigganych przez ziemie, oznaczajae
przez M mase ziemi (skupiong w jej srodku. O) i zakladajae, ze po-
czatek ukladu znajduje sie w punkcie O, za$ poruszajacy sie punkt
materialny nad powierzchnig ziemi, t. zn. ze vr= R, gdzie E jest
promieniem ziemi.

Przyklad. Zaléimy, ze punkt materialny zostatl wyrzucony
z powierzehni ziemi pionowo do goéry z predkoseig v, Zatem ry=£E
i na moey (13) h=v2—2puR"'. Ze wzoru (7) str. 91, wynika, ze
u=HKM=gR? gdzie ¢ oznacza przyspieszenie ziemskie. Zatem

h=vy—2gR.

Jezeli vo<|"_’ gR, to h <0, a wiec punkt spadnie z powrotem
na ziemie. Jezeli natomiast 'v(,}l/??f?, to h>=0, a wiec punkt nie
powrdci wiecej na ziemie.

Prayjmujac R=6300km, ¢=-9,81m-sek ~2, otrzymamy V?ER:H km -sek 1.

Zatem, jezeli ciato wyrzucimy w g6re z predkoseiy v, =12 km-sek ™~ !, to nie spadnie
nigdy z powrotem na ziemie. Wynik ten nie nwzgleduia jednak oporn powietrza.

§ 15. Ruch harmoniezny. Ruch harmoniczny prosty.
Niech w polu §rodkowym na punkt materialny o masie m dziala
sila P, skierowana stale ku $rodkowi O i ktérej wielkosé jest pro-
porcjonalna do odleglosei punktu od O.

Site P nazywamy woéwezas silg spreiysiq.

Zalézmy na razie, ze punkt porusza sie po osi x, ktérej O
jest poczatkiem. Oznaczajac przez x wspéirzedna punktu m, zas
przez P wspoétrzedng sily, bedziemy wiec mieli
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(L) ‘ P=— 3,

gdzie A% jest wspoélezynnikiem proporcjonalnosci. Zatem ma — — A%z,
Kladac k*=2%/m, otrzymamy &= —k2x czyli

(2) @+ k2 = 0.

7 réwnania (2) wynika, ze przys$pieszénie punktu ma wielkosé
proporcjonalng do odleglodei punktu od poczatku O i zwrot stale
ku 0.

Ruch, majacy te wlasnosé nazywamy ruchem harmonicenym
(Jub drgajacym) prostym.

Rownanie rozniczkowe (2) jest réwnaniem liniowym drugiego -
rzedu o wspotezynnikach statych. Pierwiastki réwnania charaktery-
stycznego 12+ k2=0 53 r;p=+ki. Ogélnym wie¢c rozwigzaniem row-
nania (2) jest
(3) x=¢q sin kt + ¢, cos kt.

Piszac stale ¢}, ¢, w postaci ¢,=acos kt;,, c,=— asin kt,, (gdzie
a i t, sa dowolnymi stalymi, przyczem a=>0), otrzymamy

(4) r=asink(t—1,),
skad, zaczynajac rachube czasu jod chwili t,,
(1) r=a 8in kt.
Stala o nazywamy amplitudq.
Poniewaz |sinkt|<C1, wieec amplituda a wyraza najwieksze od-

chylenie punktu od O. Dla t=4#/2k dostajemy x=+4 a. Torem
punktu jest wig¢c odcinek od —a do a. Poldézmy

(5) _ T = 2 k.

Wowezas asink(t + T)=asin (kt+ 2x) = asinki. Na mocy
wiee (I) punkt zajmie to samo polozenie w czasie ¢ i t+ 7. Ruch
jest zatem okresowy (czyli periodyczny) o okresie T.

Wstawiajge w (I) zamiast & warto$é¢ wyznaczona z (5), otrzy-
mamy

¢

. 4
(IT) . r=a smTt.

Jezeli » oznacza ilodé okreséw na 1 sek, to n=1/T. Na mocy
wiee (IT)
(I1I) x = a sin 2n .
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Roézniczkujae (1I), otrzymamy:

2 2x
T St

. 2an 2a . dan
(6) == cos—,Ft, rT=p=—

Na mocy (II) i (6) mozemy ulozy¢ nastepujaca tabelke,
podajaca polozenie, predkosé i przysépieszenie punktu dla =0, ; T,
3T, 37 i T:

t 0 1 T T ; 3T } T

@ 0 I a 0 —a | 0

v 2an|T i 0 ~— 2an/T i 0 " 2an|T
I T T A R VT

7 tabelki tej widzimy, ze w ciggu okresu 7' punkt porusza si¢ od
poczatku ukladu O do punktu z= a, nastepnie wraca przez punkt O
i dochodzi do punktu x= — a, nastepnie powraca do O it. d. Naj-
wieksza predkosé jest w O, natomiast na krancach toru (t. j. w pun-
ktach x=4 a) predkosé jest zerem. Przyspieszenie zad jest naj-
wieksze na krancach, t. j. dla = 4 a; w O przyspieszenie jest zerem.

Przyltad, W dolnym koneu sprezyny zawieszonej pionowo
przyczepiona jest kulka o masie m. Niech O oznacza punkt w kto-
rym jest ona w spoczynku (w réwnowadze). Jezeli kulke odchylimy
wzdtuz linii pionowej od polozenia réwnowagi, to kulka zacznie si¢
wahad¢ pionowo. Jezeli masa sprezyny jest mala, to mozemy w przy-
blizeniu przyjaé, ze sprezyna dziala na kulke z sita P proporcjonalng
do wydluzenia (wzgl. skriocenia) i skierowang stale ku punktowi A,
w ktérym znajdowal sie koniec sprezyny nierozciagnietej przed za-
wieszeniem kulki.

Obierzmy w punkecic O poczatek osi @, skierowa-
nej pionowo w dol. Kladac 4,0 = d, otrzymamy

P=—22(rx+d),
gdzie 4 jest liczba staly, zalezng od sprezyny. Poniewaz
w0 kulka jest w réownowadze i P=—2% (bo a=0),
zatem — A%d + myg =0, skad A*=mg/d. Podczas ruchu
jest mr=P -+ mg=—22(x-+d)+myg, wiec my 4+ 22r=0
czyli ¢ k2w = 0, gdzie

k2 = 22m = yjd.

S. Banach. Mechanika. 8
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Na mocy (I), str. 112, rozwigzaniem powyzszego réwnania jest
x=asinkt, zatem

<

&L= asin'/‘(o]lt.

Kulka bedzie wiec odbywala ruch harmoniczny prosty okolo
punktu 0. Na moey (5) okres ruchun wynosi

T = 2n/k=2ad]g= 2z )m/A.
Okres ruchu zalezy wiee od masy punktu.

Rueh harmoniczny plaski. Niechaj punkt porusza sie
w polu sit rodkowym, w ktérym sita P ma zwrot ku srodkowi pola
i jest (co do wielkosei) proporejonalna do odleglosei punktu od srodka.

Obierzmy w g$rodku pola poczatek O ukladu wspolrzednych.
Poniewaz ruch $rodkowy jest ruchem plaskim, wieec mozemy przy-
jaé, ze odbywa sie w plaszezyZnie xy.

Wedlug prawa Newtona jest mp= P, gdzie p oznacza przyspie-
szenie punktu. Przy$pieszenie ma wiee zwrot ku Srodkowi pola
i jest (co do wielkosci) proporcjonalne do odleglosei punktu od
srodka.

Ruch majacy te wlasnosé nazywamy ruchem harmonicznym
plaskim, a sile P silg spresystq (por. str. 111).

Na mocy zalozenia mamy
Po=—2z i P,=—2%y,

gdzie A jest wspélezynnikiem proporejonalnosci. Réwnania ruchu
beda mialy postaé
me = — A%z, my = — A%y,

Kladge, jak poprzednio k%= 2%/m, otrzymamy
(7) @ = —k, y=-k.
Na str. 112, wzér (1), wykazalismy, ze rozwigzaniem powyz-
szych réwnan jest:
(3) x = a’ sin k(t — to), y = a’' sin k(t — &),
gdzie ', a’, %, ty sa dowolnymi stalymi.

Jak latwo sprawdzié, ruch ten jest rdwniez ruchem okresowym
w okresie 1 = 2n/k.
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Z réwnan (8) otrzymujemy:

a'" x cos ktg — a'i) cos kto = a’a’’ cos kt sin k(t; — to),
a''x sin Kty — &’y sin kty = a’a’’ sin kt sin k(tg - to).

Podnoszge do kwadratu i dodajae stronami, otrzymamy
(9) a4 a'%y?— 2a’a’"xy cos k(tg — t) = [a'a’’ sin k(lg — &) 2.

Jezeli a'=0, lub a”’=0, lub t;—to=nzn/k (gdzie n calkowite),
to rownanie (9) jest réwnaniem linii prostej. W pozostatych przy-
padkach (9) jest réwnaniem elipsy, ktorej srodek lezy w poczatku
ukladu.

A wiec: ruch harmoniczny plaski odbywa si¢ po prostej, przecho-
dzqeej preez $rodek pola, lub po elipsie, kidrej $rodek lezy w srodku pola.

Ruch harmoniezny plaski, odbywajacy sie po prostej, jest oczy-
wiscie ruchem harmonicznym prostym.

Ruch harmoniczny tlumiony. Niech na punkt mate-
rialny, poruszajacy sie¢ po osi x, dziala oprdcz sily sprezystej P
(t. j. proporcjonalnej do odleglodei od srodka i skierowanej ku srod-
kowi), jeszcze sita @ (flumiqea czyli hamujaea ruch), co do wielkodei
proporcjonalna do predkosei, lecz wprost przeciwnie skierowana niz
predkosé.

Ruch, jaki punkt bedzie wowezas wykonywal, nazywamy ru-
chem harmonicznym ttumionym.

Oznaczajac przez P i@ wspolrzedne sil P i @, mozemy napisaé:
(10) P=—1% i ()= —2ui,
gdzie 22 1 p>0 sy wspolezynnikami proporcjonalnosei. Zatem
mr= — A%r — 2 ui. Kladac

(11) 2lm == k? i nim =g,
otrzymamy wiec
(IV) @+ 2ed+ k2o = 0.

Réwnanie (IV) jest réwnaniem liniowym o wspdlezynnikach
stalych rzedu drugiego. Jego réwnaniem charakterystycznym jest

(12) 2+2er +k2 =0,
skad
(13) PN

8%
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Rozpatrzymy tu trzy przypadki, zaleznie od tego czy wyréznik
e~ I* jest ujemny, dodatni czy réwny zeru.

10, &2 —k2<0. Przypadek ten wystepuje, gdy & jest male, t.]j.

gdy sila hamujaca @ jest mala. Polozmy
(14) ' Vig —e2 = k,.

Zatem, na mocy (13) ry=-—e +ikt. Rozwigzaniem ogél-
nym rownania (IV) jest wiee w tym przypadic
€= e “egsin kit + ¢, cos kyt).
Piszge stale ey, ¢,, W postaci ¢ = A coski, 1 c,—= — A sinkt
1y ©2y 1 1%0 2 1Y0s

gdzie 4 >0 i t, sa dowolnymi stalymi, otrzymamy

(15)  w=Ae*sink,(t —1,).

rag®y,
Obierzmy, jako nowy po- %
czatek czasu, chwile t,; pod- 4 .
stawmy zatem t-—t,=1{. Do- . g{/?_'_"_‘ '
staniemy x = Ade—¢"+0 gink,t’; I e a
piszac z powrotem t zamiast t’ A

1-ae€sink,t

i kladac Ade~*b=a, otrzymamy ,_ e«
(V) e=ae *sinkt, gdzie a>0.

Wykres powyzszej funkeji podany just na rysunku. Aby wy-
znaczy¢ ekstrema tej funkeji, nalezy obliczy¢ miejsca zerowe po-
chodnej @ = ae “(kycoskt — esink,t). Bedzie wiee 2= 0 dla tych
wartosel ¢, dla ktorych

(16) tykyt =k, fe.

Jezelit, jest najmniejszym pierwiastkiem dodatnim réwnania (16),
to pozostale pierwiastki majg postaé

(17) tw = t, + nalk,,

gdzie n jest dowolng liczbg calkowita. Badajgc znak drugiej pocho-
dnej, stwierdzamy, z¢ maximum wystepuje dla # parzystych, a mi-
nimum dla n nieparzystych. Wynika stad, ze w chwilach t, po-
chodna @ zmienia znak, a wiee predkosé zmienia zwrot. '

Chwile ¢, nazywamy chwilami zwrotu, odpowiednie zas poloze-
nia poruszajgcego sie punktu — punktami zwrotu.

Punkty zwrotu wypadaja okresowo co =x/k, sek, i to kolejno,
raz na prawo, raz na lewo od poezatku 0.
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Czas T,=2a/k, nazywamy jak wprzody okresem ruchu.
1 Iaie y
Czas Y T,=mn/k, miedzy dwiema chwilami zwrotu nazywa sie¢
okresem drgania.

o4

Na moey (17) mamy wiec

(18) by = tg+ L n T,

-

Wezmy pod uwage dwa po sobie nastepujace punkty zwrotu
Dny Lnt1, odpowiadajace chwilom {,, {,44. Na moey (V) i (18) jest:

= ae T [gin kg, [0 1] = @e™ DT gin g0

skad
‘,1;,1+1|/,w'1’ j— (3_-1_)57" .
Wynika stad, ze wspolrzedne x, malejg do zera (co do modutu)
wedlug postepu geometryecznego.

A wiec: jezeli sila hamujaca jest mala, to maksymalne odchylenia
punktu nastepujaq po sobie w réwnych odstgpach czasu (okres drgania)
i malejq do zera wedlug postepu geometrycznego.

20 2 k2>0. Przypadek ten wystepuje gdy sila tlumigca
jest duza. Latwo stwierdzié, ze pierwiastki rownania charakterystycz-
nego (13) sa w tym przypadku ujemne. Oznaczajac je przez — p,
i —pg, otrzymujemy rozwigzanie ogoélne réwnania (IV) w postaci

(VI) = Ae - Be——o._.l’

gdzie 4 i B sg stalymi dowolnymi oraz ¢, >0 1 p,>0.

Gdy czas t wzrasta, do x szybko dazy do zera. Nie trudno,
sprawdzié, ze istnieje co najwyzej jeden punkt zwrotu. Predkosé
jest wiec co najwyzej raz tylko zerem.

3% k2= 0. Przy tym zalozeniu rdéwnanie charaktery-
styczne (13) ma pierwiastek podwdjny —e. Rozwigzanie ogdlne row-
nania (IV) ma postaé '

(VII) &= e (At + B),

gdzie A i B s stalymi dowolnymi.

Gdy czas wzrasta, ¥ dazy szybko do zera. Podobnie jak po-
przednio, istnieje co najwyzej jeden punkt zwrotu, a wiec predkosé
staje si¢ zerem co najwyzej raz tylko.
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Ruch harmoniczny wymuszony. Niech na punkt mate-
rialny, poruszajacy sie po osi @, dziala oprécz sily sprezystej P
i thumigcej @ jeszcze sila R, skierowana wzdluz osi @ i zalezna tylko
od czasu.

Wspbélrzedna sity B bedzie wiec

R = mw f(t),
gdzie w jest stale.
Przypudémy, ze sila R jest periodyczna, np. ze

(19) R = mw sin (at + f),

gdzie o 1 f sy stale. Rownanie ruchu ma wiec postaé¢ (por. (IV),
str, 115):

(20) 2+ 2ed+4- k2 = wsin (at+ ),
gdzie znaczenie stalych & i k jest takie same jak poprzednio. Aby

otrzymaé rozwigzanie ogélne réwnania (20), wyznaczamy jedno szcze-
gbélne postaci

(21) x=bsin (at+y).

W celu wyznaczenia stalych b i y, podstawmy (21) w (20). Do-
staniemy

(22) (k2—a?) b sin (at + y) + 2aeb cos (at 4 y) == w sin (at+ B).
Kladge raz at+4y=0, drugi raz at+y==/2, dostaniemy

(23) 2aeb = wsin (f— ), (k®—a®)b = w cos (B— ),
skad

2 2
(24) P=map e B =

a z réwnodei tyech wyznaczamy juz b i y.

Opierajac sie na (24), tatwo stwierdzié, ze funkcja (21) spelnia
rownanie (20) tozsamodciowo dla kazdego .

Rozpatrzmy przypadek &2-—£k2<<0. Rozwigzanie ogélne réwna-
nia jednorodnego x + 2 &%+ k% = 0 podaje wzoér (15), str. 116. Za-
tem ogélnym rozwigzaniem réwnania (20) jest -

(26)  @=Aesink,(t —ty)+bsin(at+y), gdzie k =}k _—e?

Gdy ¢ wzrasta, pierwszy skladnik dazy szybko do zera i ruch
staje sie w przyblizeniu harmonicznym o réwnaniu

x = b sin (at 4- y)-
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Amplituda tego ruchu jest b. Sila R jest silg periodyczng
¢ okresie T'=2n/a. Okres ruchu harmonicznego tlumionego wy-
nosi 7T,=2z/k,. Przypusémy, ze okresy T' i T; malo sie roznig od
siebie, czyli ze « malo sie rézni od k. Jezeli sila ttumigea jest mala,
to & jest male, wiec k= V& — & malo si¢ rézni od k. Zatem i k
malo sie bedzie réznito od a. Na mocy wiee (24) moze by¢ b wielkie
nawet wowezas, gdy w jest male (t. zn. gdy sila R jest matla).

Widzimy stad, ze malq silq periodycang, o okresie zblizonym
do okresu ruchu, mosemy wywolaé wielkie odchylenia punktu od $rodka,
gdy sita ttumiqca jest malta.

Oddzial zolnierzy, przechodzacych przez most krokiem miarowym, wy-
woluje drgania (wlasne) mostu. Jezeli okresy krokéw i drgania mostu malo sie
réznia od siebie, to odehylenia mostu moga staé sie szybko tak duze, ze most
sie zalamie. Podobnie gdy automobil doznaje na zlej drodze wstrzaséw, drob-
nych nawet, ale ktérych okres jest zblizony do okresu drgan (wlasnych) jego
resoréw, to wahania moga sta¢ sig tak wielkie, #e resor peknie.

Krzywe Lissajous. Niech na punkt materialny dziala sita P,
ktérej rzuty na osie ukladu sg (co do wielkosei) proporcjonalne do
wspolrzednych punktu i skierowane ku poczatkowi ukladu. Mozemy
wiee przyjaé, ze:

Pi=—Mha,  Py=—hky, P=—1%z
gdzie A, Ay, A; s3 stale. Réwnania ruchu maja postaé:
mi = — A mij=—Ay, mé = —Asz.
Kladac Xjm =k, Ajm=k; i X/m=ks, otrzymamy wige:
(26) Gm—Kw,  G=—Ky, — i——K=

Rozwigzaniami powyzszych réwnan (por. str. 112, wzor (4)) sa
funkeje:

774

(27) @=asink (t — ), Y=msink(t—1), c=assink;(t—t).
Okresy tych funkeji wynoszg (str. 112, wzor (5)):

(28) Ty =2xn/k,, T,=2n/k,, Ty = 2n/ks.

Jezeli ruch jest okresowy o okresie 7', to ilorazy T:Ty, T': Ty T:7,

muszg byé liczbami catkowitymi. Zatem ilorazy Ty: Ty, Ty: Ty 1 T T,

(lub ze wzgledu na (28) ilorazy ky:ky, Fkyky i kgik,) muszy byé

liczbami wymiernymi. Jezeli wiec nie wszystkie te ilorazy sa

liczbami wymiernymi, to ruch nie jest ruchem okresowym.
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W przypadku ruchu na plaszezyznie, tory ruchu okreslonego
réwnaniami (27) noszg nazwe krzywych Lissajous; odgrywaja one
wazng role w akustyce.

Przyktad. Ruch odbywa si¢ w plaszezyZnie xy. Niech ky: k=2
ity=ts=0.
Kiladae k=% 1 k,= 2k, otrzymamy zatem na mocy (27):

£ = aysin kt i Y = ay 8in 2kt.

Poniewaz y=2a,sinktcoskt, wiee sinkt=wrja, i coski=a,y/2a,z,
skad (2/ay)*+ (ay/2a.2)2=1, czyli

tase' —4alaln + ajy’ = 0.

Tor bedzie wiee krzywg rzedu czwartego.

§ 16. Warunki ré6wnowagi w polu sil. Jezeli w pewnym
polu sit punkt materialny jest w punkecie A w rownowadze, to oczy-
wiscie sita P dzialajaca w 4 réwna sie zeru. Na odwrot, jezeli w pew-
nym punkeie A (x,, ¥y, 2,) pola, sita P=0, to punkt materialny
umieszezony w A w chwili t=1t, bez predkosci poczatkowej (t. zn.
9,==0) pozostanie stale w spoczynku t. j. w réwnowadze. Wynika
to stad, ze warunki poczatkowe wyznaczaja ruch jednoznacznie,
a spoezynek (t.j. ruch okreslony réwnaniami xz=ux, y=1y, 2=2,)

spelnia warunki poezgtkowe 1 rownanie mp=~F; mamy bowiem stale
p=01i P=0.

W polu potencjalnym pochodne czgstkowe potencjatu V réwne
83, jak wiemy, rzutom sily na osie ukladu (§ 11, str. 100). Jezeli:

wiee punkt 4 jest polozeniem réwnowagi, woéwezas w punkcie A:
(1) eV /dw=0, AV |dy=0, IV /[dz=0.

Réwnania powyzsze zachodzg w szczeg6lnosei w tych punktach,
w ktérych wystepuja maxima lub minima potencjatu.

A wiec: punkty, w ktérych wystepujq ekstrema potencjatu, sq
potozeniami rownowags.

: Polozenia rownowagi mogg jednak wystepowaé réwniez w ta-
kich punktach, w ktorych potencjal nie ma ekstremam; rownania (1)
przedstawiaja bowiem tylko warunki konieczne istnienia ekstremum.
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Réwnowaga stala. Niech w polu sil punkt materialny znaj-
duje si¢ w rownowadze w punkecie A.

Powiadamy, ze réwnowaga jest stala, jezeli punkt materialny
po malym przesunigciu z punktu A i po Gtrzymanin malej energii
kinetycznej poczatkowej, bedzie poruszal sie stale w niewielkiej od-
leglosei od A i posiadatl stale matg energi¢ kinetyczna. Sciglej mowiae,
réwnowaga w A jest stala, jezeli do kazdych dwu liezb R>0 i >0
mozna dobraé takie liczby Ry>0 i ¢,>0, ze punkt materialny, znaj-
dujacy sie gdziekolwiek w odleglosci mniejszej niz R, od 4, bedzie
po otrzymaniu energii kinetycznej poczatkowej mniejszej niz &, po-
ruszal sie w odleglosei od A stale mniejszej niz R i posiadal energie
kinetyezng stale mniejszg niz e.

Jezeli rownowaga w punkeie A nie jest stata, méwimy, ze
w punkecie tym jest réwnowaga niestata.

Twierdzenie Divichleta. W polu potencjalnym punkt, w kto-
rym potencjal osiqga maximum wlasciwe, jest poloieniem rOWROWAYE
stalej.

Dow6d. Niech w pewnym polu potencjalnym potencjal V
. osiaga maximum wlagciwe w punkcie A (moéwi sig, ze funkeja
osigga w punkeie 4 maximum wlasciwe, jezeli w pewnym otoczeniu
tego punktu najwieksza wartodé przyjmuje tylko w punkcie A).

Zalézmy, ze w punkcie A4 potencjal ma wartos¢ 0; mozemy
to zawsze uzyskaé przez dodanie odpowiedniej stalej, poniewaz po-
tencjal okreslony jest tylko z dokladnoscia do pewnej stalej (str. 99).

Wezmy dowolne R>0 i e>0. Bez szkody dla ogdlnosei do-
wodu mozemy tez obra¢ R tak male, by w kuli K o frodku 4 i pro-
mieniu R potencjal byt wszedzie po za A ujemny. Oznaczmy przez L
maksimum potencjalu na powierzehni kuli K; zatem L<C0.

Niech teraz e, bedzie dowolng liczbg, spelniajaca nieréwnogei:

(2) £y >0, o<l — L L, go=<< e

Poniewaz w A potencjal jest zerem, wiec istnieje taka kula K,
o érodku A i promieniu R,<< R, ze
(3) —g<V<C0 wkuli K,

Umiesémy punkt materialny gdziekolwiek w odleglosei <I2, od 4
(t.j. w kuli K,) i nadajmy mu energie kinetyczng poczatkowa

(4) B, <e
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Na mocy (5), str. 106, jest podczas ruchu stale
(5) E—V=FE,—V,.

Poniewaz na mocy (3) jest —e, <V, wiec wobec (5) i (4) jest
(6) B —V<2¢,

Z uwagi na to, ze E>>0, otrzymujemy —V<2¢, skad na
mocy (2) —V<—L, czyli V>L. A wiec punkt materialny nigdy
nie przekroczy powierzchni kuli K (bo potencjal na niej jest <CL);
ruch jego bedzie sie tedy odbywal wewnatrz kuli K, t. j. w odle-
glodei od A mniejszej niz R. Poniewaz ponadto w kuli K jest stale
V<0, czyli —V >0, wige na moey (6) jest E<<2¢,, skad na moey (1)
E<e. A wiee w A jest rownowaga stala, c¢. b. d. d.

Przyhklad. Weimy pod uwage pole sil, w ktérym P,=— k%,
P,=—k?y, P,=—Fk%. Pole to jest wiec polem potencjalnym o po-
tencjale V == — L k%2, gdzie r*= 2?4 y% 4 22

Punkt A4(0,0,0) jest polozeniem réwnowagi statej, bo w punkcie
tym potencjat osigga wartosé najwiekszg 0, a poza tym jest ujemny.

Stato$¢ réwnowagi w A udowodnimy teraz bezposrednio.

Niech dane bedg dowolne liczby R>0 i £>0. Umieéémy punkt
materialny w odlegtosei r, od A i nadajmy mu energie kinetyczng E.
Zatem E + ;kr* = E + k%3, skad

(7) E<E,+ k7

Ponadto Jkr<<E,+ {k*r? czyli

2
(8) 7<I/k2 _E0+ 7'6'

Jezeli wigc dobierzemy ¢, i R, tak, by bylo réwnoczeénie

- ' i ] ~ .
g+ KR <e i l/F8°+R5<R’

to otrzymamy dla wszelkich Ey<e, i r,<R, na mocy (7) i (8)
E<e i r<R. Udowodnilismy wiec, ze réwnowaga w A jest stala.



