ROZDZIAL VI 1)
STATYKA CIALA SZTYWNEGO

I. Cialo swobodne

§ 1. Cialo sztywne. Cialo materialne, ktére mimo dziatania sit
nie doznaje zadnych odksztalceri (.j. w ktorym odleglodci wzajemne
punktéow ciata nie ulegaja zmianie), nazywamy ciatem sztywnym.

Ciat sztywnych w prayrodzie nie spotykamy, poniewas kazde cialo mniej
lub wigcej odksztalea sig pod wplywem dziatania sit. Jeseli jednak jakies$ eciato
doznaje niewielkich tylko odksztalcen pod wptywem sit nie przekraczajacych
pewnej granicy, moZemy za model takiego ciala przyjaé cialo sztywne i wnioski,
jakie wyprowadzimy, beds w przyblizeniu zgadzaly sie z do$wiadezeniem (o ile
sily sy nieduze). Stad pochodzi wielkie znaczenie teorii eiala sztywnego dla
zastosowan praktycznych.

Zajmiemy sie po kolei statyka, kinematyksa i dynamiks ciala
sztywnego.

Oprécz bryl materialnych sztywnych spotkamy sie w teorii
ciata sztywnego z powierzchniami i liniami materialnymi sztywnymi
(str. 171) jako modelami cial, w ktérych jeden lub dwa wymiary
83 male w poréwnaniu z pozostatymi. Przykladami cial takich 89
plyty, prety, druty it.p.

Uklady sztywne punktéw materialnych. Czesto okazuje
si¢ korzystnym uwazaé cialo sztywne za zbiér (uklad) wielkiej liczby
punktéw materialnych. Zakladamy wowezas, ze punkty materialne
dziataja na siebie z pewnymi sitami, ktére sprawiajg, ze uklad pun-
ktow jest sztywny, t.j. ze wzajemne odleglosci jego punktéw nie
ulegajg zmianie. Sity te nazywamy sitamsi wewnetrznyms.

1) Do zrozumienia tego rozdziatu wystarczaja wiadomosei zawarte w roz-
dziatach 1 IIT (od str. 70 do 76) oraz twierdzenia o srodku ciezkodei z rozdziatu IV,
zawarte w §§ 1, 2. 6, 7 i 8.

i
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O sitach wewnetrznyeh zakladamy, ze stosuje sie do: nich
prawo akeji 1 reakeji Newtona (str. 74), t.zn. ze dwa punkty
dziataja na siebie z sitami réwnymi co do wielkosci 1 wprost prze-
ciwnie skierowanymi wzdiuz prostej laczacej te punkty.

Oprocz sit wewnetrznyeh dzialaé moga na punkty ukladu inne
jeszeze sily, ktore nazywamy silamié zewnetrznymi.

Jezeli wiee cialo sztywne uwazamy za uklad sztywny punktéw
materialnych, to sity dzialajace na cialo sztywne sa sitami zewnetrz-
nymi, dzialajacymi na punkty uktadu.

Mozna mieé watpliwoéé, czy dopuszezalng jest rzeczy uwazaé cialo sztywne
za uklad punktéw materialnych. Zalozenie to mozemy jednak usprawiedliwié
w ten sposéb, ze dzielac cialo sztywne na bardzo wiele drobnyeh ezedei i zaste-
pujac kazda z nich punktem materialnym o tej samej masie, otrzymamy uklad

sztywny punktéw materialnych, przedstawiajacy dane cialo ze znacznym przy-
blizeniem.

Jakkolwiek wiec zalozenie, ze cialo sztywne jest zbiorem punktéw
materialnych, nie jest poprawne, bedziemy sie nim poslugiwali, poniewas
upraszeza ono rozumowania i prowadzi do wynikéw zadowalajacych. Wlasciwie
jednak nalezy teorie ciata sztywnego i teorie sstywnych ukladéw punktéw ma-
terialnych traktowaé odrebnie. '

§ 2. Sila. Punkt zaczepienia sity. W teorii ciala sztywnego
prayjmujemy, ze punkt zaczepienia (poczatek) sity, dziatajacej na ciato
sztywne, moze do ciala nalezeé lub nie; w tym
ostatnim przypadku zakladamy jednak, ze
punkt zaczepienia jest sztywnie z cialem zwig-
zany (wyobrazamy sobie np., ze punkt za-
czepienia jest polaczony z cialem przy po-
mocy sztywnych pretow bez masy). Dziatanie
sity bedzie wiec wowezas takie, jak gdyby punkt zaczepienia do
ciata nalezal.

Moment wzgledem punktu. Jezeli sita P zaczepiona
jest w punkcie 4 o wspélrzednych x,y,2, to moment sity wzgledem
punktu O o wspélrzednych 2,,v,,2, ma na osie ukiadu rzuty
(str. 17, (I)):

(1) M= Py(z—=zq) —P:(y —Yo), My = P.(5—wy) —P(2—20),
M= P(y —yo) — Py(x—m).

W szezegblnodei, gdy O jest poczatkiem ukladu, t.j. gdy

Lo=1Yo=2y=0, dostajemy:

(2) M,=P,s—P.y, My=P.x—P.z, M.=P.y—Pyx.
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Z okredlenia momentu (str. 17) wynika, ze
(3) | M| =Pk,
gdzie h oznacza odleglo§é punktu O od polozenia sily P (t.j. od
prostej, na ktérej lezy P); odleglo$é te nazywamy ramieniem sily P
wzgledem punktu O.

Moment sily P wzgledem osi I otrzymamy, obierajac do-
wolny punkt O na [ i tworzac nastepnie rzut na o I momentu sity P
wzgledem O (str. 18).

Jezeli na prostej ! dany jest zwrot, to moment sity P wazgle-
dem osi ! okredlony bedzie przez podanie jego wspdlrzednej wzgle-
dem tej osi. Wspolrzedng tg nazywamy rOwniez (jezeli nie ma obawy
pomylki) momentem sity P wzgledem osi [

Jezeli o I przechodzi przez punkt O(zq, ¥, 2,) 1 tworzy z osiami

ukladu wspolrzednych katy a,f,7, to oznaczajac przez M moment
sity P wzgledem 0, za$ przez M, moment wzgledem osi I, dostaniemy

(4) M;=M,cos a+M, cos +M, cos y
ezyli na moey (1)

(5) M =P (y—yo) cosy —(2—20) cos f]+

+ Py[(z —=p) cos a — (& —xy) €08 y]+ P.[(x—xo) cos f—(y—yo) cosal.

W szezegélnodei, gdy punkt O, przez ktory przechodzi o§ I,
jest poezatkiem ukladu wspolrzednyeh, t6.j. gdy 2y=y,=2,=0,
otrzymamy
(6) M= P.{y cos y —z co8 ﬂ]—}:

-+ P,[z cos a—x cos y] -+ P, [z cos f—y cos a].

Rzuty M., M,, M, we wzorach (1) i (4) sa momentami sity P
wzgledem osi rownoleglych do esi «,¥,2 i przechodzacych przez O,
za§ we wzorach (2) wzgledem osi «,,z2.

Jezeli przez d oznaczymy odleglo$é osi [
od sity P (Scidlej: od polozenia sily P, t.j. N
prostej na ktorej P lezy), za$ przez a kat mie- \i
dzy ! a P, otrzymamy (str. 18, wzor (IIT))

— 9
(7) |M/|=|P|d sin a.

Jezeli w szezegolnosei P | 1, czyli a=n/2, t0 9

(8) | M| =|P|d.
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Znak momentu M; otrzymujemy z reguly nastepujacej:

M >0, jezeli sita P stara si¢ obrocié ciato okolo osi I w kie-
runku przeciwnym ruchowi wskazéwek zegarka (wzgledem czlowieka
majacego stopy w dowolnym punkcie O osi I, glowe zas zwrécony
w kierunku osi I); w przeciwnym razie M;<C0.

Przy pomocy powyiszej reguly i wzoru (7) mozemy wyzna-
czyé M,, znajac |P|, d i a. N

Jezeli sita P i punkt O lezg w pewnej
ptaszezyznie IT (rys. 1), to moment M sity P
wzgledem O jest prostopadly do plaszezyzny I1.
Zatem J réwna sie wtedy momentowi sity P
wizgledem osi 1, prostopadlej do IT i przecho-
dzacej przez O:

M| =M.

Jezeli badamy np. uklad sit lezacych w plaszcezyznie xy, wow-
czas przyjmujac, ze O lezy réwniez w zy, mamy M,=0 i M,=0.
Moment wzgledem osi réwnoleglej do 2, t. j. M., nazywamy wowczas
krétko momentem wzgledem O i oznaczamy wprost przez M. Zatem

(8) M=P.(y —yo) —Pylx—m) lub M=P.y—Pymx. .

Przypudémy np., ze wykresliliSmy osie z,y
jak na rysunku 2. Nalezy zatem przyjac oS 2

skiecrowang pionowo w dél. Jezeli wiee chcemy ﬁ\~
wyznaczyé moment sity P wzgledem jakiego§ !

punktu O, to nalezy pamietaé, ze M>0, gdy o0

sila stara sie obrécié kartke papieru okolo O /(7'

w kierunku wskazéwek zegarka (t.j. tak jak
na rys. 2); w przeciwnym razie bedzie M <0, 9.
jak dla sily Q.

Majge dane ramie h, mozemy wigc ze wzoru (3) otrzymaé M,
wyznaczajac znak w sposéb wyzej podany.

Rownowaga sil. Jezeli cialo sztywne jest w spoczynku to
moéwimy, ze jest w réwnowadze. O silach za$ dziatajacych na ciato
sztywne, pozostajace w réwnowadze moéwimy, ze si¢ réwnowaiq (sa
w réwnowadze) lub ze si¢ znoszq.

Statyka zajmuje si¢ badaniem warunkow, jakim muszg czyni¢
zadosé sity, bedace w réwnowadze.
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Nalezy zwrécié uwage na réinice, jaka zachodzi miedzy réwnowaga ciala
~a réwnowaga sil. Cialo jest w réwnowadze wtedy i tylko wtedy, gdy jest w spo-
czynku. Jezeli cialo jest w réwnowadze, to i uktad sit, dzialajaeych na nie, jest
w réwnowadze. Na odwrét jednak, jezeli uklad sit dzialajgeych na ciato jest
w réwnowadze, to nie wynika stad jeszcze, by ciato musiato byé w réwnowadze,
poniewaZ moze si¢ ono np. poruszaé¢ ruchem jednostajnym postepowym.
Warunki réwnowagi sil wyprowadzimy na razie niezaleznie od
zasad dynamiki, zakladajac pewne hipotezy dos$é oczywiste. Oka-
zemy pozniej (w rozdz. 1X), ze warunki rownowagi wynikaja z t. zw.
zasady prac przygotowanych.

§ 3. Hipotezy réwnowagi sil. Aby wyprowadzié warunki
réownowagi ciata sztywnego, przyjmiemy hipotezy nastepujace:

I. Do ukladu sil, dziatajacych na cialto sztywne znajdujqcee si¢ w row-
nowadze, moiemy bez zachwiansa réwnowagi dotozyd(lub z ukladu usunagé):

a) dwie sily réwne co do wielkosei,
i deialajace wzdlui tej samej prostej, lecz .
wprost przeciwnie skierowane;

h) kilka sit o wspolnym punkcie za-
czepienia, ktorych suma jest zerem.

I1. Sily zerowe réwnowazq ste; innymi slowy: jezeli na cialo
sstywne nie deiataja sadne sity, to ciato moze pozostawaé w réwnowadze.

al b

Hipotezy powyzsze mozna sprawdzi¢ doswiadczalnie. Wypro-
wadzimy z nich warunki konjeczne i wystarczajace dla réwnowagi
sit. Na razie zajmiemy si¢ pewnymi wnioskami, wyplywajagcymi
z przyjetych hipotez.

§ 4. Przeksztalcanie ukladéw sil. Opierajac sie na okres-
leniu przeksztalcenl elementarnych (str. 29), mozemy hipotez¢ 1 wy-
powiedzi¢ jak nastepuje:

1. Jezeli cialo sztywne jest w réownowadze, to bez zachwiania
rownowagi mosemy wykonaé na ukladzie sit deialajgcych  dowolne
preeksztaleenia elementarne.

Zmiana punktu zaczepienia sily. Z twierdzenia 1), str.29,
wynika, ze

19 punkt zaczepienia sity mozemy obraé gdziekolwiek na prostej
jej dziatania.

W przypadku réwnowagi dzialanie sily bedzie wige okreslone,
jezeli podamy jej wielko$¢, kierunek, zwrot i polozenie, zas punkt
zaczepienia sily jest rzecza obojetng. Na mocy tw. ze str. 183.
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wnosimy stad, ze dzialanie sity P bedzie wyznaczone, jezeli podamy
jej rzuty i rzuty jej momentu M wzgledem dowolnego punktu. Rzuty:

(1) Py, Py, P, My My, M.

okredlaja wiec dzialanie sity na ciato sztywne. Zauwazmy, Ze ponie-
waz M | P, wiec iloczyn skalarowy M-P jest zerem czyli

(2) M.P.+ MyP,+ M,P,=0.
Na ogét wige pieé sposréd liczb (1) wystarcza do okreslenia
sity; szosta mozemy otrzymac z réwnania (2). '
Prawo skladania i rozkladania sil. Z twierdzen 2) i 3),
str. 29, wnosimy, Ze:
20 Lilka sil, zaczepionych w jednym punkcie, mozemy
zastapid ich suma, zaczepiong w tym samym punkcie.
3% kaida sile mozemy zastqpié kilkoma sitami

o tym samym poczatku co sita dana & o sumie row-
nej sile danej.

Twierdzenia powyzsze N08z3 nazwe prawa skla-
dania ¢ rozkladania sit.

Uktlady réwnowazne. Z hipotezy Litw.3, str.31, wnosimy, ze:

40 yltad sit deiatajacych na cialo sztywne mozemy zastqpié przez
dowolny inny uklad rownowainy.

Innymi stowy: uktady sit réwnowaine dziatajq na ciato sztywne
jednakowo; stad znaczenie pojecia réwnowaznosci ukladow. W twier-
dzeniu 4° zawarte sa, jak latwo widzied, twierdzenia 19, 2° j 39,

Jak wiemy, dwa uklady sil sa réwnowazne, jezeli maja rowne
sumy i réwne momenty ogélne wzgledem jednego punktu (str. 22).
Na mocy tw. 40 dziatanie ukladu sit na cialo sztywne bedzie wiec

okreslone, jezeli podamy sume R i moment ogélny M ukladu sit
wzgledem dowolnego punktu.

Niechaj na cialo sztywne dzialaja sily Py, Py,... zaczepione

w punktach A A,,... o wspélrzednych x1,¥%1,21, ®u¥Ynfs - Ozna-

czajac przez R sume, a przez M moment ogblny wzgledem poczatku
ukladu, otrzymamy ze wzoru (2), str. 236,

(3) R,=> P;, R,=XP;,,  R,=2XP,

M,=3(P; 2;—P;y;), My=N(Pia0;—P;2), M=X(P;y;—Pm}
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Dziatanie ukladu sit okreslone jest zatem przy pomocy szesciu
liczb Ry, Ry, R:, M., M,, M.. _
< Parametrem ukladu (str.21) jest K=R-M czyli

(4) K = RoM -+ RyM,+ R, M,.

Para sil. Uklad zlozony z dwéch sit réwnych co do wielkosei,
rownoleglych, lecz przeciwnie skierowanych mnazywamy parq sit
(str. 23). Moment pary :nie zalezy od wyboru punktu, wzgledem
ktérego moment wyznaczamy (str. 23). Poniewaz suma sil pary
jest zerem, wiec dwie pary sa réwnowaszne, jezeli maja réwne mo-
menty. Zatem dzialanie pary sil na ciato sztywne jest ‘okreslone
przez podanie jej momentu.

Para sil stara sie cialo obrocié. Dziatanie pary nie ulegnie
zmianie, jezeli dowolnie jg przesuniemy i skre-

cimy w jej plaszezyznie (nie zmieniajge zwrotu Z
momentu). Pare mozemy roéwniez dowolnie
przesuwaé w przestrzeni, byleby tylko w kaz-

dym polozeniu pozostawals w plaszezyznie row-
noleglej i zwroty momentu byly zgodne,

Para o momencie rownym zeru réwnowazna jest wektorowi
zerowemu. Pare taksg nazywamy takze parq zerowq.

Redukecja uktadu sil. Twierdzenia dotyczace redukeji ukla-
déw § 16, str. 24, pozwalajg wyznaczyé najprostszy ukiad sit réwno-
wazny danemu (t.j. najprostszy uklad sit, przez ktoéry mozemy
zastgpié uklad dany). W szczegélnosci, twierdzenie o redukeji mo-
zemy wypowiedzieé jak nastepuje:

Kasdy uklad sit dzialajacych na cialo sztywne mozemy zastqpié:

a) badé przez jednq sile rownq sumie ukladu, zaczepiong w do-
wolnym punkcie O & parg sit o momencie réwnym momentows uktadw
wzgledem O,

b) badé przez dwie sity, z kiorych jedna zaczepiona jest w do-
wolnie obranym punkeie.

W podobny sposéb mozna wypowiedzieé twierdzenia podane
na str. 25 i 26.

Niechaj na cialo sztywne dziata sita P o poczatku w punkcie 4.
Obierzmy dowolny punkt 0. Z twierdzenia o redukeji wynika (je-
zeli za uklad przyjmiemy site P), ze sile P moiemy zastqpic preez
sile jej réwna, zaczepionq w O, i preez pare sit 0 momencie réwnym
momentows sity P wezgledem O.

S. Lanach. Mechanika. 16
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Uktad plaski sil. Jezeli sily ukladu lezg w jednej plaszczyz-
nie, to uklad ich nazywamy wukladem plaskim. Na mocy tw. 3, str. 26,
uktad plaski sit badé ma wypadkowy, badé jest réwnowainy parze sit.
Z tabelki podanej na str. 26 widzimy, ze uklad plaski ma wy-
padkowa, gdy suma sil ukladu jest rézna od zera lub gdy zaréwno
suma jak moment ogélny sa réwne zeru; jezeli za$ suma jest zerem,
a moment ogélny rozny od zera, to uklad jest réwnowazny parze.
Niechaj w plaszezyZnie y dany bedzie uklad plaski sit P,P,, ..,
zaczepionych w punktach A,, 4,,... o wspolrzednych z,,y,, ToyYgs ---
Rzuty sit P;, na o z sy zerami, jak réwniez wspétrzedne z; pun-
ktow A;. Zatem, oznaczajac przez R sume sil, a przez M moment
0gollny wzgledem poczgtku ukladu, otrzymujemy ze wzoréw (3), str. 240:

k=0,  M,=0, My=0.
Drzialanie wiec uktadu plaskiego sil wyznaczone jest przez trzy
liczby: Ry, R, i M,.
Ze wzordw (3), str. 240, otrzymujemy tez (piszac M zamiast M.,):
(5) R,=XP,;, R, = 2P, M=2(P; Yi—P;, ).

Uklad réownolegly sil. Z tw. 4, str. 26, wynika, ze uklad
réwnolegly sit ma wypadkowq albo jest réwnowainy parze sit.

Niech sily réwnolegle P, P, ... majg poczatki w punktach
Ay, Ay, ... 0 wspblrzednych @y, y,,2,, @g Y2y, ... Zalézmy, ze suma
sit R jest ®6zna od zera. Zatem dany uklad ma wypadkowsy.

Obierzmy zwrot dowolnej sity ukladu, np.
zwrot sity Py, za dodatni. Oznaczmy dla i=1,2,...
przez P; liczbe, ktérej bezwzgledna wartogd
réwna sie | Py, za$ znak jest dodatni lub ujemny,
zaleznie od tego, czy P; ma zwrot dodatni (%. j-
zgodny ze zwrotem sity P,) ezy nie. Podobnie
okreslamy R. Mamy R=XP;.

Na str. 28 dowiedliSmy, ze wypadkowa R
przechodzi przez pewien punkt O, zwany srodkiem sil. Wspolrzedne
Toy Yoy %9 STOdka sit otrzymamy ze wzoru (4), str. 28, kladac a;=P;:
(6) w9:2Piw1/R, Yo :EP,y,/[l)/, ZO:Z:PI'Z[/R.

Jezeli sity obrécimy okolo ich punktéw zaczepienia o ten sam
kat tak, Ze pozostana nadal ré6wnolegle (jak np. wektory kreskowane
na.rysunku), to srodek sit nie ulegnie zmianie. Wynika to ze wzo-
row (6), gdyz wspotrzedne x,, yo, 2, zaleza tylko od Py, @, y;i i 2z,
a nie zalezg od kierunku sil. Nowa wypadkowa bedzie wiec rowniez,,
przechodzila przez O. k
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Jezeli punkty zaczepienia sit lezg w jednej plaszezyznie (lub
na jednej prostej), to Srodek sit lezy réwniez na tej plaszezyznie
(lub na tej prostej).

Zakladajac bowiem, ze punkty zaczepienia lezg na plaszczyz-
nie II i obierajac te plaszezyzne za plaszezyzne oy, otrzymamy
2, =fy=...=0; ze wzoréw (6) dostaniemy wigc zo=10, co oznacza,
ze $rodek sil lezy w plaszezyznie 1.

Podobnie, jezeli punkty zaczepienia leza na jednej prostej I,
to obierajac ja za of x, mamy y;=y,=..=01 z;=2g,=...=0, wigec
na mocy (6) y,=0 i z,=0; zatem frodek sil lezy na prostej l.

Niech na punkty materialne o masach m,,m,,... dziatajg sily
P,P,,... réwnolegte, zgodnie skierowane i proporcjonalne co do
wielkodci do mas poszezegélnych punktéow. Ktadac Pi=|P,|, Py=|P,,...,
otrzymujemy:

(7) P, =km,, Py=km,,... R=P,+ P,+...=km,

gdzie k jest wspolezynnikiem proporcjonalnosei, zas m=m+ myt-...

Ird

Ze wzoréw (6) i (7) dostaniemy po podstawieniu:
CLg=2'm;x;/m, Yo=2M;Y; [ M, Bp=2'M;%; [ M.

Poréwnujae te réwnosci ze wzorami (1), str. 154, widzimy, ze
§rodek sil jest §rodkiem masy danego ukladu punktow materialnych.

A wiec: srodek masy ukladu punktow materialnych jest srodkiem
deialajacych na te punkty sil, zgodnie skierowanych, réwnclegltych,
i proporcjonalnych co do wielkosei do mas tych punktéw.

Sity \ciezkos'ci. Niech cialo sztywne znajduje sie w polu sity
ciezkodei. Uwazajae cialo za uklad punktéw materialnyeh o ma-
sach my,m,,..., Mozemy przyjac, ze ciezary poszezegdlnych punk-
t6w 83 sitami réwnoleglymi, skierowanymi zgodnie (pionowo w doéb).
Ciezary maja zatem wypadkows.

Wielkogei ciezaréw poszezegélnyeh punktow
Wynosza @,=m,g, @,—=m,g, ... (gdzie g oznacza przy-
§pieszenie ziemskie). Zatem wielkodci eiezdr(_')w s
proporcjonalne do mas punktéw. Na mocy wiec
poprzedniego twierdzenia, srodkiem sil ciezkosci jest
§rodek masy ciala. Wielko$é wypadkowej jest

Q=myg+myg+...=(My+Mmyt...) g==myg,

gdzie m oznacza mase ciata.
16*
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A wiec: wypadkowa sit cieskosci przechodzi w kazdym poloseniu
ciata przez $rodek cietkosci ciata. Cigiar ciata (t.j. wypadkowa sil
ciezkodei, dzialajgeych na poszezegdlne jego punkty) wynost

(8) Q:m.q’

gdzie m oznacza mase ciala, a g przyspieszenie ziemskie.
Opierajac sie na powyzszym twierdzeniu mozemy dziatanie sity
ciezkodcl zastapi¢ jedng sila, zaczepiong w srodku ciezkosei ciala.

Uklady par. Uklad zlozony z kilku par ma sume zero. Z ta-
belki na str. 26 wynika, ze uklad taki réownowazny jest parze lub
wektorowi zerowemu (t.j. parze zerowej). Miech M, M,.... ozna-
czaja momenty poszezegélnych par. Woéwcezas moment ogdlny be-
dzie M—=M,+M,+... 7 twierdzenia o redukeji (str. 24) otrzymu-
jemy wiec twierdzenie nastepujace:

Uktad zlosony z kilku par réwnowainy jest jedne) parze o mo-
mencie réwnym momentowi ogolnemu uktadu.

Zauwazmy, ze para sil (0 momencie ré6znym od zera) nie moze
by¢ réwnowazna jednej sile. Ze wzgledu bowiem na to, Ze suma
sil pary jest zerem, sila ta musialaby byé zerem, a jej moment rézny
od zera, co jest niemozliwe.

Przyktad 1. W érodkach bokow wielokata plaskiego A1, 4.,..., 4,
zaczepione sg sity Py, Py, ..., Py, lezace w plaszezyZnie wielokata, two-
rzace z jego bokami A4, A A, ..., 4,4,
kat ¢, skierowane na zewngtrz i proporcjo-
nalne co do wielkosci do bokéw wielokata.

Yatwo zauwazy¢, ze suma sit jest zerem.
Tworzac bowiem sume Pi+ Pyt ...+ P,
otrzymamy wielokat podobny do danego,
lecz skrecony wzgledem niego o kat ¢.

Uklad sit jest wiee rownowazny parze
albo zeru.

Obierzmy dowolny uklad wspdlrzednych O(wx,y) 1 oznaczmy
PrZez Yy, LY, ... Wwspoélrzedne punktéow A,, 4,,... Punkt zaczepienia
sity P, ma wspoétrzedne (x,-+2,)/2, (y1+¥,)/2. Zatem moment sity P,
wzgledem O wynosi ((8), str. 238)

(9) ]”1:.P1_\,(?/1—{—'y2)/2"'P1y(.ﬂ1+.ﬂ72)/2.
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Wedlug zalozenia jest
(10) [Py = Ady,

gdzie d,)=4,4,, za$ 1 jest wspolezynnikiem proporcjonalnosei. Jezeli
A, A, tworzy z osig @ kat o, to sita P, tworzy z osig = kat a4 ¢.
Zatem:

Py =|Py| cos (a-tp), Py, = |Pijsin(a+g).
Na mocy wige (10) jest P; =2d;[cosa cos ¢ — sina sin ¢]. Lecz
dcosa=x,—x; 1 d;sina=1y,—y,, wiec
Py = 2[(#3—>,) COS ¢ — (Yo — ;) Sin @].
Podobnie
Py, = A[(ys—11) co8 ¢+ (2, —my) sin g].

Wstawiajac w (9), otrzymamy
(11) My == 2[2(y, 25~ Yay) €OS @+ (y]+ @} —y5 —a}) sin ¢].

Kladae OA,=r, OAy=r,, ... 1 oznaezrajayc Przez Py, P ... pola
trojkatow 04,4, OAyA, ..., dostaniemy ri=xi4-yi, ri=uritys, ...,
pi="% (Y12, —Ysxy) 1t.d. Zatem na mocy (11)

(12) M, =3 A[4p, cos ¢+ (] —7r2) sin ¢].

Podobne wyrazenia ofrzymamy na momenty pozostatych sil.
Og6lny moment sit wzgledem O wynosi M =M+ M,+}... Wiec
w my$l (12)

M= A[4(p,+Pot oo +Pu) COS @+ (1] —12 4 13—1 + . r2 —r]) sin @]

Poniewas p=pit+ pat...+p. jest polem wielokata A;Ad,...A,,
wiec
(13) M=24p cos ¢.

Moment ogélny jest zatem proporcjonalny do pola wielokata
i do cosinusa kata ¢.

W szezegoélnosei, gdy sity sg prostopadle do bokéw wielokata,
to p==/2 i cos p=0, skad na mocy (13) M=0, czyli sily tworza
uktad rOwnowazny zeru.

Gdy zad sily sa skierowane wzdluz bokéw (t.j. gdy ¢=0),
mamy na mocy (13) M=24p, wiec moment jest wowczas propor-
cjonalny do pola wielokata. '
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osiach ukladu wspotrzednych (x,y,7) zaczepione sg sity Py, P,i
réwnolegle do osi ukladu, réwne co do wiel-

Przyktad 2. W punktach A4 (a,0,0), B(0,b,0) i ('(0,0,c)
i

kodci i majace zwroty jak na rysunku. z

Jaki zachodzi zwiazek miedzy wspdlrzednymi 7 o

a,b i ¢, jezeli uktad sit ma wypadkowg? f 5 e . .
Polézmy P=|P,=|P,=|P,. Suma sit B #~_ 2= g % ~

ma zatem rzutby < Dlesd 5

(14)  R——P, R,=P, R,=P.

Obliczmy moment ogélny M wzgledem O. Moment sit P, i P,
wzgledem osi # jest zerem; moment sily P, wzgledem osi x wynosi —Pb
Zatem M .= —Pb; podobnie M,=Pc¢ i M.=—Pa. Parametr ukladu
wynosi K=RM—=R.M,+R,M,+R.M., wiec

K=Pb+c—a).
Jezeli uklad ma wypadkowsy, to K=0 (str. 26). Zatem
(15) . b+c—a=0.

Roéwnanie (15) stanowi warunek dostateczny i, jak latwo
widaé z tabelki na str. 26, réwniez warunek konieczny na to, by
uklad miat wypadkowa, gdyz R==0.

Za punkt zaczepienia wypadkowej mozemy przyja¢ punkt
D(z,u,2), wzgledem ktorego moment ogdlny jest zerem.

Oznaczmy przez M’ moment ogélny wzgledem D. Mamy:

My=—Pz—P(b—y), My=—Pu+P(c-—z), Mi=—P(a—a)+Py.
Zaktadajac, ze moment wzgledem D jest zerem, dostaniemy:
y—z=1b, rtz=c, r4-y=a.

Z uwagi na (15) r6wnania te sg od siebie zalezne. Dwa z nich
89 réwnaniami prostej, na ktérej lezy wypadkowa. Kladge np. 2=0,
otrzymamy xz—=c i y=b. A wiec za punkt zaczepienia wypadkowej
mozemy przyjaé punkt D(e,b,0).

I:rzy_ktad 3. W Bun]ftach A i B zaczepione sg sily rowno-
legle P i @, przyczem P+ =0. Wyznaczyé drodek sil.

\ Srodek. sit lezy na prostej AB (str. 243). Obierzmy ja za 0§ z,
przyjmujac punkt A za poczgtek osi # i nadajgc jej zwrot taki,
by punkt B lezal na jej czedci dodatniej. Polozmy P—=|P| i oznaczmy
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przez Q liczbe, ktorej wartosé bezwzgledna réwna sie @, znak zad
jest + lub — zaleznie od tego, czy @ ma zwrot zgodny z sila P,
czy przeciwny. Kladac AB=d i oznaczajac przez wx, wspélrzedna
grodka sit O, dostaniemy ze wzoru (6), str. 242,

2y=0Qd /| R, gdzie R=P1Q.

Jezeli sity P i Q) majg zwroty zgodne, to Q>0 azatem 0<Q/R<1
skad O<w,<d. Srodek sit znajduje sie
woéwezas miedzy punktami A1 B.

Jezeli zad sity P i @ maja zwroty
przeciwne i np. |P|<<|Q], to @<0 i R<0,
skad z,>0. Ponadto |R|<|Q|, zatem x,>d.
Srodek sil lezy wiec WOWezas Poza punk-
tem 5.

Latwo sprawdzié, ze w obu praypad-
kach jest A40/BO=|Q|/|P|. ‘

A wiec: $rodek dwdeh sil réwnolegtych (o sumie ==0) znajduje
sie na prostej laczacej punkty zaczepienia tych sit..

Jeseli sity skierowane sq zgodnie, to Srodek ich ledy miedzy pun-
ktami zaczepienia, w przeciwnym ragie le2y on poza punktem zacze-
pienia tej sily, ktorej wartosé bezwzgledna jest wigksza.

Odleglosci $rodka sit od punktéw zaczepienia sq w slosunku od-
wrotnie proporejonalnym do wielkosci tych sit.

Przyltad £, Na pret sztywny AB dziataja sity P,P,,... o po-
czatkach w Ay, A,,... oraz sity Q,@;,... 0 poczatkach w By, By,...
Wazystkie sily sa do siebie rownolegle i prostopadie do preta, przy-
czem sity Py, P,,... maja zwrot przeciwny niz sily Q, Qs -

Niechaj R:P1+PZ+-...+Q1+QA+... Oznaczmy przez Pl,PQ,...
i Qy,Qs,... bezwzgledne wartodei sil, przez a;,das, ... i by, b, ,,, odpo-
wiednio dlugodci odeinkéw AA,, AA., ... i AB;, AB,,... Przyjmijmy
zwrot sil Py, P,,... za dodatni. Polézmy
(16) R=P+Pyt...—Q;, —Qy—

Oczywiscie |R|=|R|. Gdy R>0, suma B ma zwrot zgodny
z sitami P, P.,... Gdy zad R<0, to E ma zwrot zgodny z silami
Q}’ Q”’

Obliczmy moment ogolny M sit wzgledem A. Oznaczajac przez
My, My,... i My, M5,... momenty sil P,, Py,... i Qy,Q,,... wzgledem A,
mamy (wedlug umowy co do znaku momentu, przyjetej na str. 238):

My=Piay, My=Pyay, ..., Mi=—Qib, My=—Qsby ...
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Zatem
(L7) M=P,a,+ Pyay+ ...— @b, — Q30, — ...

Zakézmy, ze BR=0. Uklad sil rownowazny jest wowczas parze
0 momencie M wedlug wzoru (17).
Gdy M>0, to para bedzie starala sie

oo obrocié pret w kierunku wskazowek zegara,
04, ' AZ 4, gdy za§ M<0 — w kierunku przeciwnym.
8, Gdy * wreszcie M =0, uklad réwnowazny
1 bedzie zeru.
bl Zatozmy teraz, ze R=+0. Uklad ma zatem

wypadkows.

NlechaJ O bedzie poczatkiem wypadkowej E, zna]du]aécym sie
na prostej AB. Potézmy d=4-A40, przyjmujac znak -, gdy punkt O
jest po tej samej stronie punktu A, co poczatki sil, za$ znak —
w przypadku przeciwnym. Jak tatwo sprawdzié¢, moment wypadko-
we] wizgledem O wynosi przy tym znakowaniu Rd. Poniewaz
moment wypadkowej réwna sie momentowi ogdinemu, wiec dosta-
niemy z (17) -

1
d =% (Pra,+ Pyag—+ ... — Qb — Qo by —

§ 5. Warunki rownowagi sil. Udowodnimy teraz nastepujace

Twierdzenie I. Na to, by uklad sit dziatajacych na cialo szty-
wne byl w rownowadze, potrzeba i+ wystarcza, by suma $it i moment
ogolny byly zerem, czyli by uklad sit byl réwnowainy zeru.

Dowdd. Udowodnimy najpierw, ze warunek jest konieczny.
Przyjmijmy, ze cialo sztywne jest ukladem sztywnym punktéw ma-
terialnych 4,,4,,... i ze jest w réwnowadze pod dzialaniem danego
uktadu sil. WeZzmy pod uwage dowolny punkt A;. Oznaczmy przez P;
sume sil zewnetrznych, a przez W, sume sit wewnetrznych, zacze-
pionych w 4;. Poniewaz punkt A; jest w réwnowadze (gdyz caly
uklad sztywny jest w réwnowadze), wiee P+ W,—=0. Zatem

(1)  X(PiW)=

gdzie suma X rozeciggnieta jest na wszystkie punkty A; danego ukladu
sztywnego.
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7 prawa akeji i reakeji wynika, ze suma sit, z jakimi dziafajg
na siebie dwa punkty, jest zerem. Poniewaz wszystkie sity we-
wnetrzne mozemy ulozyé w pary, z jakimi dzialaja na siebie dwa
punkty, wige suma sit wewnetrznych jest zerem czyli 2 W=0,
skad na mocy (1) ‘

(2) XP;=0.

Wynika stad, ze suma sit zewnetrznych, t.). sil dzialajacych
na ciato sztywne w rownowadze, jest zerem. :

Obierzmy teraz dowolny punkt O. Poniewaz sily P i W,

majg wspolny poczatek A; a ponadto P4 W=0, wiec (str. 17
Momg P; -+ MomoW,;=0, skad

(3) X (Momg P; 4+ Momo W)=

Moment ogélny sit wewnetrznych, z jakimi dwa punkty dzia-
laja na siebie, jest — jak latwo stwierdzié — zerem. Zatem moment
ogblny wszystkich sit wewnetrznyeh jest zerem, czyli 2 Momg W, ==
skad na mocey (3)

(4) Y’ Momg P;=0.

Dowiedlismy wiee, ze zaréwno suma jak i moment ogélny sit
dziatajacych na cialo sztywne jest zerem. Koniecznogé warunku jest
tym samym udowodniona.

Zalézmy teraz, ze dany uklad sit jest réwnowazny zeru. Po-
niewaz uklad réwnowazny zeru jest rownowazny sile zerowej, wiec
na moey hipotezy IT (str.239) jest on w réwnowadze. Warunek
jest wiee zarazem wystarczajacym, c.b.d.d.

7 tw. I wynika, ze jezeli uklad sit dziatajacych na ciato sztywne
nie jest rownowazny zeru, to ciato nie moze byé w réwnowadze.
W szezegolnodci nie moze wiec pozostawaé w rownowadze ciato
sztywne pod dziataniem uktadu sit ztozonego

badz z jednej sily rdéznej od zera,

badz z jednej pary sit o momencie réznym od zera,

badZ z jednej sily réznej od zera i jednej pary o momencie
roznym od zera.

Jak wiemy (str. 23), uklad sil jest rownowazny zeru, jezeli mo-
menty ogélne wzgledem trzech punktéow nie lezgcych na jednej pro-
stej sa zerami. Opierajac si¢ na tw. I, otrzymujemy stad nastepujace
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Twierdzenie Il. Na to, aby uklad sit dsialajacych na cialo
sztywne byt w réwnowadze, potrzeba i wystarcza, by momenty wkladu
wzgledem trzech punktow nie lezqeych na jednej prostej byly réwne zeru.

W zastosowaniach korzystamy czesto z nastepujacego twier-
dzenia:

Twierdzenie IT1. Jezeli uklad zloiony 2 trzech sil jest w réwno-
wadze, to sily te ledq w jednej plaszezyidnie i badé sq réwnolegle, badé
ich preedluzenia przecinajq sie w jednym punkeie.

Tw. IIT wynika z twierdzenia rozdz. 1, § 14 (str. 23), w kt6-
rego dowodzie wykazano, ze wektory leza w jednej plaszezyznie.

Postaé¢ analityeczna warunkow réwnowagi. Obierzmy
dowolny uktad wspolrzednych O(x,y,2). Niechaj na cialo sztywne
dziataja sity Py, P,,... zaczepione w punktach A, 4,,.. o wspol-
rzednych iy, 1,2y, X952y, ... Oznaczmy przez R sume, a przez M
moment ogolny ukladn wzgledem 0. Na mocy tw. 1 (str. 248) rownania:

(%) R=0, M=o

stanowig warunek konieczny i wystarczajacy réwnowagi. Tworzae
rzuty na osie uktadu, otrzymujemy z (5) i ze wzoréw (3), str. 240:

(1) ZPi,y: 0, ZPiy: 0, ZP@} =0,
(L1 2Py 2; — Py y) =0, 2(Pya;—P; 2)=0, X(P;y;— P

“ly

Rownania (1) nosza nazwe warunku rzutéw, a réwnania (1)
warunku momentu.

Rownania (1) i (LII) sg postaciag analityezna warunkéw réwno-
wagi uktadu sit. Z réwnan tych mozemy na ogél wyznaczyé szedé
niewiadomych.

L

Uklad plaski sil. Warunki rownowagi stosuja sie oczywiscie
takze do ukladu plaskiego sil.

N1o0 T 7 3 Jnie a,07 ¢ V. e PR

Niech sity leza w plaszezyZnie xy. Z uwagi na to, ze PZZ_O
i 2;=0, warunki réwnowagi (I) i (IT) przyima postad:

(1) P =0,  IP, 0,
(L) 2(PyYi — Py ;) =0.

W przypadku ukladu plaskiego otrzymujemy wiec trzy réow-
nania. Mozemy z nich na ogél wyznaczyé¢ trzy niewiadome.
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Przyhtad 1, Kula ciezka jest w réwnowadze pod dziataniem
trzech sil (rys. 1): ciezaru @ (zaczepionego w $rodku kuli 0), sily
poziomej P (zaczepionej w punkcie 4, polozonym na powierzchni
kuli w koricu frednicy pionowej) i sily R (zaczepionej w punk-

: cie B, potozonym na powierzchni kuli w korneu
srednicy poziomej). Dany jest ciezar Q. Wy-
znaczyé sity P i R.

Sity P, @ i R sg w rownowadze, wiee na

mocy tw. LI leza w jednej plaszezyznie i kie-

1. o runki ich przecinajg sie w jednym punkcie, kto-

rym jest punkt A. Sita B ma wiee kierunek pro-

stej BA, ktora tworzy z poziomem kat 459 Poniewaz @+ P+ R=0,

wiec znajac site @ i kierunki sit P i R, mozemy utworzyé¢ trojkat
sit (rys. 2). 7 trojkata tego otrzymujemy:

P—0, R=Q/cos 45°—=)2 ¢,

gdzie P, ¢ i R oznaczaja wartosci bezwzgledne sil.

Przylktad 2. W wicrzchotkach kwadratu ABC'D o boku «
zaczepione sy cztery sity P, P, Py, Py, lezgce w plaszezyznie kwa-
dratu i tworzgce z jego bokami kaby ay,ay,as,04

(rys. 3). Podaé¢ warunki réwnowagi. i ?
} Py %\ B
Oznaczmy przez P, Py, Py, Py bezwzgledne / N
’ _» . . . . . ’ A
wartogei sit. Obierzmy osie « i y wzdtuz bokow  /
. . . / a e
kwadratu. Tworzge rzuty sit na osie x i y, do- / -

/ .
staniemy w przypadku réwnowagi (przy zwro- .| .~ ¢
tach sil jak na rys. 3): o\w y/

v
(6) P, cosa,— Pycosay,— Py 008 ay+ Py cos ay=0, AENG
3.

(7) P,sin a, + P, sin ay — Py 8in ag — Py sina,=0.

OzNACZAJAC PYZOZ 7'y, Ty, 1ay 1y Taiona sit wzgledem wierzchotka D,
otrzymamy:

L= @ COS dy, ry= V2 asin (ay+ 45°), == @ SiN ay.

Ponadto r,—0. Poniewaz w przypadku réwnowagi moment
ogolny wizgledem D jest zerem, wiec (przyjmujac znak momentu
podiug reguty podanej na str. 238) dostaniemy po podzieleniu przez a
(8) Pcosa;— P, } 2 sin (ay + 45°) + P, sinaz=0.

Réwnania (6), (7) i (3) stanowia warunek réwnowagi konieczny
i wystarczajacy.
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Prayklad 3. Na pret AB, lezacy w plaszczyznie poziomej wy,
dziatajy sity Py, Py...,P,, lesace w tejie plaszcaysnie i zaczepione
w punktach 4, 4,,..., 4,. Podaé warunki, jakim muszg ezynié¢ zadosé
sity, aby pret byt w rownowadze w kazdym polozeniu na plasz-
czyznie wxy przy zalozeniu, ze sity nie zmieniaja swych wielkosci, *
kierunk6éw, zwrotéw ani punktéw zaczepienia (na precie).

Wezmy pod uwage dowolne polozenie preta AB
w plaszezyznie ay. Oznaczmy przez @y, Yo WSpPOL-
rzedne punktu A, przez @,y 2, Yoy <oy TuyYn
wspélrzedne punktéw A, A,,... i przez « kat,
jaki pret AB tworzy z osia z-6w. Polézmy:
dy=AA,, dy=AA,, ..., d,—=AA,. Mamy:

(9) ¥ =uw,+d. cosa, ¥;=Y,1d sina dla ¢=1,2,...,n.
Z warunkow réwnowagi (1') i (11"), str. 250, otrzymujemy:

(10) 2P; =0, 2P =0,

(1) (P y;— Py ;) =[Py (yo+ d; sina) — P,

@!I(wo +d;cosa)] =0.

Warunek (11) mozemy napisaé¢ w postaci
(12) Yo X P — 2P +sinaXP; d; —cosa 2P, d;=0,
skad na mocy (10)
(13) Sina X P; d; — cos a 2P; d;=0.

Poniewaz zwigzek (13) ma zachodzié¢ dla kazdego kata o, wiec
dla a=mx/2, a nastepnie dla a—0 dostajemy:

(14) XP; d; =0, XP; d;=0.

Rownania (10) i (14) sg warankami koniecznymi i dostatecz-
nymi na to, aby pret byt w réwnowadze w kazdym swym polozeniu
na plaszezyznie.

Jezeli bowiem zachodza warunki (10) i (14), to tatwo widzied,
ze zachodzi tez warunek (13), a zatem na mocy (10) réwniez i wa-
runki (12) i (11).

Warunki za$ (10) i (11) sa, jak widzielismy, konieczne i wy-
starczajace dla rownowagi na mocy (I’) i (II).



[§ 6] 1. Cialo swobodne. 253

§ 6. Grafostatyka. Wielobok sznurowy. Zadania, z ja-
kimi spotykamy sie w statyce, prowadzg czesto do diugich i zmud-
nych rachunkéw. Istnieja jednak metody graficzne (t. j. rysunkowe),
pozwalajace otrzymadé w wiclu przypadkach rozwigzania przyblizone
wprawdzie, lecz wystarczajaco dokladne dla zastosowan. Metody te
maja wielkie znaczenie w technice, gdyz prowadzg do celu szybciej,
z pominieciem zawitych obliczen.

Ta czedé statyki teoretycznej, ktora zajmuje si¢ metodami
graficznymi, nosi nazwe grafostatyki.

Poznamy tu tylko niektére metody graficzne, jak np. wyzna-
czanie graficzne (przy pomocy wieloboku sznurowego) wypadkowej
uktadu plaskiego sil, oraz pewne ich zastosowania. Poézniej (w § 16)
poznamy jeszcze metody graficzne, stuzace do wyznaczania napieé
w pretach kratownicy.

Skladanie sil. Majac dwie sity P, i P,,
ktérych kierunki przecinaja sie¢ w punkeie O,

wyznaczamy obok sume R (rys. la), a nastepnie
rysujemy wypadkowa przez punkt O (rys. 1).

Jezeli punkt O lezy poza granicg rysunku,

mozemy postapié¢ jak nastepuje: dodajemy dwie 1. 1a.
sity 7 i — T, zaczepione w punktach 4 i B (t. j.
w poezatkach sit P, i P,) i dzialajace wzdluz prostej AB. Uklad
T,—T, P, P, jest oczywifcie réwnowazny ukladowi P, P, gdyz
sﬂy T i —T znoszg sie nawzajem, a zatem wypadkowa nowego
ukladu czterech sit jest ta sama co poprzednio.

Sity T i P, zastepujemy sila Q1~T+P1 o poczatku w A; po-
dobnie sity —7 i P, zastepujemy sity @y=—T+P, o poczatku w B.
Wypadkowa R przechodzi przez punkt przeciecia O sit Q,, Qs

Konstrukcje powyzsza mozna réwniez zastosowaé do przypadku
dwoéceh sil rownoleglych, nie tworzacyeh pary (rys. 2,2a 1 3, 3a).

1o
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W tenze sposéb mozna otrzymaé wypadkowa (lub pare wy-
padkows) uktadu sit Py, P,,...,P, (str. 253, 1ys. 4 i 4a). Tworzymy
najpierw wypadkows R; dwoch z tych sil (np. sil P, i P,) i otray-
mujemy uklad zawierajacy juz tylko n-—1 sil.

Szybeiej prowadzi do celu metoda, ktéra poznamy obecnie.

Wielobok sznurowy. Przypudémy, ze mamy znalesé wy-
padkowy ukladu sit P, P, P,, P, (rys.1).

Tworzymy najpierw sume R=P, P, P;+ P,. Otrzymany
wielobok nazywamy wielobokiem sit!).

Oznaczmy (w wicloboku sil) przez 4, poczatek sity P, zas
przez A, Ay, Ag, A, konice sit P, Py, Py, P,. Obierzmy teraz dowolny
punkt O poza wielobokiem sit. Punkt ten nazywamy biegunem.

Laczymy biegun O z punktami A4, A4,,...,4,. Z dowolnego
punktu A4, potozonego na kierunku sity P,, kredlimy proste I, i 1,
rownolegle odpowiednio do prostych 04, i 0OA,. Prosta I, prze-
dluzamy az do punktu B jej przeciecia z kierunkiem sity P,. Prosta
l, przetnie kierunek sity P,, gdyz I, jest réwnolegla do 0A,, za$
04, nie jest réwnolegta do P, (rys. 1a).

7 punktu B kreflimy prosta 5,/|0A4, az do punktu jej prze-

cigela (0 7z kierunkiem sity P,. Z punktu ¢ kredlimy prosta L] 04,

az do punktu jej przeciecia D z kierunkiem sily P,. Z punktu D
kre§limy prosta 1,|| 0A,. '

Wyznaczamy teraz punkt przeciecia E prostych I, i l,. Przez
punkt K przechodzi wypadkowa R. Poniewaz B znamy z wieloboku
sil, wiec mozemy wypadkowsy te Wyk'reélié.

1) Na rys. 1, 2 i dalszyeh podane sy tylko polozenia sil, za$ wiel-
kodci sit zaznaczone sy w wielobokach sit (rys. la, 2a it.d.).
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Przejdziemy teraz do uzasadnienia powyzszej konstrukeji.
Oznaczmy wektory 4,0, 4,0, ..., A,0 odpowiednio przez
8oy 81y .-y 84 Z wieloboku sit (str. 254, rys. 1a) otrzymujemy:

p1+gl+("_ So):107 p2+S2+(* SI):(),

1 — _ _ _ s —
W Pyt Syt (— ) =0, Py Byt (— Sy)=0.

Dodajmy do ukladu sit P, P, Py, P, sity S, i —8,, lezace na
prostej Iy, sity S; i —&S,, lezace na I, it.d., wreszcie sity S, i —&S,,
lezace na 1. Dodany uklad jest oczywiscie réwnowazny zeru, gdyz
sity So, —8,, S, —8, it.d. znosza sie parami. Wypadkowa roz-
szerzonego ukladu jest wiec ta sama co poprzednio.

Na mocy (1) sity Py, S; i — S, znoszg sie, gdyz suma ich réwna
sie zeru, a kierunki ich przecinajg sie w 4. Sity te mozemy wiec
usungé. Podobnie mozemy usungé sity P,, S, i —S,, nastepnie,
Py, 8;i—8, it.d. w koticu sity P,, S, i — S,. Zostang sity Sy i —S,,
ktore tworzg zatem uklad rownowazny danemu. Przez punkt prze-
ciecia E kierunkéw sit S, i — S, (t. j. prostych I,, 1,) przechodzi wiec
wypadkowa R, c.b.d. d.

Odcinki {4,1,1,1,1, tworza t. zw. wielobok sznurowy; 1, i I, na-
zywamy jego bokami skrajnymi.

A wige: wypadkowa przechodzi przez punkt przecigeia skrajnych
bokéw wieloboku sznurowego.

Nazwa wieloboku sznurowego pochodzi stad, Ze nié¢ (sznur) nierozciagliwa
i niewazka, utwierdzona w punktach L i M, polozonych na prostych {, i I, w kie-
runkach — S, i 8, (zreszty dowolnych),iprzyjmujaca polozenic wielobokuLABCD M,
bedzie w réwnowadze pod dziataniem sit P, P,, P,, P,, saczepionych odpowiednio
w punktach 4,8, C,D.

W praktyce opuszezamy oznaczenia zbedne i wykres przed-
stawia sie jak mna rys. 2 i 2a str. 254 oraz jak na rysunkach str.
niniejsze;j.
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Na str. 255 rys. 1 przedstawia uklad sil, ktérego suma jest
zerem. Mowimy wtedy, ze wielobok sil zamyka sie (rys. la).

Kreélace za$ wielobok sznurowy przekonywamy sie, ze skrajne
jego boki nie przecinaja sie (sa rownolegle). Méwimy wtedy, ze
wielobok sznurowy nie zamyka sie.

Uktad sit rownowazny jest w tym przypadku ukladowi sit
S, i —8,, ktore, jak widaé z wieloboku sil, tworza pare. Uktad
jest tedy réwnowazny parze sit S, i —S, lezgeych na bokach
skrajnych wieloboku sznurowego.

A wiec: jezeli wielobok sit zamyka sie, zas wielobok sznurowy
nie zamyka sig, to uklad jest réownowasny parze sif.

Na rys. 2 str. 255 widzimy uklad sil, dla ktorego wielobok sit
(rys. 2a) sie zamyka, a boki skrajne wieloboku sznurowego leza na
jednej prostej. Mowimy wtedy, ze wielobok sznurowy zamykae sie.

Uklad sit réwnowazny jest w tym przypadku ukladowi sil
S, i —8,, lezacych na skrajnych bokach wieloboku sznurowego,
a wiec na jednej linii prostej. Poniewaz (jak widaé¢ z wieloboku
sity S,=8,, wiec sily S, i — &, znosza sie; dany uklad jest tedy
TOWNHOWAZNY Zeru.

A wiec: jezeli wielobok sit ¢ wielobok senurowy zamykaja sie,
to uklad sit jest rownowazny zeru.

Wypadkowa czesei ukladu. Majac wielobok sznurowy pew-
nego ukladu sil, mozemy latwo wyznaczyé¢ wypadkows dowolnej czesei
tego uktladu, zlozonej z sit wystepujacych po sobie w wieloboku sil.

Niech dany bedzie np. uklad sit

rownolegtych P, P,, P,, P,, P;. Niech
, wyznaczona bedzie wypadkowa R

calego ukladu i wypadkowa R, sit

P,,P,,P,. 7 rysunku obok widaé, ze

wielobok sznurowy dla uktadu P,, P,, P,
jest czedeig wieloboku sznurowego calego ukladu. ‘

§ 7. Niektdére zastosowania wieloboku sznurowego.
Wyznaczanie reakeji w punktach podparcia belki. Dany
jest uklad sit rownolegtych Py, P,,..., Ps. Wyznaczyé dwie sity R, R,
rownolegle do poprzednich i tworzagce wraz z nimi uklad réw-
nowazny zeru,. przyczem dane sa proste k; 1 k,, na ktoérych sity
R, i R, maja lezec.
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Z zadaniem tym spotykamy
gie w przypadku belki sztywnej
poziomej, podpartej w punktach A
i B i obciazonej sitami pionowymi
P, P,.., P, (rys. 1). Jezeli nie ma
tarcia, to w punktach A i B wyste-
pujgreakcje pionowe, rownowazace 1.
sie z sitami Py, P,, ..., Py (str. 267).

Aby wyznaczydé sity R; i R,, kredlimy wielobok sznurowy dla
danego ukladu sit w porzadku P, P,,...,P;, R, R,. W wieloboku sil
prosta 440 laczgca koniec sily R, z biegunem O jest na razie nie-
znana. Poniewaz wielobok sit zamyka sie, wige punkt A4,, t.]j. ko-
niec sity R, schodzi si¢ z poczatkiem sily P, t.j. z punktem A,.

Kredlimy wielobok sznurowy, zaczynajac od prostej I,]| 4,0 az
dojdziemy do prostej ;|| A5 0.

Oznaczmy przez FE, I' punkty przeciecia si¢ prostych o 15
z kierunkami sit B, i Ry, t.]. z prostymi danymi k, i k,. Rysujac
w wieloboku sit prosty 04, réwnolegle do prostej EF, otrzymujemy
sity ]?lﬁA Agi Rz_A A4, Latwo bowiem zauwazy¢, ze kreslac w dal-
szym ciggu wielobok sznurowy dla tak wyznaczonych sit R, i R,
otrzymamy wielobok sznurowy zamkniety.

Wyznaczanie momentu sil. Gdy mamy wyznaczyé mo-
ment sity P wzgledem pewnego punktu A, kreslimy najpierw z do-
wolnego punktu B, polozonego na kierunkn silty P, wielobok sznu-
rowy, jak na rys. 2.

Prowadzimy nastepnie przez A
prostg réwnolegla do P. Oznaczmy
. Przez L, K punkty przeciecia sie
te] proste] z bokami wieloboku
sznurowego. 7 podobienstwa tréj-
katow 4,4,0 i KLB otrzymujemy
KL:|P=h:w, gdzie h i w sa wysokodciami tych tréjkatéw. Stad
|P|h=KL-w. Oznaczajac przez M moment sity P wzgledem A, mamy
[Mi=|P|h czyli

(1) | M{=KL-w.

A wiec: moment sity P wzgledem punktu A jest (co do modutu)
proporcjonalny do odcinka, jaki boki wieloboku sznurowego odcinajq
na prostej przechodzqeej przez A réwnolegle do Pj; wspélczynnikiem
proporcjonalnosci jest odleglos$é bieguna od sity w wieloboku sit.

S. Banach. Mechanika. 17
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Niech dana bedzie teraz para sit P, P, (gdzie P,=—P,). Wy-
kreslmy wielobok sznurowy tej pary, jak na rys. 3, str. 257. Popro-
wadZmy przez dowolny punkt A prosta réownolegly do sit i oznaczmy
przez K i1 L punkty przeciecia sie bokow skrajnych wieloboku sznu-
rOwWego % tg prostg.

Dowiedziemy, ze jezeli oznaczymy przez M moment pary,
przez w za$ odleglo$é bieguna od sit P, i P, w wieloboku sil, to
bedzie zachodzit wzor (1).

Wezmy bowiem pod uwage trojkat BOD, gdzie B jest punktem
na kierunku sity P, z ktorego zaczelismy kresli¢ wielobok sznurowy,
¢ i D za$§ sa punktami przeciecia kierunku éﬂy P, ze skraj-
nymi bokami wieloboku sznurowego.

Niech kb oznacza wysokodé trojkata BCD. 7Z podobienstwa tréj-
katow BOD i A,4,0 mamy CD:|P|=h:w, skad |[P,Jh=CD-w. Po-
niewaz |M|=|Ph, za§ OD=KL, wiec dostajemy istotnie wzor (1).

Zatem: moment pary sit jest (co do wielkodel) proporejonalny
do odcinka, jaki odcinajq skrajne boki wieloboku sznurowego na do-
wolnej prostej réwnoleglej do sit pary; wspolezynnikiem proporecjonal-
nosci jest odlegtosé bieguna od sit w wieloboku sit. '

Podobne sposoby wyznaczania mo-
mentu 88 korzystne wowezas, gdy
mamy do eczynienia z kilkoma si-
lami réwnoleglymi, wtedy bowiem
" mozemy dla wszystkich sil przyjaé
to samo w. Gdy za$ mamy wyzna-
czy¢ moment ukladu ritréwnoleglych,
wyznaczamy hajpierw wypadkowg
(ewentualnie wypadkowsg pare sil),
a nastepnie jej moment.

Nakredliwszy wielobok sznurowy ukladu sil réwnoleglych, mo-
zemy wzgledem punktu 4 wyznaczyé moment dowolnej czesei
uktadu, zloionej z sil nastepujacych po sobie w takim porzgdku
jak w wieloboku sit. Wielobok sznurowy tej czedci zawarty jest
bhowiem w wieloboku sznurowym catego ukladu. Na rysunku odci-
nek K'L’ jest proporcjonalny (co do modutu) do momentu ukitadu
sit Py, P, wzgledem A. ‘

Niech wreszcie dany bedzie uktad sit Py, P, ..., P;, B, R, réwno-
wazny zeru (rys. 1, str. 257). Prowadzimy przez dowolny punkt ¢
prosta rownolegly do sil. Odceinek LK tej prostej, lezacy miedzy bo-
kami wieloboku sznurowego, jest proporcjonalny (co do modutu)
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do momentu ogolnego wzgledem € sil polozonych po jednej stronie
tej prostej (w naszym przypadku do momentu sit R,, P,, P, P, lub
sit Py, Ps, B;; momenty obu tych ezedci ukladu wzgledem O sg réwne
co do modutu, poniewaz suma ich jest zerem, na skutek zatozenia,
ze uklad jest rownowazny zeru). Wspélezynnikiem proporcjonalnosei
jest w, t.j. odleglodé bieguna O od sit w wieloboku sil.

Wyznaczanie srodka ciezkodei i momentu statyez-
nego figur plaskich. Aby wyznaczyé $rodek ciezkodci figury pla-
skiej F, dzielimy ja na
waskie paski przy pomocy
prostych rownoleglych. Je-
zeli w frodkach ciezkodei
84, 8, ... otrzymanych pas-
kow zaczepimy sity Py, P, ...
réwnolegle, zgodnie skiero-
wane i proporcjonalne co
do wielkodei do pél 7y, ...
tych paskow, to $rodek sit
P, P,,... bedzie §rodkiem
ciezkodei figury F.

Zauwazmy bowiem, ze Srodek ciezkodei figury 7 jest $rodkiem
masy ukladu punktow materialnych, jaki otrzymamy, zastepujac
kazdy pasek punktem materialnym o masie réwnej masie paska
(str. 156). Na mocy zas twierdzenia dowiedzionego na str. 243 §ro-
dek masy otrzymanego ukladu punktéow materialnych jest $rod-
kiem ukladu sit réwnoleglych P, P,, ...

Paski dostatecznie waskie mozemy uwazaé za trapezy; Srodki
ciezkosci trapezow wyznaczamy podtug konstrukeji podanej na str. 180,
rys. 1. Linie podzialu figury prowadzimy zazwyezaj w réwnych
odstepach (rys. 1). Zatem pola trapezow beda proporcjonalne do
ich linij $rodkowych. Wielkodci sit Py, P,,... mozemy wiec uwazaé
za proporcjonalne do linij §rodkowych trapezéw.

Wypadkowa R przechodzi przez $rodek ciezkodei S; wyzna-
czamy ja przy pomocy wieloboku sznurowego (rys. la).

Zmieniajac kierunek sil i wyznaczajae nows wypadkows R,
otrzymamy frodek ciezkog§ci 8 jako punkt przeciecia sie obu wy-
padkowych R i R’ «

Aby wyznaczyé moment statyezny figury ¥ wzgledem pewnej
prostej I, rysujemy sily P, P,,... réwnolegle do I.

17*
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Moment wypadkowej R wzgledem dowolnego punktu A4 prostej !
jest co do wielkosei proporcjonalny do momentu statycznego fi-
gury F wzgledem 1.

Oznaczajac bowiem przez M moment sity R wzgledem A,

przez h odleglo§é A od kierunku sity R, przez M, moment statyczny
danej figury wzgledem 1, wreszcie przez F pole figury, mamy:
(2) \M|=h|Rl,  [M=hF,
gdyz Srodek ciezkosci lezy na kierunku wypadkowej.
Poniewaz wielko§é sil P, P,,... obralismy proporcjonalnie do
pol F,, F,, ... poszezegdlnych paskow, wiee
(3) \P,| =AF,, P, =AF, it.d.,
gdzie A jest wspoélezynnikiem proporcjonalnosci. Lecz
|R| =Py + [Pyl+ ...,
skad B
IRl =A(F,+Fy+...)=AF.
Na mocy wiee (2) jest |M|=AnF =AM, czyli
(4) |\ M =|M|]A.
A wiec: moment statyczny figury jest (co do modulu) proporcjo-
nalny do momentu wypadkowej.

Momenty statyczne figur plaskich mozemy zatem wyznaczaé
przy pomocy wieloboku sznurowego.

Na rys. 1, str. 259, jest |M|=w-KI, skad na mocy (4)

(h) | M| =w- KL

Oznacziny przez dy,dy,.. dlugosé linij Srodkowych trapez.éw, a przez a
odstep miedzy liniami podzialu. Zatem F,=ad,, F,= ad,,.... Poniewaz przyjeto
na rysunku |P,|=kd,, |Py|—kd,, ..., gdzie k=1, wiec |P)|=kF,/a, |P,|=kFy/a, ...
Na mocy (3) bedzie tedy Z=Fk/a, skad na mocy (5)

| M J==aw-KL/k=3aw-KL.

Mierzac a, w i KL na rysunku, otrsymujemy |M | z powyZszego wzoru.



