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II. Cialo nieswobodne

§ 8. Warunki réwnowagi. Cialo sztywne nazywamy nde-
swobodnym, jezell polozenia lub ruchy tego ciala poddane sa pew-
nym warunkom. Warunki te nazywamy wigzams.

Np. jezeli jeden punkt ciala jest uniernchomiony, cialo moze sie tylko
obracaé okolo tego punktu. Jezeli dwa punkty 4 i B ciala sa unieruchomione,
cialo moze sig¢ tylko obracaé¢ okolo prostej .AB. Poznamy pdiniej inne jeszcze
przykiady cial sztywnych nieswobodnych.

Gdy cialo sztywne nieswobodne jest w réownowadze, mowinmy,
ze sity dzialajace na to cialo réwnowaiq si¢ lub sq w réwnowadze.
_ Ciato sztywne unieruchomione w dwéch punktach A4, B i znaj-

dujace sie w ro6wnowadze pozostanie w réwnowadze,
gdy dolgezymy dowolng site P o poczatku w punk-
cie ¢, potozonym na prostej AB. Intuicyjnie jest to
jasne, gdyz ciato moze sie tylko obracaé okolo osi
AB, a wigc sila P, dzialajaca na o$ unieruchomiong,
nie moze ciala poruszyé. Gdyby cialo bylo swobodne,
to pozostaloby w réwnowadze jedynie w przypadku, gdy P=0.

Widzimy stad, ze warunki réwnowagi sit przy ciele nieswo-
bodnym sa inne niz przy ciele swobodnym.

Badanie warunkéw rownowagi w przypadku eciala sztywnego
nieswobodnego mozemy sprowadzié¢ do przypadku ciala swobodnego.
Przyjmowaé bedziemy w tym celu, ze na ciato sztywne nieswobodne
dziataja opréez sil danych sity dodatkowe zwane reakejami, dzieki
ktérym cialo zachowuje wiezy. Reakcje pochodza od tych cial, ktore
ograniczaja swobode ruchéow danego ciata sztywnego nieswobodnego.

Jezeli np. ciato ciezkie spoczywa na stole, wéwezas nie jest swobodne,
nie moze bowiem przejs¢ przez powierzehnie stolu. W tym przypadku reakejami
sy sily z jakimi powierzchnia stolu ci$nie na ecialo.

Inne sity, pod ktérych dzialaniem znajduje sie cialo sztywne
nieswobodne, nazywacé bedziemy sitami dziatajgcymi (dla odréznienia
od reakeyj). Jezeli do sit dzialajgcych dolagczymy reakeje, to mo-
zemy ciato sztywne nieswobodne uwazaé za swobodne.

Wrynika stad, Ze warunkiem koniecznym 4 wystarczajacym réwno-
wagi sit deiatajacych jest, by siby dziatajace réwnowasyly sie z reakejams.

Powyiszy warunek nie.jest jednak dogodny, gdyz wystepuja w nim sity
reakeyjne, ktérych na ogdél nie znamy. W niektérych przypadkach, jak np.
w przypadku ciala unieruchomionego w jednym punkeie lub w dwdéch punk-
tach, mozna jednak podaé warunki réwnowagi sit dziatajacych, nie odwolujac
sie do reakcyj (str. 274). Warunkiem réwnowagi, w ktérym nie wystepuja re-
akecje, jest t.zw. zasada prac priygotowanych, ktéry poznamy w rozdziale I1X.
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§ 9. Reakcje cial stykajacych sie. Kazde dwa ciata
(bryty, powierzchnie lub linie) sztywne, stykajace si¢ z soba, dzia-
laja na siebie z pewnymi sitami. Sily te sg reakcjami i pochodzg
z wzajemnego oddzialywania na siebie punktéw obu cial. Reakcje
stosujg sie do prawa akeji i reakeji.

Sity, z jakimi jedno cialo dziata na drugie, mozemy w mysl
twierdzenia o redukeji (str. 241) zawsze zastapic¢ jedng sila R i parg
o momencie M. Na odwrét, na mocy prawa akeji i reakeji, ciato
drugie dziata na ciato pierwsze z silami réwnowaznymi sile —R
(o tym samym poczatku co R) i parze o momencie —M.

Wyznaczanie reakeyj jest bardzo wazne w zagadnieniach zwig-
zanych z techniksy. Dotychezas nie mamy jeszcze teorii rozwigzu-
jace] te sprawe w zupeinosci. W praktyce poslugujemy sie pewnymi
hipotezami zgadzajacymi sie w przyblizeniu z doswiadczeniem. Zaj-
miemy sie tutaj niektéorymi tylko zagadnieniami dotyczacymi re-
akeji cial stykajacych sie. Szerzej ujeta jest ta sprawa w podrecz-
nikach mechaniki technicznej.

Dodwiadezenie wykazuje, ze w cialach sztywnych stykajacych
si¢ tylko te punkty dzialaja na siebie, ktore polozone sa blisko
punktow zetkniecia. Przyjmiemy tu hipoteze¢ upraszezajaca, ze tylko
punkty zetkniecia obu cial dziataja na siebie; reakeje beda wowcezas
sitami zaczepionymi w punktach zetknigcia.

Hipoteza powyzsza nie da si¢ ntrzymadé w cale) ogdlnosci. Dla dwu ciat
sztywnych, stykajacych sie tylko w jednym punkeie, reakeje sprowadzalyby sie
wedlug tej hipotezy do jednej sity, majacej poczatek w punkeie zetkniecia. Do-
¢wiadezenie natomiast poucza, ze préez niej moze w tym przypadkn wystepo-
waé jeszeze para sil o momencie réznym od zera, co sprzeciwia sie hipotezie.

Jezeli np. sztywna kula ciezka opiera sie o sztywna plyte pozioma, to
moze pozostawaé w réwnowadze nawet wtedy, gdy bedzie pod dzialaniem pary
sil (lezace] w plaszezyznie poziomej) o malym momencie. W stanie réwnowagi
reakeje plyty réownowaza zaréwno ciezar kuli jak pare sil, co byloby niemozliwe,
gdyby reakcje plyty sprowadzaly sie do jednej tylko sity zaczepionej w punkcie
stycznosel.

Reakeja normalna i styczna. Niech dwa ciala sztywne
Till sbyk(uae sie w punkcie 4. Oznaczmy przez R sile z jaka cialo 11

dziata na ciato I w punkcie A. Sita B ma pocza-

tek w A. Na mocy prawa akeji i reakeji ciato I

4 dziaty na cialo T1 z sils —R, majaca poczatek
1\ réwniez w A.

Niech ciato I bedzie bryla lub powierzchnig

posiadajacg w punkecie A plaszezyzne styczng I1.
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Roztézmy reakcje R na dwie skiadowe: na skladows N pro-
stopadla do ciala, t.j. do plaszezyzny /1, i na skladowa T styezng
do ciala, t.j. lezaca w II.

Skladowa N nazywamy reakcja normalng, skladowa zad T
reakeja styczng lub tarciem. Reakcja normalna jest zazwyczaj skie-
rowana wzgledem ciata 1T w te strone, w ktorej znajduje sie cialo I
nazywamy ja wowezas cisnieniem. Gdy w punktach zotkniecia tarcie
nie wystepuje, ciata stykajagce si¢ nazywamy gladkimi.

Rozpatrzmy jeszeze dwa przypadki:

10 (ialo 1 jest powierzchnig, ograni-
czong pewng linia, na ktorej lezy punkt
zetkniecia A, przy czym linia ogranicza-
jaca ma w A prosta styczna I (rys. a).

20 Ciato 1 jest linia posiadajaca w 4
prosta styezng I, przy czym A nie jest
koricem tej linii (rys. b).

Przykladem 1° moze by¢ pdtkula sztywna ograniczona okre-
giem, na ktorym lezy punkt 4; przykiadem 29 moze byé luk okregu
o punkcie 4 lezacym w jego polowie. W przypadkach 101 29 reakcja
normalng bedzie skladowa reakeji R prostopadla do stycznej l;

tarciem za$ bedzie skladowa reakeji R lezgca na prostej .

Dla dwu ciat gladkich stykajacych sie w punkecie 4 kierunek
i zwrot reakcji jest wyznaczony, jezeli jedne z ciat jest bryla lub
powierzchnig posiadajaca w A plaszezyzne styczng. Kierunek i zwrot
reakeji jest wyznaezony rowniez dla ciat 191 29, jezeli proste styczne
do nich w punkeie ich zetkniecia nie pokrywaja si¢ z sobg. W tym
bowiem przypadku reakcja musi byé prostopadia do obu stycznych.
Dla eciat, z ktérych jedno jest ciatem 1° lub 2°, wiemy o reakeji tylko
tyle, #e lezy ona w plaszezyZnie prostopadlej do prostej stycznej I.

Podpory. Cialo sztywne unieruchomione (np. zwigzane szty-
wnie z ziemig) nazywamy podporq. W wielu zastosowaniach idzie
o wyznaczenie reakcyj podpoér na inne ciala sztywne.

Jezeli cialo sztywne opierajace sie na podporach jest w rowno-
wadze, to sity dzialajace na to cialo rownowaza sie z reakcjami
podpor. Jezeli cialo gladkie opiera sie na podporach gladkich, to
przyjmujemy, ze jeieli sq do pomysleniu reakcje (oczywiscie normalne),
réwnowazace sity, jakie deiataja na ciato, to reakeje takie rzeczywiscie
wystapiq.
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Dzi¢ki powyzszej hipotezie mozemy w wielu przypadkach po-
da¢ warunki konieczne i wystarczajace dla rownowagi sil, jakie
dzialaja na cialo sztywne opierajace sie na podporach gladkich.

Srodek ci$nien. Niech dwa ciala gladkie 1 i II stykaja sie
w punktach lezgcych na pewnej plaszezyznie I7
(rys. 1). Reakeje bedg wiec prostopadie do plasz-
czyzny II. Reakcje dzialajace na cialo 1 sg zatem
rownolegle; zalézmy ze sg ci§nieniami. Majg wiee ten
sam zwrot. Wynika stad, ze majg wypadkowy F,
o ktérej mozemy przyjaé, ze zaczepiona jest
w pewnym punkcie O plaszezyzny I1. Punkt O
1. nazywamy Srodkiem cisnien.
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Oczywiscie reakcje dzialajace na drugie cialo maja wypad-
kowg —F i ten sam grodek ciénier.

Reakcje mici. Nié nierozciagliwa, przyczepiona do ciala,
dziala na nie tylko wtedy, gdy jest napieta. Jezeli masa nici jest
mala (tak, Ze mozna ja pominaé) i obydwa konece
nici przyczepione sa do ciala, to dziala ona
w obu koncach, z sitami réwnymi co do wiel-
kodci, takze i wtedy, gdy jest nawinieta na
jakie§ cialo gladkie (rys. 2). Sily, z jakimi nié
dziata w swoich koncach, sg styezne do nieci
i majg zwrot w kierunku nici. Sily te nazywamy
RAPIECIAME NECE. 2.

Przykilad 1. Jezeli cialo ciezkie, zawieszone na nici w punkcie 4,
jest w rownowadze, to napiecie nici 7 o poczatku A rownowazy sie
z ciezarem @, majacym poczatek w $rodku ciezkosei S. Zatem 7 -+-Q—0
czyli

(1) T =10).

Ponadto sity 7 i @ musza dzialaé wzdhuz jednej pro-
stej. Nié ma zatem kierunek pionowy i jej przedluzenie
przechodzi przez drodek ciezkosei (rys. 3). Zawieszajae
wige cialo po kolei w dwdéch punktach i zaznaczajace kie-
runki nici w ciele, otrzymamy jako punkt przeciecia §ro-
dek ciezkogei ciata.

/
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Przyklad 2. Jezeli cialo zawieszone na dwéch niciach w punk-
tach 4 i B jest w réwnowadze, to napiecia nici 7, i T, o poczat-
kach w 4 1 B ré6wnowazg sie z ciezarem , majacym poczatek
w frodku ciezkogei S (rys. 1). Zatem

(2) Tl‘*‘72+@:0-

i

Na mocy wiec twierdzenia podanego na
str. 250 kierunki sil przecinaja sie w jednym
punkcie O lub sily sa réwnolegle. W obu przy-
padkach mozemy wyznaczyé sity 7, i T,, two-
rzgc moment wzgledem dowolnego punktu, 1. La.
np. wzgledem punktu 4. Oznaczajac przez
ay i d ramiona sit 7, i @ wrgledem A, dostaniemy 1T, a =|Q|d czyli

(3) Ty =|Q| d/a.

Podobnie otrzymamy T, tworzac moment wzgledem B.
W przypadku, gdy sily 7, i T, nie sa réwnolegle, mozemy je
wyznaczy¢ graficznie, tworzace trojkat sit (rys. l1a).

Przykltad 3. Na nici nierozciggliwej bez masy, przewiniete]
przez gladki pierscieri w punkcie (), zawieszony jest w punktach
A i B ciezki pret sztywny (rys. 2). Wyznaczy¢ napiecia nici w po-
lozeniu rownowagi.

Oznaczmy przez ! dtugosé nici, przez ¢
kat ACB, a przez S $rodek ciezkodci
preta. Polézmy:

g AB=a, AC=1l, BO=l, AS8=b.
Przypusémy, ze dane sg a,b,l i cie-

zar preta Q.

Poniewaz napiecia T, i T, nici rownowaza sie z ciezarem (),

wige sity te przecinajg sie w punkeie € (gdyz sity T, i T, przechodzg
przez punkt ¢ (str.250)) i ponadto

(4) T+ Tp+Q=0.
Précz tego (str. 264)
(5) |Ty|=|T).

2a.
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Gdy ¢=0, pret ma polozenie pionowe i sity 7, i T, maja kie-
runek pionowy. Na mocy (5) jest wiee T,=T,, skad na mocy (4)
T =T =@}/ 2.

Zbadajmy w jakim przypadku moze byé ¢==0, jak na ry-
sunku. Przyjmijmy wiee, ze ¢+ 0.

Oznaczajac przez d; i d, odleglosei kierunkéw sit 7, i 7, od S |
i tworzagc moment wzgledem 8, dostaniemy |7|d,=|T,ld,; zatem,
z uwagi na (5), d,=d,. Srodek ciezkosci § jest réwno oddalony od
bokéw AC i BO, czyli prosta €8S jest symetralng kata ¢. Ze zna-
nego twierdzenia geometrycznego o symetralnych katéw tréjkata,
otrzymujemay AC/BC=A8/BS czyli

(6) L/ly=b/(a—b).
Poniewaz
(7) L+ L=l
wiec rozwigzujac uklad réwnan (6) i (7), dostaniemy:
(8) l,=bl]a, ly=(a-—b)l/a.

Aby boki I, 1, « mogly tworzy¢ trojkat, musza zachodzié nie-
rownosei Il +ly>a, U +a>1l, l,+a>1, ktére mozemy| napisaé
w postaci:

L+1l>a, a>l, 1y,
skad na mocey (83)
(9) I>a>|a—2b|1/a.

Musza byé wiec spelnione nierownosdei a<<l<<a?/la—2b| czyli,

kladac k=b/a,
(10) a<l<al|l —2k|.
A wiec: réwnowaga zajdzie przy ¢==0, jeseli diugosé nici I spelnia

warunek (10).

Zauwazmy, ze jezell k=bj/a=1/2 (t.j. gdy Srodek ciezkosci S
wypada w srodku odeinka AB), to warunki (9) spelnione sa dla
kazdego I>>a. W tym wie;c przypadku mozliwe jest zawsze polozenie
rownowagi preta przy ¢== 0.

Kat ¢ otrzymamy z twierdzenia Carnota

(11) @ =B —20,1, cos .



\
{§9] IT. Ciato nieswobodne. 267

7 trojkata sit dostajemy
(12) T = T =1§)/2 cos L g

Po latwych przerébkach, wyrazajace cos o przez a,b,l ze wzo-
N ’ 2 @ y Oy
réw (8) i (11), otrzymamy na moecy (12)

(a—b)b
‘Tﬂ = ‘Tz‘ = @! ll/(ﬂﬂ .

W szezegolnosei dla b=a/2 dostaniemy

1T, = |7 =]

Przyhlad 4. Belka pozioma spoczywa w punktach 4 i B na
dwoch podporach gladkich. Na belke dziataja sily pionowe (skiero-
wanew d6l) Py, P,,..., Py (str. 257, rys. 1). Wyznacayé reakeje podpor.

Oznaczny przez @y, &y, ...,x; odleglosci punktow zaczepienia sit
od A. Polozmy AB-—d. Reakeje R, i By w A i B sy pionowe. Tworzge
moment wzgledem A i oznaczajac przez P, P,,..., Py, Ry, By warto-
sci bezwzgledne sil, otrzymamy Pw, - Pywgt... - Pywg— Ryd =0, skad

(13) Ry = (Pyo-+Poxy+ ... + Pyg) /d.
Poniewaz [+ Ry= D+ Py+ ...+ Ps, wiee
(14) , By =[P (d—w)+ ...+ Ps(d—ux5)]/d.

Reakcje B, i R, mozna réwnies wyznaczyé przy pomocy wielo-
boku sznurowego jak na str. 257.

Przyllad s, Kula ciezka o stale] gestosei dotiyka plaszezyzny
gladkiej I, nachylonej do poziomu pod katem «. Wyznaczyé sile

poziomg P, utrzymujgca kule w réwnowadze. )
Ciezar @ kuli ma poczatek w jej §rodku # a
0, a reakcja R plaszezyzny IT w punkcie ° { Q‘;
stycznodei 4; jest ona prostopadia do I1. Sity k

@ i B przecinaja sie w punkecie 0. Ponie- —
waz sity P, ¢ 1 B réwnowaza sie, wiec na

moey tw. ITI, str.250, przecinaja sie one w punkcie O. Ponadto
P+Q+R=0, wiec z trojkata sit otrzymujemy sity P i R. Mamy:

R=Q/cos a, P=Qtga,

gdzie P, @ i R oznaczaja bezwzgledne wartodei odpowiednich sil.



268 ROZDZIAL VI. Statyka ciala sztywnego.

Przyktad 6. W plaszezyznie pionowej IT lezy pret ciezki A B
o gestosci stalej, oparty na dwoch plaszezyznach gladkich: pozio-
mej II; i pionowej IT,. Niechaj Ox i Oy bheda prostymi przeciecia
plaszezyzn Il 1 II, z plaszezyzng I1. Pret AB przywigzany jest nicia
nierozciggliwg OC do punktu 0. Pret znajduje sie w réwnowadze.
Wyznaczyé reakeje, majac dane: A B=21, kat « miedzy AB a osig «
1 kat ¢ miedzy OC a osig ¢ (rys. 1).
Silg dzialajaca na pret jest
W clezar @ zaczepiony w $rodku
_ preta 4B w punkcie D. Reak-
cjami sg reakeje $cian R i N,
zaczepione w 4 i B i prostopa-
dle do §cian, oraz reakcja nici T
zaczepiona w (7 1 skierowana
wzdluz nici ku punktowi 0. Sila
dziatajgca rownowazy sie z reakejami. Z warunku rzutow na osie
z 1 y otrzymujemy:

(15) Ne+ T=0, Ry+@y+1,=0,

a4 z warunku momentu wzgledem O:

3.

(16) — Ry 20cos a4+ N 2lsina —Q, L cos a=0.

Oznaezmy przez R, N, T bezwzgledne wartosci odpowiednich

I ) ’ ’ o
sit. Mam oczywiscie R, =R ]V,\- =N (/, = i ,Tx =—1T cos @
i ’ 3 Y )

Ty=—Tsing. Zatem z réwnan (15) i (16) otrzymujemy:
(17 N —T cos g=0, R—@--Tsing=0,
(18) — 2R cosa+ 2N sina+ () cos a=0.

Wyznaczajac 1 N z réwnan (17) 1 wstawiajac w (18) otrzymamy

(19) P Qoose
28in (a —¢),

skad na mocy rownan (17):

. @ cosacosg

cosasing
- n [} N —
2 8in (a —g)

28in{a—e)

(20)

R=¢ (] +

Poniewaz 7>0, wiec na mocy (,],9') musi byé a>¢; zatem
punkt € musi lezeé miedzy 4 i D.

Zadanie mozemy réwniez rozwigzaé grafieznie (rys. 2 i 3).
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Oznaczmy przez E punkt przeciecia sit 7' i @, za$ przez F sil
N i R. Wypadkowa W, sit T i Q zaczepiona jest w F, zas wypad-
kowa W, sit Ri N w F. Poniewaz uklad sit N, R, T,Q jest rowno-
wazny zeru, wiec ukltad sit W, W, jest tez roOwnowazny zeru. Zatem
sity dzialaja wzdluz prostej EF i W, +W,=0. Sila ¢ oraz kie-
runki sit 7i W,=T+@Q sa dane, wiec mozemy wyznaezyé sity W, i T
jak na rys. 2. Poniewaz N {R=W,=-—W, wiec sity N i R
otrzymamy, rozkladajac site W, na skladowe w kierunkach osi
x iy (rvs.3).

Przylklad 7. Pret ciezki AB o drodku ciezkodei S opiera sie
w punkecie 4 o plaszezyzne pozioma gladksa, a w punkeie B o kule
gltadkg. W punkecie 4 uczepiona jest nié nierozciggliwa, przewinieta
przez blok € i obcigzona w drugim koricu ciezarem P. Wyznaczy¢
ciezar P, reakcje R $ciany poziomej i reakeje N kuli w polozeniu
rownowagi, majae dane a=A48, b=AB, kat « miedzy pretem a plasz-
czyzng i ciezar preta Q.

Obierzmy osie x i % jak na rysunku. Poniewaz napi¢cie nici
w punkecie 4 wynosi P, wiec oznaczajac przez P, Q, B, N wartosci
bezwzgledne sit i tworzge rzuty na osie x,y, dostaniemy:

(21) P—Nsgina=0, R— Q4N cosa=0.

Moment ogélny wagledem A wynosi

(22) Qacosa—bN=-0. 4
Z réownan (21) 1 (22) otrzymamy: R
i} a COSa . asin 2a
N=¢@- , Pe=() ——— 22
b 2h

a 2
R= Q(l — Bcos-a)-

Zadanie mozemy rozwigzaé rowniez graficznie. Oznaczmy w tym
celu przez W, wypadkowa sit B i P, a przez W, wypadkowsa sit@ i N.
Sila W,=R4-P zaczepiona jest w punkcie 4, za§ W,=@+N w punk-
¢iz 0, w ktorym przecinaja sie kierunki sit ¢ i . Poniewaz znamy
polozenia sit @ i N, wiec punkt O mozemy wyznaczyé.

Sity P, R,Q i N sa wrownowadze, wiec i sity W, i W, réw-
nowaza sie. Zatem W,4+W,=0; ponadfo sity W, i W, lezg na

2
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jednej prostej. Prosta ta jest oczywiscie prosta 40. Poniewaz Znamy
juz kierunek sity W,, wiec mozemy ze zwiazku W,=Q+N wyzna-
czyé W, i N, rysujac trojkat sil. Mamy W,=—W, i Wy=R-+P,
wiee sity B i P otrzymamy, rozkla dajac site W, w kierunkach sit B i P.

Przyltad 8. Drut ciezki satywny o stalej gestodei, w ksztaleie
polokregu, lezy w plaszezysnie pionowej, opierajac si¢ o prosty po-
ziomg l. Na kotcach preta 4 i B zaczepione sy sily P, i P,, skie-
rowane pionowo w dot Wyznaczyé kat ¢, jaki w polozeniu réwno-
wagi tworzy Srednica AB z poziomem, oraz reakcje R w punkcie
styeznodei € (przy zalozeniu, ze nie ma tarcia).

W polozeniu réwnowagi sity Py, P, ciezar Q,
zaczepiony w $rodku § masy oraz reakceja R, pro-
stopadla do 1, rownowaza sie. Poniewaz sity po-

4 wyzsze 83 rownolegle, wiee (oznaczajac ich war-
; tosci bezwzgledne przez Py, Py, @ i R) otrzy-
: mamy z warunku rzutéw na o$ y, skierowang
pionowo w gore, —P,+R—€Q—P,—=0 czyli
(23) R=P,+ P;-+ Q.

Oblicziny moment ogdlny sit wzgledem punktu stycznosei .
7 warunku momentu otrzymamy

(24) —Pipi+0Qq+ Pyp;=0,

gdzie p,, p, i ¢ oznaczajg ramiona sit Py, P, i @ wzgledem (. Kla-
dac r=0PB (gdzie O jest $rodkiem §rednicy AB), otrzymamy:

(25) P1=Ps="1COS @, q=08"sin ¢,
o poniewaz OS=2r/z (str.179), wiec

27 sin
(26) — rsing

T

7 (25) 1 (26) dostaniemy przez podstawienie w (24)

2
(Py—P)rcos g+ 7Q;m¢ =0
czyli
(27) tg =1 TIT

2Q
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§10. Tarcie. Niech dwa ciala 1 i II, bedace w spoczynku,
stykajq si¢ w punkecie 4 i niech maja w tym punkcie wspolng plasz-
czyzne styczng Il. Oznaczmy przez R re;ﬁ(cj(g %z jakg w punkcie 4
dziala ciato I1 na ciato I. Jezeli ciata nie sg gladkie, to reakcja R
nie jest do plaszezyzny I7 prostopadia.

Niechaj « bedzie katem, jaki R tworzy

z normalng » do I1. 0
Oznaczajac przez N skladowsy normalng,

a przez T sktadows styczng czyli tarcie i kla- w

dac R=|R|, N=|N|, T—=|T|, otrzymujemy: N?)

(1) T—=R sin a, N=Rcosa, Y T
skad
(2) T=N tga.

Dosdwiadczenie pokazuje, ze kgt « nie moze przekroezy¢ pewnej
granicy, zaleznej od natury powierzchni ciat T i TI1.

Oznaczmy przez ¢ maksymalng wartosé kata a w punkeie A
dla danej pary ciat 1 7 11 w polozeniu réwnowagi. Mamy wiec 0<a<{g
czyli 0<Ctga<{tge, skad na mocy (2)

(3) T< N tg .

Kladae f=1tg¢e, dostaniemy
(4) T<NT.

Liczbe f nazywamy wspdlezynnikiem statycenym tarcia dla danej
pary ciat 1 i 11 w punkcie stycznodei A.

WeZzmy pod uwage stozek obrotowy o wierzechotku A, a kto-
rego osig jest normalna », nachylona do tworzgceych stozka pod
katem ¢. Stozek ten nazywamy stoikiem tarcia w punkcie A.

Poniewaz a<{¢, wiec reakcja ledy wewnaqtrz stoika tarcia lub na
jego powierzchna.

Podobnie jak dla podpor gladkich (str. 263), przyjmujemy
réwniez w przypadku tarcia zasade nastepujgcg:

Jezeli cialo sztywne opiera si¢ na podporach i sq do pomyslenia
reakeje (ledace wewnatrz stoikéw tarcia), rownowazaqce si¢ z sitamd,
jakie dziatajq na ciato, to reakeje te wystapia w rzeczywistosei (jezels
w chwili poczatkowej cialo bylo w spoczynku ).
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Przyklad 1. Pret ciezki AB, lezgcy na plaszezyznie pionowej,
opiera si¢ na plaszezyznach poziomej i pionowej. Wspdlezynniki
tarcia w A i B sy f, i f,. Zbadadé warunki réwnowagi.

Wezmy pod uwage stozki tarcia w 4 1 B.
Tworzgce tych stozkow sg nachylone do normal-
nych w A4 i B pod katami ¢, i ¢,, gdzie tg ¢,=7f,
itg@,=f,. Reakecje B, i B, w A i B muszy le-
zZe¢ wewnatrz lub na powierzchni tych stozkéw.

Na pret AB dziataja trzy sity: R, B, i cie-
zar @, zaczepiony w drodku ciezkogci S.

Jezell pret jest w rownowadze, to kierunki tych sil przechodzg
przez jeden punkt € (str.250). Punkt ten musi oczywidcie lezeé
we wspolnym obszarze obu stozkéw tarcia (p. obszar zacieniowany
na rysunku), gdyz kierunki reakcyj R, i R, moga sie tylko prze-
cina¢ w tym obszarze. Kierunek sily ciezkodci musi zatem prze-
chodzi¢ przez obszar wspélny obu stozkow tarcia.

Na odwrdt, jezeli kierunek ciezaru ¢ przechodzi przez wspolny
obszar stozkéw tarcia, to pret moze pozostawaé w réwnowadze.
Obierzmy bowiem na pionie przechodzacym przez 8 dowolny punkt ¢
wewnatrz wspolnego obszaru stozkéw tarcia. fiatwo widzied, ze moga
wystapié reakcje R, i R, majace kierunck AC i B(C i réownowazgce
ciezar Q. A wiec pret moze w tym przypadku pozostawaé w réowno-
wadze.

Gdyby srodek ciezkodci lezal w takim punkcie §’, ze pion
przechodzacy przez ten punkt nie przecinatby wspoélnego obszaru
stozkow tarcia, to réwnowaga preta bylaby niemozliwa.

A wiece: warunkiem koniecznym i wystarczajacym dla réwnowagi
preta jest to, by kierunek cigéaru przechodzil przez wspdlny obszar stos-
kow tarcia.

Polozmy: AB=l, AS=d, BS=d’ i oznaczmy przez a kat, jaki
AB tworzy z poziomem. Obierzmy osie « i y ukladu wspélrzednych
Jak na rysunku i zalézmy, ze pret jest w rownowadze. Z warunkow
rzutéw i momentu wzgledem O otrzymamy:

(5) R, -+ Ry =0, R]y+ I{ZH—Q:O,
oraz _R‘u dcosa-+ Ry Isina+Qd cosa=0 czyli
(6) ~R1!;d + By ltga+ Qd'=0.
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Mamy ponadto nieréwnosei nastepujace:
(7) L RS Ry [y, | < R, fo.

Ze wzordéw (b)) i (6) nie mozemy reakeyj wyznaczyé. Zwigzki
(5)-(7) pozwalaja nam tylko podaé granice, ktoryeh nie mogg
przekroczyé sktadowe reakeyj.

Oznaczmy przez z, odcieta punktu 8, a przez & odcieta pun-
ktu G, w ktérym przecinaja sie tworzace skrajne stozkéw tarcia.
Réwnowaga nastapi, jezeli

(8) Ep.
Aby wyznaczyé & napiszmy rownania prostych BG i AG:
y=Ff, o+ 1s8ina, y=—(x—lcosa)/f,.
Punkt G jest p‘unk‘rem przeciecia tych prostych, wiec

fltg e
1+f1f2

Poniewaz zas x,=d’ cosa, wige nieréwnosé (8) przyjmuje postac
(10) (1 —f, tg @) [(1+f ) <d L.

Rownowaga nastapi, jezeli lewa strona tej nieréwnosci jest
liczba ujemng lub zerem. W tym przypadku jest 1—f tga<<0, wigc
1/fi<tga czyli ctg ¢, <tga, zatem 7/2—g¢,<a.

Jezeli wiee m/2—q@,<la, to réwnowaga nastapi. Jezeli zas
7t/2—@;>a, to lewa strona nieréwnosci (10) bedzie dodatnia i rowno-
waga nhie zajdzie przy zbyt malym d'.

Wyniki te latwo sprawdzié na rysunku (str.272).

Przyktad 2. Belka I przechodzi luzno przez wyciecie w belce 1.
Na belke TT dziata sita P réwnolegla do belki 1. Belki sg pmyusmgte
do siebie w punktach 4 i B. 7

Wyznaczmy stozki tarcia w 4 Ry
i B. Jezeli kierunck sity P przejdzie ———Al.— 1" o =

przez obszar wspolny stozkow tarcia, | T, %/
to w A 1 B wystapia dzialajace na ‘ B:‘ ‘ ! 2
belke 11 reakcje R, i R, ktore zrow- IR 1;5
nowazg sile P. Wowezas belka 1T sie , .
nie poruszy: nastapi t.zw. zacinanie. S ~
7 rys. latwo widzieé, ze zacinania nie bedzie, jezeli sila P’
bedzie miata poczatek w poblizu belki I i bedzie do niej réwnolegla.
Wtedy bowiem kierunek sity P’ nie przejdzie przez wspolng
czesé obu stozkéw tarcia; réwnowaga nie bedzie wiee mozliwa.
S. Banach. Mechaunika. 18

08 .

(9) E—:
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§ 11. Warunki réwnowagi nie zawierajace reakeji.
Warunek réwnowagi sil dzialajacych na cialo sztywne, podany na
str. 261, wyraza zwigzek zachodzacy miedzy silami dziatajacymi
a reakcejami. Obecnie podamy kilka przykladéw, w ktérych warunki
réwnowagi sit dzialajacych mozna bedzie odnie$é do samych tylko
sit dziatajgcyeh z pominieciem reakeji.

Ciatlo o punkecie nieruchomym. Niech cialo sztywne ma
jeden punkt unieruchomiony, np. punkt 0. Mozemy wiec przyjaé,
ze cialo jest swobodne i ze w punkcie O dziala reakeja B, przytrzy-
mujgca punkt O.

Zalézmy dalej, ze cialo jest w réwnowadze pod dziataniem
sit P1,P,,...,P,. Sily te réwnowazg sie zatem z reakcja R. Z wa-
runkow rownowagi wynika, ze zaréwno suma sil, jak 1 moment
wzgledem punktu 0, 83 rowne zeru czyli:

(1) R+ XP;=0,
(1) Y Memg P;= 0.

W réwnaniu (1) nie wystepuje reakcja R, gdyz moment jej
wzgledem O (jako sily o poczatku O) jest zerem. Z réwnania (1)

mozemy wyznaczy¢ R. Mamy
(2) R=—-2XP,.

Réwnanie (1) stanowi warunek konieczny, jaki muszg spelniaé
sity dzialajace Pi,Ps,...,P, w przypadku réwnowagi.
Dowiedziemy teraz, ze warunek (1) jest réw-
niez warunkiem wystarczajacym réwnowagi.
Zatézmy, ze uklad sit Py, Ps,..., P, spekia
rownanie (I), czyli ze moment ukladu tych
sit wzgledem O jest zerem. Wynika stad, ze
sity Py, Py,..., P, maja wypadkowa P=XP;
o poczatku w O (str. 26). Ot6z sila P, zacze-
piona w O, nie moze poruszyé danego ciala, bedacego w spo-
czynku, gdyz punkt O jest nieruchomy. Ukltad sit Py, Py,..., P, (r6-
wnowazny sile P) jest zatem w réwnowadze.

~or

2

A wiec: warunkiem kontecznym ¢ wystarczajgcym na to, by uklad
sit, deialajqeych na cialo sztywne unieruchomione w jednym punkeie O,
byl w réwnowadze, jest, by moment ogolny sil dzialajqeych wzgledem
punktu O byt zerem (czyli aby uklad miat wypadkows przechodzacy
przez O).
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Cialo o osi nieruchomej. Niech ciato sztywne ma unie-
ruchomiong pewng prosta [ (wystarczy w tym celu np. unieruchomié
dwa punkty tej prostej). Cialo sztywne moze sie woéwezas tylko
obraca¢ okolo osi I. Mozemy przyjaé, ze cialo jest swobodne i ze
w punktach potozonyeh na osi zaczepione sa sily reakcyjne, dzieki
ktorym o jest nieruchoma.

Zalozmy, ze cialo jest w réwnowadze pod dzialaniem sit {P;).
Zatem sily {P; réwnowazg si¢ z sitami reakcyjnymi. Z warunkéw
rownowagi wynika, ze moment ogélny tych sit wzgledem osi I jest
rowny zeru. Poniewaz moment sit reakeyjnych wzgledem osi I, jako
sil 0 poczatkach polozonych na osi, jest zerem, wiee moment ogélny
sit {P;} wagledem osi I jest zerem czyli

(11) X Mom,; P;=0.

W réwnanin (1I) sily reakeyjne nie wystepuja. RoOwnanie to
jest zatem warunkiem koniecznym, jaki musi spelniaé dany uklad
sit {P;}, by cialo bylo w réwnowadze.

Udowodnimy teraz, ze warunek (I1) jest rowniez warunkiem
wystarczajgecym rownowagi.

Zatézmy wiec, ze dowolny uktad sit Py, ..., P,
spelnia warunek (IT). Obierzmy dowolny punkt
O na osi I. Na mocy twierdzenia o redukeji
- (str. 241), dany uklad sil jest réwnowazny
ukladowi zlozonemu z dwéch sit S i T, z kto-
rych § ma poczatek w O. Poniewaz moment
ogllny sit Py, Ps,...,P, wzgledem 1 jest zerem,
wiec moment ogélny sit S i 7 wazgledem 1 jest
rowniez zerem. Z uwagi na to, ze Mom;S=0 (gdyz sila S zacze-
piona jest w punkcie O, polozonym na 1), musi tez byé Mom, 7 =0.
Zatem sita T badz przecina I, bads jest rownolegla do I

Wezmy pod uwage na osi I dowolny punkt O'==0. Niechaj A
bedzie poczatkiem sity 7. Poniewaz sita 7T lezy w plaszezyZnie prze-
chodzacej przez 1 i A, wiec mozemy roztozyé T na dwie sity 7, i T,
o kierunkach 04 i 0’4, a nastepnie przesunaé ich punkty zaczepie-
niado O 1i 0. Wykdmhémv w fen sposdb, ze uklad sil P;,Pz, ,P,
rownowazny jest ukladowi sil, zaczepionych w punktach osi 1.

Poniewaz jest oczywistym, ze sily zaczepione w punktach osi {
unieruchomionej z zatozenia, nie poruszg ciata bedacego w spoczynku,
wige dany uklad sit dzialajacych Py, P,,...,P, jest w réwnowadze.

18*
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Zatem: warunkiem koniecenym i wystarczajqeym na to, by uktad
sit deialajacych na cialo sztywne, majqee 0§ nieruchoma, byt w réwno-
wadze, jest to, by moment ogdlny wukladu sit wzgledem tej osi byl
zerem.

Uwaga. Niech IT bedzie dowolng plaszezyzng prostopadla do
prostej l, a 0; punktem przebicia plaszezyzny I7 osig l. Oznaczmy
przez Py, Ph,... rzuty na plaszezyzne IT sit dziatajacych Py, P,,...
Z okredlenia momentu wzgledem osi (str. 237) wynika, ze moment
sily P; wzgledem O, réwna sie momentowi sity P; wzgledem [. Zatem
moment ogélny sit {P}} wzgledem punktu O, réwny jest momentowi
ogélnemu sit | P} wzgledem osi 1.

A wiee: warunkiem koniecanym 1 wystarczajacym rownowags
ukladu sit { Py jest to, by moment ogdlny sit |P;) wzgledem O, byl
zerem.

Warunek ten ma takg -postaé, jak gdyby rzut ciata na plasz-
czyzne II miat punkt O, unieruchomiony i jak gdyby na rzut ciala
dziataly rzuty sit P, P,,...

Aby wiedzieé, czy uklad sit dziatajacych na cialo sztywne, ma-
jace of nieruchoms, jest w réwnowadze, wystarczy wiec znaé tylko
rzuty sil dzialajacych na plaszezyzne prostopadia do osi i punkt
przeciecia osi z ta plaszezyzna.

Jiato ptasko prowadzone. Niechaj cialo sztywne moze sie
poruszaé¢ tylko w ten sposob, ze tor kazdego punktu jest plaski
i lezy w plaszczyznie réwnoleglej do pewnej
plaszezyzny statej I1.

Méwimy wowezas, ze cialo moze od-
bywaé jedynic ruch plaski lub ze jest
plasko prowadzone, a plaszezyzne IT nazy-
wamy plaszezyznag kierowniczq.

Przykladem ciata plasko prowadzonego
jest walec, ktérego podstawy leza na
dwoch plaszezyznach rownoleglyeh 111 117
Jezeli nie ma tarcia, to reakcje plaszezyzn JI 1 II' sa do tych
plaszezyzn prostopadie.

Zatozymy ogdlnie, ze dlekroé nie ma tarcia, reakeje, dzight
ktérym ciato wykonywadé moze tylko vuch plaski, sq prostopadte do
plaszezyany kierowniczej I1.
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Oczywistym jest zatem, ze uklad sil prostopadiych do plasz-
czyzny kierowniczej jest w réwnowadze, t.zn. ze sily prostopadie
do IT nie mogsg poruszyé ciala plasko prowadzonego, bedacego
w spoczynku.

Niechaj ciato plagsko prowadzone bedzie w réwnowadze pod
dziataniem ukladu sit P,,P,,... Sily dzialajace réwnowazg sie wiec
z reakejami B, R,, ..., czyli tworzg uklad rownowazny zeru. Wynika
stad, ze rzuty sit P, P,,... i reakcyj R,R, ... na pl(mn/yy?ne kie-
rowniczg IT tworzg réwniez uklad réownowazny zeru. Poniewaz rzuty
reakcyj sa zerami (gdya reakcje sa prostopadie do II), wiec same
rzuty Py, P, ... sit Py, P, ... na plaszezyzne kierownicza tez tworzg
uklad réwnowazny zeru.

Niech O bedzie dowolnym punktem plaszezyzny I1. Jezell sily
P, P,,... s w rownowadze, otrzymamy:

(3) X Pi=0, X Momyg P;= 0.

Warunek (3) jest wice warunkiem koniecznym rownowagi
uktadu sit Py, Py, ... Udowodnimy, ze jest on rowniez warunkiem
dostatecznym.

Zalozmy w tym celu, ze uklad sit Py, P,, ... spelnia réwnania (3).
Na mocy twierdzenia o redukeji uklad ten jest rownowazny ukla-
dowi zlozonemu z sity P=XP; i pewnej pary U,—U. Oznaczmy
przez P, Ui —U' rzuty tych sit na plaszezyzne II. Na mocy (3)
otrzymamy:

P =, Mom (U',—U")=0.

Zatem P jest prostopadie do IT; para za§ U,—U lesy w plasz-
ezyinie prostopadiej do IT. Mozemy wiec pare U, —U obrécié w jej
plaszezyZnie (nie zmieniajac momentu) tak, aby w nowym polo-
zeniu obie sity byty prostopadle do II. Oznaczajac przez V,—V
nows parve réwnowazng dawnej, widzimy, ze uklad sit P, Py ...
réwnowazny jest uktadowi sit P, V i —V, prostopadtych do II.
Wrynika stgd, ze uklad P, P,,... jest w réwnowadze.

A wiec: warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by uktad
il dziatajacych na cialo sztywne plasko prowadzone byl w réwno-
wadze, jest by rzuty tych sit na plaszezyzne kierowniczq tworzyly wktad
OWNROWAENY 2V,

Aby wiec zbadaé, czy uklad sit dziatajacych na ciato plasko
prowadzone jest w rownowadze, wystarczy znaé tylko rzuty sit
dzialajacych na plaszezyzne kierowniczg.
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Przyktad 1. Diwignia. Belke majaca unieruchomiong o§
poziomsg, do niej prostopadly, nazywamy déwigniq.

Zakladamy, ze sily dziatajace na dzwignie leza w jednej plasz-
czyznie II, prostopadlej do osi obrotu i przechodzacej przez srodek
ciezkosei.

Oznaczmy przez @,Q,,... sily dzialajace na belke, zaczepione
w punktach 4,,4,,..., przez @ ciezar belki, zaczepiony w jej srodku
ciezkosei S, przez Q,,0Q,,...,Q wartosci bezwzgledne, a przez GrsGay -y q
ramiona tych sit wzgledem punktu przebicia O plaszezyzny II osig
obrotu (rys. 1).

Moment uktadu sit @,Q,,...,Q wzgledem osi obrotu jest w tym
przypadku ré6wny momentowi tego ukladu wzgledem O. Sity dzia-
lajace beda zatem w réwnowadze, jezeli suma ich momentéw wzgle-
dem O bedzie zerem. Warunek réwnowagi mozemy wiec napisad
w postaci

(4) T+ Qeat ... £Qq=0,

gdzie znaki 4 i — przyjmujemy wedlug reguly podanej na str. 238,

Zatozmy, ze Srodek ciezkosei lezy pod osig obrotu, gdy belka
ma polozenie poziome. Wynika stad oczywidcie, ze dla belki, na
ktorg nie dzialaja zadne sily (opréez ciezkodei), polozenie poziome
jest polozeniem réwnowagi. Zalézmy ponadto, ze sity dzialajgce
maja kierunek pionowy (rys. 2).

Niech ¢ oznacza kat, jaki belka tworzy z poziomem. Poniewaz
08 jest prostopadle do belki, wigc 08 tworzy = pionem réwniez
kat ¢. Mamy zatem:
¢, =04, cos p, ¢s =04, cos g, . ¢=08 sin ¢,
skad przez podstawienie w (4)

(+Q1-04, 4 Q- 04,4 ...) c0s g+ Q-08 sin p—0,
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czyli, dzielgc przez cos g,
(5) £ Q04+ Q04+ ... £Q-08tgp—0.

Znajac sity @,@,,...,Q, mozemy obliczyé z roéwnania (5)
kgt ¢, jaki belka tworzy z poziomem w polozeniu réwnowagi.

W szezegélnodei, gdy na belke dzialaja tylko dwie sity Qi @,
skierowane w dél i uczepione po przeciwnych stronach belki (jak na
rys. 3, str. 278), otrzymamy z (H) —@;-0A-+0Q, OB—Q-08-tgp=0
ezyli

(6) 8¢ = (Qa- 0 B—Q,-04)/Q-08.
Jezeli ¢=0 (t.]j. jezeli belka jest w réownowadze w polozeniu

poziomym), otrzymamy
- 04=10y0B.

W szezegélnosei wiec, jezeli 0A=05B, to @;=0,.
Na tej zasadzie polega przyrzad zwany wagq, stuzacy do po-
réwnywania ciezaréw dwoch cial, a posrednio ich mas.

Przyklad 2. Ciato sztywne, majace of !
unieruchomiong, jest w rownowadze pod dzia-
taniem sit Py, Py,...,P, o punktach zaczepienia
A4, Agy...; A,. Podaé warunki konieczne i do- £
stateczne, jakie musza spelniaé te sily, by ciato
pozostawato nadal w réwnowadze, jezeli obro-
cimy je okolo osi I o dowolny kat a, nie zmie-
niajac przy tym kierunkéw, zwrotow, wielkodei,
ani punktéw zaczepienia (w ciele) tych sit.

Przyjmijmy o8 1 za o$ z ukladu wspélrzednych i oznaczmy
PrZezZ Xy,Y1, %1y ToyYay2ay ... WSpOIrzedne punktow zaczepienia A4, A,, ...,
Q@ PrZez X1,Y1,%1, Lo, Y222, ... Wspolrzedne punktow Ai, As,..., w ktore
przeszly punkty A4,,A4,,... przy obrocie ciala o kat a wokolo osi [.
Niech By i B beda rzutami punktéw A, i A7 na plaszezyzne xy,
a ¢ katem miedzy OB a osig x. Kladac ri=O0B;=0B;, mamy:

(7) Oy =17 COS @, Yy =1y 8in g,

(8) 21 =11 co8 (p+a), Yy =rysin{p+a), 2= 2.
Zatem @ —=¥; COSQ COSa — 1y sing sina, skad na mocy (7)

(9) ) =xc08¢ —y; sina i podobnie  y|=yico8a-} #3ina.

Analogiczne wzory otrzymamy dla pozostalych punktow 43, Az, ...
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Poniewaz po obrocie o kat o ciato ma zachowad réwnowage,
wige moment sit wzgledem osi 2 musi byé¢ zerem cayli

2(P; . y; —P; wi)==0.
Podstawiajac zamiast 7, y; wyrazenia ze wzoréw (9), otrzymamy
(10) cosa X(P; y; — Py, w;) + sina 2 (P a; + P; y;)=0.

Poniewaz rownowaga zachodzi dla a=0, w 1ec wstawiajac a=10
do wzoru (10), otrzymamy

(11) 2(P; oy — P“/ x;)=0.
Z (10) mamy dla a=mn/2
(12) 2Py w;+ Py, y;)=0.

Na odwrdt, jezeli zachodza warunki (11) i (12), to zachodzi
oczywiscie warunek (10) dla kazdego «. Réwnania (11) i (12) sa
wige szukanymi warunkami koniecznymi i wystarczajacymi.

Wyznaczanie reakeyj dziatajacych na 0§ nieruchoma.
Niech cialo sztywne ma prosta ! unieruchomiong w dwéch punksach
0 i 0. Mozemy wowczas przyjac, ze sily reakeyjne zaczepione sg
w punktach 0 i 0.

Zatézmy, ze uklad | Py sit dzialajacych na cialo jest wréownowadze.

Niech punkt O bedzie poczatkiem ukladu wspol-
rz¢dnych, a of ! osig z-6w. Oznaczmy przez m, ;2
wspolrzedne punktéw zaczepienia sit {P;), przez
R i N reakcje w punktach O i 0, a przez d
dlugosé odeinka 00

Poniewaz uktad sit {P;) wraz z veakcjami B i N jest w rowno-

wadze, wiee tworzge rzuty sumy i momentu ogdlnego wzglqdem 0
na osie uktadu wspolrzednyech, otrzymamy sze$é rdwnan:

(1) EP,'\JFR + N, =0,
(11) XP;,+ Ry + N,=0,
(]I]') LP1:+I{Z+N2 - 07
(1v) Z(Py,2; —Piy;) + Nyd =0,

(V) | Z(Plzm’t_'P' ) — Nxd: 07
(vi) (P4 — Py ;) = 0.
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Z réwnan (1v) i (v) mozemy wyznaczyé N, i N,. Nastepnie
wyznaczamy K, i R, z rownan (1) 1 (I1). Wreszcie obliczamy R.+N,
z réwnania (I11).

Widzimy wiec, ze rownania powyzsze nie pozwalaja wyznaczyd
reakeji. Niewiadomych jest wprawdzie szesé (Ry, Ry, K. i Ny Ny, N),
t.j. tyle ile réwnan, wystepuja one jednak tylko w pieciu réwna-
niach. Rownanie (V1) wyraza warunek réwnowagi sil dziatajgcych.
Z réwnan (1)-(v) mozemy wyznaczy¢ tylko sktadowe reakeji, prosto-
padie do osi [, 1 sume skladowych réwnolegtych do osi 1.

Zadania, w ktorych sity reakeyjne nie daja sie wyznaczyé
z warunkow réwnowagi, nazywamy statycznic nicwyenacsalniymi.

A wige obliczenie reakeyj ciata sztywnego, uniernchomionego
w dwdch punktach jest statyeznie niewyznaczalne.

Jozell zalozymy, ze dane cialo nie jest ciatem sztywnym, lecz
cialem mogacym ulega¢ znieksztalceniom; to opie-

rajge sie na teorii sprezystosei, mogliby$my sily re- !

akeyjne obliczyd. ) _
Zadanic nasze mozemy uezynié¢ statyeznie wy- Uk N

znaczalnym, przyjmujge, ze punkt O’ jest unieru-

chomiony w &. zw. lodysku szyjnym bez tarcia. A
Reakeja N jest wtedy prostopadia do osi 1.

Mamy w tym przypadku N.=0, mozemy wiee wy- q:

znaczy¢ R, z réwnania (III). I.

Przyklad 3. Plyta ciezka prostokatna ma o poziomg ! unie-
ruchomiong w punktach 0 i 0’ (lozysko szyjne). Srodek boku réwno-
legltego do osi jest punktem zaczepienia sity P prostopadlej do
plyty. Dane sa: ciezar @ o poczatku w $rodku 8 prostokata, boki
prostokgta aib oraz dhugodé d-=00'. Wyznaczyé
w polozeniu réwnowagi reakcje R i N (w O
10’) oraz kat ¢, jaki pltyta tworzy z poziomem.

Niech O bedzie poczatkiem, a o8 1 osig 2
uktadu wspolrzednych; nadajmy osi @ kierunek
poziomy, a 0si y kierunek pionowy ku goérze.
Bedziemy mogli zastosowadé réwnania (1)-(vIi),

2. str. 280. ,

Punkt S ma wspolrzedne lacose, Lasing, |b; punkt 4 zad

acos @, asing, Lb. Mamy: T
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@==0, Q,=—Q, Q.=0, gdzie Q=|Q|;
P—=—Psing, P,=Pcosg, P.=0, gdzie P—|P|

7 uwagi, ze N,=0, dostaniemy na mocy wzoréw (1)-(VI), str. 280:
—Psin ¢g+RA+N,=0, P cos 9 —Q+Ry+N,=0, R.=0,
JbPcosg— Qb +Nyd—=0, LbPsing—N.d=0, —Pa+)Qacosqp=0.

7 ostatniego réwnania otrzymujemy cos ¢=2P/(Q, a z pozo-
statych rownan wyznaczamy R., R, i N, N,. Mamy R.=N,=0.

Oczywidcie rownowaga jest mozliwa, jezeli 2P/Q<1, t.]j.
jezeli P<<Q/2.

§12. Réwnowaga cial ciezkich podpartyeh. Jezeli cialo
sztywne, na ktore nie dzialajg zadne sily procz sity ciezkosci, opiera
sie na plaszezyznie poziomej I7 i jest w réwnowadze, to sity reakeyjne
z jakimi plaszezyzna dziala na cialo (w punktach  podparecia) réwno-
wazg sie z sitami ciezkosci.

Zalozmy, ze plaszezyzna podpierajaca IT jest gladka. Reakcje
sa wtedy prostopadle do plaszezyzny; maja wiee wypadkows F,
zaczepiong w pewnym punkcie O plaszezyzny II. Punkt O nazwa-
Lismy $rodkiem cisnied (str. 264). Sily ciezkosci dzialajace na dane
cialo sztywne maja wypadkowa @, zaczepiona w frodku ciezkogei S.

Gdy cialo jest w rownowadze, sity F i Q
rownowazy sie nawzajem. Zatem F-Q=0,
a ponadto F i@ leza na jednej prostej. Wobec
tego Srodek cidnien lezy w punkcie prze-
ciecin sie kierunku sity @ z plaszezyzng IT.
Srodek cignienn O jest wiee rzutem §rodka ciez-
kosci § na plaszezyzne podpierajacg I1.

Jezeli cialo opiera si¢ na plaszczyznie I7 tylko w jednym
punkeie O i jest w réwnowadze, to reakcja zaczepiona jest w O.
Zatem frodek ciezko$ei lezy wowezas nad punktem oparcia.

Niech teraz cialo opiera sie na plaszezyznie IT w punktach
AqyAgy... 1 niech C bedzie dowolnag linia zamkniety wypukla, ota-
czajacg wszystkie punkty oparecia A4,, 4,,.... Udowodnimy, ze wowezas
srodek cisnien O lezy réwniez badZ wewnatrz, badz na samej linii C.

Przypusémy bowiem, ze §rodek ciniert lezy zewngtrz linii (
w punkcie O'. Poprowadimy dowolng prosta ! w plaszezyznie I7,
tak by punkt O’ i linia ¢ lezaly po przeciwnych stronach prostej I.
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Momenty sil reakcyjnych wzgledem prostej ! bylyby wiec skiero-
wane przeciwnie niz moment sity F. Jest to jednak niemozliwe,
gdyz moment ogélny sil reakeyjnych jest rowny momentowi sity F.
Istotnie wiec Srodek cidnien musi leze¢ wewnatrz obwodu wypu-
klego C. Jezeli I jest najmniejsza linia wypukla (na rysunku la-
mana A, 4d,, A, A,), W obrebie ktorej leza punkty oparcial), to §ro-
dek cidnien lezy takze w obrebie tej linii. Poniewaz zalozylismy,
ze cialo jest w réwnowadze, wiec kierunek sity ciezkosei przechodzi
przez frodek cignien, trafia zatem rowniez w obreb linii K.

Udowodnimy teraz, ze jezeli ciezar trafia w obreb linii K, to
wystapig reakeje, ktore zréwnowazg ciezar.

-

Rozpatrzymy dwa przypadki:

1% Ciato podparte jest w dwédéch punktach A i B.
W tym przypadku linig K jest odcinek AB. Jezeli kierunek sily
ciezkodel przechodzi przez punkt G odeinka AB, to istnieja dwie
sily reakeyjne R, i R, o poczatkach w 4 i B, skierowane pionowo
w gore. Sity te mozna wyznaczyé graficznie jak na str. 257, lub ra-
chunkowo jak w przykladzie 4, str. 267. Wynika stad na mocy za-
sady podanej na str. 263, ze reakeje zrownowaza ciezar.

20 Oiato podparte jest w »n>2 punktach. Jezeli punkty
te lezg na jednej prostej, to oznaczajac przez A i B skrajne punkty
opscia, mozemy postapié¢ jak w przypadku 1° Przypusémy wiec,
ze punkty oparcia nie lezg wszystkie na jednej prostej. Jezeli sita
ciezkodei trafia w obreb linii K w punkecie O, to mozemy znalezé
takie trzy punkty oparcia, ze punkt O lezeé¢ bedzie w obrebie
tréjkata, ktérego punkty te sa wierzchotkami (punkty A,, A; A4, na
rysunku)., Jak wykazemy za chwile (str. 284, przyklad 4), mozna
wowezas wyznaczyé reakcje, zaczepione w wierzchotkach tego tréj-
kata i rownowazgce site ciezkoscei.

Mamy wiec twierdzenie nastepujgce:

Jezeli ciezkie cialo satywne opiera sie na plaszezyinie poziomej
gtadkiej, to warunkiem koniecznym i wystarczajqcym na to, aby reakeje
plaszczyeny mogly zréwnowasyé cigiar ciata jest, by sita cieskosci tra-
fiala w obreb najmniejszej linii wypuklej K, obejmujqcej wszystkie
punkly oparcia.

1) W geometrii dowodzi sie, Ze linia taka zawsze istnieje i miesci sie we-
wnatrz kazdej linii wypuklej, obejmujacej punkty oparcia.
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Ogdlniej: niech cialo sztywne opicra si¢ na powierzchni po-
ziomej gladkiej i niech oprdez sity ciezkogei dzialaja na nie inne
jeszeze sity. Jezeli cialo jest w réwnowadze, to wypadkowa reakeyj F
rownowazy sity dziatajace. Wynika stad, ze sity dzialajace na cialo
maja wypadkows pionowa -—F, ktérej kierunek przechodzi przez
srodek cignient 0, a wiec trafia w obreb linii A. Na odwrdt, jezeli
silty dziatajace maja wypadkowsa pionowa, skierowang w dot i tra-
fiajaca w obreb linii K, to wystapia reakcje, réownowazace sily
dziatajace na ciato. Dowdd przeprowadza si¢ jak poprzednio.

Przyllad 4. Stolek o trzech nogach opiera sie na podiodze I1.
Wyznaczyé reakceje w punktach opareia A,, Ay, A, przy zalozeniu,
Ze nie ma tarcia.

Oznaczmy przez S srodek ciezkosei stotka, przez 8’ rzut 8
na I, przez Q cieiar stolka, a przez R, R, R, reakcje (rys.1).

Zadanie rozwigzemy najprodciej, obliczajac momenty ogdlne
sit wzgledem prostych 4,4, A,4, A;4,; oczywidcie momenty te
§9 zerami.

Niech h, oznacza odleglodé A4, od A A,
a w, odleglosé¢ S’ od 4,4, Tworzgc moment
wzgledem osi . A, 4, otrzymamy:

Rohg—Quwy,—0, gdzie Ry=|R)| i 0Q=|Q|,

gdyz momenty sit 2, i B, sa zerami. Zatem
1 Ry = Quw, k.
Analogicznie otrzymamy:
Ry=Quw,/h i Ry=Qw, | h,.

Przyklad 5. Niech cialo sztywne spoczywa na plaszezyznie
poziomej II na n punktach oparcia Ay Ay, ..., A,. Przyjmijmy pla-
szezyzne IT za  plaszezyzne xy ukladu  wspdlrzednych (z,y,2
i oznaczmy przez Y., 0, Ly ¥e, 0y ...y 1y ¥4, © WspOlrzedne punktow
oparcia Ay, As, ..., A,, zas§ przez ®g, ¥y, 2 ;
wspolrzedne s§rodka ‘eiQZkoéoi S (rys. 2).

Niechaj Ri,Rs,..., R, oznaczaja reakcje,
Q ciezar, za§ Ry, Ry ...,R, 1 Q wartodci bez-
wzgledne tych sil.

Tworzae rzuty na osie ukladu wspol-
rzednyeh, otrzymamy dla rzutu na o$ 2

(13) Ri+ R+ ...+ R, —Q=0.
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Pozostale dwa rownania odpadaja, gdyz daja tozsamosciowo 0.
Tworzac nastepnie momenty wzgledem poczgtku ukladu wspot-
rzednych, otrzymamy tylko dwa réwnania:

(14) —Ryy;— Royyg—... +Quy =0, Ryw, + Ryxg+ .oo—Quwy =0,

gdyz momer., sit wzgledem osi z jest zerem.

Mamy wobec tego trzy tylko rownania dla wyznaczenia reakeyj.
Jezeli wiec n>3, to roakeyj nie bedziemy mogli wyznaczy¢. Za-
danie wyznaczenia reakeyj w przypadku np. stolu opierajacego sie
na czterech nogach jest wige statycznie niewyznaczalnym (p. str. 281).

Jezeli natomiast ciato podparte w #n>>3 punkbtach nic jest
sztywne, to reakcje mozna wyznaczy¢, opierajac si¢ na teorii spre-
zystogei. Okazemy to na przykladzie nastepnym.

Przyklad 6. $t61 prostokatny opiera si¢ na czterech nogach
w punktach A,, Ay A, A, plaszezyzny poziomej gladkiej I1.

Oznaczmy przez Ry,Ry, Ry R, veakcje, przez @ ciezar, a przez
R,, Iy, Roy ), @ wartosci bezwzgledne tych sit. Zalézmy, ze punkty
Ay, Ag, Ay, A, sa wierzehotkami prostokata i polézmy:

(15) A Ay =Ag A, —=a,  Ajdg—A, A;=b.

Przyimijmy A4, za poczatek ukladu wspolrzednyeh, a proste
A Asi A, A, 7za osie ¢ 1y, nadajac osi z zwrot ku gorze. Oznaczm
1442 14+4 g
wreszcie praez xy, i, 2, Wspolrzedne srodka 7

ciezkosei S plyty danego stotu.
. . 8
Tworzge rzuty sit na osie ukladu & !
, . s
wspolrzednych, oraz momenty sit wzgledem [
; , . . 8, CB,
tych osi, otrzymamy (por. rownania (13) ‘
i (14) przykladu 5): PRI 4oy
-7 AN
\ N N A Y
(16) R4 Ry + By + Ry - Q=0 N
1. ] 4

(17) ARyt BEYb+Quy=0, (Ry+Ry)a Qe 0. 4

7 réwnan tych wyznaczy¢ reakeyj nie mozha.

Zatézmy jednak, ze plyta stolu i plaszezyzna IT (na ktorej
opieraja sie nogi stolu) sa sztywne, natomiast, ze nogi stotu sztywne
nie sa, lecz ulegaja $cidnieniu, i ze rcakcje sg proporcjonalne (co
do wielkogei) do skrécenia poszezegolnych nog.
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Jezeli wiec przez ! oznaczymy pierwotng dlugo$é nédg, zag
Przez 2,,2,,2;5,2, ich dlugodci po dcisnieniu, to skréeenia wyniosa
l—2,, l—2y, l—25, l--2;,, skad w my$l zalozenia:

(18)  Ry=mll—z), Ry=m(l—2z), Ry=m(l—z), R=m(l—2,),

gdzie m jest wspolezynnikiem proporcjonalnosei.

Roéwnania (16), (17) i (18) stanowig uklad siedmiu réwnan
o oSmiu niewiadomych R,, Ry, Ry, R, i 2y,2,,25,2,. Osme réwnanie otrzy-
mamy, wyrazijac, ze punkty By, B, B,,B,, w ktérych plyta stolu
opiera si¢ na nogach, leza w jednej plaszczyznie; zatozyliSmy bo-
wiem, ze plyta stotlu jest sztywna.

Punkty By, By, B;i B, maja wspélrzedne 0,0,z;, a,0,2,, a,b,2,
10,b,2,. Jak wiadomo z geometrii analitycznej, warunek by punkty
te lezaly w jednej plaszezyZnie, wyraza sie wzorem

0,0,2,1|
a, 0,2z, 1 |
a, b,z 1
10, 0,241

= 0.

Obliczajac wyznacznik, otrzymamy:
(19) &Ry 4 23—z, = 0.

Z réwnan (16)-(19) mozemy juz wyznaczyé nicwiadome re-
akeje. Otrzymamy:
) 1 , ac !
a=lt |- s (24| Zz—"l+,—¢.?|—~1—2 (b)),

a

oot s e ] ol )
’ I‘)z: i Q [1+ (‘LO ybo>]7

J/'
S N 1

Na to, by wzory (21) dawaly na Ry, ..., B, wartofei nieujemne,
muszg zachodzi¢ zwiazki nastepujace:

(20)

1 NE P TR
1\31:4Q{3~2(E°+‘%’)

ltnglau ')( +yb°)

(21)

a¢ 1 _wy  yo 3 1z Yo 1
(22) pSATRSyY Tas .Sy

Wynika stad, ze rzut §rodka ciezkosci na plaszezyzne po&iomaé,
t. j. punkt S'(@g,y,,0), musi lezeé w obrebie réwnolegloboku EFGH.
ktorego wierzchotki sg $rodkami bokéw prostokgta A A, A, 4,.
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Przypudémy, ze punkt 8’ wypada w obrebie trojkata A, HH
(poza bokiem KH). Wowezas byloby

%’+%9<—21—» czyli 1~2(%°+yb°)>0,
skad na moey (20) z,>!l; znaczy to, ze noga A,B,; sie wydluzyla,
¢o oczywidcie niemozliwe.

Musimy zatem przyjad, ze stol opiera sie tylko na trzech nogach,
mianowicie w punktach 4,,4, .4, Kladac E,=0, otrzymamy wiee
z réwnan (17):

By =Quy,/b, Ry = Qu,/a,

z rownania za$ (16)

Ry=0Q

(%o Yo
! <u+b>

Przyltad 7. Walec ciezki opiera sie na plaszezyznie pozio-
mej gladkiej. Na walee dziala para sit P i —P lezacych w plasz-
czyznie pionowej, przechodzgcej przez Srodek

ciezkosei 8. Jaka moze byé maksymalna wiel- e
ko$é¢ momentu pary, gdy walec jest w réwno- Iti\_‘_xi
wadze? T
Oznaczmy przez. M moment pary, przez Q 01 F_Y
ciezar walca, przez F wypadkows sit reakeyj- . |
nych, zaczepiona w O, a przez r promijen 4 0B

podstawy walca.

Jezeli walec jest w réwnowadze, to suma sit jest zerem, wigc
F14Q=0 czyli F=—Q.

Zakladajae, ze S lezy na osi walea i ktadac d=40, dostaniemy
z obliczenia momentu wzgledem A:

|+ 1Qlr—F|d —o.
Poniewaz, Q= |F|, wiec
| M| =@ (d—r),
gdzie Q=|@Q. Poniewaz maksymalng wartoscia d jest d=2», wiec
maksymalng wartodcia | M| jest Qr.
Jezeli wiec |M|>Qr, réwnowaga jest niemozliwa. Jezeli za$
|M|<Qr, to, jak latwo stwierdzié, wypadkowa sit @, P i —P jest

réwna @ i trafia plaszezyzne pozioma w obrebie podstawy walca.
Walec moze wiec pozostawaé w réwnowadze.
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§ 13. Sily wewnetrzne. Przeprowadsmy przez dowolny
punkt O osi obranej w danym ciele sztywnym, np. w belee, pla-
szezyzne I1, prostopadla do tej osi. Plaszezyzna podzieli ciato na
dwie czesei 1 1 I1. Zalézmy, ze cialo poddane jest dzialaniu pewnych
sil 1 ze jest w rownowadze. W wieln zagadnieniach mechaniki tech-
nicznej dogodnym jest rozpatrywaé cze§ei I i IT tak, jak gdyby
tworzyly odrebne ciala sztywne, stykajagce sie wzdiuz plaszezyzny
przekroju II. ‘

7 takiego ujecia wynika, ze hz(;sfé 11 dziaka na czedé 1z pe-
wnymi sitami. Sily te nazywamy napicciams.

Przyjmujac punkt O za drodek redukeji, mozemy zastapic
napiecia przez jedna site R o poezatku O i pare sit o ,mo-
mencie M. ‘

Skladows OA sity R, prostopzidhy do przekroju, nazywamy
sciskamiem wypadkowym lub rozeiaganiem w O, zaleznie od tego,
czy skladowa jest skierowana do wewnatrz, czy na zewnatrz czedei 1.

Skladowa OB sily R, styczna do przekroju, nazywamy sila
wypadkowa zginajqeq lub $cinajqea w 0.

sktadowa OC momentu M , prostopadty do plaszezyzny prze-
kroju II, nazywamy momentem skrecajacym w 0, skladowa zas OD
styczng do powierzehni momentem zginajaeym w O.

Moment skrecajacy mozemy uwazaé za
moment pewnej pary sily, lezacych w pla-
szezyznie przekroju, zas moment zginajacy
za moment pary sil, lezgeych w plaszezyznie
stycznej do osi w punkcie 0. Dziatanie tych
par, z ktorych pierwsza stara sie cialo skrecic,
I a druga zgiad, tlumaczg nam nazwy mo-

mentow.

Jezeli clato jest w roéwnowadze, to sily zewnetrzne dziatajace
na cze$é I réwnowazg sie z napieciami. Zatem — R i — M réwnaja
sie odpowiednio sumie i momentowi oednemu wzgledem O it
zewnetrznych dzialajacych na cze$é 1. Znajac sily zewnetrzne, mo-
zemy wiec wyznaczyé R i M.

Znajomos$é sity R i momentu M ma wielkie znaczenie w nauce
o wytrzymalogci. Na ogdl wytrzymalodé ciala jest tym bardziej za-
grozona, im R i M sg wieksze.

Napiecia, z jakimi cze$é I dziata na 11, dajg sie zastagpicé wmysl
prawa akeji i reakeji sumg - - R o pocezatku 0 i para o momencie — M.
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Przykltad 1. Belka podparta w punktach 4 i B obcigzona
jest sitami P, P,,..., P; skierowanymi pionowo w dét i zaczepionymi
w odleglo§ciach x,s,...,2; od A (str. 2567, rys. 1). Zakladajac, Ze
podpory sa gladkie, otrzymamy (por. wzory (13) i (14), str. 267):

By= (Pyoy+Pypwyt... 4+ Pss)[dy,  Ky=[Py(d—a,)+...4P5(d—u;)]/d,

gdzie AB=d, a P;, R, i1 R, oznaczaja wartosci bezwzgledne sit
i reakeyj.

Utworzmy przekrdj belki plaszczyzng prostopadla do osi
¥ punkcie O, odleglym o x od A. Oznaczmy przez R sume, a przez
M moment wzgledem € napieé czedci OB na cze$é AC. Przyj-
mujac, ze przekroj wypada miedzy sily P, a P, otrzymamy:

—R=R 4P+ Py+P,, — M=Mom¢ E,-+ Mom¢ P,4+Momg P4 Mom P,.

Nadajac osi y kierunek pionowy ze zwrotem ku gorze,
otrzymamy:

Ry,=R,— P, Py—P;, M =x Ry —(x—n,) P;—(—a5) Py—(r—1x,) Py,

Poniewaz R i M leza w plaszezyznie przekroju, wiec R jest
sity zginajaca, M za$ momentem zgiecia. Sila $ciskajaca (lub roz- -
ciggajaca) i moment skrecajacy sa zerami. Site R i moment
mozemy roéwniez wyznaczy¢ przy pomocy wieloboku sznurowego
jak na str. 257 i 258.

Przyklad 2. Belka, wmurowana jak na rysunku, obcigzona
jest w A silag P. Utworzmy przekr6j belki przez
punkt O i oznaczmy przez R sume, a przez M 7//
moment wzgledem (' napied czedei lewej na #wc— _________ -
prawgy. Mamy zatem:

-—~R=P, — M = Mom¢ P. P
Czedé prawa dziala wiec na czedé lewa (wmurowang) napie-

ciami o sumie -—R i momencie — M. Reakcje muru, rownowazace
te napiecia, maja tedy sume R——P i moment M—-—-Mom,P.
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